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1. fejezet

Bevezetés

Az altalanos ill. kozépiskolaban megismerkedtiink az egybevagosagi és hasonlosagi

transzforméaciokkal. Egy kis emlékeztetd:

Egybevagodsagi transzformacid: olyan tavolsagtarté transzformécié mely a sikot

vagy teret énmagara képezi le, azaz ¢ : R? — R? vagy ¢ : R? — R3 .

Hasonlésag: a sik vagy tér onmagara valo leképezését A > 0 ardnyt hasonlosag-
nak mondjuk, ha barmely XY pontparra és X' := ¢(X), Y’ := o(Y) képeire:
d(X"Y") = M(X,Y) teljesiil. (Specialis eset, ha A=1, akkor egybevagosagrol

beszéliink.)

Megéllapithatjuk tehat, hogy a hasonlosagi transzforméaciok csoportja bévebb az egy-

bevagdsagokénal.

Mivel bizonyithato, hogy mind az egybevagosagok, mind a hasonlésdgok bijektivek,
felmeriil a kérdés, hogy van-e ennél bGvebb bijektiv transzformacioesoport? (Persze
akarmilyen ¢ : R? — R? vagy ¢ : R* — R3? bijektiv leképezéseket véve egy bévebb
(altalanosabb) csoportot kapunk, de ez nehezen kezelhetd, érthetd, illetve tanulmé-

nyozhato.)

e Mi a kdzds egy egybevagosigban és egy hasonlosagban? Mindketts egyenes-, ill.

illeszkedéstarto transzformacio.

e Van olyan transzforméacié ami nem egybevagdsag és nem hasonlosag, de egyenes-
és illeszkedéstart6? A valasz igen, példaul ha lefényképeziink egy négyzetracsos
lapot, a kapott kép nem feleltethetd meg sem egybevagosiggal, sem hasonloséig-
gal. Mint kés6bb latni fogjuk, ez a példa nem teljesen jo, mert nem lesz bijektiv
ez a transzformacio, ami szamtalan érdekes kérdést vet majd fel. Masik példa a

meréleges tengelyes affinitas vagy a nyirds. Ezekre késébb visszatériink.



2. fejezet

Affin geometria

A geometria egyes fejezeteit osztalyozhatjuk aszerint, hogy milyen transzforméciok
soran meg nem valtozo, invarians tulajdonsagokkal foglalkoznak. Eszerint a geometria
egyes fejezetei az egyes geometriai transzforméaciocsoportok invaridnsaival foglalkoz-
nak. Ezt az elvet az erlangeni programnak mondjak, mert Felix Klein, az erlangeni
egyetemen 1872-ben tartott tanari székfoglalojaban mondta ki. Az erlangeni program
értelmében a mozgéascsoporthoz a kézonséges, metrikus geometria, a projektiv transz-

forméaciok csoportjdhoz a projektiv geometria tartozik.

A geometrianak azt az agat, amely az alakzatoknak affin transzformaciokor meg

nem valtozo tulajdonsagaival foglalkozik, affin geometridnak nevezziik.

2.1. A kibdvitett tér

Miel6tt elkezdenénk az affin transzforméciok vizsgalatat, érdemes picit messzebbrol
vizsgalni a kérdést, annak atfogobb és a késGbbiekben kénnyebb tanulmanyozasihoz.
Ha mar szoba keriilt a fényképezés, azaz centralis vetités két sik kozott, nézziik meg,
hogy mi torténik a parhuzamos egyenesekkel. Az emberek altal latott kép is egy cent-
ralis vetiiletnek felel meg, igaz ekkor a teret képezziik le egy sikra, de ha csak egy sikot
"néziink", akkor annak képe mar egy sik centralis vetiilete lesz. Vegyiik példanak a
hosszi, egyenes vasiti palydkat. Ha beallunk a sinek kozé, a horizonton latunk egy
pontot, ahol a két sin dsszeér, pedig tudjuk, hogy val6jaban nem érnek Gssze, azaz ilyen
pont nem lehet. Erre a latni vélt pontra ad valaszt a projektiv geometria.

Ha az euklideszi stkban az e egyenes pontjait az X tengelyre vetitjiik, egy mindket-



ton kiviili () pontbol, akkor az A, B, C-n atmend atmené vetitGsugarak kimetszik az
A’ B',C" pontokat az X tengelyen (2.1 4bra). Az e egyenes minden pontjanak megfelel

egy vetiileti pont, kivéve D-t, melynek vetitGsugara parhuzamos a tengellyel.

2.1. abra.

Tovabba az X tengely minden pontja el6all képként, kivéve azt az £’ pontot, melyre
FE'Q || e. Kénnyen lathato, hogy ha e mentén P;,P,, ... olyan pontsorozat amelyre P;
"kifut a végtelenbe" az egyenes mentén, akkor a vetitGsugarak, a () P; egyenesek, tar-
tanak a (Q-n atmend e-vel parhuzamos egyeneshez, igy P|,P;,... — E’. Mindegy,
hogy a P; sorozat e mentén milyen iranyban fut ki a végtelenbe. Azaz e "mindkét
végtelen tavoli pontja" E’-be vetiilne.

Hasonloéan, ha most P; € e és P, — D az egyik oldalardl, akkor P/ kifut a végte-
lenbe X mentén és aszerint 400 vagy —oo irdnyban, hogy a P; sorozat mely oldalrol
kozeliti D-t.

Ezért, ha ki akarjuk valahogy terjeszteni a vetitést, hogy mindenkinek legyen képe
és mindenki elGalljon képként, akkor egy egyenes "két végtelen tévoli pontjat" nem
szabad megkiilonboztetns.

Tekintsiik most térben a centralis vetitést két stk kozott. Ha ()-n keresztiil atvetitjiik
Sy sikot Sy-be, akkor a d; egyenesnek nincs képe és e; nem &ll el6 képként, (2.2 abra
A) része) ahol dj-et a Q-n atmend Sy-vel parhuzamos sik metszi ki S1-bdl és eo-t pedig
a (Q-n atmend S;-vel parhuzamos sik metszi ki Sy-bél.

Ha a; C S egyenes és S, az a1 és @) sikja, akkor ebben a sikban torténik a,
pontjainak atvetitése So-re. (2.2 abra B) része) Az a; egyenes oo tavoli pontja pedig

a ()-n atmend ai-el parhuzamos egyenes mentén vetiilne e; M as-be.
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2.2. abra.

Viszont, ha by || a1, by C S; egy masik egyenes, akkor ennek a végtelen tavoli pontja a Q-
n dtmend by-el (azaz a;-el is) parhuzamos egyenes mentén vetiilne. Tehat parhuzamos
egyenesek oo tavoli pontjai ugyanoda vetiilnek, igy dket sem szabad megkilonboztetns.
Az is lathato, hogy az S; sikba 1év6 egyenesek oo tévoli pontjai fognak eo-re
képzd6dni, igy ezek egy egyenest alkotnak az S; sik ideélis egyenesét.
Hasonlé R%-ben két R? kozotti vetitésre kapjuk, hogy parhuzamos sikok idealis egye-
nesei a vetitésnél egybeesnek, igy 6ket sem szabad megkiilonboztetni. Ezek a tapasz-
talatok motivaljak a kovetkez6 definiciot.
Az euklideszi teret, a tér pontjainak halmazat kibévitjiik tovabbi pontokkal és igy
definialjuk a kibdvitett teret vagy masnéven projektiv teret. A kib&vitett térnek lesznek
kozonséges pontjai (ezek egyértelmiien megfeleltetheték az euklideszi tér pontjainak)

és lesznek idealis pontjai, melyeket az alabbiak szerint definidlunk.

e A tér minden egyenesének kézonséges pontjaihoz még egy 1j plusz pontot vesziink

hozza, mely az egyenes idedlis pontja lesz.
e Az egymaéssal parhuzamos egyenesek idedlis pontja megegyezik.
A fenti definiciobol levezethetd, amit a centralis vetitésnél lattunk, hogy:
e Egy sik idedlis pontjainak halmaza a sik idedlis egyenese.
e A tér idealis pontjainak halmaza a tér idedlis sikja.

e Parhuzamos sikok idedlis egyenesei megegyeznek.



2.2. Kollineaciok

2.2.1. Definicié. Az idedlis sikkal kibévitett euklideszi tér 6nmagdra vald, kolcsindsen
eqyértelmi, pont- , eqyenes- ,sik- és illeszkedést tarto leképezéseit kollineacioknak nevez-

A kibgvitett tér kollineacidi a projektiv transzforméaciok.

Az affin transzformaciok ezeknek a projektiv transzforméacioknak az az alcsoportja,
mely elemei a kibGvitett tér euklideszi részét onmagara képezi le, vagyis az idealis sikot
is Onmagéara képezi le.

Hasonléan definidlhat6 a kollineéci6 illetve az affin transzformécié két sik kozott.



3. fejezet

Affinitas

3.0.2. Definicid. Egy siknak onmagdra vagy eqy mdsik sikra valo affinitasdan egy olyan
¢ : R* — R? bijektiv leképezést értiink, melynél minden e egyenes ¢(e) képére létezik

olyan €' egyenes, melyre ¢(e) C €.

Fontos megjegyezni, hogy a definicoban nincs sz6 a leképezés folytonossagarol, illetve
az sem vilagos, hogy egy e egyenest az affinitas az €' egyenesre bijektiven képez, (a
definicioban csak beleképezés van nem raképezés), azaz nem tudjuk, hogy az e’ egyenes
minden pontja eltaldlodik-e egy e beli pont altal. Feltehetnénk ezt is a definicibban
(azaz, hogy minden egyenes képe egyenes), de ez nem sziikséges, mint latni fogjuk ez
automatikusan kévetkezik majd. Ez a definicié gyengébb a szokasos definicional, ahol
felteszik a el6bb emlitett egyenestartast.

Mint azt emlitettiik az affin transzformaciok halmazanak egy részhalmazat képzik a
hasonlésagi transzforméciok, ezen beliil az egybevagosagok, mert egyenestarto transz-
formaéciok.

Koénnyen lathato, hogy egy 2.2.1.-ben definialt kollineacié megszoritasa a kozonséges

pontokra teljesiti a 3.0.2.-es definici6 feltételeit, azaz egy affinitast ad.

3.1. Tulajdonsagok

El6szor megprobaljuk pusztan geometriailag jellemezni a sikbeli affinitasokat és
elkeriiljiik az algebrai leirdst, mely ugyan egy konnyebb t, de gyakran nehezebben

érthetd a bizonyitasok lényege az algebrai bizonyitasoknal.



Nyilvanvalo, hogyha adott egy ¢ : R? — R? affinitds és vessziik két egyenes met-
széspontjat A := e N f, akkor ha p(e) C € és o(f) C f’, ahol ¢, f’ egyenesek, akkor
A= p(A) =€ N f'. Ezentul egy P pont affinitasnél vett képét jelolje P’

A definiciobol kozvetleniil levezethetGek az alabbi 3.1.1.-3.1.5. tulajdonsagok:

3.1.1. Allitas. Affinitds inverze is affinitds (részben ebbdl fog kovetkezni, hogy a sikbeli
affinitasok csoportot alkotnak)

Biz.: A bijektivitas miatt 1étezik inverz. Azt kell megmutatnunk, hogy ez egy egyenest
egy egyenesbe képez. Ha P’, ()’ egyenesét nézziik, akkor, egyrészt legyen P’ és Q' 6se P
és (). Tudjuk, hogy a PQ egyenes képe a P'Q)’ egyenesbe megy az affinitasnal. Azonban
még nem tudjuk, hogy minden pontjat eltalalja-e az affinités, de azt igen, hogy P'Q)’
képe az inverznél lefedi a PQ) egyenest, de lehet olyan pontja is, amely az inverznél
méashova megy. Tegyiik fel indirekt, hogy az ¢’ egyenes képe az inverznél (azaz e’ Gse
az eredeti affitasnal) nem egyenes. Ekkor van harom olyan pont ¢’-n A’ B', C" melyek
6se nem kollinearis. Tehat az indirekt bizonyitashoz feltessziik, hogy A, B,C nem
kollinearisak, de képeik az affinitasnal A’, B’, C' viszont igen. Vegyiink e¢’-n kiviil egy
Q' pontot. A Q' 6se (Q nem lehet az ABC haromszog oldalain, hiszen az AB, BC,C A
egyenesek képei €’-be mennek. Legyen QA és BC metszéspontja M. (Ha QA || BC,
akkor vegyiik @B vagy QC metszéspontjat a megfelel§ oldalallal.) Az M pont képe
M’ illeszkedik B'C" C e-re. Mivel A A M — A" £+ M' és Q € AM — Q' € A'M’,
igy Q' € ¢, hiszen A", M', B',C" € ¢/, de ezzel ellentmondasra jutunk @)’ ¢ ¢’ allitassal.
Azaz P'Q)" képe az inverznél PQ) egyenesben van, ami a fenti meggondolasokkal egyiitt
azt adja, hogy az affinitdas PQ és P'(QQ)’ kozott egy bijekcio lesz. O

Megj.: A bizonyitasban kijétt az a bijektivitasi tulajdonsag, amire a 3.0.2-es definicio
utan utaltunk. A fenti allitds miatt e egyenes képe is egyenes, jeldlje €' ezentil ezt az

egyenest.
3.1.2. Allitas. Két affinitds eqymdsutdnja ujbdl affinitdst eredményez

Biz.: Affinitasok szorzata is affinitds, ugyanis egyenestartd transzformaciok egymas
utani elvégzése sordn egyenes képe szintén egyenes kell legyen, ami a definici6é szerint
affin transzforméaci6. O

Az el6z6 két allitasbol kovetkezik, hogy az affinitasok egy csoportot alkotnak.
3.1.3. Allitas. Az affinitds illeszkedés- és parhuzamossdgtartd

Biz.: Az illeszkedéstartas a definiciobél kovetkezik. Nem metsz§ egyenesek képe nem
lehet metszd, kiilonben a metszéspont Gse az eredeti egyenesek kozos pontja lenne. O

Ebbdl az allitasbol az kévetkezik, hogy egy affinitas kiterjeszthetd kollineaciora.



Sajnos az affinitas nem tavolsagtarto, s6t a hasonléség tulajdonsagaival sem rendelkezik
(lasd kés6bb meréleges affinitas), azért mégis megtart egy tavolsaggal kapcsolatos
aranyt, az osztoviszonyt.

Osztoviszony: Legyenek A,B,C' kiilénb6z6 pontok egy egyenesen. Ha ﬁ:tB?
valamely ¢ € R-re, akkor A,B,C osztéviszonya (ABC) = t. Masszoval (ABC) = %,
ahol |AC| és |BC| iranyitott tavolsagok.

3.1.4. Lemma. Paralelogramma képe paralelogramma.

Biz.: Legyen ABCD paralelogramma, azaz AB || DC és AD | BC. A 3.1.3.-as
allitasnal bizonyitottuk, hogy az affinitas parhuzamossagtarto, ezért A’B’ || D'C’ és
A'D" || B'C’, tehat A'B’'C'D’ is paralelogramma. O

3.1.5. Allitas. Az affinitds tartja az osztéviszonyt.
Biz.: Ezt kés6bb bizonyitjuk.

3.1.6. Allitas. Adott ABC és A'B'C’' nem elfajuld hdromszogek = 3! affin transz-
formdcid, melyre A— A', B— B', C — ('

Biz.: Két 1épésben torténik.

o Els6 lépésként az egyértelmiiséget bizonyitjuk. A 3.1 &bréan lévé D' E' F'.G’
egyértelmi a 3.1.5. allitas miatt. Igy D'E' N F'G' = P’ is.

3.1. abra.

e Masodik lépésben a létezést bizonyitjuk. Ennél a 1épésnél egyszertibb algebrai

bizonyitast adni, mint geometriait ezért itt az egyszertiség kedvéért algebrailag
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bizonyitjuk a létezést.

Vegyiink fel egy koordinatarendszert, mely kezdépontja O := A és bézisvektorai
i:= AB, j := AC és egy masik koordinatarendszert 0" := A’ kezdSponttal és
i' = A'B', j' := A'C' béazisvektorokkal. Jelolje a P pont koordinatait az (O, 1, j)
koordinatrendszerben P = (z,,y,), azaz O? = xpi + ypj. Hasonléan egy @’
pont koordinatai legyenek (O',i’, ;') koordinatarendszerben Q' = (z},y;), azaz
O’—Q>’ = z,i+v,j. Ekkor egy R pontnak, melynek az (O, 1, j) koordinétarendszer-
ben R = (z,y) a koordinatai, legyen képe az az R’ pont, melynek az (O', 7, j') ko-
ordindtarendszerben R’ = (z,y) a koordinatai. Ennek a leképezésnek a matrixa
az. (0,1,7) és (0,7, j") koordinatarendszerekre vonatkoztatva Id (az identités
matrix). Mivel ez a leképezés linearis, ezért egyenes képe egyenes és bijektiv is,

igy egy affinités lesz. O

Megj.: A fenti bizonyitasbol az is kovetkezik, hogy egy affinitas folytonos leképezés,
hiszen a 2. lépésben megkonstrualt leképezés alapjan az egyértelmiiségi rész miatt
minden affinitas ilyen alakba irhato.

A fenti 3.1.6.-os allitds 2. 1épésébdl a linearitds miatt kénnyen lathato algebrailag,
hogy az osztéviszonyt megtartja az ott definialt leképezést. Ekkor azonban a 3.1.5.-6s
és 3.1.6.-os allitdsokat egymas bizonyitasara hasznalnank fel.

Viszont ha az affin leképezés folytonossagat elfogadjuk, akkor egy geometriai bizonyitast
is adhatunk. Sajnos a folytonossagot mi a 3.1.6.-ban bizonyitottuk, amihez a 3.1.5.-0t
hasznaltuk, az alabbi bizonyitas egy egyenes siirt részhalmazan bizonyitja az osztovi-
szonytartast, majd a folytonossagra hivatkozunk. Egy 3.1.6.-tol fiiggetlen bizonyitas
azonban tulsagosan bonyodalmas lenne, igy attol most eltekintiink.

3.1.4-es Allitas bizonyitasa

e Egy AB szakasz felez6pontjat az affin transzformacié az A’ B’ felez6pontjaba viszi.
Az AB szakaszt egészitsiik ki paralelogrammaéava. Legyen E := BDNAC, f az E-
n at AD-vel parhuzamos egyenes és F' := fNAB, ahol F felez6pontja AB-nek. A
3.1.4.-es lemma miatt tudjuk, hogy paralelogramma képe paralelogramma lesz. E
az atlok metszéspontja = E' is az atlok metszéspontja, f | AD = f' || A'D’,
valamint F € f = E' € f'. Mivel ' = ABNf, ezért I’ = A'B'N f’ felez6pontja
A'B'-nek (3.2 abra).

e Az affinitds az AB %—edelé pontjait az A'B’ %—edelé’ pontjaiba viszi, ahol 0 <
k < 2™ mert iterdlva a fenti folyamatot az 1. pontban kapott uj paralelogram-
méakra azt kapjuk, hogy a negyedeld, nyolcadol6. .. pontok negyedel, nyolcadolé. . .
pontokba mennek. Folytonossag miatt az AB szakasznak egy G pontjara, (ABG) =

(A'B'G") lesz igaz, mert a %—edel(’i pontokkal mindenki kozelithetd és ezekre igaz

10
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3.2. abra.

az allitéds. O

Az el6z6 allitds miatt ha adott egy ¢ : R? — R? affinitas (azaz itt a stknak
egy Onmagara valo leképezése), amelynél A = A’ B = B’, akkor AB = A'B’ és
AB egyenes minden pontja fix lesz! Konnyen lathato, hogy 3 nem kollinearis A,B,C
pont nem lehet fix, hiszen akkor AB,BC,C' A egyenesek is azok. Ekkor egy tetszéleges
Q) ¢ ABUBCUC A ponton at vehetiink egy olyan e egyenest, amely elmetszi az AB,BC
egyeneseket két kiilonb6z6 pontban. Mivel ezek a pontok fixek, igy az e egyenes is fix,
de igy @ is fix. Azaz egy affinitasnak 1 fixpontja lehet, egy egyenese lehet fix vagy

nincs fixpontja vagy minden pontja fixpont.

3.1.7. Definici6é. Tengelynek mondjuk azt az eqyenest, aminek minden pontja fiz.

3.1.8. Definicidé. Egy affinitdst tengelyesnek tekintink, ha van tengelye és nem az

identikus leképezés.
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3.2. Merdéleges, ferde és parhuzamos affinitas

Térjiink vissza a 3.1.7.-es és 3.1.8.-as definicidhoz, melyekben a 3.1.4.-es allitas sugal-

latara definidltuk a tengely fogalmat és vizsgaljuk meg a tengelyes affinitdsokat.

3.2.1. Definicié. Merdleges affinitdsnak neveziink eqy olyan tengelyes affinitdst,mely

a tengelyre merdleges egyeneseket dnmagdba képezi le.
Az alabbi bizonyitashoz felhasznéljuk a parhuzamos szelGk tételét.

3.2.2. Tétel (Parhuzamos szel6k). Ha egy sz0g szdrait pdrhuzamosokkal metssziik,
akkor az eqyik szdron keletkezd szakaszok ardnya megegyezik a mdsik szdaron keletkezd

megfeleld szakaszok ardnydval.

3.2.3. Allitas. Ha a T tengelypontban emelt merdleges T-t61 killonbozd P pontjdhoz
az affinitas a P’ pontot rendeli, akkor az eldjeles tdvolsdgokra felirt TP’ : TP ardny a

T, P pontok megudlasztdsatol fiiggetlen, 0-tol kilonbozd allando.
Biz.: Legyen P egy tetszélegesen megvalasztott pont.

e Ha P e PT — az osztoviszonytartasbol kijon az allitas.

e Ha P ¢ PT két esetet vizsgalunk:

1. Legyen F := PP Nt, ha létezik, ekkor F C ¢ fix. PF —» P'F és PT — P'T
— PF NPT — P'F NPT és erre alkalmazzuk a parhuzamos szel6k tételét
(3.3 abra A) része).

2. Ha PP || t = képeik is parhuzamosak lesznek (3.3 abra B) része), amire nyil-

vanvalo az allitas. O

P P :
5
el 3 P
t F t
T T
A) B)
3.3. abra.
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A helyben maradd pontok egyenese az affinitds tengelye, a ra meréleges irany az
affinitds irdnya.
A merdleges affinitas elnevezésben a meréleges jelz6 arra utal, hogy az affinitas iranya
meréleges a tengelyre.
Felmeriil a kérdés, ha van egy affinitdsnak tengelye, akkor van iranya is? Mit jelenthet
ez az irany geometriailag?

Kérdés, hogy van-e egy tengelyes affinitasnal olyan irdny, melynek képe onmagaval
parhuzamos? Vagyis olyan v irany mellyel parhuzamos egyenesek 6nmagukba mennek

(de pontonként nem feltétlen fixek).
3.2.4. Allitas. Minden tengelyes affinitdsnak van irdnya.

Biz.:

l.eset: PP’ Nt # () (3.4 abra A) része)
PP’ lesz az irany, egyrészt PF — P'F’ = P'F = PF. Tudjuk, hogy az affinitas
parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez. Legyen @) tetszGleges pont, -
n at PF-vel parhuzamos egyenes a. Legyen E := aNt. Egyrészt PF | QF = P'F’ ||
Q'E" azaz PF || Q'E’ de F fix, igy Q'E’ kénytelen 6nmaga lenni, azaz Q'E’ = QF, igy
QQ' || PP

e P P
< Q. ,7Q :
t . L
E\ F
A) B)

3.4. abra.

2.eset: PP'Nt =0 (3.4 abra B) része)
e := PP’, ez parhuzamos t-vel. Felhasznalva, hogy parhuzamos képe parhuzamos azt

kapjuk, hogy PP’ || t és t' = t miatt PP’ képe is parhuzamos t-vel és atmegy P’-n,
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azaz € = e.

Ha Q ¢ e, legyen F' := PQ Nt. Tudjuk, hogy PFF — P'F . Ha a a Q-n atmend
t-vel parhuzamos egyenes és Q = FP' N a akkor a parhuzamos szel6k tétele miatt
(PFQ) = (P'FQ), de Q € PF — Q' € P'F és (PFQ) = (PFQ') = Q' = Q kell
legyen, azaz QQ' || PP’

Ha @ € e = ¢/ = e miatt QQ' || PP'. O

Feladat: Adott P, P’ pontok és ¢ tengely. Szerkessziik meg () képét!

e Ha PQ || t, de P, P, @ nem kollinearis, akkor egyrészt P'Q)" || ¢ = t, mésrészt
PP || QQ', igy a @-n a&tmend P P’-vel parhuzamos egyenes és P'-n atmend t-vel

parhuzamos egyenesek metszete lesz ('.

e Tegyiik fel, hogy PQ metszi t-t. Ha P, P’, (Q nem kollinearis, akkor legyen T :=
PQ, T fix (tengelypont) és egyenes képe egyenes — PT = P'T' = P'T igy
Q € PI — Q' € P'T" = P'T tovabba ‘If,g = g;l miatt a PP’-vel parhuzamos

()-n at kimetszi QQ-t P"T-bdl (3.5 dbra A) része).

e Ha P, P’ () kollinearis és PP’ || t, akkor a nyirés fejezetben latni fogjuk, hogy
s
PP =QQ'.

e Ha P, P’ () kollinearis, és létezik T' := PP’ Nt, akkor a TP egyenest az affin
leképezés dnmagaba visz és ezért () képe Q' is ezen az egyenesen van. Tehéat

/ e |PT| _ |PT| _ QT (..«
Q'-t ezen az egyenesen keressiik szintén, melyre P = (BT 10T (parhuzamos

szelGk tételének segitségével) (3.5 abra B) része).

e/ ;

.."/ - II

r AN '

Vi ) : i
T 1‘"'_""l"—""-'-:'t P’
—
A [P°T)
A) B)

3.5. abra.

14



3.2.5. Definicié. Egy tengelyes affinitdsndl legyen a P ¢ t pont merdleges vetiilete a
tengelyre P, és P’ vetiilete P} . Ekkor a

‘ /! D/

P'P, . " L .
|PP;‘| ardnyt az affinitds ardnydnak mondjuk.

Megj.: A fenti definicioban 16v6 arany fiiggetlen a P ¢ ¢ pont megvalasztasatol, ezt az
el6z6 feladat A, B abrain a T pontbdl vett nagyitasok segitségével igazolhatjuk. Hiszen
annal a T pontbdl torténd A ardnyd nagyitasnal, melynél P pont a () pontba megy a
P’ pont épp Q'-be megy. Igy viszont ﬁﬁj‘ = MP'P/|M\PP,| = % A feladat masik
két esetében konnyen lathato, hogy P és () esetében azonos a fenti arany.

Ha az affinitas aranya 1 vagy —1, akkor az azonossagot vagy az alapsikra vonatkozo
tiikrozést jelent.
Ha X\ pozitiv és 1-nél kisebb, akkor a meréleges affinitas Osszenyomést jelent, ha pedig

1-nél nagyobb, akkor széthizést.
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3.3. Nyiras

Hogyan tudnank szemléltetni a hétkoznapokban a nyirdst? Vegyiink egy vizszintes
feliileten egy kartyapaklit és a kartyalapok egymason vald elcsisztatasaval lathatjuk,

hogy a lapok a feliilettl mért magassaguk aranyaban cstisznak el adott irdnyban.

3.3.1. Definicid. Olyan tengelyes affinitdst, ahol az affinitds irdnya pdrhuzamos a

tengellyel nyirasnak nevezziik.

A 3.2.4.-es allitas 2. pontjaban szerepld affinitasbol és a 3.6 Abra alapjan latszik, hogy
R képe R’ és
PP'| |PF| |RN| |RF
QQ'| @F' - ‘@N‘ Q@
azaz |PP'| = |RR/|, igy az e egyenesen minden pont a PP-ral tolodik odébb. Ha-

—
sonlban minden mas t-vel parhuzamos egyenes ugy megy onmagaba, hogy PP'-ral
parhuzamos és azonos irdnyd, de mas nagysagl vektorral tolodik el, a vektor iranya

pedig attol fiigg, hogy a tengely melyik oldalan helyezkedik el.

E P'I _R’ P g
Qi 9 .

F N

3.6. abra.

3.3.2. Allitas. Minden sikbeli affinitds elddll eqy hasonldsdg és egy tengelyes affinitds

szorzataként.

Biz.: Legyen egy adott affinitas A,B,C az A’,B',C’ megfelel§ haromszogparral. Létezik
olyan v hasonlésag, ami A-t A’-be, B-t B’-be visz. Ez a hasonlosag vigye C-t C*-ba.
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Ezutan van olyan A’B’ tengelyl 7 tengelyes affinitds, ahol C* képe C’. Ekkor 7o v
affinitas A,B,C-t A', B, C'-be viszi. O

3.3.3. Definicié. Egy tengelyes affinitdsndl eqy P ¢ t pontra a PP egyenes irdnydt

az affinitds irdnydnak mondjuk.

Megj.: Ez az irany nem fiigg a P pont valasztasatol a fenti allitds miatt.

Hogyan valtozik a haromszogek teriilete nyirasnal?

e l.eset: ElGszor vizsgéljuk azokat a haromszogeket, melyeknek egyik oldala parhuzamos
a tengellyel.(3.7 4bra)
Ha P(Q) parhuzamos a tengellyel, akkor |PQ| = |P'Q'| és P, P’,Q, Q' kollinearis,

3.7. abra.

és egy t-vel parhuzamos egyenesen vannak. Mivel RR' ||t = a PQR, és P'Q'R/ 5
alapjai |PQ| = |P'Q)’|, valamint az ehhez tartozé magassagok egyenlek —-

Tror, = Trqr,
e 2.eset: Altalinos haromszogekre vizsgaljuk meg a helyzetet. (3.8 abra)

Az eredeti haromszog teriiletét ugy kapjuk:
Tpqr, = Trsq, +Trsxx +T1rpPg, — TLKP,
Az el6z6ek alapjan megallapithatjuk, hogy
Trgr, =Trsq,+Trsk, +Tvpg, —Tukp,
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3.8. abra.

azaz YijRA = TP’Q’R’A

Mas allast haromszdgekre analég médon megy a bizonyitas.
Hogyan valtozik a teriilet A\ aranya tengelyes affinitasnal?

Merdleges tengelyes affinitiasra az el6zéek alapjan, ha PQ || t = P'Q" || t és
|PQ| = |P'Q'|. Ha A az arany = minden tengelyre merdleges szakasz a \-szorosaba,
megy, igy a PQR haromszog P(Q-hoz tartozd magassaga is:

|P'Qmpqg _ |PQIAmpq
2 2

TP/Q/R/A =

Ez egy altalanos haromszogre is igaz, a nyirasnal a 2. eset szerinti feldarabolast
hasznalva.
A X aranyu tengelyes affinitas egy nyiras és egy meréleges affinitas kombinacioja. Tehéat

a A ardnyu tengelyes affinitasnal a teriilet A-szorosara valtozik.
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3.4. Az affinitas matrixa

Az affin transzformaciok geometria megértése utan algebrailag is megprobaljuk Sket

leirni.

3.4.1. Tétel. Tetszdleges @ affin transzformdcichoz, és tetszdleges koordindtarendszer-

hez taldlhato A invertdlhaté mdtriz és v vektor, hogy ®(X) = Az + v.

A) B)

3.9. abra.

Biz.: Az A origoju b, ¢ bazisu és A’ origoju b, ¢ bazisa koordinatarendszerbe leirva
O (z) = x lesz az affinitast leird leképezés, ahogyan azt a 3.1.6.-os allitas bizonyitasanak
2. részében lattuk. Azaz A = Id identités lesz. Lineréis algebrabol tudjuk, hogy méas
béazisokban ®(z) = Az + b alakii, ahol most egy A invertalhaté matrix. O

3.4.2. Lemma. Ha eqy tengelyes affinitds tengelye az elsd koordindtatengely, akkor az

1l «
affinitds eqy A = 0 mdtrizszal vald szorzds, azaz P(x,y) képe P'(x + ay, py).

1

Megj.: Ha p = 1, akkor nyirésrol van szo, lasd 3.4.1.-es definicio.

Q
Biz.: Az affinitas az el6z6 tétel alapjan Ax + v alakba irhato, A = ( P ) , az origd
v

képe o= v =0
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1
Az els6 koordinatatengely képe 6nmaga —> ( 0 )
1
A= “).
0 u
T 1 « x
P(xay)képeA< >:( )( >=(w+Ay,uy)
Y 0 p Y

Itt 1 a hasonlosag aranya, hiszen a 3.2.5.-6s definici6 alapjan |PP| =y és |P'P/| = py.
O

Il
/N
O =
N~
Il
N
2 ™
~_—
<
2V
o
o
=

3.4.3. Definicié. Ha ® egy affin leképezés, akkor eqy tetszdleges bdzisban ®(x) =
Ax + v valamely invertdlhato A mdtrizra. Ekkor det A értékét a ® determindnsdnak

nevezziik.
Megj.: Az origo6 és a bazis megvalasztasa nem befolyasolja ® determinénsat.

3.4.4. Tétel. Ha K tetszdleges konvex sikidom és @ eqy affin leképezés a sikon, akkor
a teriilete:

T(®(K)) = |det®|T(K)

Biz.: Minden konvex sikidom kozelithet6 sokszogekkel, és minden sokszdg harom-
szogekre bonthato. Ezért elég azt az esetet nézni, ha K egy haromszog A, B,C csiccsal.
Legyen A,B,C képe A’ B',C".

FeltehetGen A az origd és AB egyenes az els6 koordinatatengely. Legyen Cj olyan pont,
hogy ABCj haromszog hasonlo az A’ B’C’ haromszoghoz, ilyen sorrendben.

Létezik egy elsé koordinatatengely tengelyd affinités, mely A,B,C-t A,B,Cy-ba viszi,

1 «
ez My = matrixszal valo szorzas. Mivel p a tengelyes affinitds aranya,

0 p
ha m az ABC-nek C-hez tartozo, mg az ABCy-nak Cy-hoz tartoz6 magassaga, akkor

mo = |u| - m
Igy

1
T(ABCyp) = 5 Mo AB = — - |pu| -mAB = |u| - T(ABCp)

N | —

Legyen A\ > 0 az ABCya-et az A'B'C\-be vivé hasonloség ardanya. Ha az A-nal fekvg

sz0g «, akkor
1 1
T(A'B'C)) = 3 sina- A'C'- A'B' = 5 sina(X- ACH) - (A - AB) = A? - T(ABCyA)

Tovabbé a hasonlosag felirhato, mint p — AMap + v, ahol My ortogonélis matrix,
hiszen ismert, hogy minden egybevigosag felirhaté p — Moz + p alakban, amibél
konnyen adddik, hogy egy hasonlosag a fenti alakban irhato fel. A fenti két kiemelt
egyenletbdl adodik, hogy:

TA'B'Cy) T(A'B'C)) T(ABCyp)

— . — 2.
T(ABCp)  T(ABCya) T(ABCp) g
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A ® hasonlosag komponéalva a tengelyes affinitassal:

AMy (M) + v, legyen M := AM, - My ekkor

0 A 0 p

= A1 fuf = A% |yl

|detM| =

det[A 0]'~]detM2]-
0 A

1 «o
det
[0 u”

(mert det My ortogonélis —> detMy = 1)0.
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3.5. Alakzatok affin képe

A 3.3.-as fejezetben lathattuk, hogy valtoznak a haromszogek teriiletei nyiraskor.
Tudjuk azt is, hogy egy haromszog képe haromszog. Vajon mas alakzatoknak valtozik-e
a képe affin transzformaciokor? Hogyan valtozik meg? Miel6tt ratérnénk az alakzatok

affin képére, nézziink meg egy kis emlékeztetét néhany alakzatrol és tulajdonsagaikrol.

3.5.1. Definici6. Adott Fy,Fy fokusz és a > 0 gy, hogy 2a > |F1Fy|. Az ellipszis
azon P pontok halmaza, melyre |PFy| + |PFs| = 2a.

3.5.2. Definicié. Legyenek adottak az Fy, Fs pontok, és a 2a gy, hogy 0 < 2a <
|1 Fy|. Ekkor azon P pontok, melyekre |1 P — FyP| = 2a egy hiperboldt alkotnak.

3.5.3. Definicidé. A parabola azoknak a pontoknak a mértani helye a sikban, amelyek
a stk egy adott egyenesétdl (vezéregyenes) és a sik eqy adott (a vezéregyenesre nem

illeszkedd) pontjatdl (fokusz) eqyenld tdavolsdgra vannak.

Kanonikus egyenleteik alkalmas koordinétrendszerben:

e ellipszis kanonikus egyenlete: 5 + 5 =1

e hiperbola kanonikus egyenlete: (2—22 — (lb’—f =1

e parabola kanonikus egyenlete: 4py = (x)?
Ahol a és b az ellipszis illetve hiperbola tengelyeinek hosszat jelentik.

3.5.4. Tétel. Egy affin transzformdciondl egy ellipszis (ill. hiperbola vagy parabola)
képe ellipszis (ill. hiperbola vagy parabola), azaz ezen girbék milyenségét nem vdltoztatja
meg. Tovdabba minden ellipszis, hiperbola vagy parabola dtvihetd egy affin transzformd-

cioval eqy kanonikus egyenletd megfeleldjébe.

Biz.: Lasd Hajos konyv 47.5, 492. oldal.

0 /
Példa: Legyen A = [g b], [x,] :A[x] — ' =axésy =by
Y

. , . 2 2 L . _x s oy o
Keressiik az egységkor (z°+y* = 1) képét. Behelyettesitve az x = & ésy = % értékeket

~ (1)

adodik. Tehat a kor képe az a és b tengelyii ellipszis.

az el6z6 képletbe:
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3.6. Az affinitas kapcsolata a projektiv sik kollineacidival

A téma elején beszéltiink a tér kibGvitésérdl, miért is sziikséges ez nekiink, valamint
a kollineaciokrol. Most visszatériink a kibGvitett sik kollineaciéihoz. Tudjuk, hogy
¢ — Az + v egy affin transzforméciot ad a sikon. Tekintsiik a z = 1 térbeli S
sikot, melynek pontjait megfeleltetjiik a kétdimenzios (z,y) sik pontjaival ugy, hogy
(z,y,1) — (z,y), vagyis ennek az S siknak egy tetszdleges P = (x,y, 1) pontjanak az
(x,y) pont felel meg (3.10 abra).

LA

—————te—————»

-
M

3.10. abra.

Bévitsiik tovabb az algebrai leirast, ezt a leképezést egy 3x3-as méatrix segitségével
megadhatjuk (A matrix els6 soranak elsg két eleme, valamint a masodik soranak elsd
két eleme az A matrix elemeinek a helye, a harmadik oszlop els6 két eleme pedig a v

elemei lesznek):

A v x Az v Az +v
o] = Y| = + =
0 0 1 1 0 1 1

~1 valamint [p]~! utolso sora (0,0,1) lesz. Létezik

A o inverze: ¢!~ [p71] = [¢]
[] ! matrix, mert det[p] =1 (+1) - det A = det A, a kifejtési tétel miatt, az utolso sor
szerinti kifejtéssel és tudjuk, hogy det A # 0, igy det[y] # 0, azaz invertalhato.

Nézziik [p] transzponaltjat:

AT 0 % % *
[o] — []" = 0| ~adilpl = | * x =«
ol 1 0 0 detA”
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B w

o= 8

detAT __
0 0 detA 1

Ha itt is alkalmazzuk a kifejtési tételt az utolso sor szerint akkor azt kapjuk, hogy

det[p]™! = detl[(p] =1-(41) - detB ahol detB # 0, vagyis Bx + w affin transzformacio.

Legyen P az S sik egy pontja, O az origo, és vegyiik PO egyenesét. Igy az S; sik
minden kdzonséges pontjanak egy O-n atmené egyenest feleltettiink meg, és S; idealis
pontjaihoz is rendelhetiink egyeneseket. A v vektorral parhuzamos egyenesek I, idealis
pontjdhoz az O-n atmend v irdnyu egyenes felel meg. Hasonléan egy d egyeneshez
rendeljiik hozzd az S, sikot, mely az O-t és d-t tartalmazo sik. Az idedlis pontok
egyenesének pont az O-n atmend S;-sel parhuzamos sik felel meg. Igy az O-n atmend
egyenesek a P? pontjainak, az O-n atmend sikok pedig P? egyeneseinek felelnek meg
(3.11 abra).

3.11. abra.

Ko6nnyen lathato az is, hogy barmely két egyenes metszéspontjahoz a hozzajuk ren-
delt sikok metszésvonalat rendeltiik hozza. Hasonl6an megy a hozzarendelés visszafelé
is.

Legyen A egy invertalhaté 3x3-as matrix, ekkor az O-n atmend egyenesek O-n dtmend
egyenesekbe, O-n atmend sikok O-n atmend sikokba mennek. Vagyis egy P? — P2
kollineaciot ad a fenti megfeleltetést hasznalva. Azaz latjuk, hogy az affinitasok cso-

portja egy bovebb csoportba dgyazhato be, és az algebrai leiras (amit korabban adtunk)
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is egy szebb, konnyebben kezelhetG altaldnosabb lefrasba illesztheté be. Vizsgéaljuk

tovabb a kollineaciokat.

3.6.1. Definicié (Centralis axialis kollineacid). Ha egy kollinedcionak van tenge-
lye (fix egyenese) és eqy C' centruma (C' akkor és csak akkor centrum, ha minden P-re

PP'" dtmegy C-n) akkor centrdlis axidlis kollinedcionak nevezziik.

Ezt lathatjuk a 3.12 dbra A) részén. Mi a helyzet a tengelyes affinitasokkal? Ha
parhuzamosak az egyenesek, akkor nincs centrum?

Legyen t a tengely, v az affinitas irdnya. Tudjuk, hogy ¢/ = e és f' = f. Azaz
enf=enf =Id,,igy acentrum idedlis lesz. (3.12 abra B) része)

A) B)

3.12. 4bra.

Azaz a tengelyes affinitésok is egy altalanosabb leképezés osztalynak a részei. Ezzel
teljessé valik a kép. Lattuk, hogy az egybevagosagoknél bévebb a hasonlésdgok cso-
portja, és ennél is bévebb az affin transzforméacioké. Mint latjuk az affin transzformé-
ciok és tengelyes affinitasok is egy b&vebb struktiraba illeszkednek, ami szdmtalan j

izgalmas kérdést vet fel.

25



4. fejezet

Osszefoglalas

Szakdolgozatommal igyekeztem bevezetni az Olvasot az affin transzformaciok vilagaba.
Nem minden tulajdonsagat vizsgaltam ezeknek a transzformacioknak, hiszen ez egy
sokkal bévebb téma, de remélem felkeltettem az érdeklGdését a tovabbi elmélyiiléshez
ebben a témaban.

A matematika mellett a masik szakom az informatika, ahol taldlkoztam ezen transz-
forméaciok gyakorlati alkalmazasaval szamitégépes grafika altal. Szamitogépek segit-
ségével ezek a transzforméaciok mind megrajzolhatok és lathatova valnak szdmunkra a
képerny6n, de természetesen, amint mar emlitettem néhény példat, az affin transzfor-

méaciok a hétkdznapjainkban és kozvetlen kornyezetiinkben is el6fordulnak.

Végiil szeretném kifejezni koszonetemet témavezetémnek Szeghy Davidnak, a segit-

ségéért és utmutatasiért a szakdolgozatom megirasahoz.
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