Masodrendu gorbék a projektiv sikon

Matematika BSc

Szakdolgozat

Irta: Deli Anikéd

Matematika BSc, tanari szakirany

Témavezetd: Dr. Verhdczki Laszlo egyetemi docens

Matematikai Intézet, Geometriai Tanszék

Eo6tvos Lordnd Tudomanyegyetem
Természettudomanyi Kar

2011.



Tartalomjegyvzék

Oldalszam

Bevezetés 4
L. fejezet: A projektiv geometria kialakulasanak rovid torténeti attekintése 6
Il.fejezet: A projektiv tér értelmezése. A projektiv sik koordinatazasa
1. A centralis vetités problémaja 7
2. Alapvetd jelolések bevezetése 8
3. A projektiv térelemek szarmaztatasa az euklideszi térelemekbdl 8
4. A projektiv sik koordinatazasa 9
5. A homogén koordinatak egyértelmiisége 10
6. K6zonséges pont koordinatai a homogén koordinatak segitségével 11
7. A projektiv sik egyeneseinek homogén koordinatai 11
8. Az idealis egyenes homogén koordinatai 12
9. Pont és egyenes illeszkedése a projektiv sikon 12
I11. fejezet: Masodrendi gorbék a projektiv sikon
1. A projektiv sikon vett masodrendti gorbék értelmezése 14
2. Szarmaztatas az euklideszi sik masodrendii gorbéibdl 15
3. A projektiv sik masodrendii gorbéi 16
4. A projektiv sik masodrendti gorbéinek két osztalya: a kozonséges és az elfajuld

masodrendii gorbék 16
5. Konjugalt pontok egy masodrendii gorbére vonatkozoan 17
6. Konjugaltsag elfajuld masodrendii gorbéknél 18
7. Elfajulé mésodrendii gérbék konstrukcidja 18
8. Projektiv kuipszelet érintdje 22
9. Az 6t ponton athalad6 projektiv masodrendii gorbe 1étezése 24



IV. fejezet: Projektiv masodrendii gorbesorok

1. Alapvetd definiciok 26

2. Az 6t ponttal meghatarozott masodrendii gorbe egyenletének meghatarozéasa 27

3. Projektiv masodrendli gorbe egyenletének meghatarozasa négy pontjaval és az egyikben
vett érintdjével 33

4. Projektiv masodrendii gorbe egyenletének meghatarozasa harom pontjaval €s két

érintdjével 36

Forrasjegvzék 41




Bevezetés

Szakdolgozatom témajaul azért valasztottam projektiv geometriai anyagrészt, mert az
egyetemen folytatott négy féléves geometriai tanulmdnyaim sordn ez az anyagrész allt

hozzam legkdzelebb, ezt tartottam a legérdekesebbnek.

Ismeretes, hogy ha a sikon vesziink 6t altaldnos helyzeti pontot, akkor egyértelmiien
létezik egy olyan nemelfajuld kupszelet, amely mind az 6t ponton athalad. Felvetddik a
kérdés, hogy ha a projektiv sikot koordinatazzuk, akkor miként lehet egy viszonylag konnyt
eljarassal meghatarozni az 6t ponton athalado kupszelet egyenletét. Célszerti itt megjegyezni,
hogy a kupszeletet meghataroz6 ot fliggetlen adat lehet példaul négy pont és egyikben az
érintdegyenes, vagy harom pont és ezek koziil kettdben az érintdegyenes. Szakdolgozatom {6
célja az, hogy erre a problémadra adjak egy jol kezelhetd megoldast.

A probléma megoldasdhoz a projektiv sik mdsodrendii goérbesorait haszndlom fel
eszkoziil. Ennek lényege, hogy ha példaul az 6t adott ponton athaladd kupszelet egyenletét
keressiik, akkor ezen pontok koziil kivalasztunk négyet és vesziink egy masodrendii gérbesort,
amelynek az 0sszes eleme tartalmazza ezt a négy pontot. Ezt kdovetden kijeloljiik a gérbesor
azon elemét, amely az 6todik ponton is athalad. Latni fogjuk, hogy ez a gdrbesoros eljaras
megfeleld modositasokkal atvihetd azokra az esetekre is, mikor a keresett kupszeletet négy

pontjaval és egyikben az érintdvel, illetve harom pontjaval és két érintdjével hatdrozzuk meg.

Dolgozatom elsd fejezetében roviden ismertetem a projektiv geometridnak, mint a
matematika egy tudomanyaganak kifejlédését.

A masodik fejezet témdja a projektiv tér értelmezése. Legeldszor ismertetem az ide
tartozo fontosabb fogalmakat ¢€s jeloléseket. A fejezet vezérfonala az, hogy az euklideszi tér
parhuzamos egyenesosztalyaihoz idedlis (mas szoval végtelen tavoli) pontokat rendeliink, és
az euklideszi tér ezen idedlis pontokkal vald kibdvitésével nyerjiik a projektiv teret. Az
euklideszi sikon vett Descartes-féle koordinata-rendszer alapjan bevezetjilk a homogén
koordinatakat azon a projektiv sikon, melyet az euklideszi sik kiterjesztésével kapunk.

Ezt kovetéen a harmadik fejezetben bevezetésre keriill a projektiv sikon vett
masodrendli gorbék fogalma. Targyaljuk, hogy milyen kapcsolat van az euklideszi és a
projektiv mésodrendi gorbék kozott. Az egyenesek egyenleteit felhasznalva példat adunk

projektiv. mésodrendii gorbékre. A konjugaltsag illetve a szingularis pont fogalmanak



bevezetése utan megmutatjuk, milyen egyenletekkel irhatok le az elfajuld6 masodrendi
gorbék. Ismertetjiik az érint6 fogalmat a projektiv kupszeleteknél, majd értelmezzik a
ponthoz tartozd poldrist, illetve az egyenes poélusat. Algebrai eszkozoket hasznédlva
bebizonyitjuk, hogy ha a projektiv sikon adott 6t pont, akkor 1étezik egy olyan masodrendi
gorbe, amely ezeken athalad. Megjegyezziik, hogy ha az 6t adott pont altalanos helyzeti,
akkor a Pascal-tételbdl kovetkezik, hogy csak egy olyan masodrendii gorbe van, amely
atmegy az Ot ponton, €s ez a gorbe egy (nemelfajuld) projektiv kupszelet.

A negyedik fejezetben bevezetjiik a projektiv masodrendii gérbesorok fogalmat. Egy
gorbesort két masodrendii gorbébdl, illetve azok egyenleteibdl lehet szarmaztatni. Ez a fejezet
tekinthetd dolgozatom legfontosabb részének, mivel itt targyalom az elobbiekben mar
felvazolt problémat, azaz, hogy miként tudjuk viszonylag konnyen kiszamitani az 6t fliggetlen

adattal meghatéarozott projektiv kiipszelet egyenletét.

Szeretném megkdszonni témavezetdmnek, Verhoczki Laszld Tanar Urnak azt a segitséget,

melyet a konzultacidk sordn nyujtott szakdolgozatom elkészités¢hez.



I. fejezet: A projektiv geometria kialakuldsanak rovid torténeti attekintése

A latin eredetli projekcid sz6 magyarul kivetitést, vetitést jelent. Az emberi szem a térbeli
targyak képét centralis vetitéssel késziti el. Ezt felhasznaljak a tobbek kozott a festészetben és

az épitészetben is.

A projektiv geometria kialakulasa mar az 6korban elkezd6dott, mar ekkor ismerték néhany
fogalmat és tételét.

A kozépkorban, a reneszansz idején Filippo Brunelleschi (1377-1446) olasz mérndk €s
épitdmester kezdte tanulméanyozni a perspektivikus abrazolas tulajdonsagait.

Mintegy masfél évszdzaddal késébb Gérard Desargues (1591-1661) francia épitész, illetve
Johannes Kepler (1571-1630) német csillagdsz javasoltak - egymastol fliggetleniil - a végtelen
tavoli pontok fogalmanak bevezetését.

Els6ként Jean-Victor Poncelet (1788-1867), francia matematikus rendszerezte a projektiv
geometriai ismereteket. ,, Traité des propriétés projectives des figures” (Ertekezés az alakzatok
projektiv tulajdonsagairol) cimii, 1822-ben késziilt tanulméanyaban leirta a projektiv geometria
fobb definicioit.

Az algebrai alapot Félix Christian Klein (1849-1925) német matematikus munkassaga adta, 6
ugyanis a korabban felfedezett homogén koordinatak segitségével fliggetlenitette a projektiv

geometria rendszerét az euklideszi geometriatol.

A projektiv geometria Ujszerli megkdzelitése a szokasoshoz képest a kupszeletek

tanulmanyozasanal is nagy jelentdséggel bir.



I1. fejezet: A projektiv tér értelmezése. A projektiv sik koordinatazasa

11.1. A centralis vetités problémaja

Tekintsiink egy centralis vetitést C kozépponttal a o és o sikok kozott, vagyis a p sikot

vetitsiik ra C centrumbol a o sikra!

1. abra: o sik vetitése C centrummal a o sikra

Tekintsiik a C-n atmend, o-val parhuzamos o, sik metszetét o -val! A két sik metszete

egyenest ad, amit jeldljiink g-val! qg: = p N a,.

Probléma: A g egyenes barmely O pontjanak nincs centralis vetiilete a ¢ sikon, mivel a C ¢és
0 pontok altal meghatarozott ¢ egyenes illeszkedik a o, sikra, tehat fennal (C; Q) Il o. Eszerint
a O ponthoz nem tudunk képpontot rendelni. Igy a centrélis vetités nem ad bijektiv leképezést

ket sik kozott.

Vegyiik észre, hogy a @ ponton atmend p-beli egyenesek centralis vetiiletei mind

parhuzamosak a(C; Q) = t egyenessel, tehat egymassal is.



Otlet: A centrélis vetitésnél a sikok kozotti bijektiv megfeleltetés igy érhetd el, hogy az
euklideszi X teret kibOvitjik végtelen tavoli, ugynevezett idedlis pontokkal. Egymassal
parhuzamos egyenesek esetében hozzajuk ugyanazt a végtelen tavoli pontot rendeljiik.

Ily modon azt kapjuk, hogy a ¢ egyeneshez (és a vele parhuzamos egyenesekhez) tartozo

idealis pont lesz a O-hoz tartozd O’ képpont a o sikon.

11.2. Alapveto jelolések bevezetése

X jelolje az euklideszi tér pontjainak halmazat, S legyen az euklideszi sikok és € az
euklideszi egyenesek halmaza.

Legyen T egy rogzitett pont X -ben.

Definicio:
E(T) ={e€&IT ee} a T pontra illeszkedd egyenesek nyalabja, mas néven sugarnyalab.

Ekkor 7-t ezen sugarnyalab tartopontjanak nevezziik.

Definicio:
S(T)={o€SITeo} a T pontra illeszkedd sikok nyaldbja. A T pont a siknyalab
tartopontja.

Definicio:

E(T;0)={ge€€IT e g; gca}egy,a Tpontra illeszkedd sugarsor.

Definicio:
E(g) = {h € €1 g |l h} a g-vel parhuzamos egyenesek nyalabja.
Lathato, hogy a tér egy tetszOleges egyenese benne van pontosan egy parhuzamos

egyenesnyalabban.

11.3. A projektiv térelemek szarmaztatasa az euklideszi térelemekbol

Az E(g) parhuzamos egyenesnyalabhoz rendelt idealis pont legyen 1.

Ha a  egyenes parhuzamos a g egyenessel, tehat fennall £(g) = €(h) akkor I, = I, .



A o sikbeli egyenesekhez rendelt idealis pontok halmaza legyen i, , azaz i, = {I; | g < o}.

Ezt az alakzatot a o-hoz rendelt idealis egyenesnek mondjuk.

Ha az euklideszi egyeneshez hozzavessziik még a parhuzamos nyaldbjahoz rendelt idealis

pontot, Gigy egy projektiv egyenest kapunk: g = gU{l,} .

Az 0Osszes idedlis pont halmazat jeldlje ¢, ezt a projektiv tér idedlis sikjdnak mondjuk.
Bévitéssel ugy kaphatjuk meg, hogy az euklideszi o sikhoz hozzavessziik a sik egyeneseihez
tartoz6 idealis pontokat, azaz & = aU i, .

Az X = XU « halmazt tekintjiik a projektiv térnek.

Ha az X projektiv térben egy pont, egyenes vagy sik eleme az X euklideszi térnek is, azaz

nem idedlis térelem, akkor k6zonséges pontnak, egyenesnek illetve siknak nevezziik.

11.4. A projektiv sik koordinatazasa

A o euklideszi sikon legyen adva egy (0, i, l) Descartes-féle derékszogii koordinata-

rendszer! Vegyiik a k = i X j vektort és azt az Un. tartopontot, amelyre teljesiil, hogy TO = k.

2. abra: A & projektiv sik koordinatazdsa a meghatarozo vektorok segitségével
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A 0 = oU i, sikot szeretnénk most koordinatazni.
Ezt Ggy tehetjik meg, hogy a & projektiv sik Osszes pontjahoz hozzarendeljiik a térbeli

vektorok V terének egy egydimenzios alterét.

Definicio:

A o sik egy P pontjanak meghatarozo vektorain a (T; P)egyenes iranyvektorait értjik.
Megjegyzés: Vegylik észre, hogy a meghatarozé vektor szamszorostol eltekintve egyértelmdi.
Definicio:

Ha vesziink egy o-beli e egyenest €s az ahhoz rendelt I, idealis pontot, akkor az I, pont
meghatarozo6 vektorain az e egyenes iranyvektorait értjiik.

Definicio:

A o projektiv sik egy pontjanak homogén koordinatdin a hozzarendelt meghatarozo

vektoroknak az i, j, k bazisra vonatkozo6 koordindta-harmasait értjiik.

11.5. A homogén koordinatak nem egyértelmiek

Ha Pecg és P (xp; yp) a Descartes-féle koordinatak, akkor TP = xpi+ypj + k egy

meghatarozo6 vektora P-nek. Ugyanakkor A - TP (A1#0)is egy meghatarozo vektora P-nek.
Plxp; yp; 1] mellett [Axp; Ayp; A] is egy homogén koordinata-harmasa a P pontnak.

Vegyiik az e egyeneshez rendelt 1, idealis pontot!

v =i+ vyj + Ok teljesiil, ugyanis v merbleges k-ra. fgy azt kapjuk, hogy az idealis
pontok esetében a harmadik homogén koordinata eltlinik: I, [v;; v,; 0].

Mivel A - v parhuzamos az e egyenessel, ezért fennall I, [Av,; Av,; 0] is tetszbleges

A€R (A # 0) szam esetén.

10



11.6. Kozonséges pont koordinatai a homogén koordinatak segitségével

Fejezzilk ki a o projektiv sik egy kozonséges P pontjdnak koordinatait a homogén

koordinatak segitségével.

Tegyiik fel, hogy a P [zy; z,; z3] pont nem ideélis, azaz fennall z; # 0 .
Plxp; yp; 1] kovetkeztében I3 1 € R, 1 # 0, hogy teljesiil

Axp =z, Ayp = 2z, és A = z3.

Ez alapjan fennéllnak a kdvetkez6 egyenloségek:
Zq Zq

Xp = =—.
P Z3»3’P z

I1.7. A projektiv sik egyveneseinek homogén koordinatai

Definicio:

Az e egyenes meghatarozo vektorain az € = (T; e) sik normalvektorait értjiik.

Definicio:
Legyen u egy meghatarozo vektora az e egyenesnek! Fejezzik ki azu-t az i, j, k

bazisvektorok linearis kombinacidjaként az u = uyi + u,j + uszk alakban!

Az [uq; uy; uz] szamharmast az e egyenes egyik homogén koordinata-harmasanak mondjuk.

A o euklideszi sikon az e egyenes egyenlete legyen ax + by + ¢ = 0, ahol a? + b? > 0.

Hatéarozzuk meg az e homogén koordinatait!

Vegylik az e egyenes egy P (xp; yp) pontjat!Ennek koordinataira nyilvan fennall
axp + byp +c =0,
c = —(axp + byp).

A bi — aj vektor egy iranyvektora e-nek. A TP és v vektorok benne vannak az € = (T; e)

sikban, tehat a vektorialis szorzatuk egy meghatdrozé vektort ad, mivel az merdleges E-ra.

11



ai +bj + ck.

~
ae]
X
<
Il
= .
]
5
o X
Il
| e~

Eszerint az e egyenes homogén koordinatai: e[a; b; c].

11.8. Az idealis egyenes homogén koordinatai

Az i, idedlis egyenesnek a T talpponton atmend, o-val parhuzamos o sik felel meg.

Az i, meghatarozo vektorai a o sikra merdleges vektorok, vagyis a Ak ; A1 # 0 vektorok.

fgy tehat az i, idealis egyenes homogén koordinatai: [0; 0; A].

11.9. Pont és egyenes illeszkedése a projektiv sikon

3. dbra: Pont és egyenes illeszkedése a projektiv sikon

Legyen az e egyenes egyik meghatarozo vektora u = uyi + u,j + usk, tovabba egy o sikbeli
P pont egyik meghatarozo6 vektora x = x;i + x,j + x3k

Felirhatjuk, hogy a P pont illeszkedik az e egyenesre akkor és csak akkor, ha a (T; P) egyenes
illeszkedik a (T; e) altal meghatéarozott sikra.

12



Vegyiik észre, hogy a (T;P) egyenes abban az esetben illeszkedik a (T;e) sikra, ha az
iranyvektora merdleges a sik normalvektorara. Eszerint P eleme e-nek pontosan akkor, ha az x
¢s az u meghatarozd vektorok merdlegesek egymasra, vagyis ha skaldris szorzatukra fennall

U -x=0 < ux; +ux, +uzxz3 =0.

A fenti 6sszefliggés az e egyenes homogén koordinatas egyenlete.

Ez az egyenlOség felirhato az alabbi matrixegyenlettel is:

X1
Uy uy uz) (x2> = 0.
X3

13



I11. fejezet: Masodrendii gorbék a projektiv sikon

I11.1. A projektiv sikon vett masodrendi gorbék értelmezése

A ¢ = agU i, projektiv sikon szeretnénk definidlni a méasodrendi gorbéket.
A o sikot mar koordinataztuk, tehat értelmeztiik a projektiv sikon vett pontok €s egyenesek
homogén koordinatait az euklideszi sikbeli (O, i, j) Descartes-féle derékszogli koordinata-

rendszer segitségével.

Definicio:
Legyenek adva olyan a,s (1 <r <s < 3) valos egylitthatok, melyek koziil legalabb egy
kiilonbozik 0-tol.
Az
A1 X2 + AppX2 + Az3%2 + 201X, X, + 2a13X1 X3 + 2053X,%3 = 0
egyenlettel leirt &-beli masodrendi gorbén a & sik azon pontjainak M halmazat értjiik,

melyek homogén koordinatai kielégitik az egyenletet.

Az egyiitthatokbol képezziink egy 3 X 3-as

a1 Q12 Qg3
= | A1 Q2 Q43

asz; a3z dsz

[

szimmetrikus matrixot, ahol tehat fennall a,., = a,, !

Ekkor a fenti masodfoku egyenletet egy tomorebb alakban igy irhatjuk fel:
3

ZZaTS-xT-xS=O.

r=1s=1
X1
Vezessiik be az x = (x2> jelolést: eszerint x a tovabbiakban egy 3 X 1-es oszlopmatrixot
X3

jelol. Ekkor xT = (X1 X2 X3) lesz az x transzpondltja. Az M mésodrendii gdrbe

egyenlete ekkor felirhaté az xT A x = 0 alakban is.

14



111.2. Szarmaztatas az euklideszi sik masodrendii gorbéibol

Vegyiink a ¢ euklideszi sikon egy M masodrendii gorbét, melynek egyenlete
ay1x% + 2a.,xy + ay,y* + 2byx + 2b,y +d = 0.

Definicio:

Tekintsiik az M méasodrendii gérbe egyenletében 1€vo egyiitthatokbol képzett
Az = aq * Qpp — Ay, valds szamot.

Az M masodrendii gorbét

- elliptikus mésodrendli gérbének mondjuk, ha A35 > 0,

- hiperbolikus masodrendii gorbének mondjuk, ha A;; < 0, illetve

- parabolikus masodrendii gérbének mondjuk, ha A33 = 0 teljesiil.

Amennyiben a P € ¢ pont kdzonséges, azaz P € g, akkor P koordinataira fennall

xp = 2L =
P—Z3,}’P—Z3-

Zq

Ezt beirva az M egyenletébe, tovabba azt x;-mal beszorozva egy masodfoki homogén

koordinatas egyenletet kapunk.

Definicio:
Az a1 x? + ayXx3 + az3x2 + 2a1,%1%, + 2byx1x5 + 2byx,x53 + dxZ = 0 egyenlettel leirt
g-beli M mésodrendii gorbét a o euklideszi sikon vett M mdisodrendli gorbe projektiv

lezarasanak illetve projektiv kibdvitésének mondjuk.

Megjegvzés: A lezarassal nyert M masodrendii gdrbe matrixa

a1 QA by
A= (ay ay by ,aholag, =ay.
b, b, d

Megjegvyzés:
Bizonyithat6, hogy amennyiben az M egy
i. elliptikus masodrendii gorbe, akkor i, N M = @,
ii.  hiperbolikus masodrendii gorbe, akkor i, N M 2 pontot ad,

iii.  parabolikus masodrendii gorbe, akkor i, N M egyetlen pont.

15



111.3. A projektiv sik masodrendii gorbéi

Igazolhato, hogy a & projektiv sikon 5 fajta masodrendli gorbe van.
Eszerint az M lehet
1. o-beli ellipszis, hiperbola vagy parabola projektiv lezarésa;
i.  két egyenes unioja,
1il.  egyetlen egyenes,
iv.  egyetlen pont, illetve

v.  ureshalmaz.

Példak masodrendiu gorbékre:

Az e egyenes homogén koordinatds egyenlete legyen u;x; + uyx, +uzx3 =0, és az f

egyenes egyenlete legyen v, x; + v,x, + v3x3 = 0, ahol e#f.

1.) Ekkor az (u;x; + Uyx, + usxs) » (V%1 + VX, + v3x3) = 0 egyenlet egy masodrendii

gorbét ir le, amely megegyezik a két egyenes unidjaval.
2.) Az (uyx; + upx, + uzx3)? = 0 egyenlet az e egyenest adja meg.
3) Az (ugxq + Upxy + Uzxs)? + (VX + VX, + V3x3)% = 0 egyenlettel egy  pontot,

mégpedig az e és f egyenesek metszéspontjat adhatjuk meg.

111.4. A projektiv masodrendii gorbék két osztalya: a kozonséges és az elfajulo
masodrendii gorbék

A projektiv masodrendli gorbéket a leird matrix determindnsa alapjan két osztalyba

sorolhatjuk: vannak elfajuld és kozonséges gorbék.
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Definicio:
A

3 3
r=1s=1

egyenlettel leirt M masodrendii gorbét kozonséges projektiv kupszeletnek mondjuk, ha az

egyiitthatokbol képzett A szimmetrikus matrix determindnséra fennall det A # 0 és M # @.

Definicio:
Az M -mésodrendii gorbét elfajuldnak mondjuk, ha az egyiitthatokbol képzett A szimmetrikus

matrix determinansara fennall det A = 0.

Megjegyzés:
Ha az M projektiv masodrendii gorbe tartalmaz egyenest, akkor elfajulo.
Igazolhato, hogy a kozdnséges projektiv kupszeletek a o euklideszi sikon vett ellipszis,

hiperbola vagy parabola projektiv lezarasaként jonnek létre.

I11.5. Konjugalt pontok esy M masodrendii gorbére vonatkozéan

Legyen adott egy M masodrendii gorbe a & projektiv sikon, melyet a

3
Zzars'xr'xs=0

r=1s=1

egyenlet ir le.

Definicio:
A P [ys; v2;v3] és O [z; z; 23] pontok definicié szerint konjugaltak az M-re nézve, ha

fennall
3

3
Zzars'yr'zs=0-
r=1

s=1

A konjugaltsag jelolése: P~Q.

A konjugaltsagra vonatkozo6 feltétel felirhat6 a kdvetkezd alakban is:

y'+A-z=0,vagyz -A-y=0.
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Definicio:
Az S pontot az M masodrendii gorbe szingularis pontjanak nevezziik, ha S a & sik dsszes

pontjdhoz konjugalt M -re vonatkozoan.

Vegylink a o projektiv sikon egy S pontot, melynek homogén koordinatai legyenek
[s1; 525 53].

S1
Vegyiik €észre, hogy S pontosan akkor szingularis pont, ha fennall A (S 2) =0.

S3
Eszerint a szingularis pont eleme a gérbének; tovabba a szingularis pont 1étezésének feltétele
det A = 0 feltétel teljesiilése. igy tehat az M méasodrendii gorbe elfajulé akkor és csak akkor,

ha van szinguléris pontja.

111.6. Konjugaltsag elfajulo masodrendii gorbéknél

Mint ismeretes, a P [y;; V5;¥3] és O [z;; z,; 23] pontok konjugaltak, ha koordinataikra

Z1
01 y2y3)-A- (ZZ> =

Z3

fennall

S1 0
Mivel az elfajulé masodrendii gorbéknél az S szingularis pontra A - (Sz> = (O); ezért az S
S3 0

pont a gorbe minden pontjahoz konjugalt.

111.7. Elfajulé masodrendii gorbék konstrukcioja

Ebben az alfejezetben azt szeretnénk megmutatni, hogy egy elfajuld gorbe egyetlen pontbol,
egyetlen egyenesbOl, vagy két egyenesbdl all, melyhez felhasznaljuk a III. fejezet 3.

alpontjdban szerepld, példaként hozott masodrendii gorbék egyenleteit.
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A o projektiv sikon elfajulok a kovetkezd projektiv masodrendii gorbék:
1. két egyenes unidja,
il.  egyetlen egyenes, vagy pedig

il egyetlen pont.

A o projektiv sikon legyen adva két egyenes, e és f, melyek nem egyenldk.

Az e egyenes egyenlete legyen e x; + e,x, + e3x3 = 0, és az f egyenlete pedig

fix1 + foxz + fzx3 = 0.

Mivel e # f, ezért nincs olyan A € R, amelyre fenndllna A - (e;; ey; e3) = (f1; f2; f3), ahol
(e1; ey; e3) az e egyenes homogén koordinata-harmasa, (f;; f»; f3)pedig az f egyenes

homogén koordinata-harmasa.

i. M két egyenes unidija

Tekintsiik a o projektiv sikon azt az M = e U f maésodrendii gorbét, melyet a kovetkezd
egyenlettel adhatunk meg: (e x; + e;x, + e3x3) « (fixg + fox, + f3x3) = 0.
Errdl az egyenletrél mar tudjuk, hogy ez egy olyan M masodrendii gorbét hataroz meg, megy
két egyenes unidja.
Szorozzuk meg az egyenlet mindkeét oldalat 2-vel!
2+ (e1x1 + e3xp + e3x3) - (fixg + foxa + f3x3) = 0.
Kifejtve:
2- (e1fix1® + e fpx2° T e3fsxz® + e fox1 X, + €1 f3X1 X3+ €xfi X1 + exfsXoxs + esfixsxyt

+e3f2x3x2) = 0.

Osszevonva a kovetkezd egyenletet kapjuk:

2+ (erfix1® + exfpx2°+ eafzxs® +

+(efz + exf1) x1x2 + (e1fz + e3fi)xixs + (exfs + e3f2)x2x3) = 0.
frjuk fel ennek a masodrendii gorbének a matrixat!

2-efy eifa +exfi eifstesf
A=|eif; tefq 2-ef, exfs +esf; |,
eifs +esfi exfs tesfs 2 esf;

vagyis
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A

€1 fi
(92>(f1 fo f)+|f2|(€1 €2 e3).
€3 f3

Ekkor konnyen ellendrizhetd, hogy az A matrix rangja 2, tehat a determinansa 0.

Ugyanis az 4 matrix oszlopai igy irhatok fel:

e f1 €1 f1 €1 fl
(ez>f1 +1 f2 |es; (ez>f2 + 1| f> | e, illetve (€z>f3 +1 f2 |es.
€3 f3 €3 f3 €3 f3

Mivel a matrix rangja 2, ezért a megoldé altér egydimenzids. Eszerint M-nek egyetlen

szingularis pontja van. Tudjuk, hogy egy gorbe elfajuld, ha van szingularis pontja: ebben az

crcr

metszéspontja. Ezt S[s; ; s, ; s3 |-mal jelolve ugyanis fennallnak a kovetkez6 egyenlségek:

€151 + €75, + €353 = 0 illetve f1$1 + fzSz +f3S3 =0

ii. M egyetlen egyenes

Tekintsiik a & projektiv sikon az (e;x; + e;x, + e3x3)% = 0 egyenlettel megadott M = e
masodrendli gorbét.

frjuk fel az egyiitthatokbol képzett A szimmetrikus matrixot!

Egy kis szamolés utan azt kapjuk, hogy

e’12 e,€; €163
A=\ ee, e’22 €,€3
eje; eye; es’

Ekkor az A matrix rangja 1, tehat fennall a der A = 0 egyenldség.

€1 €1 €1
Az A matrix oszlopai atirhatok a kovetkez6 alakba: e; (€z> ; € (€z> és e3 (€z> .
€3 €3 €3

A matrix rangja 1, ezért a megoldo altér kétdimenzids. Tehat van egy olyan egyenes, melynek
minden pontja szingularis pont. Az egyenletbe behelyettesitve latszik, hogy ezt S[s; ; s, ; S5 |-
mal jeldlve fennall, hogy e;s; + e,s, + e3s3 = 0. Eszerint az M = e szingularis pontjai

éppen az M -re esd pontok.
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iii. M egyetlen pont

Vegyiik most a o sikon azt az M = e N f masodrendii gorbét, amelyet az
(e1x1 + €%, + e3x3)? + (fixy + fox, + f3x3)% = 0 egyenlet ir le.
Tudjuk, hogy az egyenlet altal leirt masodrendii gorbe egyetlen pont, az e €és f egyenesek
metszéspontja.
Az egyenletet kifejtjiik:

(612%12 4 €,2x,2 + e32x3% + 2e1e,%1 %5 + 26,631 X3 4 2€,€3X,X3) +

(12222 + 22057 + f3°x3% + 2fi foXa %, + 2fi faxaxs + 2f5f3%5x3) = 0.
Tehat
(er” + fi)x2 + (&2° + L)% + (e + 3 )x3% +
+2(erexHf1f2)x1x, + 2(eqe3 + f1f3)x1%3 + 2(e2e3+f2f3)x2x3 = 0

Ebben az esetben is fel kell irnunk az A matrixot:

e+ fi° eyt fifs erestfifs
A= lee,+fife el+f° eestfofs
2

eres+ fifs exestfofs et +fs

€1 f
A= (92> e e e)+|(fLh|(i f2 fi).
€3 f3

Ekkor a matrix rangja 2, tehat Gjfent fennall a det A = 0 egyenldség.

A matrix oszlopai mas alakban:

e1 fl € f1 €1 fl
e1 (92>+f1 f2]; ez (92>+f2 f2 | éses (62>+f3 f2
€3 f3 €3 f3 €3 f3

Ekkor a megoldd altér egydimenzids, eszerint M -nek egyetlen szingularis pontja van. Ez

nyilvanvaléan maga az eredeti e N f metszéspont.
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111.8. Projektiv kupszelet érintoje

Allitds:

Legyen adott egy Py, ;y,;y3] pont a & projektiv sikon. A P-hez konjugdlt pontok egy

V1 Uq
egyenest alkotnak, melynek az A (3’2) = (u2> egyenlettel meghatarozott
Y3 Uz

ul = [uy; uy; uzl] szdmhdrmas az egyik homogén koordindta-hdrmasa.

Bizonyitas:
Vegyiink egy R [x;;x,;x3] pontot a & projektiv sikon. A definici6 alapjan az R pont

konjugalt P-hez akkor és csak akkor, ha koordinataikra fenndll a kovetkezd Osszefliggés:
3

3
Z Z ArsXyYs = 0.
r=1

s=1

Ezt atalakitva kapjuk:

3 3
Zxr (Z arsys> =0.
s=1

r=1

Alkalmazzuk a kovetkezo jelolést:

)

s=1
Ezt behelyettesitve a fenti egyenletbe, azt kapjuk, hogy
3

Zxrur =0.

r=1
Az R pont konjugalt P-hez akkor és csak akkor, ha a koordinatai kielégitik az
U1xq, + uUyx, + uzx3z = 0 egyenletet.
Ezen egyenlet pedig egy p egyenest ir e, ahol [u;; u,; uz] p-nek egy homogén

koordinataharmasa.
Ezen 4llitas ismeretében kimondhatjuk a kovetkezd definiciot:

Definicio:
Legyen adva egy M kdzonséges projektiv kupszelet, tovabba egy P € & pont.
Azt az egyenest, melyet a P-hez konjugalt pontok alkotnak, a P pont M-re vonatkozd

polarisanak mondjuk.
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P pont és polarisa kozti kapcsolat:

Belathatok a kovetkezo allitasok:

Legyen adva egy M projektiv kiipszelet, tovabba egy P (P € M) pont.

1.) A P pont M-re vonatkozd p polarisanak a P-n kiviil nincs mas kdzds pontja M -mel,
vagyis M np = {P}.
2.) Legyen g egy olyan P-n 4&tmend egyenes, amely kiilonbozik a P-hez tartozo p polaristol.

Ekkor g-nek az M -mel pontosan 2 kdzds pontja van.

Definicio:
Egy e egyenest az M masodrendii gorbe érintéjének mondunk, ha e-nek egyetlen kozds

pontja van M -mel.

4. abra: Pont és polarisa egy masodrendii gorbére vonatkozoan

Megjegvyzés:
A fentebbi 1.) allitas szerint a P pontbeli p polaris adja az M masodrendii gorbe P-beli

érintdjét.

Definicio:

Egy -beli p egyenes polusan a ¢ sik azon pontjat értjiik, melynek polarisa p.
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111.9. Az ot ponton athaladé masodrendii gorbe létezése

Tétel:
A 7 projektiv sikon legyen adva 6t pont, P;; P,; P3; P, és Ps.

Ekkor 1étezik olyan M’ masodrendii gérbe, amely mind az 6t ponton athalad.

5. abra: Az ot ponton athalado projektiv masodrendii gérbe

Bizonyitas:
Hasznéljuk fel a ¢ projektiv sik homogén koordinatazasat!Vegylik az adott P;; ...; Ps pontok

egy-egy rogzitett koordinata-harmasat:

Py [Vi1s Yizs Yzl sk =1;2;...55

A mésodrendii gorbét leird xTA x = 0 egyenletben 6 fiiggetlen egyiitthatd van, mégpedig a
kovetkezdk: ai1; azy; as3; A1z Aq3; Ayz, mivel tudjuk, hogy A szimmetrikus matrix.

A P, pontnak a masodrendii gérbére valo illeszkedése esetén a kovetkezd matrixegyenletet

a1 Q12 Qg3 Yk
Vk1 Yk2 Yk3)| @21 Q22 Q23 || Yk2 | =0

asz; a3z dsz Yk3

kapjuk:

A Py, pont rajta van a leirt gorbén, ha fennall:

Vir2a1 + Yia a2z + Yiz?asz + 2Vka V2 Q12 + 2Vka Vi3 i3 + 2YkaVk3pz = 0.
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Az 6t rdgzitett ponton atmegy az M, ha a fenti 6t egyenlet (k = 1;2; ...; 5) teljesiil.

Mivel az M-et keressiik, ezért most az a5 (1 < r < s < 3) egyiitthatok az ismeretlenek. gy

tehat egy 5 egyenletb6l all6 homogén linedris egyenletrendszert kell megoldani 6

ismeretlenre.

A megoldd szamhatosok R®-ban egy H linedris alteret alkotnak, melyre fennall
dimH>6-5=1.

Ebbol  kovetkezik, hogy létezik nem trividlis megoldas, tehat van olyan

(a11; ayz; assz; Aqy; Aq3; Ap3) megoldd szadmhatos, melynek nem minden eleme 0.

Az 4ltaluk meghatarozott M masodrend(i gorbe atmegy a P, (k = 1;2;...; 5) pontokon.

Megjegvyzés:
Ha adott az M projektiv kupszelet 6t pontja, akkor a Pascal-tétel alkalmazasaval meg lehet
szerkeszteni a kupszelet tovabbi pontjait. Ily médon egyértelmiien meghatarozhatd 6t pont

segitségével a kupszelet.
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IV. fejezet: Projektiv masodrendi gorbesorok

Ebben a fejezetben arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy ha ismerjiik egy projektiv
masodrendli gorbe 6t fliggetlen adatat, akkor ezek segitségével hogyan tudjuk meghatarozni a
gorbe egyenletét. Ezt a kérdést a projektiv masodrendli gorbesorok segitségével tudjuk
megvalaszolni. Ehhez sziikség van a masodrendii gorbesorok fogalmanak bevezetésére €s

néhdny alapvetd definicid ismertetésére.

I1V.1. Alapveto definiciok

Mint tudjuk, ha vesziink a G projektiv sikon két méasodrendii gorbét, M ;-et és M ,-t, akkor

ezek egyenletét felirhatjuk a kdvetkez6 alakban:

x1 xl
(x1 x2 X3)A (x2> =0;illetve (X1 X2 X3)B (xz> =0.
X3 X3

Definicio:

Tekintsiik az A ¢és B szimmetrikus matrixokat, melyekre teljestil, hogy nem minden elemiik 0
illetve nem egymas skalarszorosai. Vegyiik az altaluk meghatarozott M, és M,

projektiv masodrendii gdrbéket. M, és M, altal meghatarozott masodrendii gorbesornak
nevezziik azon masodrendl gorbék Osszességét, melyeknek egyenlete felirhato

A-xTAx+ u-xTB x = 0 alakban, ahol A és u valos szamok, és 12 + u2 > 0.

Megjegyzés:
Nyilvanvalo, hogy ekvivalens a kdvetkezd atalakitas:

Ax"Ax+pu-x"Bx=x"(A-A+pu-B)x=0.

Megjegyzés:

Lathato, hogy amennyiben p = 0 , akkor az M'; masodrendii gorbét nyerjiik az egyenletbdl,
illetve 1 = 0 esetén az M, -t.

Ha A és p a valdés szamok halmazan futnak, akkor az egyenletb6l megkapjuk a projektiv

masodrendli gorbesor minden elemét.
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Vegylik észre, hogy adott (4; u) szampar esetén az egylitthatokat (c - A; ¢ - u) -ra valtoztatva

ugyanazt az elemét kapjuk a projektiv masodrendii gorbesornak.

Definicio:
M, és M, adott projektiv kiipszeletek a & sikon, melyek egyik kozos pontja R .
Az R pontot a gorbék duplapontjanak nevezziik, ha a az M, és M, R-beli érintegyenesei

egybeesnek.

Definicio:

A mésodrendii gérbesor alappontjainak nevezziik az M; N M, halmazbeli pontokat.

Megjegvyzés:

A gorbesornak maximum 4 alappontja van.

IV.2. Az 6t ponttal meghatarozott masodrendii gorbe egyenletének meghatarozasa

A & projektiv sikon adott 6t pont, 4, B, C, D és E, melyek koziil semelyik hdrom nem
kollinearis. Olyan M masodrendii gorbét keresiink, amely athalad mind az 5 ponton. Hogyan

lehet meghatarozni ezen masodrendii gorbe egyenletét?

Otlet:
Vegyiink fel 4 egyenest az dbran lathato moédon!

e =(B; ()
f =(4;D)
g =(C;D)
h =(4;B)

Az e egyenes egyenlete legyen u x; + u,x, + uzxz = 0, fegyenlete legyen

V1X1 + Uy Xy + 173X3 = 0.

Ha osszeszorozzuk a két egyenes egyenletét, egy M; masodrendii gorbét leird egyenletet
kapunk:

(u1x1 + Uy X9 + U,3X3) . (lel + VyXoy + 173X3) =0.
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6. abra: Projektiv masodrendii gorbe meghatarozasa

Ugyanigy irjuk fel a g és h egyenesek egyenleteit €s szorozzuk Oket 0ssze. Ekkor szintén
kapunk egy M, masodrendii gorbét leird egyenletet. Ekkor a definicio szerint az 4, B, C, és D
pontok az alappontok az M, és M, altal meghatarozott gdrbesornal.

Osszegezve:
Az M, gorbét és az M, gorbét két egyenes unidjaként allitottuk eld, az elébbit
e €s f, utdbbit g és h egyenesek segitségével.
fgy ezen gorbék egyenletei a kovetkezé alakba irhatok:
M; egyenlete: f; (x1; x,; x3) =0
M, egyenlete: f, (x1; x5; x3) =0

Az alabbi tételhez felhasznaljuk az itt leirt alapgondolatot és a 6. abrat.

Tétel:

Tekintsiik a & projektiv sikon az M; és M, masodrendii gorbéket. E legyen egy olyan pontja
a projektiv siknak, mely nem kozos pontja az M -nek és M,-nek.

Ekkor az altaluk meghatarozott masodrendli gérbesornak pontosan egy olyan eleme van,

amely athalad az E ponton.
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Bizonyitas:
Vegyiik az elébbiekben megadott M és M, gorbék egyenleteinek linearis kombinacijat a
A és u valds egyiitthatokkal, ahol A ; u # 0.

A fi(xg; xg5 x3) + - fo(x15 x3;5 x3) = 0.

A fenti egyenlet egy masodrendii gorbesort ir le.

M, és M, egyenleteire fennall az alabbi két 5sszefliggés:

1. egyenlet:
3 3
M, ZZaijxixj =0
i=1j=1
2. egyenlet:
3 3
M, : ZZbTSxTxS =0.
r=1s=1

A masodrendii gorbék masik, ekvivalens definicidja alapjan az M, gorbét leird egyenletet
atirhatjuk az xT A x = 0 alakba, hasonl6 médon az M, gorbét leird egyenletet pedig

xTB x = 0 alakba.

Vegylik az 1. és 2. egyenletek linearis kombinaciojat a A és u valds egylitthatokkal, ahol
fennall A2 + u? > 0 . Ekkor megkapjuk az M; és M, gorbék altal meghatirozott masodrendii

gorbesor egyenletét A és yu paraméterrel.

3. egyvenlet:

Az egyenletet egyszerlibb alakra hozzuk:

3 3
Z Z(A “Qrs + P brs)xxs = 0.
r=1

s=1

Az egyenletet kielégitik a 4 alappont, 4, B, C és D koordinatai, tehat ezek a pontok rajta

vannak a kapott masodrendii gorbesor minden elemén.

29



Az egyenletben az a, és b, egyiitthatok definicio szerint az M és M, masodrendii gorbék
egyenletében szerepld A és B szimmetrikus matrixok 7. sorbeli €s s. oszlopbeli elemei, ahol
r;s=1;2; 3.

fgy a 3. egyenletet matrixos forméaba a kovetkezképpen irhatjuk:

A-(x"TAx)+u-x"Bx)=0
x"(A-A+p-B)x=0.

Most azt szeretnénk megkeresni, hogy ezt az egyenletet milyen A és u paraméterértékekkel
elégitik ki az E pont [ey; e,; e3] koordinatai, ehhez hogyan kell megvalasztanunk a A és u

paramétereket?

Vezessiik be az a és B valos szamokat, melyekre fennall

3 3
a = Z s €r€5 €S
r=1s=1
3 3
B = Z Z b,s e e;.
r=1s=1

Mivel az E pont nincs rajta mindkét gorbén, ezért az a és f kozil legalabb az egyik

kilonbozik 0-t6l.

A A-(xTAx)+u-(x"B x) = 0 egyenlettel leirt masodrendii gérbe pontosan akkor halad 4t
az E ponton, ha a fenti behelyettesitésekkel nyert a és  valos szamokra fennall a

A-a+pu- B =0ecgyenloség. Eza A; u ismeretlenekre egy homogén linearis egyenlet.

A megoldo (4; u) szamparok egy egydimenzids alteret alkotnak R-ben, vagyis egymas
szdmszorosai.

A A; u egylitthatokkal meghatarozott masodrendii gorbe és a cA; cu (¢ # 0) egyiitthatokkal
meghatarozott gérbe ugyanaz. (Lasd: 27. oldal 1. és 2. sor)

Mivel a megoldo szdmparok egymasnak szamszorosai, egyetlen olyan masodrendii gorbe van
a gérbesoron, amely az E ponton is athalad.

Célszerti nekiink ezek koziila A = f és u = —a megoldd szampart valasztani.

Ily médon belattuk, hogy a gorbesornak kizardlag a f+A — a - B matrix altal leirt eleme

tartalmazza az E pontot.
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Példa:

Legyen adva a o euklideszi sikon 6t nem kollinearis pont, 4, B, C, D és E.

Az euklideszi sikbeli Descartes-féle koordinata-rendszerben a pontok koordinatai legyenek
most A(-3;1) ; B(1;2) ; C(-2;-1) ; D(1;-2) ; E(3;0).

Hatarozzuk meg azon méasodrendii gorbe egyenletét, amely athalad mind az 6t ponton!

Megoldas:

Hasznaljuk fel a megoldashoz az eldbbi tétel bizonyitasaban alkalmazott modszert!
A megoldas menete: felirjuk az M; és M, gorbéket, majd az Aaltaluk meghatarozott
masodrendii gorbesort. Megkeressiik ennek a gorbesornak azt az elemét, amely athalad az £

ponton. Az el6zd tételb6l mar tudjuk, hogy pontosan egy ilyen elem van a gorbesoron.

10 —8 6

Az e U f és g U h egyenesparok meghatdroznak két masodrendii gorbét.

Az egyenesek egyenletei:

e = (B; C) ; egyenlete: x —y + 1 = 0 ; homogén koordinatakkal: x; — x, + x3 =0 .

f = (4; D) ; egyenlete: 3x + 4y + 5 = 0 ; homogén koordinatakkal: 3x; + 4x, + 5x3 =0 .
g = (C; D) ; egyenlete: x + 3y + 5 = 0 ; homogén koordinatakkal: x; + 3x, + 5x3 = 0.

h = (A4; B) ; egyenlete: x — 4y + 7 = 0 ; homogén koordinatakkal: x; — 4x, + 7x3 =0 .

Az alappontok a gorbesoron: 4, B, C, D.
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M, egyenlete: (x; — x5 + x3)(3x; + 4x, + 5x3) = 0, tehat
3X12 - 4x22 + SX32 + X1X2 + 8X1X3 — XpX3 = 0

[F5 )

M, matrixa: A = |

-t s

M, egyenlete: (x; + 3x, + 5x3)(x; — 4x, + 7x3) = 0, vagyis
x12 - 12x22 + 35.X32 — X1X2 + IZX1X3 + XpX3 = 0

()

M, matrixa: B = | -1 12 1]

2 2
\ 6 - 35 /
2
M, és M, gorbék altal meghatarozott gdrbesor egyenlete:
xT(A-A+pu-B)x=0; ahol;u € R; A2 +pu? > 0.
Ennek a gorbesornak azt az elemét keressiik, mely atmegy az E ponton. E Descartes-féle

koordinatai: (3;0) , igy homogén koordinatai: [3;0;1].

3
a=(3 0 1)A(O>=56
1

3
= @3 0 1)§(O> =80
1

A keresett gorbe matrixa: f-A— a- ,a tal nagy egyiitthatok miatt

o]
Il
o)
o
[~
|
fos)
~

egyszerisitsiink 8-cal: 10-A—7-B = | Y >
\—2 -7 195

Eszerint a keresett masodrendii gorbe egyenlete:
23X12 + 44x22 - 195X32 + 17xle - 4X1X3 - 17xZX3 = 0.
Az euklideszi sikon vett koordinatakkal: 23x2 + 44y? + 17xy — 4x — 17y — 195 = 0.

Mivela D = a,; * a,, — a;,% determinans értékére fennall

D=21-44— (12—7)2 = 851,75 > 0 ; ezért egy ellipszist kaptunk.
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IV.3. Projektiv masodrendii gorbe egvenletének meghatarozasa négy pontjaval és az

egvikben vett érintojével

Az elobbiekben belattuk, hogy a projektiv sikon vett 6t nem kollinearis pont esetében a
masodrendli gorbesorok mddszerének segitségével egyértelmilen meghatarozhatdo az ot
ponton atmend masodrendii projektiv kupszelet.

Most azt az esetet vizsgaljuk, amikor adott a gorbérdl négy pont, és az egyikben a gorbe
érintdje.

Ezen 6t adat alapjan szeretnénk meghatarozni a projektiv kuapszeletet, illetve annak

egyenletét.

Tétel:

Legyen adott a & projektiv sikon négy egyenes, e, f; g és h, melyek kozil e; g és h
illeszkednek a sik egy 4 pontjara, de az f egyenes mar nem. Tekintsik az M; = e U f és
M,=gUh

két-két egyenes unidjaként eldallitott elfajuld masodrendii gorbéket.

Ekkor az M, és M, gorbék altal meghatarozott gorbesor minden elemének az A pontbeli

érintdje azonos e-vel.

7. abra: Masodrendii gorbe meghatdarozasa négy pontjaval és egyikben az érintével
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Bizonyitas:
A g és h egyenesek az A pontban metszik egymast. A IIL7. alfejezetben mar lattuk, hogy
ekkor az M, = g U h elfajuld masodrendii gdrbe szingularis pontja az 4 pont.

A egy homogén koordinataharmasa legyen [s; ; S, ; S3 |.
S1
Ekkor definici6 szerint fennall, hogy B (52> =0.
S3
Az e és f egyenesek metszéspontjat jelslje P. Tudjuk, hogy az M, gorbe szingularis pontja ez
a P pont. Mivel A4 nem azonos P-vel, ezért az A nem szingulris pontja az M, -nek.

Az A pont konjugilt M;-re nézve a P ponthoz, ezért az A pont polarisa az M,-re

vonatkozdan az e = (A ; P) egyenes. Ennek egy homogén koordinitaharmasat a kovetkezd
S1 Uq

egyenlettel adhatjuk meg: A (Sz> = (uz> .
S3 Uz

Legyen M3 az az M; és M, gorbék altal meghatarozott gorbesor egy nemelfajuld eleme,

melyet a A+-A+ pu-B matrixszal hatarozunk meg, A-ra és p-re vonatkozd szokdsos

feltételekkel.

S1 S1 Uy
Tudjuk, hogy mivel B (Sz> = 0 illetve A (Sz> = (uz> , ezért fennall a

S3 S3 Us

S1 S1 Uq
(/1 A+ u- Q) (Sz> =1 A(Sz> = A- (u2> Osszefliggés.
S3 S3 Uz

fgy tehat azt kaptuk, hogy az M, kozonséges masodrendli gorbének az 4 pontbeli

érintdegyenese azonos az e egyenessel.

Példa:

Legyen adva a o euklideszi sikon négy nem kollinearis pont, 4, B, C, és D és az e egyenes.
Az euklideszi sikbeli Descartes-féle koordinata-rendszerben adottak a pontok koordinatai:

A(0;2) ; B(1;1) ; C(-2;5-1) ; D(1;-1), illetve az e egyenlete: x — 3y + 6 = 0.

Hatarozzuk meg azon masodrendii gorbe egyenletét, amely adthalad mind a négy ponton és

A-beli érintdje éppen az e egyenes!

Megoldas:
Tekintsik az f =(B;C) , g=(A;B) és h=(A;C) egyeneseket. Az eUf és gUh

egyenesparok meghataroznak két masodrendii gorbét, M, -et és M,-t.
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Hasznaljuk fel a megoldashoz az eldbbi alfejezetben alkalmazott gdérbesorok modszerét,

tovabba azt az eredményt, miszerint az M, és M, gorbék altal meghatarozott gérbesor
minden elemének érintdje az 4 pontban az e egyenes!

A megoldas menete: felirjuk az M; és M, gorbéket, majd az Aaltaluk meghatarozott
masodrendli gorbesort. Megkeressiik ennek a gérbesornak azt az elemét, amely athalad a D
ponton.

Az egyenesek egyenletei:

e egyenlete: x — 3y + 6 = 0.; homogén koordinatakkal: x; — 3x, + 6x3 =0

f =(B; C) ; egyenlete: 2x — 3y + 1 = 0 ; homogén koordinatakkal: 2x; — 3x, + x3 =0

g = (4; B); egyenlete: x + y — 2 = 0 ; homogén koordinatakkal: x; + x, —2x3 = 0

h = (4; C) ; egyenlete: 3x — 2y + 4 = 0 ; homogén koordinatakkal: 3x; — 2x, + 4x3 =0

Az alappontjaink: 4, B, és D pontok, ez az a harom pont, ami az M, és M, gorbék kozos

pontja.

M, egyenlete: (x; — 3x, + 6x3)(2x; — 3x, + x3) = 0

2x12 + 9x22 + 6X32 - 9xle + 13X1X3 - 21xZX3 =0

/2 _e B
2 2

M, matrixa: A=| —= 9 ~2

2 2
)
2 2

el
[y
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M, egyenlete: (x; + x, — 2x3)(3x; — 2x, + 4x3) = 0

3X12 - ZXZZ - 8X32 + X1Xp — ZX1X3 + 8xZX3 =0

M, mitrixa: B=| 1 _5, 4
-1 4 -8
frjuk fel az M, és M, gorbék altal meghatarozott gorbesor egyenletét:
xT(A-A+pu-B)x=0; aholl;u € R; A2 +pu? > 0.
Ennek a gorbesornak azt az elemét keressiik, mely atmegy az D ponton. D Descartes-féle

koordinatai: (1;-1) , igy homogén koordinatai: [1;—1;1].

1
a= (1 -1 1)A(—1>=60
1

1
=0 -1 1)2(—1> = —18
1

A keresett gorbe matrixa: [:-A— a-B=-18-A—-60-B, a nagy egyiitthatok miatt

/—36 A
2 2
|

egyszerusitsiink 6-tal: =3 -4 —10-B = U -7 X |

= 2 2
)
2 2
Eszerint a keresett masodrendii gorbe egyenlete:
—36x,% — 7x,% + 62x3% + 17x,x, — 19x,x3 — 17x,%3 = 0.
Az euklideszi sikon vett koordinatakkal:

—36x% —7y%+17xy — 19x — 17y + 62 = 0.

2
MivelaD = a;; *ay, — a2 =367 — 14—7 = 179,25 > 0 ; ezért egy ellipszist kaptunk.

IV.4. Projektiv masodrendii gorbe egvenletének meghatarozasa harom pontjaval és két

érintéjével

A IV.2. és IV.3. alfejezetekben kapott eredmények felhasznalasaval most adunk egy modszert
arra, hogy ha adott a o projektiv sikon harom altalanos helyzetii pont, 4, B, C ¢és ezek koziil
kettoben egy-egy egyenes, akkor egyértelmlien meg tudjuk hatdrozni azt a projektiv

masodrendli gorbét, aminek a megadott harom pont eleme illetve a két egyenes az érintdje.
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Tétel:

A 0 projektiv sikon legyenek adva az e; f és g egyenesek, melyek nem illeszkednek a sik
egyazon pontjara. A g egyenes messe az e; f egyeneseket az A=gne é B= gnf
pontokban.

Tekintsik az M; = e U f és M, = g elfajulé masodrendii gorbéket. Ekkor az M, és M,
gorbek altal meghatarozott gorbesor minden elemének az A, B pontbeli érintéegyenesei

azonosak az e egyenessel illetve az f egyenessel.

Bizonyitas:
Tekintsiik a két megadott egyenest, e-t és f-et. Ezen egyenesek unidja meghataroz egy elfajuld
masodrendii gorbét, ezt jeldlje M, és ennek meghatarozo matrixa pedig legyen A . Vegyiik

fel az abran lathatd modon egy harmadik egyenest, g-t, amire fennall: g = (4 ; B).

8. dbra: Masodrendii gérbe meghatarozdsa harom pontjaval és kettében egy-egy érintével

Ekkor a g egyenes is egy elfajuld masodrendii gorbét hatiroz meg, amit jeldljiink M,-vel.

Ennek matrixa legyen B . Az A pont egy homogén koordinataharmasa legyen [a, ; a5 ; as] .
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Mivel A4 illeszkedik az M, egyenesre, ezért & egy szingularis pont az M,-re vonatkozodan,
aq

tehat fennall a B (a2> = 0 Osszefliggés.
as

A pont illeszkedik az M;-re és nem szingularis pont M;-re vonatkozoan, mivel nem esik
egybe az e ¢és f egyenesek P metszéspontjaval.

Az A pont konjugilt M;-re nézve a P ponthoz, ezért az A pont polarisa az M,-re
vonatkozdan az e = (A ; P) egyenes. Ennek egy homogén koordinataharmasat a kovetkezd

aq Uq
egyenlettel adhatjuk meg: A (a2> = (uz> .

as Us

igy azt kapjuk, hogy igaz a kovetkez6 egyenl$ség:

a, a, U
(A'éﬁ'ﬂ'ﬁ)(az) =/1-A(a2> = /1-(”2).
as as Us

Hasonl6 médon lathatjuk be, hogy a B pont [b; ; b, ; bs] koordinataira

b, b, V1
(l-é+u-§) (b2> = l-é(b2> =1 (172> , ahol [vy; v,; v3] az f egyenes homogén
b3 b3 U3

koordinatai.

fgy azt kaptuk, hogy az e és f egyenesek az M; és M, gorbék altal meghatarozott gorbesor

minden eleméhez érintok.

Példa:

Legyen adva a o euklideszi sikon harom altalanos helyzeti pont, 4, B, és C és az e ¢és f
egyenesek az abran lathatd6 modon.

Az euklideszi sikbeli Descartes-féle koordinata-rendszerben adottak a pontok koordinatai:
A(-1;1) ; B(2;3) ; C(2;1) illetve az e egyenlete: x —y +2 =0,

f egyenlete: 3x + 2y —12=0.

Hatarozzuk meg azon méasodrendii gorbe egyenletét, amely 4thalad mind az 3 ponton és

A-beli érintdje az e egyenes, B-beli érintdje az f egyenes!

A megoldas soran hasznaljuk fel a IV.2. alfejezetben megfogalmazott tételt.

Az e U f és g = (A; B) meghataroznak két masodrendii gorbét, M, -et és M, -t.

38



Az egyenesek egyenletei:

e egyenlete: x —y + 2 = 0 .; homogén koordinatakkal: x; — x, + 2x3 =0

f egyenlete: 3x + 2y — 12 = 0 ; homogén koordinatakkal: 3x; + 2x, — 12x3 =0
g egyenlete: 2x — 3y + 5 = 0 ; homogén koordinatakkal: 2x; — 3x, + 5x3 =0

o

M; egyenlete: (x; — x5, + 2x3)(3x; + 2x, — 12x3) = 0

3X12 - ZXZZ - 24X32 — Xq1Xp — 6X1X3 + 16xZX3 =0.

3 -2 -3
M, matrixa: A = _% 2 8
-3 8 =24

M, egyenlete: (2x; — 3x, + 5x3)? = 0, vagyis kifejtve
4X12 + 9x22 + ZSX32 - 12xle + ZOX1X3 - 3OXZX3 =0.

B 4 -6 10
M, matrixa:B=|-6 9 —15].
10 —-15 25

frjuk fel az M, és M, gorbék altal meghatarozott gorbesor egyenletét:
xT(A-A+pu-B)x=0; ahol;u € R; A2 +pu? > 0.

39



Ennek a gorbesornak azt az elemét keressiik, mely atmegy a C ponton. C Descartes-féle

koordinatai: (2;1) , igy homogén koordinatai: [2;1;1].

2
a= (2 1 1)4(1>=—12

1
2
=2 1 1)B|l1]=36
1
A keresett gorbe matrixa: f-A— a-B=36-A+12-B, a nagy egyiitthatok miatt
13 -2 1
egyszerusitsiink 12-vel: 3-A+B =| _15 3 9
2
1 9 —47

Eszerint a keresett masodrendii gorbe egyenlete:

13X12 + 3x22 - 47X32 - lsxle + ZX1X3 + 18XZX3 = 0.

Az euklideszi sikon vett koordinatakkal:

13x2 +3y2 — 15xy + 2x + 18y — 47 = 0.

D=ay 0y —a,2=13-3 — 14—5 = —17,25 < 0 ; ezért ebben az esetben egy hiperbolat

kapunk.
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