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1.1. Bevezetés

Szakdolgozatom célja, hogy a kozép- €s emelt szintli képzés tiikrén keresztiil atfogo
rendszert adjak a szélsoérték feladatokrol az ismeretek altalanos iskolai bevezetésétol kezdve, a

kozépiskolai kiszélesitésen at, az egyetemi specializacioig.

Ezért dolgozatom elsd szakaszdban a Nemzeti alaptanterv rovid ismertetése utan a
sz€lséérték feladatok NAT-ban megfogalmazott bevezetését, alkalmazdsat kovetem nyomon ugy
horizontalisan, mint vertikalisan, a kiilonb6z06 tankonyvcesalddok é€s iskolatipusok, illetve az
egymasra €piilé évfolyamok vizsgalataval. A kozépiskolai tanulmanyokat lezard kozép- €s emelt

szintll érettségik témamhoz kapcsolodo kovetelményeit is példakkal illusztralom.

A koz¢éps6 szakaszban kiegészitést adok a szélséérték szamitas felsdoktatas-beli
bemutatdsaval, felvazolva a kozépiskolaban megismert modszerek altalanositasait, folyomanyait,

ismertetve az 1j modszereket.

Az utolsé szakaszban kozépiskolai matematika versenyek feladatai koziil valogatok,
melyek ugyan nem igényelnek szélesebb tudasanyagot, de megoldasukhoz tobb kreativitas,

intuicio sziikséges, nem elegendd a sablonok hasznélata.

A dolgozat megirasaval reményeim szerint egyben segito kezet nydjtok dnmagamnak a

tanarrd valasban, a rendszerezéssel szdmomra is nyilvdnvalobba vélnak az 6sszefiiggések.
A képleteket a Lyx program segitségével készitettem.

Koszonetet mondok konzulensemnek, Maus Palnak, aki nélkiil6zhetetlen segitdm volt a
megirasban, szempontrendszert, latasmddot adott, €s mindig rendelkezésemre allt. K&szonetet
mondok még kdzépiskolai matematika tanaromnak, Kotél Tamasnak, illetve egyetemi

professzoraimnak €s tanaraimnak, akik segitették a tanarrd valasomat.



1.2. A Nemzeti alaptanterv

A kozoktatds szabalyozasara létrejott NAT legutobb kiadott, 2007-es dokumentuma mar
harmadik a rendszervaltas 6ta kiadott modern tantervek soraban. Nem art tudni, hogy a masodik,
2003-as NAT bevezetése az oktatdsba a mai napig folyamatban van. Ezért didhéjban 6sszefog-

lalom az eddig kiadott harom NAT Iényeges pontjait.

* Azelsé NAT-ot 1995-ben adték ki. Egy Magyarorszagon akkor 1j, 0.n. kétpolusu
szabalyozas kozponti, relacios oldalat deklaralta - az iskoldk ehhez a kdzponti oldalhoz
viszonyitva definialhattdk dnmagukat, pedagdgiai programjukat, tanterviiket. A
dokumentum altalanos fejlesztési és részletes kovetelményeket fogalmazott meg az elso
10 osztaly szamara. A hagyomanyos oktatas tantargyakat elkiilonitd gondolkodasa helyett

a teljes tanitasi tartalom integralt szemléletére szolitott fel.

* A NAT-2003-ban megmaradt a kétpolusu rendszer, de a kdvetelmények helyét fejlesztési
feladatok vették at, amelyeket immar a teljes kozoktatasra, 1-12. osztalyig dolgoztak ki,
mivel id6kozben a tankotelezettséget a 18. életévig meghosszabbitottdk. A hangsuly a
tanulas kompetencia alapu jellegére keriilt, ezzel szinkronban megnétt a kiemelt

fejlesztési feladatok, vagyis a kereszttantervek jelentdsége és szerepe.

* A NAT-2007 tovabbfejlesztette az altalanos fejlesztési feladatok €s a kereszttantervek
koncepcidjat. A dokumentum megalapozta az EU altal javasolt kulcskompetenciak

rendszerét, illetve az ¢€let egészére kiterjedo tanulds szemléletét.

1.3 Alapelvek, célok

A dokumentum alapvetésként fogalmazza meg, hogy a matematikai gondolkodast, mint
sajatos emberi megismerési format kozvetitsiik. Kivanatosnak tartja a tudashalmaz spiralis
felépitését, vagyis az absztrakcios képességek fejlddésével, a matematika teriileteinek folyamatos
Osszeépiilése kozben szélesiteni az ismeretanyagot. Az elsd 6 osztalynal hangstlyozza a késébbi
ismeretanyag kelld megalapozasanak fontossagat, a felsébb évfolyamoknal pedig a tananyag

differencialéasat, ugy a hasznosithatosag elvének, mint a tanuld egyedi igényeinek megfelelden.



2.1. Tantervek

Az altalanos iskola 7-8. osztalyos, a gimnaziumi és az emelt szintii tanterveket a szélso-
értek feladatokhoz kapcsolodo témakorok szempontjabodl vizsgaltam, a Mozaik Kiad6 altal
kiadott, illetve a Magyar K6zlonyben megjelent tanterveket hasznalva. Az emelt szint témakdorei

kozil csak azokat jelzem, amelyek nem szerepelnek a kdzépszintiiek kdzott.

2.2. Altalanos iskola 7-8. osztaly

Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok

Fiiggvények egyszerii tulajdonsagai (tengelymetszetek, novekedés, csokkenés, szimmetridk,

fiiggvényértek vizsgalata).

Egyismeretlenes egyenletek, egyenldtlenségek grafikus megoldasa.

2.3.1. Gimnazium 9.osztaly

Fiiggvények, sorozatok

Ko6zépszint Emelt szint

A fliggvény fogalma, elemi | Az els6fokt-, masodfoku fliggvények grafikonjainak elkészitése

tulajdonsagai; abszolutérték | és a fliggvények elemi tulajdonsagai. A monotonitas, a

fliggvény, masodfoku sz€lsoértékek, a korlatossag fogalma. Kétismeretlenes
fliggvény. egyenletrendszerek, egyenldtlenségrendszerek grafikus
megoldasa.




2.3.2. Gimnazium 10.osztaly

Logika

Emelt szint

A teljes indukcié modszere, alkalmazasa kiilonbozo tipust feladatok megoldasaban.

Szdamelmélet, algebra

Ko6zépszint Emelt szint

A masodfoku egyenlet Masodfoku egyenletek, a megoldoképlet, a diszkrimindns.
megoldasa, a megoldoképlet, |Masodfokura visszavezethetd magasabbfoku egyenletek
Osszefliggés két pozitiv szam |megoldasa. Masodfoku egyenletrendszerek. Szoveges feladatok.
szdmtani és mértani kozepe | Masodfoku egyenldtlenség megoldasa. Masodfokura vezetd
kozott. Masodfokll egyenletre |szélséérték problémak. Masodfoku fliggvényre visszavezethetd
vezetd szoveges feladatok. gyakorlati és fizikai szélsdérték problémak megoldéasa. n db

Egyszerli masodfokt pozitiv szdm szamtani és mértani kozepének 6sszehasonlitasa.

egyenldtlenség megoldasa.

Fiiggvenyek

Ko6zépszint

A négyzetgyok fiiggvény. A szogfiiggvények tulajdonsagai ( monotonités, zérushelyek,

sz¢lséértékek), a fliggvények dbrazolasa.

2.3.3. Gimnazium 11. osztaly

Algebra

Ko6zépszint

Masodfokura visszavezethetd egyenletek.




Fiiggvények

Kozépszint

Emelt szint

A tanult fliggvények tulajdonséagai

( zérushely, sz€lsdeérték, monotonitas).

A monotonitas, a sz¢€Iso értékek, a korlatossag

fogalma.

Sorozatok

Emelt szint

Az n-edik tag és az 0sszegképlet. Fibonacci-sorozat, rekurziv sorozatok. Szamtani, mértani,
harmonikus és négyzetes kdzép 0sszehasonlitdsa. Sorozatok korlatossdga, monotonitasa. A
sorozat hatarértékének fogalma. A konvergens sorozatok tulajdonsdgai. Hatarértékszdmitasi

modszerek. Sorozatok konvergenciaja. A végtelen mértani sor.

Geometria

Kozépszint

Tavolsag, szdg, teriilet meghatarozasa gyakorlati feladatokban (fizikaban).

Analizis

Emelt szint

vel.

A fiiggvény folytonossaga, a folytonos fliggvények tulajdonséagai. Fiiggvény hatarértéke a véges
helyen és a végtelenben. Filiggvény hatarértéke jobbrol és balrol, a hatarérték tulajdonsagai, ki-
szamitasi modjai. A differencialhanyados, a differencialhatdsag, a derivaltfiiggvény. Osszeg,
szorzat, hdnyados, polinomok, algebrai tortfliggvények, trigonometrikus fiiggvények derivaltja.
Az Osszetett fliggvény derivalasi szabdlya. Az inverz fliggvény derivaltja. Az exponencidlis és
logaritmusfiiggvény derivaltja. Konvexitas, konkavités. Inflexios pontok. A fiiggvénymenet

vizsgalatara, a széls6értékekre vonatkozo tételek. Teljes fiiggvényvizsgalat az analizis eszkoze-




2.3.4. Gimnazium 12. osztaly

Szamelmélet, algebra

Ko6zépszint

Masodfoku egyenlet €s egyenldtlenség. Négyzetgyokos kifejezések és egyenletek. Az egyenlet-

megoldas modszerei. Egyszerti kétismeretlenes els6foku és masodfoku egyenletrendszer.

Fiiggveények, sorozatok

Tartalom

Szamtani és mértani sorozat, az n. tag, az elsd n elem Osszege.

A fiiggvényekrdl tanultak attekintése, rendszerezése. Fiiggvényvizsgalat fliiggvényabrak

segitségével.

Geometria

Ko6zépszint Emelt szint

A tanult poliéderek, illetve a forgashenger és | Gérbevonalt sikidomok teriilete. Osszetett

a forgaskup, a csonkagula, a csonkakp, a feladatok térben.

gomb felszine, térfogata.




3.1. Tankonyvek

A NAT begyokereztetésének kiemelt célja, hogy az orszdgosan alkalmazott kerettanter-
vek és taneszkdzok megfeleljenek a kulecskompetencidknak és figyelembe vegyék a fejlesztési
feladatokat is. A tankonyv fogalma éppenezért nagy valtozason ment at az elmult évtizedben.
Er6sodott a fejlesztd jelleg, tobb funkcionalis tudast nyujt, nagyobb teret kapnak a megértést
segitd feladatok, képek, abrak. A kiillonb6zo tankonyveket, egy 8. osztalyost, két kozépiskolas
négy évfolyamat és egy emelt szintli négy évfolyamat ugyancsak a szélséérték feladatokra kon-
centralva vizsgaltam. Altalanossagban elmondhatjuk, hogy, a kerettanterveknek megfeleléen
vertikalisan a tankonyvcsaladokon beliil fokozatos felépitésben, horizontalisan pedig a tankonyv-

csaladok kozotti relacid fliggvényében valtozdé mennyiségben talalhatunk sz¢élséérték feladatokat.

3.2.1. Csahoczi, Csatar, Kovacs, Morvai, Szeredi — Matematika

Ebben a konyvben csak egy-két szélsdérték feladatot talalhatunk, azok is inkdbb nagyobb
feladatok részeként jelennek meg, kiilon meg nem nevezve, de felhivva a figyelmet a sz¢élséérték

szamitas fontossagara illetve felkeltve az érdeklodést az ijdonsaga irant.

3.2.2. 8. osztaly

Geometria

* 1./91.0./3. Mekkora lehet egy haromszog legnagyobb szogének legkisebb értéke?

( m.o.: haromszdg bels6 szogeinek Osszege 1g()@ , szimmetria )

Fiiggvények
0=

e 1II./17.0./3. Ha egy kovet s -mal ferdén felfelé hajitunk, a mozgést leir6 fiiggvény:

t — 30t — 5¢2 Milyen maximalis magassagot ért el a k6?
: 2 . , . .
(m.o.: 30t — 517 =0 gzorzatta alakitva t(30-5t)=0, aminek zérushelyei t,=0 és 1,=06,

. L . ta+t
szimmetria miatt a maximum 242 -ben lesz )




3.3.1. Hajnal, Szamado, Békéssy — Matematika

A tankdnyvcsaladd a hagyomanyosabb kiadvanyok csoportjaba sorolhatd, mely a
gimnaziumok szdmara irédott. A 9. osztalyos kdnyv az elsé nyolc osztaly anyaganak
Osszefoglalasaval indit. A 10. osztalyos konyv a masodfokt egyenletek, geometria és
trigonometria témakdreiben targyal szélsdérték feladatokat. A kdnyv végén tartalmaz egy 0.n. kis
érettségit, ami kevesebb feladatbdl all, mint az érettségi feladatsor, és kevesebb tananyagot is 6lel
fel, illetve nagyobb ardnyban vannak benne a 10. osztaly tananyagahoz kapcsolddo feladatok.
Ezek kozott is szerepel egy, masodfoku egyenlet szélsoértékével foglalkozo feladat. A 11-es
konyv alig tartalmaz sz€éls6érték feladatokat, ami valdsziniileg a nagy terjedelemben targyalt,
teljesen Uj témanak, a koordinata geometrianak koszonhetd. A 12-es konyv a tertilet-, felszin-,

térfogatszamitas, fliggvények és a geometria témakorokben targyal széls6érték feladatokat.

3.3.2. 9.0sztaly

Algebra

A B Yo
. 14007143, (@FO)(5+g) >4 , igazoljuk, hogy pozitiv a,b-re fennall!

(m.o.: elemi atalakitasokkal B2 — 2ab + a? = 0 , teljes négyzetté alakithato )
Fiiggvenyek

* 255.0/248. Két szam Osszege 6. Hatarozzuk meg Oket ugy, hogy négyzetdsszegiik
minimadlis legyen! &
( m.o.: kell 2 (6 — x)? minimuma, rendezve 2a _pal szélsdérték hely,

behelyettesitve szélsdérték, ami minimum, mert a parabola felfelé nyilik)

* 255.0./247. Egyenes falhoz kapcsolddoan 16 m hosszl keritéssel maximalis teriileti
téglalap alaku részt akarunk hadrom oldalrél bekeriteni. Mekkorak az oldalak?
(m.o.: téglalap teriilete (16 — 2 ) szélséérték —b -nal, ami maximum, mert a

2
parabola lefelé nyilik ) il

10



3.3.3. 10. osztaly

Fiiggvények

e 73.0./120 Adott 42 cm hosszu szakaszt 2 részre osztunk, majd a két rész folé négyzeteket
rajzolunk. Keressiik meg, milyen hosszu szakaszoknal lesz a két négyzet teriiletének
Osszege minimalis!

(m.o.:kell =+ z*+ (42— 2) minimuma, E—tf sz€ls6érték hely — szElséérték (mivel

a>(), ezért mininum )

e 73.0./121. Tudjuk, hogy a korcikk teriilete, ivhossza és sugara kozotta t = %
Osszefliggés van. A 80 cm keriiletli korcikkek koziil milyen sugaru korben, milyen
ivhosszl korcikknek lesz maximalis a teriilete?

m.o.: kell - _ _ 9,z maximuma, —b szélséérték hely, ami maximum hely, mert
T = (80 —2r)5

2a
a<0)
Algebra
ME ¢ Iyog
* 82.0./126. (a+0)( aTp) 4 , igazoljuk, hogy pozitiv a,b-re fennall!

( m.o.: az értelmezési tartomanyon megengedett elemi atalakitdsokkal éppen a szamtani-

¢s harmonikus kozepek kozti egyenldtlenséget kapjuk 2 tagra:

atb - 2
25y )

Geometria

* 158.0./236. A kor egy hurjat a P pont 6 cm és 54 cm hosszl szakaszra bontja. Szamitsuk
ki a P-re illeszked6 legrovidebb hir hosszat!
( m.o.: a P-n 4tmend htrok koziil a sugarirdnytra merdleges, legyen AB a legrovidebb, ha
nem igy lenne, akkor P-n keresztiil rajzolhatnank egy CD hurt, ami rovidebb. CD-re is
merdleges egy sugar. De, a sugarakon mérve, CD kozelebb van a kor kdozéppontjahoz,
tehat hosszabb, mint AB. A szel6tétellel, vagy Pitagorasz tételekkel és a sugarral, mint

paraméterrel felirhatoak egyenletek, melyekbdl AB = 36 )

11



3.3.4. 11. osztily

Geometria

« 155.0./166. Irjuk fel annak a kornek az egyenletét, amely az (2 +3)2 + (y +2)2 =r
egyenletli kornek a 4x+y-7=0 egyenletli egyenesre vonatkozo tiikorképe. Mekkora lehet
az r sugar, hogy a két kornek két kozos pontja legyen?

( m.o.: a két kor akkor érinti egymast, ha az egyenest is érintik, tehat egy-egy kor sugara

egyenld a kozéppont és az egyenes tavolsagaval. Akkor metszik egymast, ha nagyobb. )

3.3.5. 12. osztaly

Geometria

* 94.0./17. Adott egy 20 egység alapélii és 25 egység magassagli négyoldali szabalyos
gula. Ebbe ugy helyeziink egyenes hengereket, hogy azok tengelye illeszkedjék a gula
magassagara. A lehetséges hengerek koziil melyiknek maximalis a palasttertilete?

( m.o.: ha x a henger magassaga, y az alapkorének sugara, ¢s tekintjiik azt a sikmetszetet,

ami a gula egy alapjaval parhuzamos, és tartalmazza a magassagvonalat, akkor a szeld

25 —x i1

szakaszok tételéb6l ~=s  — 7o , ebbdl a hengerpalast (=t2x? + 4o + 200) |

sz.é. E_b helyen,maximum, mert a parabola lefelé nyilik)
Le ]

Tehat, mint lattuk, a feladatok megoldasdhoz a méasodfoku fiiggvény szélséértékét, az

indirekt bizonyitast, a Pitagorasz-tételt és a heurisztikus gondolkodast hasznaltuk.

12



3.4.1. Kosztolanyi, Kovacs, Pintér, Urban - Sokszin{i matematika

A tankdnyv vilagos, jol kdvethetd, egyszerlien szerkesztett, a tananyagot a spiralitas
jegyében épiti fel. A fejezetek elején rovid matematikatorténeti bevezetést ad, a nem kdtelezo
anyagrészek mesélds leirasaval szinesit, és kapcsolatot teremt matematikan kiviili teriiletekkel is.

A definicidkat és tételeket mindig bevezetd feladatok utan mondja ki, majd ezek
begyakorlasara bdven ad anyagot. Az egyes tankonyvek az adott korcsoportnak megfeleld
didaktikai modszerekkel késziilnek. A tanar szimara nem ir el6 konkrét tanitasi modszert, de

palyakezddként is jol hasznalhato, tandri kézikonyv is tartozik minden évfolyamhoz.

3.4.2. 9.0sztaly

Geometria

* 206.0/10. Az A és B pontok az e egyenes altal meghatarozott ugyanazon félsikban
talalhatoak. Szerkessziik meg az e egyenes azon P pontjat, amelyre nézve AP+PB
tavolsagosszege minimalis. ( m.o.: B-t tikkrozve e-re B'-t kapunk, amire igaz, hogy

AP+PB=AP+PB', AP+PB' minimuma pedig ugy all eld, hogy P rajta van AB'-n )

3.4.3. 10. osztaly

Algebra

e 81.0/6. Az m paraméter milyen értéke mellett elégiti ki az x barmely értéke a kdvetkezd
egyenlétlenséget? (4 — m)x® — 3z +m +4 > 0
( m.o.: kell, hogy a bal oldalnak x-re ne legyen gydke, tehat a diszkriminans<0, és kell

(4-m)>0 , hogy felfelé nyil6 legyen a parabola )

iy RN ‘
* 99.0./1. Hatarozzuk meg az flz)=z"+2r -3 fliggvény szélsbértékét, ha
a, TE€Rp x¢0,2)

(m.o.:a,sz.éhely: * = Zza — —1 b,afiiggvény x€(0,2) -n szig. mon. nd, tehat

x; = 0 szchely, ami minimumhely ¢s ., — 2 , ami maximumbhely )

13



* 100.0./3. Két egymasra merdleges uton a keresztezddés felé egyenletes sebességgel halad
két kerékparos. Egyszerre indultak, az egyik 30 km/h sebességgel 20 km tavolsagbol, a
masik 40 km/h sebességgel 10 km tavolsagbol. Mikor és hol lesznek egymashoz a
legkdzelebb?

( m.o.: ha a keresett 1d6 x, az aktualis tavolsag d(x), akkor a Pitagorasz tételbdl:

d(z) = /(20 — 30z)? + (10 — 40z)? _ felbontva
d?(x) = 2500x% — 20002 + 500  d?(x) sz.é.helye ugyanaz, mint d(x)-nek,
)

tehat 4 — E_ﬁ -
a

ut|ba

* 10l.0./4. A dragakovek ara egyenesen aranyos a tomegiik négyzetével. Egy 1 gramm
tomegl kovet, melynek az ara 100 eurd, kettévagunk. Mennyire csokkenhet igy le a
dragakd értéke?

( m.o.: ha a keletkez6 két k6 tomege grammban mérve x és /-x , akkor a két darab
egyiittes értéke ¥(x) = 10022 + 100(1 — x)? = 2002 — 200z + 100
sz.€. helye: o — )

—b
Da

][

e 102.0./8. Egy 20 cm hosszt szakaszt két részre osztunk, majd az egyes részek, mint
atmérdk folé félkoroket rajzolunk. Legalabb mekkora lesz a két félkor teriiletének az
Osszege?

( m.o.: ha x az egyik kor atmérdje, akkor a két kor teriilete

2

w(Z)

: (2;1‘2 — 40z + 400) » aminek minimuma -nal E_b van )

Lr )

el |J|H
b
FaE

3.4.4. 11. osztaly

Fiiggvények

« 169.0./4. Abrazoljuk a kovetkezé fiiggvények grafikonjat és jellemezziik 6ket ( fogyas,
novekedés, szélséértékek ) a, o +— loga(xr — 2) x>2 b, = +— logs(x + 1) |
x>-1
( m.o.: a logaritmus fliggvény folytonossaga, a pozitiv alapt logaritmus szigorti monoton
csOkkenése és a negativ alapt szigorian monoton novekedése miatt nincsen sem globalis,

sem lokalis széls6értéke, ez transzformalva is igy marad )
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3.4.5. 12. osztily

Szamsorozatok

. _ 2
* 45.0./7.Igazoljuk, hogy az a; — 2 , “m+1 — 3 (@n + ) sorozat monoton
fogyo és alulrol korlatos!
(m.o.: asorozat minden tagja pozitiv. Az “=+1 -et két pozitiv szam szamtani

kozepének vessziik, és alkalmazzuk ra a szamtani- és mértani kdzepek kozti dsszefiiggést:

o | ( i / 2
AU i 72 _\]' -~ Qg - = i
2 o Vv @A V2 tehat also korlatja a sorozatnak a masodik

tagtol kezdve. Az els tag is nagyobb +/2 -nél, tehat a sorozat korlatos. Emellett

2 . = ,
Ap — Q1 = %gﬂ s B %J;Q = () ,mivel a4, = /2 ,tehata sorozat
iy iy —

monoton fogyo. )

Térgeometria:

* 101.0./3. Az egyenl¢ felszinli egyenes korkiipok kozott melyiknek a térfogata a

legnagyobb?

e O oy
( m.o.: a kup felszinébdl S ¢ A sugarra ( r ), magassagra (m), alkotéra (a)
a Pitagorasz tétel: m= — »* —a® A V — 2 -7 - "¢ az 2 .45 maximalis

értékétol fiigg, ami megegyezik () = r* -1 maximalisaval. Atalakitasokkal és

teljes négyzetté alakitassal f(r) = —22(r? —

T

;j_ )7+ % , ami akkor maximalis, ha ,

r? — 2 tehat 3r=a)
A

Mint lattuk, a masodfoku fliiggvény sz¢élsoértékét, a Pitagorasz tételt, a teljes négyzetté alakitast,
geometriai- €s fliggvénytranszformaciokat €s a szdmtani- ¢s mértani kozepek kozotti

Osszefiiggést hasznaltuk.
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3.5.1. Czapary, Gyapjas — Matematika ( emelt szintQ )

Ez a konyv kifejezetten azzal a szdndékkal késziilt, hogy integraljak a kdzép- és emelt szintl
érettségire valo késziiléshez megfeleld tananyagot. Ezuttal az emelt szintnek megfeleld példakbol

valogatok.

3.5.2. 9. osztaly

Egyenletek:

e 131.0./5. A valds paraméter mely €rtékei mellett van a 2x-7=a(x+4) egyenletnek pozitiv
valos gyoke?

. o] oo = Elmi_ﬂ
( m.o.: rendezve x(2-a)=7+4a, ha a=2, akkor nincs m.o., kiilénben 2—a Ez
akkor pozitiv ha a szamlalo €s a nevezd is pozitiv, vagy mindkettd negativ. A masodik

esetben nincs m.o., az elsében —4 < a << 2 ez a végeredmény is.)

e D
* 134.0./3. Hogyan kell a = =—1 egyenlet t paraméterét megvalasztani, hogy az

egyenletet x-re megoldva, a gyoke legalabb 5 legyen?
(m.o.: beszorzassal (-4)(x-1)=2, aholha = = 5  akkor = —1 =4 tchat
t —4 = 5 vagyis t = 4,5 Esmivel x-1>0, ezért t-4>0, tehat r>4. Vagyis

x>5 4<t=<4,5ha)

2

3.5.3. 10. osztaly

Egyenletek:

* 60.0./7. 200m hosszu keritésdrottal téglalap alakt sikidomot akarunk bekeriteni. Hogyan
valasszuk meg a téglalap oldalait, ha a rendelkezésre all6 drottal a lehetd legnagyobb
terliletet szeretnénk koriilkeriteni?

(m.o.: a téglalap terlilete 7" — (100 — x) , amire a szamtani- €¢s mértani kozepek kozti
Osszefliggésbol VZ(100 — ) < I—lg{)—:f tehat T . — 502 > amit
akkor vesz fel, ha a kozepek

egyenloek, tehat x=50)
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* 63.0./9. Igazoljuk, hogy ha x>0, akkor az = + % 0sszeg minimuma 2, és ha x<0, akkor

az 0sszeg maximuma -2.

( m.o.: x>0 esetén a szamtani- és mértani kdzepek kozti dsszefiiggésbol kovetkezik, hogy

a ; -
=t -

,Eome = V”'f' =+ ,tehat = + L = 2 , ebbdl kovetkezik , hogy ha x<0, akkor

oGS | negativ értékei kozott -2 a legnagyobb )

3.5.4. 11. osztaly

Egyenletek:

* 17.0./14. Hatarozzuk meg azokat az x,y,z valds szdmokat, amelyek kielégitik a

% 4 3y~ 5=

Tx + Txy + Syz = 0 egyenletet, és amelyekre az
(z 4+ 2y —2z— 1V 35— 24— 1V 3 (z3+2x gy — 1) kifejezés
a szélsoértékét veszi fel!

(m.o.: el6szor teljes négyzetté alakitjuk az elsd egyenletet, 7(r 4+ %)* +5(z+4%)> =0,

ebbél T=—%  z= —% . Ezeket behelyettesitjiik a masodik kifejezésbe, amit rendezve:
O e {%y i (—%y —1)2 = %yz — 4y +3 ,tehat ¥ = 15, x és z pedig
kifejezhetd )
Koordinatageometria:

e 211.0./372. Egy haromszog egyik oldalanak végpontjai az (1;4) és a (9;20) koordinataju
pontok. A harmadik csucsa az x tengelyen mozog. Melyik hdromszog teriilete a legkisebb
¢és melyiké a legnagyobb?

(m.o.:. T =a-m,, ahol az a oldal az (1;4) és (9;20) pontok altal meghatarozott
szakasz, m, pedig ezen szakasz és az x tengelyen mozgd pont tavolsaga. Igy a teriilet m,-
tol fligg. Maximuma nincs, mert x tetszélegesen tavolra tud keriilni a-t6l, minimuma
pedig az a-ra illeszkedd egyenes és az x tengely metszéspontjdban van, de ott a teriilet 0

lenne, ami nem haromszog, tehat minimuma sincs)
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3.5.5. 12.0sztily

Teérfogatszamitas:

55.0./128. Azon téglatestek koziil, melyek térfogata 1000cm”3, melyik testatloja a
legkisebb?

, T . . . . 2o e 2
( m.o.: harom egy csticsbol indul6 él x, y és z. xyz=1000, és keressiik Vv *~ + ¥~ + =
minimumat. A mértani és négyzetes kozepek kozotti osszefliggésbol

Jx24y2 g2
5 3

YTYZ > amit rendezve lathatd, hogy a kockéé a legrovidebb

IV

testatlo )

Fiiggveények:

155.0./13. Hatarozzuk meg a kdvetkezo fliggvények lokalis, illetve totalis szélsdértékének
helyét, min8ségét és nagysagat! a, flx) = (x +2)* —3 | . c R

j» ==as73,T€R

(m.o.:

a, A teljes négyzet miatt a fliiggvény minimuma x=-2 helyen -3, ami globalis minimum,
mert minusz végtelentdl x=-2 -ig szigorian monoton csokken, x=2 -t6l plusz végtelenig
szigorian monoton no a fiiggvény.

J» A nevezdbeli kifejezésnek nincs gyodke , sz€lsdérték helye -1, minusz végetlentdl -1 -ig
szigortian monoton csokken, -1 -t6l plusz végtelenig szigori monoton né a fiiggvényérték.

Ezért a teljes kifejezésnek is csak x=-7 -nél lesz szélséérteke, ami globalis és maximum. )

156.0./16. Hatarozzuk meg a p valos paraméter értékét igy, hogy az

z* +(2p— 1)z +1—-2p =0 egyenlet valos gyokei négyzetének Osszege a
legkisebb legyen! Mekkora ez a legkisebb érték?
( m.o.: Elészor felirjuk az egyenlet diszkriminansat: (2p — 1) +4(2p — 1) = 0 amibél
vagy 2p—1<-4 vagy 2p—12=0. Viete-formuladkkal a gyokok négyzetdsszege:

(1 +29)2 — 2129 = (2p—1)2 —(2—4p)=4p° —1 ami p= £ esetén minimalis.
A negativ p nem felel meg a diszkriminansbol ad6do kikotésnek, a pozitiv p-re z? =0

Tehat 4p® — 1 fliggvénynek ezen a halmazon a minimuma p=1/2-nél a 0 )
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* 158.0./42. Hatarozzuk meg azokat az x,y valds szamokat, amelyek mellett a kdvetkezd
kifejezés értéke a legkisebb! 222 — 8xy + 17y* — 162 — 4y + 2070
( m.o.: a kifejzés teljes négyzetek dsszegéveé alakithatd
(z — 4y)? + (x — 8)% + (y — 2)? + 2002 formaban, ennek a lehetséges

minimuma 2002, amit fel is vesz x=8 és y=2 -nél )
Algebra:

e 170.0./39. Négy pozitiv szdm négyzetének dsszege 400. Hatarozzuk meg a négy szam
Osszegének maximumat!

( m.o.: a négy szamra a szamtani €s négyzetes kozepek kozotti 6sszefliggést irjuk fel )

Ebben a kiadvanyban ujdonsag volt a Viete-formulak, a négyzetes-, szamtani- €¢s mértani
kozepek kozti 0sszefiiggés illetve kiilonbozo fiiggvénytulajdonsagok hasznélata a sz€élsdérték

feladatokban.
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4.1. Erettségi kovetelmények

A kovetkezokben az alap- illetve az emelt szintl érettségik kovetelményeit vizsgaltam

végig a sz€lsdérték feladatokat kiemelve, figyelve arra, hogy vajon milyen jellegii feladatokat

tartalmaznak a kozépiskolai tanulmanyokbol. Példékat az elmult par év kdzponti érettségi

feladatsoraibol valogattam.

4.2.1. Egyenletek

Ko6zépszint Emelt szint
Egyenletek, |Kétismeretlenes elséfoku Két- és haromismeretlenes elséfoku
egyenlet- egyenletrendszer megoldésa. Ismerje az | egyenletrendszerek megoldasa.
rendszerek, | egyismeretlenes masodfoku egyenlet Egyszerti kétismeretlenes linearis
egyenl6tlen- |altalanos alakjat.Ismerje és alkalmazza |paraméteres egyenletrendszer
ségek, a megoldoképletet. Hasznalja a teljes megoldasa. Igazolja a masodfoku
egyenlot- négyzetté alakitas modszerét. Tudjon egyenlet megoldoképletét. Masodfoku
lenség- masodfoku egyenletre vezeto szoveges |paraméteres feladatok megoldasa.
rendszerek feladatokat megoldani. Mésodfoku Tudjon masodfokura visszavezethetd
egyenletrendszerek megoldasa. egyenletrendszereket megoldani.
Egyszerii, masodfokura visszavezethetd | Abszolutértékes egyenletek algebrai
egyenletek megoldasa. Egyszerli els6- | megoldasa. Tudjon egyszer(i
¢s masodfoku egyenldtlenségek €s négyzetgyokos, abszolutértékes,
egyszerl egyismeretlenes exponencialis, logaritmikus és
egyenldtlenség-rendszerek megoldédsa. |trigonometrikus) egyenldtlenségeket
megoldani.
Kozepérté- | Két pozitiv szdm szdmtani és mértani | Tudjon megoldani feladatokat szdmtani
kek, egyen- | kozepének fogalma, kapcsolatuk, ¢s mértani kozép kozotti sszefiiggés
16tlenségek | hasznalatuk. alapjan.
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4.2.2. Fliggvények, az analizis elemei

Egyvaltozos
valos

fliggvények

Kozépszint

Egyszeri fliiggvények
jellemzése (grafikon
alapjan) értékkészlet,
zérushely, novekedés,
fogyas, szélséérték,

periodicitas, paritas

Emelt szint

Fiiggvények jellemzése korlatossag szempontjabol. A
fliggvények tulajdonsagait az alapfliggvények
ismeretében transzformaciok segitségével hatdrozza
meg. Hasznalja a konvexség és konkavsag fogalmat a
figgvények jellemzésére. Egyszerlibb, masodfoku

fliggvényre vezetd szélsdérték-feladatok megoldasa.

szempontjabol.

Sorozatok Az an-re, illetve az Sn-re | Sorozat jellemzése (korlatossag, monotonitas), a
vonatkoz6 0sszefiiggések |konvergencia szemléletes fogalma. Ismerje a végtelen
hasznélata. mértani sor fogalmat, 6sszegét.

Az Ismerje a végesben vett véges, a végtelenben vett

egyvaltozos véges €s a tagabb értelemben vett hatarérték

valos szemléletes fogalmat. A folytonossag szemléletes

fiiggvények fogalma. Tudja a differencia- és differencidlhanyados

analizisének definiciojat.

elemei Alkalmazza az 6sszeg, konstansszoros, szorzat- €s

hanyadosfiiggvény derivalasi szabalyait. Alkalmazza
egyszerl esetekben az dsszetett fliggvény derivalasi
szabalyat. Ismerje a trigonometrikus fiiggvények
derivaltjat. Alkalmazza a differencidlszamitast: érintd
egyenletének felirasara, szélsdérték-feladatok megol-
dasara, polinomfiiggvények (menet, sz€élsdérték, alak)

vizsgalatara.
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Példék:

2011 majus, emelt szint, 5. feladat

Az A,CoC,; derékszogli haromszogben az A, csucsnal 30°-0s szdg van, az A,C, befogd
hossza 1, az A,C, atfog6 felezOpontja A,. Az A,C, szakasz ,,f6l¢” az A,C,C,
haromszdghoz hasonld A,C,C, derékszogli haromszdget rajzoljuk az abra szerint. Az
A,C, atfogo felezOpontja As. Az A;C; szakasz ,,f61¢” az A,C,C, hdromszdgh6z hasonld
A;C,C5 derékszogi haromszdget rajzoljuk. Ez az eljaras tovabb folytathato.

a) Szamitsa ki az igy nyerhetd végtelen sok derékszogli haromszdg teriiletének dsszegét
(az Osszeg elso tagja az A;CoC; haromszog tertilete)!

b) Igazolja, hogy a C¢C,Co...C, tordttvonal hossza minden pozitiv egész n-re kisebb,

mint 1,4.

3]

(m.o.: a, Az A,C,C; hdromszdg teriilete 71 = %> . Az A,C,.iC, hdromszoget V=

arany(i hasonlosaggal lehet atvinni az A,1C,Cy:1 hdromszogbe ( 72 € I ), A hasonlo

sikidomok tertiletének ardnyara vonatkozo6 tétel szerint az A,C.,.C, haromszog teriilete:

Tn = ()7 - T 1 (han>1). A teriiletek 6sszegébdl képezett (¢,+1,+...+1,+...)

olyan mértani sor, amelynek hanyadosa = .A végtelen sok haromszog teriiletének

T TR
Bsszege tehat 1 = (&) (1) =T

e ST
b, Jeldlje d, a C,.,C, szakasz hosszat ( @ € I ), d,=C,C,= v . A hasonlosag miatt

minden n>1 esetén .. = —= - d..—1 . A {d.} tehat olyan mértani sorozat, amelynek

elsd tagja és hanyadosa is 75 . A S,=di+do+.. +d, . olyan mértani sor, melynek

hanyadosa = ,tehat van hatarértéke. Az {S,} sorozat hatarértéke

1
a9
. lim S,, = (%)(ﬁ) ami kisebb, mint 1,4. Az {S,} szigoruan ndvekvo, egy tagja sem

/3

lehet nagyobb a sorozat hatarértékénél. )




2010 oktober, emelt szint, 7. feladat

* Egy kozmetikumokat gyart6 vallalkozas nagy tételben gyart egyfajta krémet. A termelés
teljes havi mennyisége (x kilogramm) 100 és 700 kg koz¢ esik, amelyet egy megallapodas
alapjan a gyartas honapjaban el is adnak egy nagykereskeddnek. A megéllapodas azt is
tartalmazza, hogy egy kilogramm krém eladasi ara: (36—0,03x) eurd. A krémgyartassal
Osszefiiggd havi kiadas (koltség) is fligg a havonta eladott mennyiségtol. A
krémgyartassal 6sszefliggd 0sszes havi kiadast (koltséget) a

0,00012* + 30, 12x 4 13000  $sszefliggés adja meg, szintén eurdban.
a) Szamitsa ki, hogy hany kilogramm krém eladésa esetén lesz az eladasbol szarmazo
havi bevétel a legnagyobb! Mekkora a legnagyobb havi bevétel?
b) Adja meg a krémgyartassal elérhetd legnagyobb havi nyereséget! Hany kilogramm
krém értékesitése esetén valosul ez meg? (nyereség=bevétel-kiadas)
(m.o.: a, Az eladasbol szdrmazo havi bevétel: x(36-0,03x), maximuma a E—f = 600
helyen, ami a feltételek szerinti intervallumba esik, 10800.
b, A havi nyereség fiiggvénye:
x +— —0,03x2 4+ 36 — (0,0001x2 — 30, 12 4+ 13000) , (100<x<700).
Ennek derivaltja: = — —0, 000322 — 0, 062 + 66, 12 (100<x<700). Ennek a
kifejezésnek gyokei az r1 = —580 ¢s w2 = 380 |
Ezért a derivaltfiiggvény a ]100;380[ intervallumon pozitiv, a ]1380;700][ intrevallumon
negativ, tehat a nyereségfiiggvény 380-ig szigoruan nd, majd szigortian csokken, tehat

egy abszolit maximum hely van, ez a 380. Legnagyobb fiiggvényérték 2306,4 )
2010 majus, emelt szint, 6. feladat

e Azx mely pozitiv valos értéke esetén lesza 9(T) = —x° + = fiiggvénynek lokalis
maximuma?

( m.o.: A nyilt intervallumon értelmezett 7 < & + fliggvény differencialhato.

A lehetséges széls6értékhely g'(x) — —322 + 1 | = = = ez benne van az
értelmezési tartomanyban. 47 (L} — _ & - ,tehataz . _ _1_ lokalis

maximumhely. )
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4.2.3 Geometria, koordinata geometria, trigonometria

Sikbeli és
térbeli

alakzatok

Kertilet,

tertlet

Felszin,

térfogat

Példék:

Ismerje €s alkalmazza az alapvetd Osszefliggéseket haromszogek
oldalai, szogei, oldalai és szogei kozott
(haromszogegyenlbtlenség, belso, illetve kiilsd szogek
0sszege).Tudja és alkalmazza feladatokban a Thalész tételt és

megforditasat, illetve a Pitagorasz tételt.

Haromszog teriiletének kiszdmitasa kiilonbozd adatokbol.
Nevezetes négyszogek teriiletének szamitasa. Szabalyos
sokszogek kertiletének és teriiletének szamitasa. Kor, korcikk,
korszelet keriilete, teriilete. Keriilet- €s teriiletszamitasi feladatok.
Ismerje a felszin és a térfogat szemléletes fogalmat.

Haséab, gtla, forgashenger, forgasktp, gomb, csonkagula és
csonkakup felszinének és térfogatanak kiszamitasa képletbe valod

behelyettesitéssel.

2009 majus, emelt szint, 8. feladat

D

Térgeometriai
feladatok

megoldésa.

A K kozéppontu és R sugart kort kiviilrdl érinti az O
kozéppontu €s r sugaru kor (R>r). A KO egyenes a nagy kort
A és E, a kis kort E és D pontokban metszi. Forgassuk el a
KO egyenest az E pont koriil o hegyesszoggel! Az
elforgatott egyenes a nagy kort az E-t6l kiilonboz6 B

pontban, a kis kort C pontban metszi. Mekkora o szognél

lesz az ABC haromszdg teriilete maximalis, adott R és r esetén?

.. _ AE.m +AE. L o . N,
(m.o.: Tape = —5—"2 maximalis, ha m,+m, maximalis. m; és m,kiilon-kiilén

akkor maximalisak, ha K-ban, illetve O-ban merdlegesek AD-re, ekkor BE és CE is 45

fokot zar be AD-vel, igy az 6sszegiik is ekkor maximalis)
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2009 oktober, emelt szint, 9. feladat

Jancsi vazat készit. Egy 10 cm sugarq, beliil iireges gombbdl levagott m magassagu

(m > 10) gobmbszelet hatarold koréhez egy szintén m magassagu hengerpalastot ragaszt. A
henger sugara megegyezik a gdmbszeletet hatarol6 kor sugaraval. Mekkoranak valassza
Jancsi a gdmbszelet m magassagat, hogy a vazéaba a lehetd legtobb viz férjen? (A véaza
anyaga vékony, ezért a vastagsagatol eltekintlink, s hogy ne boruljon fel, egy megfeleld
formaju iireges fatalpra fogjak allitani.) Tudjuk, hogy ha a gombszelet magassaga m, a
hatérol6 kor sugara pedig r, akkor a térfogata V' = %’” (32 +m?)
(m.o.: A KBC derékszogli haromszog befogdinak hossza m —10 és r, atfogdja 10 cm.
Alkalmazzuk Pitagorasz tételét a KBC haromszogre: (m — 10)? 4+ 72 = 100 . Ebbél

r? = 20m —m? A vaza térfogata: V =F -m-(3r +m?) +r% -7 -m A vaza
térfogata m fiiggvényében: V(m) =& -m - (3- (20m —m?) + m?) + 7. (20m —m?) . m
ahol 10<m<20. V differencialhat6 a ]10;20[ nyilt intervallumon:

V'(m) =7 (—4m® 4 60m) = 47 - (15— m) - m , ami a ]10;20[ intervallumon
pontosan akkor 0, ha m=15. V(m) szigoruan né m=15-ig, utana szigortian csokken, igy

m=15 az abszolut maximumbhely is, V., = 22507 )

m

-

m

Osszességében elmondhatjuk, hogy az érettségi kovetelmények, varakozasunknak

megfeleléen ugyanolyan tipusu sz€élséérték feladatokat tartalmaznak, mint amilyeneket

kozépiskolai tantervekben és tankdnyvekben talalhatunk, azzal a kiegészitéssel, hogy az emelt

szintll érettségi példak kozott eléfordulnak olyanok, melyeket kifejezetten derivalas segitségével

ajanlott megoldani.
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5.1. Felsooktatas

A kovetkezOkben par felsdoktatasbeli példaval szemléltetem, hogy a kézépiskolai szélsdérték
feladatok hogyan nyernek folytatast az egyetemi tanulmanyokban. Egy- és kétvaltozos fliggvény
szélsdértékére és sorozat konvergencidjara, illetve végtelenben vett hatarértékére kérdezd
feladatokat, illetve a megoldashoz a szadmtani- és mértani kozepek kozti sszefliggés n tagh

forméajat alkalmazo feladatokat valasztottam.

1.Példa

Hatarozd meg az alabbi fiiggvény lokalis szélsdértékét, ha az 1étezik!

f(x)=x-log,x

megoldas.: El8szor az értelmezési tartomanyt kell megadni.

v’; > ()

I

x>0
D, xeR

Alkalmazzuk a szorzatfliggvény derivalasi szabalyat:

1
. = I x
flix)= I:.\' -log, x}.\':|‘ = |:_1' -log, x* ]' = |:.1' = log, .1'] == [% log, .1']'

A derivaltfiiggvény az egyszerisitések utan:

“

. X X 1 X
/ 'm=[—] Tog, x4 (log, x)' = -log, x + = —— =
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A lokalis szélsdérték sziikséges feltétele, hogy:

f'(x)=0
0
log, x I 0
2 2:1n3
0
log,x 1
2 2-In3

Ebbdl x=0,3679, tehat x>0 teljesiil. Ezutan vizsgaljuk, mikor pozitiv az els6 derivaltfiiggvény.

log, x 1
2 2-In3

>0
Kifejezziik a logaritmust, amib6l x>0,3679 . Ahol tehat a az els6 derivalt eldjelet valt, a
monotonitas megvaltozik, ezzel teljesiil a sz¢élséérték 1étezésének elégséges feltétele is.

haxe ]('); 0.3 )79[ = f{(x) monoton csdkken

hax €]0,3679;+=[ = f(x) monoton né

Tehat a keresett szélsdérték lokalis minimum, f(min)=-0,1674

2 Példa

Hatdrozzuk meg az alabbi tobbvaltozods fliggvény szélséérték helyeit!
fE=x+y’-12x-3,

megoldas: Elészor felirjuk az f(x;y) kétvaltozos fiiggvény elsérendii parcialis derivaltjait

Sy o
n cH(x. v) o o = : o
flxiy)=———=3x"+0—-12-0=3x" —12
' cx

- aflxyy o m
f?t.x‘;1'r=_r1’_l+_n"+1_J'—:r=_'b1."—.‘i
7 a = i :

A kétvaltozos fiiggvény szélsoértéke (lokalis minimum vagy maximum) létezésének sziikséges

feltétele, hogy az elsérendii parcialis derivaltak zérusak legyenek.
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Sankséges feltétel vizsgilata:

' — ot =
f,x.3)=0) 3y* -3=0] y =1 v =1] y ==l

,f;[.*i‘._l'}=lr.}| 31‘1—12:1r| :r':-_l| |.T|=:f :l.':ttj.l
Az elébbi egyenletrendszernek 4 szdmpar megoldasa van, ezek mind lehetséges sz¢élsoérték

helyek. Ezek a P1(2,1), P2(2,-1), P3(-2,1), P4(-2,-1) pontok. Tehat a sziikséges feltétel legalabb

egy pontban teljesiil. Felirjuk a masodrendi derivaltakat.

-V S

o= fixy) . ~

faly)=——F5—=3-2x=6x
ox”

Zh a° f(x,y) 0

X V)= —=1
JX - -

it Oxdy

p &* f(x.y) B

(x;y)= ()
e chox
2 flxy)
W o P oy T -
Fplasy)=——5"—==3.2y =6y
i {1'

Az elégséges feltétel vizsgalatahoz felirjuk a Hesse-matrix determinansat.

(%3 Jalx )

Dix,y)= = Tl 3) fy(xy) = 1,7 (3 y) = 6x -6y =36y

S (X ¥) (i)

Ha a D(x,y) fliggvény a vizsgalt pontban pozitiv, akkor van szélséérték. Ha negativ, akkor nincs.

P {2:1) = D(2;1)=36:2:1>0 =  van szélsoérték
B2=1) = D2-1)=36-2:(-H<0 = ncs szélsoertek
Ps(—2;1) = DN-2:1})=36:(-2)-1<0 = uines szélsdérték

Py(-2:-1) = D(-2.-1)=36-(-2)-(-1)>0 = vanszélsoértek
P1(2,1)-ben az f "xx fiiggvény elbjele pozitiv tehat lokalis minimum lesz, P4(-2,-1)-ben az f "xx

fliggvény eldjele negativ, tehat lokalis maximum lesz.
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P, (2:1) = _,a";llh:ﬁ_r:ﬁ-jzll () = LOKALIS MINIMUM
Py(-2:-1) = f.(-2-1)=6x=6-(-2)=-12<0 = LOKALIS MAXIMUM
Legvégiil kiszamitjuk a fliggvényértékeket, meghatarozva a minimum €s maximum értékét:
B(2.1) = f(3)=2 +=12:2-3:1=-18 = MIN. P/(2.1-18)

B(-2-1) = f(-2-D=(-2"+(-1)’ -12:(-=2)-3-(-1)=18 = MAX. P,(-2-L-18)

3. Példa

lim(i}/&) =1

Allitas — Ha a > 0, akkor

Bizonyitas. a = I-re az allités trividlis médon igaz. Legyen el6szor a > . Ekkor a szamtani és

mértani kozép kozott fennallo egyenldtlenséget hasznaljuk:

n—1+a._ 1 a

Va= [Tl . fas———==1-—+—

ahol a gyokjel alatt n-/-szer vettiik az 1-et szorzotényezdiil azzal a céllal, hogy a gyok alatt n

tényezds szorzat alljon. Ekkor az n-edik gyok szigorua monoton névd volta miatt
1 a
l<a<l——4-——1
noon
¢s a rendorelv miatt igy
Ya — 1
Allitas - lim (¥/n ) = 1

Bizonyitas. A gyok alatti kifejezés ala alkalmas darab 1-et irva majd a szamtani-mértani

egyenldtlenség novelve, a renddrelvet kell alkalmaznunk:

2 2
Fl———1
n

2ym+n—2
1< n= \/ﬁ‘/ﬁll S‘/_lT:

n—2 db

E
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4. példa
— 1‘~| ” |
: , (gn) = | {1+ = z
Bizonyitsuk be, hogy \iW m/) J , me XN konvergens!

Megoldas: bizonyitando, hogy a sorozat konvergens, tehat kell, hogy monoton, és korlatos.

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlOtlenség szerint:

g |{.”_qn=l-”_l-?:'Tl---?:'_] < (l—-.‘t-;__—fl\]ﬂ_:': (1:f1 :='Er|.—'.

o ono T n n e

—

Tehat a sorozat monoton novo.

BRI+ |.:'I_—:~|- < 4

A sorozat korlatos is, barmely 7 = -re S . Mivel a szamtani és mértani
kozép kozotti egyenldtlenségbdl:

LAY T el e (e b o

1 [ g ) b 1 - I n+2 _,.'I =

fgy a sorozat monoton és korlatos, tehat konvergens.
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6.1. Matematika versenyek

Ebben a fejezetben olyan példakat sorolok fel, melyek tobbsége nem feltételez a
kozépiskolai kozépszintli tanulmanyoknal szélesebb ismereteket, de megoldasukhoz valamilyen
triikkre, meglatasra, intuiciora van sziikség. A példdkat az elmult évek Kalmar Léaszlo, Varga

Tamas, OKTV és Matematikai Olimpia versenyek feladatai koziil valogattam.

Kalmar Laszl6 matematika verseny, 8. évfolyam, megyei, 4. feladat

0 "
*  Hatérozzuk meg a kovetkezo fiiggvény legkisebb értekeét: f(z) = % s 4

( m.o.: A megadott értelmezési tartomanyon a tort

nevezdje nem nulla, tehat minden x > 3 esetén a tort értelmezett. Atalakitva a kovetkezo:

fo)— G2ty _ @ity o
: 2(z—13) 2 Mivel x > 3, ezért a tort szamlaldjaban allo

két szam pozitiv, felirjuk a szdmtani- és mértani kozepek kozti 0sszefliggést.

(z—3)4+ 1L

r—3 "IIIIZI—-B]J 1 _ i

NE S R : 1 : e .
5 =3 = " Ebbél kovetkezik, hogy £ =3 =373  ,amia

kikotéssel Osszevetve megfelel.

Varga Tamas matematika verseny, 8. évfolyam, megyei, 2. feladat
* Az O kozépponti kdrnek O-to6l kiilonbdzi belst pontja a P. A korvonal mely K
pontjara lesz az OKP szog a legnagyobb ?
(m.o.: Az OKP sz0g akkor és csak akkor a legnagyobb, ha a KOL k&zépponti szog a
legkisebb. Mivel kisebb kdzépponti szoghdz kisebb hur
tartozik, ezért a KL hur akkor a legkisebb, ha O-t6l a
legtavolabb van. A P-n dtmend hurok koziil az OP-re
merdleges hur a legrovidebb, mert minden mas P-n
i atmend htrra OP nem merdleges, 1évén atfogdja egy

olyan derékszogli haromszognek, amelynek egyik befogoja a hurnak O-tdl val6 tavolsagat

méri. igy az OP-re merSleges, P-n atmend hur két végpontja adja a keresett K pontokat.
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OKTV. 2008-2009, 3. kategoria, 1. forduld

* Mennyi 2cosa + 6cosp + 3cosy minimuma, ha o, B, y>0¢és a + f +y = 2x?
( m.o.: A nagyobb egyiitthatdji szogeket gy valasztva, hogy a koszinuszuk a lehetd
legkisebb, azaz -1 legyen, azt kapjuk, hogy f =y = &, a = 0 esetén a fenti 6sszeg —7.
Megmutatjuk, hogy ez a minimum. Ha a, B és v a feltételeknek eleget tevo tetszdlegesen
adott valds szamok, valasszuk meg az origdbol kiinduld a, b és ¢ vektorokat, amelyek
hossza rendre 3, 1, illetve 2 gy, hogy az a vektort a b vektor irdnyaba y szogt, b-t ¢
irAnyaba a szogl, és c-t a irdnyaba B szogl pozitiv forgatas vigye. Ekkor az (@ + b + ¢)?
skalaris szorzatra 0 < (a+b+c) > = a’ +b*+c?+2ab+2ac +2bc = 9 +1 +4 +2(3cos y
+6cos f +2cos o), ahonnan atrendezéssel a kivant 2cosa + 6cosp + 3cosy > —7 adodik (itt

x* és xy a megfeleld skalaris szorzatot jeloli) .

OKTYV 2008-2009 2. kategéria, 2. forduld

* Aza,b,coldalut teriileti hegyesszogli haromszogre abc = a + b + c teljesiil.

Bizonyitsuk be, hogy \f@ <t<d .

( m.o.: Nem megy az altaldnossag rovasara, ha feltételezziik, hogy a < b < c. Kifejezziik
ab-t a feladatban megadott abc = a + b + ¢ feltételbdl, és feliilrdl becsiiljiik aa <b <c

feltétel felhasznalasaval; 0b=2+2+1<3 Hasznaljuk ki, hogy 0 < siny < 1, igy a

absin~y

teriilet feliilr6l becsiilhetd: t =5 < % A feladatban szereplé abc =a + b + ¢

feltételbsl = 5% Ezt beirjuk a haromszog egyenldtlenségbe ¢ < a + b, azaz

S5 < a+b amibsl 2 < ab. Mivel a legnagyobb szog y és a haromszog hegyesszog,

n— . i~ | 2.ME
igy 60°<y<90-°,igy A%< gn~ <1 .Ennekmegfelel6en ¢ = “%L 4 2—22— azaz
V3
tit )
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Brit Matematikai Olimpia, 2000, 2. fordulé

2 2 2

minimumat!
2

* X,Y, z pozitiv valds szamok, xyz = 32. Hatdrozzuk meg x“+ 4xy + 4“+ 2z

( m.o.: Alkalmazzuk a szamtani-mértani kozép kozotti egyenldtlenséget az x=, 2xy, 2xy,

4y2, 22, 22 szamokra! (x, v, z) = (4, 2, 4) esetén 96 a minimum.)

Japan, Matematikai Olimpia, 2002, 1. fordulé

* Hatarozzuk meg az alabbi kifejezés minimumat:

2
TTY

syt e

(m.o.: 5

T

; | _ 2 2

.I'+y+ +max+y+r—y+{r—y]9

, ésa=x+y
helyettesitéssel 2’+2a+2 minimumat keressiik. Célt érhetiink pl. derivalas segitségével. A

minimalis érték ~ “ x =y =1esetén4,5.)
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Osszefoglalas

Mint lattuk, a kozépiskolai tanulmanyokat végigkisérik a szélséérték feladatok. Az
altalanos iskolai alapismeretek utan, melyek olykor alapvetd széls6érték feladatok megoldasat is
lehetové teszik, a kdzépiskolaban spirdlisan épiil fel a tananyagok és ezen beliil a sz&lséérték
szdmitashoz kapcsolddo tananyagok rendszere. Mindig Gjra és Ujra érintve egyazon témat, egyre
bdvitve, altalanositva azt. A masodfokl egyenleteket példaul kilencedikben tanuljak meg a
diakok, tizedikben veszik a megoldoképletet, tizenkettedikben a masodfoku egyenletrendszereket
— kozben pedig, ugyanigy elosztva a tobbi matematikai teriiletet, koztiik a szélsdérték
problémakhoz vezetdket. A kozepek kozti egyenldtlenségeket, a fiiggvényeket, geometriai
modszereket, stb...

A kozép- és emelt szint kozti kiilonbség a teljes képzés folyaman jol megfigyelhetd, de a
végzbs tananyagoknal és az érettségi kovetelményeknél jelentkezik markdnsan. Az emelet szint
tanuldinak szélséértéket mar a derivalas segitségével is kell tudni keresni, boldogulniuk kell sok
olyan témakorrel, melyek ismerete nélkiilozhetetlen a szakirdnyt felsdoktatasban valo

érvényesiiléshez.
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