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Bevezetés

A gombi geometridval eldszor elsd éves hallgatoként taldlkoztam a geometria kurzus
eldadasain. A téma felkeltette az érdeklodésem, ezért szerettem volna elmélyedni a gomb
geometridjanak vizsgalatdban, amire késObb lehetdségem is nyilt Lénart Istvan ,Nem-
euklideszi geometridk tanitdsa az iskolaban™ nevezetii kurzusan. Mar ezeken a gyakorlatokon
felmeriilt bennem, milyen érdekes lenne a jol ismert euklideszi-sik €s a szdmomra 1j
geometria 0sszehasonlitasa. Emellett mindig kozel allt hozzdm a kor, hiszen még iskolaba alig
jartam, mar meglattam benne a szdmomra tokéletes alakzatot. E két téma talalkozésa szinte
kézenfekvd modon adta meg a valaszt arra a kérdésre, milyen munkdval szeretném zarni
matematika alapszakos tanulmdnyaimat.

Az elmult évek soran egyre tobb altalanos és kozépiskola beépitette a matematika 6rak
tantervébe a gdmbi geometria tanitasat, hiszen a didkok foldrajz 6ran mar hatodik osztalyban
megismerkednek a gombi pdlusokkal, egyenlitdvel ¢és korokkel. A térképek ¢s a foldgomb
tanulmanyozéasa soran mar ekkor felismerhet6 a két geometria kapcsolata.

Szakdolgozatom elsdsorban azoknak a pedagoégusoknak nyujt segitséget, akik szeretnék, hogy
didkjaik megbaratkozzanak a gombbel, €és ezaltal mélyebben megismerjék bolygdnkat.
Emellett mindazoknak, akik még csak érintélegesen talalkoztak a témaval, segitséget nyujt
abban, hogy atfogobb képet kapjanak a sikbéli és a gombi kor tulajdonsigairol. A
kovetkezOkben igy els6sorban olyan jellemzd vondsokat, tételeket, tételbizonyitdsokat
hasonlitok 0ssze, melyek felmeriilnek a kozépiskolai tanulmanyok soran, vagy bizonyos
szempont szerint érdekességet rejtenek. Néhany tételt bizonyitds nélkiil kozlok — mint példaul
a Feuerbach-kor tulajdonsagairdl szolo allitdsokat —, hiszen ezek az igazolasok tullépik a
szakdolgozat kereteit. Ez azonban nem okoz akadalyt, hogy felismerhessiik a két geometriai
rendszer kozti kiilonbséget, vagy meglassuk a koztiikk hiz6do kapcsolatot, hasonlosagot.

A kozolt elmélethez nagy segitséget nyujthatnak az abrak, melyeket a sikon a szokésos
eszkozokkel készitettem, a gombon pedig a Lénart-gdomb nevezetli gdmbi szerkesztd
készlettel.

A szakdolgozatom megértése bizonyos szintli matematikai tudast feltételez, mivel nem térek
ki témamat érintd alapvetd fogalmak definialdsara. Fontos tovabbd a gombi geometria

alapszintli ismerete, mivel a cél nem mas, mint a témakdrben vald elmélyiilés.



1. A kor tulajdonsagai

Definicié: A kér (korvonal) egy adott ponttdl egyenld tavolsagra elhelyezkedd pontok

mértani helye.

A sikon a kornek egy kozéppontja van, az adott O pont, sugara pedig az allando
tavolsadg, melyet r-rel jeloliink, és tetszOlegesen nagyra valaszthatunk. Ezzel szemben a

gdmbon a korvonal pontjai az adott pont atellenesétdl is azonos, (mw—r) gdombi tavolsagra

helyezkednek el (1. 4bra). igy a gombi kornek két gombi
kozéppontja, €s két gdmbi sugara van. A gdmbdn, mivel

véges, a sugar maximuma 7 (ebben az esetben a korvonal

egyetlen pontbdl all). Emellett Iétezik legnagyobb keriiletli .
~
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kor, ennek sugara g Ekkor a kor fokor, azaz gdombi

egyenes. Tehat a gombon (a sikkal ellentétben) taldlunk
olyan kort, mely egyben egyenes is.

Fontos kiilonbség még, hogy egy adott pontnak és 1. 4bra
adott keriiletnek a sikon pontosan egy kor felel meg, a gdmbon két ilyen kort talalunk. Ha az
egyik kor sugara r, akkor ugyanarra a kdzéppontra nézve, a vele megegyezd keriileti kor

sugara (m—r). Tehat adott pontra, mint kozéppontra tekintve két egybevagd korvonal Iétezik.

Egy kor a sik pontjait és a gdmb pontjait is harom diszjunkt halmazra osztja. A sik
esetében ez egyértelmii: azok a P pontok, melyekre
e d(O,P)<r, akdr belsé pontjai
e d(O,P)=r, akor keriileti vagy érintési pontjai

e d(O,P)>r, akor kiilsé pontjai.

A gdmbon hasonldan osztalyozhatjuk a pontokat, de a két kozéppont miatt problémat
jelenthet, hogy mit tekintiink a kor belsejének, illetve kiilsejének. Mas szempontbodl viszont

éppen egy eldnyos tulajdonsagat tapasztalhatjuk a gombi kornek, hiszen errél a kérdésrol
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szabadon donthetiink. Azonban sokszor célra vezetd (r;tE estén), ha az r<§ sugéarhoz

tartozo kozéppontot emeljiik ki.

1.1. Kor és egyenes kolcsonos helyzete

Olyan koroket vizsgalunk, melyek nem elfajuldk, igy feltessziik, hogy a sikon r>0,
illetve a gdmboén 0 <r< .
Legyen a sikon az r sugaru k kor kdzéppontja O, e tetszéleges egyenes, €s jeloljik

d(O,e) tavolsagot d-vel.

Ekkor ha :
e d>r, eéskdiszjunktak, az e egyenes k kiilsejében van, P
. G T
e d=r, ek egyetlen k6z6s pont (érintkeznek), ) i
i ot
e d<r, e két pontban metszi k-t.
Az egyes eseteket a 2. dbra szemlélteti.
2. dbra

Tekintsiik most a gdmbot, alkalmazzuk a korabbi jeloléseket.

Ha az r<g-nek megfeleld kozéppontra vizsgaljuk, akkor ugyanazt kapjuk, mint a sik

esetében. Azonban ha r > g , akkor

e d<m—r esetén az egyenes a kor belsejében van,
e d=mn-r esetén e érinti (beliilrdl) k-t,

e d>mn-r esetén pedig két metszéspontot kapunk.

(Meg kell jegyezniink, hogy a gdmbon egy pont €s egyenes tavolsaga nem lehet nagyobb g-
nél, igy d <g mindig teljesiil.)
A harmadik lehet6ség, ha r éppen g Ekkor két eset fordulhat eld:

e had :g, akkor e ¢és k egybeesnek

e hadc< g, akkor e két atellenes pontban metszi k-t



Ez tulajdonképpen két egyenes kdlcsonds helyzetének feleltethetd meg.

Egyik lehetséges eset a sikon és a gOmbon is,
amikor egy egyenes két pontban metszi a kort (3. abra).
Ekkor az egyenest szelonek nevezziik. A sikon a két
metszéspontot Osszekotd szakasz a kor hurja. A gomb
esetében a két metszéspont az egyenest két részre osztja,

ezek koziil azt nevezzik hurnak, amelyik a kor belsejében

van. Mivel a gombi szakasz hossza legfeljebb w, igy a

.. . T s s p ,
gdémbon a 5 -nél nagyobb sugaru korok esetében a hiir nem 3. ibra

a két metszéspontot 0sszekotd szakasz, hanem egy egyenes, m-nél hosszabb részhalmaza. A
korlemezt minden har két korszeletre osztja. A korszelet magassaga a hurra merdleges
atméronek a korszeletbe es6 része, mértéke pedig ennek a szakasznak a hossza.

Metsz0 estben definidlhatjuk a kor és egyenes hajlasszogét, ami a metszéspontba

hazott érintdnek és a szeldnek a hajlasszoge (ez nyilvanvaldan legfeljebb g).

Tekintsiik most azt az esetet, mikor a kor és az
egyenes érintik egymast.

Tétel. A sikon és a gdmbon is az O kdzéppontu kor
barmely P pontjahoz egyértelmiien Iétezik olyan egyenes,
melynek a korrel valo metszete pontosan P. Ez az egyenes

a kor P-beli érintéje, és merdleges a P érintési pontba

hazott sugarra (4. abra).

Meg kell jegyezni, hogy a gdmbon az r :g esetben

4. abra

ez természetesen nem igaz, hiszen ekkor a kornek egyaltalan nem 1étezik érintdje.
Egy masik észrevétel is leegyszerlisiti a bizonyitdst a gombon. Mar korabban

felmeriilt, hogy a gdmbon egy kornek két kdzéppontja van. Most tiintessiik ki ezek koziil azt,

: T , :
amelyikhez az r < 5 sugar tartozik.



Bizonyitas.

Ha merd6legest allitunk P-ben az OP sugarra, akkor az egyenesnek csakis P lesz a
kozos pontja a korrel, hiszen ez a legrovidebb szakasz O és az egyenes kozott. Az egyenes
tobbi pontja pedig a kordn kiviil helyezkedik el.

Tegyiik fel, hogy létezik még egy egyenes, ami érinti a kort P-ben, de nem merdleges az OP
atmérdre. Ekkor az egyenes O-t6l vald tavolsdga kisebb, mint a sugdr. Azt mar tudjuk, hogy
az ilyen tulajdonsagt egyenesek két pontban metszik a kort. Ez azonban ellentmond annak az

allitasnak, miszerint az egyenes érinti a kort. Tehat ez a szog sziikségképpen merdleges is.

A sikon egy kor Osszes érintdje lefedi az érintési pontokat,
illetve a kor kiilsé pontjait, eldbbieket egyszeresen — mivel a kor
minden pontjaban egyértelmiien hiizhato érinté —, utdbbiakat pedig
kétszeresen — hiszen egy kiils6 pontbdl, adott korh6z pontosan két .‘

érintd létezik (5. abra).

A gombon egy érdekes kiilonbséget taldlhatunk a
sikkal szemben. Bar a kor pontjait itt is egyszeresen fedik le
az érinték — ugyanabbol az okbol kifolyolag, mint a sikon —,

azonban a kor kiilsé pontjait nem fedik le maradektalanul.
Jeloljiik a k kor r <§ sugarahoz tartoz6 kozéppontot O-val,

ennek atellenesét pedig O’-vel. Ekkor a k egy tetszdleges P

pontjaba huzott érintd illeszkedik P atellenesére (P’-re) is. 6. dbra

Ekkor O’P’ éppen r-rel egyenld, valamint az O’ és az egyenes tavolsaga szintén r. Ez barmely
P pontrél, illetve a hozza tartozd érintérél elmondhato, ezért k érintéi az O’ kdzéppontu r
sugart kornek is €rintdi. Ez a k’ kor az O pont egyenlitdjére, mint tengelyre nézve a k kor
tiikorképe. Az érint0k e két kor kdzé esdé pontokat kétszeresen fedik le, hiszen ezekbdl a
pontokbol két érinté huzhato a kor(ck)hoz. Ebbdl is lathatjuk, hogy a gdmbon egyaltalan nem
igaz, hogy egy kor barmely kiilsé pontjabol két érintd hitizhatd, hiszen k’ belsé pontjaibodl

egyetlen érintét sem tudunk htizni a korhoz. Ezt szemlélteti a 6. abra.



2. Kor és haromszog

Az el6z6 fejezetben lathattuk, hogyan viszonyul egymashoz a két geometridban a kor
¢s az egyenes. Most megvizsgaljuk milyen kapcsolatban all a kor a legegyszeriibb
sokszOggel, a haromszoggel.

Négy nevezetes korrel fogunk foglalkozni, név szerint a koriilirt, a beirt, a hozzairt
korokkel, valamint a Feuerbach-korrel. Ezek utan egy feladat kapcsan megismerkedhetiink a

gombon egy Ujfajta korrel, az igynevezett Lexell-korrel.

2.1. A koriilirt kor

A sikon a haromszoget egyértelmiien meghatarozza a harom cstcsa. [gy
megkdzelithetjiik a haromszog koriilirt korét, mint harom pontra (mint csucsokra) illeszkedd
kort. A gombon az iménti észrevétel nem igaz, hiszen léteznek konkav haromszogek is.
Ezeknek ugyan nincs koriilirhat6 koriik, de létezik a csucsaikra illeszkedd kor.

Egy masik észrevétel, hogy ha harom pontra illeszkedd kort keresiink, akkor a sikon
ezek nem lehetnek egy egyenesen, de a gombon kollinedris pontharmas esetén is kapunk

megoldast.

Tétel. Ha adott az euklideszi sikon A, B, és C kiilonb6z6, nem kollineéris pontok,
akkor egyértelmiien létezik olyan kor, ami a harom pontra illeszkedik. Ekkor AB, AC, BC
szakaszok felezomerdlegesei egy ponton mennek at, ami éppen a pontokra illeszthetd kor
kdzéppontja.

A gdbmbdn kimondott tételben néhany modositasra van sziikségilink.

A gombi egyenesek tulajdonsigaibol kovetkezden a felezomerdlegesek nem egy
pontban, metszik egymast, hanem annak atellenesében is. A masik érdekesség, hogy itt az A,
B és C pontok kollinearis volta is eredményhez vezet, hiszen minden gombi egyenes egyben
kor is, melynek kdzéppontjai az egyenes sarkpontjai.

A tétel megkdzelitésének egyik elénye, hogy pontokra illeszkedd kort vizsgalunk, igy
az allitds a gombi konkdv haromszogekre ugyaniugy érvényes, mint az Euler-féle ,,szép”
haromszogekre. Fontos azonban, hogy konkav esetben ez nem korilirhaté kor lesz, hanem

csucsokra illeszked6 kor.



Az iménti észrevételek figyelembevételével a tétel a kovetkezoképpen hangzik.

Tétel. Ha adott a gdmbon A, B, és C kiilonbozd pontok, akkor egyértelmiien l1étezik
olyan kor, ami a harom pontra illeszkedik. Ekkor AB, AC, BC szakaszok felezOmerdlegesei

egy pontparon mennek at, ami éppen a pontokra illeszthetd kor két kozéppontja.

Bizonyitas.
Els6ként bizonyitsuk a sikbéli esetet.
Jelolje az AB, AC, BC oldalak felezémerdlegesét rendre f, f,
és f,, a 7. abran lathaté moddon. Mivel A, B, C nem B

kollinearis pontok, ezért barmely két felezOmerdlegesnek

e

létezik metszéspontja. Legyen az f, és f, egyenesek 5 ;,C/'
metszéspontja O. Ez a pont egyenld tavolsagra van a B és C 7. abra

csucsoktol, mivel illeszkedik a BC oldal felezOmerdlegesére. Hasonloan OA=0C, mivel O az
AC oldal felezémerdlegesén nyugszik. Az OB=0C és OC=0A egyenldségekbdl kovetkezik,
hogy OB=0A, azaz O f.-re is illeszkedik. Ezek szerint f,, f;, €s f; egy ponton mennek at, és ez
a k6z6s metszéspont egyenld tavolsagra van az A, B és C pontoktol. Tehat 1étezik egy O
kozépponti OA sugara kor, ami illeszkedik az A, B, C pontokra.

Mar csak az egyértelmiiséget kell bizonyitanunk. Tegyiik fel, hogy létezik egy O’ kézépponta
kor, amire illeszkedik a harom megadott pont. Ekkor O’ nyilvan egyenld tavolsagra van A-tol
¢és B-t6l a kor definiciojabol adoddan, azaz O’ A=0’B. Ebbol kdvetkezik, hogy O rajta fekszik
fe-n. Hasonloan O’A=0’C ill. O’B=0’C, azaz O’ illeszkedik f;-ra és f,-re. Vagyis O’
mindharom felezémerdlegesnek pontja. A felezémerdlegesek viszont pontosan egy kozos
metszéspontja van, ezért szilkségképpen O’=0.

A gdbmbon a bizonyitds szinte ugyanaz, mint a sikon.
Ha a harom pont nem kollinearis, akkor az 4llitds imént
kozolt igazoldsa elmondhaté a gdmbon is. A masik
kozéppontot a kdr gombbéli definicidja adja.

Ha viszont a hdrom pont kollinearis, azaz egy gombi
egyenesen fekszenek, akkor maris készen vagyunk,

hiszen barmely gombi egyenes mas néven fOkor

nyilvan kor is.



2.2. A beirt kor

A haromszogek masik nevezetes kore a beirt kor, ami szintén egyértelmiien 1étezik
mindkét geometridban, a gdmbon természetesen két kozépponttal. Ettdl az egy észrevételtdl
eltekintve az alabbi tétel kimondéasa és a bizonyitas levezetése a két vizsgalt geometridban
azonos modon torténik.

Fontos megjegyezni, hogy a kovetkezOkben a gombon kizarolag Euler-féle
haromszogekkel foglalkozunk. fgy viszont egyértelmiivé tehetjiik a tételt, ha a kor
»elsddleges” kozéppontjanak a haromszog egy belsd pontjat tekintjiik, a masikat pedig a

-----

Ezekkel a pontositasokkal a tétel igy hangzik (sikon és gdmbon egyarant).

Tétel. Adott ABC haromszdghdz pontosan egy
olyan kor létezik, ami a haromszog oldalait érinti. A
haromszég  szogfelez61 ennek a  kornek a

kozéppontjdban metszik egymast.

Bizonyitas.

-

Jelolje a haromszog szogeit rendre a,  és v, a

hozzajuk tartozd szogfelezdket f,, fg és f, (9. abra). )

Mivel a héaromszog szogei kisebbek m-nél, igy a 7. abra

szogfelezok az oldalakkal hegyesszoget zarnak be. Emiatt barmely két szogfelezOnek 1étezik
metszéspontja. Legyen f, és fz metszéspontja O. Tudjuk, hogy két egyenes szogfelezdjének
barmely pontja egyenld tavolsagra van a két egyenestdl, igy d(AB,O)=d(AC,0) illetve
d(AB,0O)=d(BC,0). Ebbdl kovetkezik, hogy d(AC,0)=d(BC,0), ami nem mast jelent,
minthogy O illeszkedik f,-ra is, valamint azt, hogy O egyenld tavolsagra helyezkedik el a
haromszog oldalaitol. igy az O kézépponti d(AB,O) sugart kort a haromszog oldalai érintik,
masképp megfogalmazva, ez a kor a haromszog beirt kore. Ez a kor pedig egyértelmd, hiszen
O-nak a haromszog oldalaitol azonos tavolsagra kell lennie, igy sziikségképpen illeszkednie
kell a harom szogfelezére. Mivel azok egy pontban metszik egymadst, igy O csak ¢és kizarolag
ez a metszéspont lehet. A kor sugara szintén egyértelmiien meghatarozott, nem mas mint az

elobb emlitett metszéspontnak az oldalaktol vett tavolsaga.
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2.3. A hozzairt korok

A haromszog nevezetes korei kozé tartoznak a hozzairt korok is. Ezek a haromszog
egy-egy oldalaval érintkeznek, illetve a masik két oldalegyenest az oldalak

meghosszabbitadsaban érintik. Az ilyen korok kozéppontja a haromszog kiilsé pontja.

Tétel. Tetszoleges ABC sikharomszoghdz pontosan harom hozzairt kor létezik. Ezek

kozéppontja egy belsd szogfelezd, ill. a vele szemkdzti két kiils6 szogfelezd metszéspontja.

A tételben a kdzéppontra vonatkozo tulajdonsag szinte ugyaniigy bizonyithato, mint a

haromszog beirt korének kozéppontjara vonatkozo allitas.

A beirt és hozzairt korok Osszességiikben a haromszog érintSkorei. Igy egy
sikharomszognek pontosan négy érintOkore létezik.

A fenti definicid alkalmazésaval a gdmbon is harom hozzairt kort talalunk. Azonban
tobb érintd kor létezik, mint sikon, hiszen itt az is eléfordulhat, hogy egy kor mindhdrom
oldalegyenest az oldalak meghosszabbitasdban érintik. Harom nem egy sugérsorhoz tartozo
egyenes a gombfeliiletet nyolc diszjunkt tartomanyra osztja, mely tartomanyok haromszogek.
Vagyis ezen haromszogek beirhatd korei, az eredeti haromszog érintd korei.

Ezek szerint a gombon egy adott ABC haromszoghdz 6sszesen nyolc érintékor
tartozik. Ezeket az alabbi osztalyokba sorolhatjuk.

e az ABC haromszog beirt kore
e az ABC haromszdg harom darab hozzairt kore
e az A’B’C’ haromszog beirt kore, ahol A’, B’, C” az A, B és C csucsok atellenesei

e az A’B’C’ haromszdg harom hozzairt kore.

2.4. A Feuerbach-kor

A haromszognek az euklideszi geometriabol ismert kore az ugynevezett Feuerbach-

kor, vagy mas néven a kilenc pont kore.

Tétel. Egy haromszog oldalfelezd pontjai, magassdgainak talppontjai valamint a

magassagpontot és a csucsokat 0sszekotd szakaszok felezOpontjai egy korre illeszkednek;
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melynek kozéppontja a magassagpontot és a koriilirt kor kézéppontjat 6sszekotd szakasz

felezOpontja; sugara pedig a koriilirt kdr sugaranak a fele.

Ez a tétel valdjaban Eulertdl szdrmazik, ezért magat a kort Euler-féle kornek is
nevezhetjiik. Azonban Feuerbach volt az, aki az 1800-as évek elsd felében bebizonyitotta,
hogy minden haromszog esetében ez a kor érinti a hdromszdg érintkoreit, azaz a beirt és a

hozzairt koroket.

A tétel emellett azt is kimondja, hogy egy hdromszog koriilirt korének kozéppontja,
magassagpontja, illetve Feuerbach-korének kozéppontja egy egyenesen vannak.

Mar korabban Euler is felismerte, hogy egy tetszéleges haromszog hdrom nevezetes
pontja, mégpedig a koriilirt kor kozéppontja, a sulypont €s a magassagpont egy egyenesre
illeszkednek. A magassagpont és a koriilirt kor kozéppontja altal meghatarozott szakaszt a
sulypont a magassagponttol tavolabb harmadolja. Ezt az egyenest Euler-féle egyenesnek
nevezzilk. Az Euler-egyenes egyetlen esetben nem meghatarozott, éspedig akkor, ha a
haromszog szabalyos, hiszen ekkor az emlitett pontok egybeesnek.

Az eldbbiek alapjan lathatjuk, hogy erre az egyenesre illeszkedik a Feuerbach-féle kor
kozéppontja is, igy a sikharomszogek esetében négy nevezetes pont egy egyenesen
helyezkedik el. Ha szabdlyos haromszdget vizsgalunk, akkor a Feuerbach-kor egybeesik a
haromszog beirt korével, €s bar tovabbra is igaz, hogy a kiemelt kilenc pontra illeszkedik,

valamint a hozzairt koroket érinti, a beirt korrél ez nem mondhaté el.

A kilenc pont kdre a gdbmbon is létezik, €s hasonld tulajdonsdgokkal bir, mint a sik
esetében. A sikhoz hasonldan itt is igaz, hogy a kilenc pont kdre érinti a beirhato kort, €s a
haromszdg hozzairt koreit, meg kell viszont jegyezni, hogy a gomb esetében nem

mondhatjuk, hogy az érint6koroket érinti, hiszen azoknak csak a felére igaz az allitas.

Akarcsak a sikon, a gdmbon is egy egyenesre illeszkedik a sulypont a magassagpont
¢s a kilenc pont korének kdzéppontja. Egy masik olyan gombi egyenest, amelyre a Feuerbach-
kor kozéppontjan kiviil tovabbi két nevezetes pont is illeszkedik, a kovetkezd modon

szerkeszthetiink.

Jeloljiik a kilenc pont korének kézéppontjat P-vel.
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A gombi haromszog adott csucsabol bocsassunk a vele
szemkozti oldalhoz tartozd kdzépvonalra merdlegest (10. abra).
Az igy kapott hdrom egyenes egy pontparon megy at. A
pontpar két pontja koziil a haromszog belsejébe esot jelolje T.
A harmadik pontot a kdvetkez6 modon kaphatjuk meg. Mérjiik
fel az a oldalhoz tartozd6 magassagvonal és az egyik
szomszédos oldal altal kozrezart szoget a masik oldalra az 11.
abran lathato moédon. Ismételjiik ezt meg a b €s ¢ oldalakra
vonatkozolag is. Ezek az egyenesek szintén egy pontparon
mennek at, a haromszog belsejébe esé legyen H.

Tetszéleges gémbi haromszogben P, T és H egy fOkorre

illeszkednek.

A Feuerbach-féle kor ill. annak kozéppontja, mint

lathattuk tobb érdekes tulajdonsaggal is bir mindkét geometriai
rendszerben, hiszen nemcsak pontokkal, de korokkel ¢és 1. 4bra
egyenesekkel is szoros kapcsolatban all.

2.5. A Lexell-kor

A kovetkezOkben az euklideszi geometria egyik alapvetd feladatat oldjuk meg a
vizsgalni kivant geometridkban. Ezzel a gdmbon a haromszog egy olyan korét ismerhetjiik

meg, aminek a sikbéli megfeleldje egy egyenes.

Feladat. Adott ABC haromszoghoz, rogzitett AB alap mellett keressiik azon P pontok
meértani helyét, melyekre az ABP és ABC haromszdgek

teriilete egyenld.

A sikon a haromszog teriilete egy oldaltol

(esetiinkben AB) és a hozzatartoz6 magassagtol (m)

figg. Igy azok a pontok felelnek meg, melyek az AB

12. 4bra
oldalegyenestdl m tavolsagra helyezkednek el. Ezek a pontok két, az AB oldallal parhuzamos

egyenesen nyugszanak.
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Ha az imént végig gondoltakat megprobaljuk a gdmbre alkalmazni, tobb problémaval
is szemben talaljuk magunkat. Az egyik, hogy egy gombi haromszog teriiletét egészen mas
moddszerekkel hatarozzuk meg, masrészrél a gdmbon nincsenek parhuzamos egyenesek.

Kozelitsiik meg a sikbéli esetet egy masik oldalrol.

Az aldbbi gondolatmenet a sikon €s a gdmbon egyarant megallja a helyét.
Legyen az ABC (sikbeli vagy gédmbi) haromszog AC ill. BC oldalfelezd pontjai E és

F. Bocsassunk merdlegest az A, B, C cstcsokbdl az EF

egyenesre, talppontjait pedig jeloljék rendre a G, H 3
. W

valamint I pontok. & : ‘\.ﬁ?‘\f W 5
Ekkor az ABC héaromszég atdarabolhaté az — A Y

ABHG négyszoggé, igy teriiletiik megegyezik. . ‘g/\ {
Ehhez mindossze az kell, hogy AEG hdromszog legyen K —— —— ?
egybevagd a CEI haromszoggel, valamint BHF

haromszog CIF haromszoggel.

Tudjuk, hogy az AE és EC szakasz egyenld hosszi, 13. abra

hiszen E oldalfelezé pont, emellett az E-nél fekvd szogeik cstucsszogek, igy azonos
nagysaguak. A sikon az egybevagdsag bizonyitasadhoz ezek utan elég, hogy az AE ill. EC
oldallal szemkozti szogiik megegyezik. A gdbmbdn ez még nem ad egyértelmiiséget, de ha
hozzavessziik, hogy ez a szog derékszog, azzal mar biztositjuk az egybevagdsagot.

A BHF ¢s CEI haromszdgek egybevagdsagat ugyanigy igazolhatjuk.

Az ABC haromszog teriiletére ekkor:

T

ABC —

TABFE + TCEI + TCIF = TABFE

+T

AEG

+T

BHF

=T

ABHG
Meg kell még nézni, mi torténik, ha C talppontja a haromszdgon kiviilre esik. A korabbi
jelolésekkel ugyanigy belathatd AEG ¢és CIE haromszogek valamint BFH ¢és CFI

haromszogek egybevagodsaga. Ilyenkor az ABC haromszog tertilete:

T

ABC —

T

ABHE

+T

EFC

+T

BFH —

T

ABHE

+T

EFC

+T

CFI

=T

ABHE

+T

AEG

=T

ABHG

Az ABHG négyszog ugynevezett Saccheri-négyszog, melynek alapvetd tulajdonsaga,
hogy két szemkozti oldala egyenld hosszisagl, ¢és derékszogben metszik a harmadik oldalt.
Ekkor a negyedik oldalt is azonos szogben metszik, azonban a szog nagysaga, fligg attol,

hogy milyen geometriai rendszerben dolgozunk. A sikon ez a szdg a szOgdsszeg 2m

allandosaga miatt éppen g, a gobmboOn a derékszognél nagyobb. Felmeriilhet a kérdés, hogy
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létezik-e olyan geometria, ahol a harmadik lehetdség valosul meg, miszerint a masik két
azonos szog g-nél kisebb, erre pedig a Bolyai-féle geometria ad valaszt. Saccheri a 17-18.

szézad forduldjan foglalkozott ezzel a problémaval, és kozel allt ahhoz, hogy felfedezzen egy

nemeuklideszi geometriat.

Az iménti gondolatmenet szerint, a kitlizott feladatot igy fogalmazhatjuk meg:
Ha AB rogzitett, keressiik azokat a C* pontokat, amelyekre ABC’ hdromszog ugyanazza az
ABHG négyszoggé darabolhat6 4t, mint az ABC haromszog. Ezek a pontok az EF egyenes A,
B pontoktol kiilonb6z6 félsikjan — gomb estén félgdmbon — az EF egyenestdl azonos, CI
tavolsadgra vannak — a gdmbon pedig az Euler-féle szép haromszogek definicidja miatt az is
sziikséges, hogy C’ A-tol és B-t6l vett tavolsaga legfeljebb m legyen. Szimmetriai okok miatt

ezen pontok AB egyenesre vett tiikorképe is eleget tesz a kovetelményeknek.

Az euklideszi sikon a pontok mértani helye két, az EF egyenessel, azaz a
kozépvonallal és igy AB-vel is parhuzamos egyenes, melyek az AB egyenestdl d(AB,C)
tavolsagra fekszenek.

A gdombon ezek a pontok egy koriven, illetve
AB egyenesre vett tiikorképén helyezkednek el. A
korok kozéppontja megegyezik az EF egyenes

poluspontjaval, sugaruk gid(AB,C). Ezt a két kort

Lexell-koroknek nevezziik. A koroknek csak az A-tol

¢s B-tdl legfeljebb m tavolsagra 1€vé pontjai felelnek

meg. Ez a két hatarpont éppen A €s B atellenes pontjai.

14. abra

Allitas. A Lexell-korok illeszkednek A és B atelleneseire.
Bizonyitas.

Jelolje A és G atelleneseit A” és G . Tudjuk, hogy A” illeszkedik az AB egyenesre, valamint
G az EF egyenesre, tovabba d(A",G") =d(A,G), ami egyenls Cl-vel.
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Ugyanez lathato be B és H atelleneseire. Ezek alapjan A" és B" az EF egyenessel hatarolt A-
tol (és B-tdl) kiilonbozd félgdmbon, EF egyenestdl CI tavolsdgra helyezkednek el, azaz

illeszkednek a Lexell-korre.

Ezek szerint ABC haromszdg Lexell-korei R k!
&)

megszerkeszthetdk, mint A ¢és B éatellenes pontjaira ‘44 \ / (o

s

valamint C-re vagy a C pont AB-re vett tiikorképére abl

T

illeszkedd korok. A két kor azon A" B végpontl korive

felel meg amelyre C (illetve C tiikorképe) illeszkedik.

15. abra

Neéhany érdekes kérdést is feltehetiink a Lexell-korrel kapcsolatban.
Mi térténik, ha C’=A"?
Ekkor ABA"X =7, az AA" oldal pedig végtelen sok egyenesen lehet, de ezek koziil pontosan
egy felel meg, nyilvan az, amelyik érinti a kort (hiszen ha metszené, akkor a metszéspontot
kellene 6sszekdtni A-val €s B-vel).
El6fordulhat-e, hogy a két Lexell kor egybeesik?
Ehhez az kell, hogy a korok kozéppontja az AB egyenesre illeszkedjen, amivel ekvivalens,
hogy az EF egyenes merdlegesen metszi az AB egyenest. A tavolsagegyenldség miatt viszont
ekkor C-nek illeszkednie kell az AB egyenesre. Vagyis ekkor a haromszdg cslcsai egy

fokorre esnek, a Lexell-kor pedig egyetlen pontta fajul el.

Ha a fejezet elején kitlizott feladatunkat atfogalmazzunk, ismét érdekes eredményeket

kaphatunk.

Feladat. Rogzitett AB oldal, illetve egy szam, mint teriilet mér6szam mellett hol

mozoghat a C csucs, hogy az adott mérészammal egyenld tertileti haromszdget kapjunk?

A gobmbon a valaszt a kiegészitd haromszogek adjak, igy azok teriiletét kell
megvizsgalnunk.
Tehat adott ABC haromszdg mellett keressiik a kiegészité haromszogek teriiletét.
Legyen az ABC hdromszog koré irhatdo kor kozéppontja O. Ekkor az OA=OB=0C
egyenldség miatt AOB, AOC, BOC egyenldszarti haromszogek, igy a haromszdégek alapjain
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azonos nagysagu szogek fekszenek. Eszerint OABX =0BAX, OBCx =0CBx« il
OACX =0CAX , jeloljiik ezeket ebben a sorrendben y-val, a-val és B-val.

Az O pont haromszoghdz valo viszonyatdl fliggden az alabbi eseteket kiillonboztetjiik meg:

1) az O pont az ABC haromszog belsé pontja
2) az O pont illeszkedik az egyik oldalra
3) az O pont az ABC haromszdg kiils6 pontja

1) Ha az O pont az ABC haromszog belso
pontja (16. abra), akkor a harom kiegészitd haromszog
teriilete azonos modon kaphaté meg, igy elég egy estet
végig nézni, példaul az AB oldalhoz tartozo teriiletét.

Az ABC’ haromszog szogei alapjan a teriilet.
T:(n—(B+y))+(n—(a+y))+(a+[3)—n:n—2y
Ezek szerint ilyenkor csak az OAB szogtdl fligg a

teriilet.

2) Tegylik fel, hogy O az AB oldalra illeszkedik
(17. é4bra). Ekkor az AB oldalhoz tartozd kiegészito
haromszog tertilete:
T =(1t—[3)+(n—a)+(a+[3)—n =7
Vagyis az atmérdére emelt kiegészité haromszog teriilete

a kortdl és az ABC haromszogtol fliggetleniil allando.

A masik két oldal kiegészitd haromszdogének teriilete

szintén szimmetrikus modon kaphaté meg, igy

szamoljuk ezt ki példaul a BC oldalra. Ekkor a teriilet .

az alabbi médon alakul:
T :(Tc—(oc+[3))+(n—ot)+[3—n =n—20
Ez tulajdonképpen ugyanaz az eredmény, mint az 1)

esetben.

3) Abban az esetben, ha az O pont az ABC

16. abra

18. abra
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haromszog kiilsd pontja (18. dbra), akkor szintén két lehetdséget kell megvizsgalni. Tegyiik

fel, hogy az AB szakasz elvalasztja OC-t. Az AB oldal kiegészitd haromszdgének teriilete:
T :(n—(B—y))+(n—(a—y))+(a+B)—n: T+ 2y
[lletve a BC oldalra:

T:(n—(oc+B))+(n—(a—y))+(B+y)—n:n—2a+2y

Ezekbdl az eredményekbdl harmat hasznalhatunk fel a feladat megoldaséhoz,
mégpedig aszerint, hogy a megadott teriilet mérdszdm kisebb, vagy egyenld, vagy nagyobb

mint .

I) Legyen t < rt. Irjuk fel ezt t =n—2¢ alakban.

Az adott AB szakasz két végpontjara mérjiikk fel a ¢ szoget. A két egyenes metszéspontjat
jeloljik O-val, majd szerkessziink kort O koriil OA sugarral. Ekkor Tetszélegesen
valaszthatunk egy C pontot a kor azon ivén, melynek végpontjait az OA ¢és OB szakasz metsz
ki a korbdl. Az ABC’ haromszog teriilete — ahol C* a C pont atellenese — pontosan (—2¢).
Ezt mar visszavezethetjik az eredeti feladatra, és keressiik az ezzel azonos teriiletli
haromszogeket. Ezek a két Lexell-kor megfeleld ivein helyezkednek el.

IT) Ha a megadott teriiletre t = t, akkor a 2) pont alapjan mindossze annyi a dolgunk,
hogy az AB szakaszra, mint &tmérdre kort emeliink. Ebben az esetben a kor barmely A-tol és
B-t61 kiilonbozé C pontjat kivalaszthatjuk. A C pont atellenesével vett az ABC’ hdromszog
teriilete  lesz. Ett6l kezdve a dolgunk ugyanaz, mint korabban: ABC’-vel azonos teriiletii
haromszogek keresése, rogzitett AB mellett.

III) Végiil tekintsiik a t > t esetet. Hozzuk t = n+2¢ alakra.

A I)-hez hasonloan szerkessziink a szakasz végpontjaira ¢ szoget. Az egyenesek
metszéspontja (jelolje O) koriil ismét szerkessziink kort az OA tavolsaggal, mint sugarral. A
kiilonbség mindossze annyi, hogy C-t ugy kell megvalasztanunk, hogy az AB szakasz

valassza el OC-t. gy az ABC’ haromszog teriilete a fenti feltételnek megfelelé mw+2¢.

Ahogy mar megszokhattuk, a feladat megoldasa a Lexell-kor megszerkesztésével folytatodik.

Mint lathatjuk, a gdmbon néhany feladat megoldasa nem olyan egyszer(i, mint a sikon,

de mindenképp érdekes eredményt kaphatunk, mint azt az eddigiekben tapasztaltuk.
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3. Dualitas

Az euklideszi sik kibdvitésével és a meghatarozo vektorok fogalmanak bevezetésével
igazolhatjuk, hogy ha a projektiv sikban egy pontokra, egyenesekre, illeszkedésre vonatkozo
igaz allitdsban a pont szt egyenesre, az egyenes szOt pontra cseréljik, ismét igaz allitast
kapunk. Erre egy egyszerl példa a kovetkezo illeszkedési tulajdonsag.
Barmely két kiilonb6z6 ponthoz pontosan egy olyan egyenes Iétezik, amely illeszkedik a
két pontra.

Az mondat dudlisa pedig szintén igaz.
Barmely két kiilonb6z6 egyeneshez pontosan egy olyan pont 1étezik, amely illeszkedik a
két egyenesre.

Nem csak egyszerli allitdsokat, hanem Osszetettebb tételeket is dualizalhatunk, igy
példaul Desargues perspektiv haromszégekre vonatkozd tételét, vagy Papposz kollinearis
ponthdrmasokra vonatkozo megallapitasat. Az elébb emlitett szerint, ha két haromszég egy
pontra nézve perspektiv, akkor egy egyenesre nézve is az. A tétel dudlisa tulajdonképpen nem
mas, mint annak megforditdsa, igy haromszogek pontra illetve egyenesre vonatkozo

perspektivitasanak ekvivalencidjat mondhatjuk ki.

A gomb geometridjaban is értelmezheté a dualitds. Itt viszont nincs feltétleniil
sziikség a meghatarozd vektorok bevezetésére, elegendd arra tdmaszkodnunk, hogy barmely
pont (pontpar) egyértelmiien meghataroz egy egyenest €s forditva. Ez a pont(par) az egyenes
sarkpontja(i), illetve az egyenes a pont(par) egyenlitdje.

A gdmbi geometria egy masik eldnye, hogy hasonld konnyedséggel tudunk nem csak
pontokra, egyenesekre ¢€s illeszkedésre vonatkozé allitasokat dualizalni, hanem olyanokat is
melyek a tdvolsag és a szog fogalmat is felhasznaljak, hiszen barmely AB gdmbi szakasz
hossza pontosan akkora, mint az altala meghatarozott f0kor S sarkpontjaval vett ASB szog.

Ezekkel az észrevételekkel mar megfogalmazhatjuk a dualis kor fogalmat, eldtte

crcr

Definicié. A kor azoknak a pontok halmaza, amelyek egy adott ponttél egyenld

tavolsagra helyezkednek el.
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Definici6. A kor dudlisa azoknak az egyeneseknek a halmaza, amelyek egy adott
egyenessel egyenld szoget zarnak be. Ezeknek az egyeneseknek halmazat a kor polarkorének

nevezzik.

Vagyis egy S kdzéppontl r sugara k kor dualis kore,
az S egyenlitdjével (jeloljiik s-sel) r szoget bezard egyenesek

alkotta halmaz (19. abra).

Ha r=0, akkor elfajuldo kort kapunk, a dudlis maga az s

egyenes lesz.

19. abra

Ha r:g, akkor a k kor egybeesik az s egyenessel, a dudlisa pedig az s-sel (magaval a

korvonallal) g szoget bezard egyenesek halmaza, vagyis a sarkpontok kivételével az egész

gombot egyszeresen fedi le, elébbieket pedig végtelen sokszor.

Nem elfajuld kor esetén (ha 0<r<§) ezek az egyenesek két, S kozéppontu, egybevagd

korvonalat hatdroznak meg. Az egyenesek a két kort érintik, a koztik levo teriiletet
kétszeresen fedik le.

Konnyen belathaté (20. abra), hogy a korok sugara ekkor ugyanabbol a kdzéppontbol mérve

T ) T
——r illetve —+r.
2 2

A korhoz hasonlban a  haromszoget is
dualizalhatjuk. Magéara a szoéra korlatozva a haromszog
dudlisa harom szakaszbo6l all6 alakzat.

Legyen adott az ABC haromszog a gombon a, b, ¢
oldalakkal. Minden oldalhoz rendeljiink egy csucsot,

mégpedig a dualitas értelmében az oldalegyenesek

valasztott sarkpontjait. A két pdluspont kozil valasszuk azt, 20. 4bra
amelyik az oldalegyenes altal hatarolt félgombok koziil az oldalhoz tartozd csuccsal

megegyez0 félgdmbon van. Jelolje ezeket a pontokat A*, B* és C*. Ekkor az A*B*C*
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haromszoég az ABC haromszog dudlisa. Ezt a haromszoget az eredeti haromszog
polarharomszdgének nevezziik.

A polarharomszoget megkozelithetjik ugy is, hogy az
a, B, y szogekhez hozzarendeljik a dudlis o, B, v
tavolsagokat, melyek a  csicsok egyenlitdire
illeszkednek.

Tétel. Egy gombi haromszog koriilirt kdrének

kozéppontja megegyezik a polarharomszog beirt

korének kdzéppontjaval.

Ezzel ekvivalens, hogy egy haromszog beirt korének

21. abra

kozéppontja és a polarharomszog koriilirt korének
kozéppontja ugyanaz a pont.

A tételt a 21. abra szemlélteti.

A gdmbon a dualitdsnak 1étezik egy masik megkozelitése is.
Az O kozéppontu gombfeliilet tetszéleges H részhalmazanak dualisa azon P pontok halmaza,
melyekre az OP félegyenes legalabb derékszoget zar be az 6sszes OQ félegyenessel, ahol Q
tetsz6leges H-beli pont.

Ekkor egy S kozéppontu r sugaru k kor dualisa egy S’ kozéppontu, g— r sugaru kor.

Az iménti két értelmezés kozott észrevehetiink egy Osszefliggést. A dualitds ez utdbbi

definialasaval a kor dualisa egy olyan kor, amelyet a korabbi esetben az egyenesek érintettek.

A két megkdzelités egyarant megallja a helyét, de az eldbbi talan szemléletesebb,
hiszen mar altalanos iskoldban megismerkediink a sarkok és az egyenlitd fogalmanak
Osszefliggésével. Ha megértjiikk a tavolag és a szog kapcsolatat is, akkor a dualitas fenti
értelmezése szinte magatol értetéd6. Ha viszont mélyebben szeretnénk elmeriilni a

gombfeliilet vizsgalataban, ajanlott mindkét lehetdséget megismerni és tanulmanyozni.
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4. Kertiilet, teriilet

A feliileti konvex lemezeket két mérészammal jellemezhetjiik, mégpedig a keriilettel
¢és a teriilettel. A dolgozat célkitlizésének, azaz a sikbéli és gombi korok megismerésének
egyik alapvetd feltétele, hogy ismerjiik ezen alakzat imént emlitett jellemzdit. Az alabbiakban

sziikségiink lesz az analizis néhany fogalmanak ismeretére.

4.1. A kor keriilete

Tudjuk, hogy a sikon barmely két kor hasonld egymashoz, a hasonldosag aranya pedig

a sugarak aranyaval egyenlo.

Tétel. Az r sugart kor kertilete K(r)=2rn

Bizonyitas.
Tulajdonképpen az elobbibdl kdvetkezik, hogy ha a kor keriiletét sugaraval elosztjuk, akkor

egy alland6 pozitiv valos szamot kapunk, ami a kor sugaratdl fliggetlen.

Ennek a szdmnak a felét n-vel jeldljiik (a gorog periferia=kertilet kezddbetiije), értéke
Ot tizedes jegyre kerekitve 3,14159. A © szam transzcendens — azaz nem létezik olyan egész
egyltthatos polinom, melynek gydke lenne. Ezt 1882-ben Lindemann bizonyitotta. Mar az
Okorban probalkoztak értékének meghatarozasaval. ElsOként Archimedes ért el jelentds
eredményeket, majd az 1500-as években Ludolf van Ceulen holland mérnok 35 tizedesjegy

pontossaggal kozelitette meg értékét. Innen ered a m Ludolf-féle szam elnevezése.

Allitas. A kor keriilete meghatarozhato a beirt n oldala
szabalyos sokszogek keriiletének a limeszével, masrészrol
megegyezik a kor koré irt n oldalu szabélyos sokszogek

hatarértékével, ha n minden hataron tul n6.

Bizonyitas

Jeloljik az O kozéppontu, r sugart kor keriiletét K(r)-rel, 22. abra
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tovabba legyen a beirt n oldalu szabalyos sokszog oldalhossza a,, kertilete k;,, valamint a koriil

irt n oldala szabalyos sokszog oldalhossza A,, keriilete pedig K.

Tudjuk, hogy k <K(r) <K, igy elég azt belatni, hogy Iljn —>1, n—> o0 esetén.

Legyen m,=d(O, beirt n oldali szabalyos sokszdg oldala), illetve M=d(O,koriil irt szabalyos

sokszOg oldala), ami egyenld r-rel.

Ekkor K, - n-A, — A, _M r

k n-a, a m, m

n n n n

Belathatjuk, hogy m_ — r, hiszen |r— m,

<a,, > 0,han > .

Ezekbdl kovetkezik, hogy ELENEN 1, ezzel pedig az allitast igazoltuk.
m

n

A gombi kor keriiletének meghatarozasat megkonnyiti, ha a kort a gémb ¢€s a korre
illeszkedd sik metszetének tekintjilk. A sikbeli euklideszi sugar ismeretében mar
megallapithatjuk a kertiletet. Ez elébbi érték az r sugari gombi kor esetén sinr, igy a kertilet

2msinr.

4.2. A kor teriilete

Legyen H tetszlleges korlatos sikbeli ponthalmaz, melynek van belsd pontja, és

legyen T tertiletfliggvény.
Tekintsiik a s =sup{T (S, ) :S,sokszoget H tartalmazza | ,
illetve i=inf {T(S, ):S,sokszdg tartalmazza H—t}.

Nyilvan s <i mindig teljesiil.
Definicio. H-nak van teriilete, ha s =1.

Barmely konvex lemeznek, igy a kornek is 1étezik tertilete.
Allitas. Az r sugara korlemez teriilete 1°7.
Bizonyitas.

Tekintsiik a beirt illetve koriilirt n oldala szabalyos sokszogeket, jeloljiik ezeket

sp-nel és Sp-nel. Ezek a korlemez beirt illetve koriilirt sokszogei, ezért
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sup {T (s, ):s,beirhaté n oldalu szabalyos sokszc'ig} >1lim T(s, ), valamint
inf {T (S, ):S,koré irhaté n oldalu szabalyos sokszég} <HmT(S,).

Ezért ahhoz, hogy a korlemeznek legyen teriilete, elegendd, hogy a két limesz legyen egyenlo.

k, -m, K, -r

A Kkeriiletnél bevezetett jeloléseket alkalmazva T(s,) = , T(S,)= . Az elébbiek

alapjan tudjuk, hogy k, - K(r), K, —» K(r) valamint m, —r. Ezekbd] mar kovetkezik,

hogy a két limesz megegyezik.
Tehat az r sugaru kor tertilete:

k,-m, K(r)-r_2rmor _ 2

() =T(s,) =~ > ;

A terlilet esetében a gdmbon nincs olyan egyszerli dolgunk, mint a keriiletnél.
A sikhoz hasonloan, kozelitsiik a kor terililetét beirt és koriil irt n oldalu szabalyos

sokszogek teriiletének hatarértékével. Ezek mindig felbonthatok n darab egyenld szara gombi

haromszogre, melyeknek szoge O-nal E, valamint jelolje a korrel érintkez6 csucsoknal
n

fekvo szogeket ¢, a haromszogek alapjahoz tartozd magassagot pedig m, Egy ilyen
haromszog teriilete a Girard-tétel szerint:

E+2(pn—n,
n

aminek  segitségével meghatarozhatjuk a

sokszog teriiletét:

2n+n(20, —n):2n—2n(§—(pn)

n o, . , .
Ha n — o, akkor ¢, — > ¢és ezért felirhatjuk

az alabbi hatarértéket: 23. abra

1im(5— J—lim sin[ﬁ— J
n—»o 2 (pn n—»o 2 (pn

ami viszont a sin 5—0( =cosa Osszefliggésbol

lim (sin (g -0, n =lim(cos g, )
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A szogekre vonatkozd gombi koszinusztétel szerint

T T I I I
COSQ, =—CO0S| — |-cOo8| — |+sIn| — |-sIn| — [-cosm,
(2] (n] (nj (2]

Amibdl az ismert tagokat behelyettesitve:

. T
COS (@, =SsIn (—] -cosm,,
n

Tudjuk, hogy limm_ =r. Ezeket a teriiletképletben alkalmazva kapjuk, hogy

sin (j
T :2n—lim(2n-sin(£j-cosr]:2n- 1—cosr-lim _\nJ =2n-(1—cosr)
n—oo n n—oo

T
n

Tehat az r sugart kor teriilete:

T =2n-(1-cosr)

Tovabb haladva a gondolatmenettel, az (l—cosr) annak a gOmbsapkanak a

magassaga, melynek gombi sugara r. Ekkor a gombsapka — azaz a gombi kor teriilete —
teriilete a magassag 2m-szerese.

frjuk fel az m magassagn gombov teriiletét két m; és my (m, <m,;) magassagu
gombsapka teriiletének differenciajaként:
A =2n(m, —m,)=2mm

Ez nem mast jelent, mint hogy a gdmbdv teriilete nem fligg annak elhelyezkedésétdl,

csak magassagatol.

4.3. Koriv hossza

Az alabbi definiciok é€s tételek mind a sikon, mind a gdmbdn azonos moédon megélljak

a helytiket.

Definicié. A korvonal két tetszOleges A, B pontja k6z¢ esé vonaldarabot kérivnek

(roviden ivnek) nevezziik.

Fontos megjegyezni, hogy ekkor a két pont két kiilonbozd ivet hataroz meg, melyek

unidja nyilvan az egész kor. Az ivek megadasanak egyértelmiisége érdekében, tekinthetjiik az
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AB ivnek azt az ivet, melynek kezdOpontja A, végpontja B, és A-bol B-be az 6ramutatd

jarasaval ellenkezd iranyban jutunk el.

Definicié. A kor AB ivének A, B pontjaihoz huzott sugarak szogét kozépponti

szognek nevezzik.

Ugyanabban a korben (vagy azonos sugart korokben) egyenlé nagysagu kozépponti
szogekhez egybevago ivek tartoznak, hiszen ha a kor kozéppontja koriil a megfeleld szoggel
elforgatjuk, akkor egymassal fedésbe hozhatok.

Ennek az észrevételnek a felhasznalasaval igazolhatjuk az alabbi tételt.

Tétel. Egy kor kozépponti szogeinek ardnya

egyenld a szogekhez tartozo ivek hosszanak aranyaval.

Bizonyitas.
Jeloljik az ¢, @2 kozépponti szégekhez tartozéd

ivek hosszat 1;-gyel valamint i,-vel. Osszuk fel ¢@;-et n

egyenld részre, ahol n tetszdleges természetes szdm. Az

24. abra
igy kapott szoget felmérjiik ¢,-re az egyik hurtdl kezdve annyiszor, ahdnyszor csak

lehetséges. Ha ezt m-szer tehetjiik meg, akkor

+1
-

m
P59, <
n

A fenti észrevételbdl kovetkezik, hogy

+1 .
-1

m. _. _m
—1, <1, < ]
n

Ha az egyenl6tlenségeket @,-gyel ill. 1;-gyel elosztjuk, akkor azt kapjuk, hogy

m m+1 m i m+1
_S&<_, _£—2<

n o n n i n

A megtelelé hanyadosokat 6sszegezve

m 1, m+l
&+—<%+
¢, n n

amib0l atrendezéssel
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Ha n — o, akkor a kiilonbség a 0-hoz tart, azaz a két hanyados egyenld.

Az elobbi tétel segitségével konnyen meghatarozhatjuk egy adott korben tetszdleges
kozépponti szoghoz tartozo iv hosszat. Ezt viszont mar kiilon kell megvizsgalnunk a sikon ill.

a gdmbon, hiszen a két geometridban mas az r sugara kor keriiletének képlete.

Tekintsiik el0szor a sikot.
TetszOleges ¢ kozépponti szogre, €s a hozza tartozo 1 hosszisagu ivre

0 _ 1
2n K(r)

ahol K(r) az r sugart kor kertilete, ami a egyenld 2rr—vel. Mindkét oldalt K(r)-rel

megszorozva
i=0r

Fontos, hogy a szdgeket itt mindig radianban, nem pedig fokban adjuk meg. Ha mégis az
utobbi mértékegységet valasztjuk, akkor a képlet kissé bonyolultabb:

- o’'nr
180°

A gdmb esetében is megadhatjuk az alabbi aranyparok egyenldségét

[0) 1

2 K(r)

melyben a K(r) =2nsinr helyettesitést alkalmazva, majd K(r)-rel az egyenletet felszorozva
az tvhosszra a kovetkezd képletet kapjuk:
i=@sinr

(A ¢ szoget természetesen ismét radidnban kell megadnunk.)

4.4. A korcikk teriilete

A korivnél meggondoltak egy részét konnyen alkalmazhatjuk a korcikk esetében is a
megfeleld modositasokkal. Ilyen megéllapitas az, hogy egyazon korben a megegyez0
nagysagu kozépponti szogekhez egyenld teriiletli korcikkek tartoznak (akarcsak az elbb, itt is
a kozéppont koriili egymasba forgathatdosagbol kovetkezik).

Ez alapjan pedig szintén megfogalmazhat6 az aranyokra vonatkozo tétel is.
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Tétel. Egy kor kozépponti szégeinek aranya egyenld a szogekhez tartozo korcikkek

tertiletének aranyaval.

Bizonyitas.
Jelolje a @1, @, kdzépponti szogekhez tartozo korcikkek teriiletét t; ill. t,. A @) szoget ismét n

egyenld részre osztjuk, majd a kapott szoget @,-re annyiszor mérjiik fel, amennyiszer csak

tudjuk. Ha ez m-szer lehetséges, akkor

m m+1
;'(Plsq)z< O,

(Eddig tulajdonképpen ugyanazt csinaljuk, mint a koriv esetében)
A fent emlitett tulajdonsag miatt a korcikkek teriiletére

+1

m m
—-t,<t, <
n

.t]

Az egyenldtlenségeket most is osszuk el, elobbinél ¢,-gyel, utébbinal t;-gyel. A &, valamint
%

t, ., . U | N .
-Z hanyadosok differencidja —, ami elég nagy n esetén 0-hoz tart, azaz
n
1

@, _t

2
¢

A sikon ¢és gombon a megfeleld teriiletképleteket alkalmazva megkapjuk a ¢
kozépponti szoghdz tartozd korcikk teriiletét (jelolje ezt t), ha az alabbi aranypérral

dolgozunk:

e __t
2 T(r)

T(r) az r sugaru kor tertilete, mellyel az egyenletet felszorozva:

(= 9T
27

Asikona T(r)=r’rn helyettesitéssel

Q-1
2

t=

ami a korcikkhez tartoz6 koriv hosszanakg -szerese.

A gombona T(r)=2mn(1—-cos ) képletet alkalmazva t =¢(I—cosr).
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5. Keriileti szogek tétele

A kozépponti szogek néhany tulajdonsagat mar megismerhettiik. Lattuk, mi a
kapcsolata a hozza tartozo iv keriiletével, illetve az altala meghatarozott korcikk teriiletével.
Most egy masik Osszefliggést vizsgalunk meg, de el6tte definidlnunk kell a keriileti szogek

fogalmat.

Legyen AB egy kor tetszoleges ive.

Definici6. A kor egy tetszéleges (AB ivt6l
kiilonb6z6) C pontjabol az A, B pontokhoz huzott hurok
sz0gét keriileti szognek nevezziik. Az a hatarhelyzet is
keriileti szoget eredményez, mikor C egybeesik A-val
(vagy B-vel), akkor az egyik hur az AB szakasz, a masik
hart az A (ill. B) pontba huzott érint6 AB iv feldli

félegyenese helyettesiti (25. dbra) 25, dbra

A keriileti sz0g a fent emlitett moédon a sik, és a gombfeliillet geometriajaban is jol
definialt. Mint a késobbiekben latni fogjuk, itt a fo kiilonbség a két geometria kdzott, hogy az
AB ivhez tartozo keriileti szogek a sikon allandd nagysaguak, azaz nem fliggnek C

megvalasztasatol, mig a gdombon ez szog a C pont elhelyezkedésétdl fligg.

A sikon az alabbi tétel érvényes, melybdl kovetezik a kertileti szogek tétele.
Tétel. Ugyanabban a korben vagy egyenld sugaru korokben a keriileti szog az

ugyanazon korivhez tartozo kozépponti szog felével egyenlo.

Bizonyitas.

A bizonyitast négy esetre valasztjuk szét.

1. Tekintsiik eldszor azt a specialis helyzetet, mikor a kor
kozéppontja illeszkedik a keriileti szog egyik szarara (26. abta).
Tegyiik fel, hogy ez az AC szar. Ekkor az AB ivhez tartozd ¢
kozépponti szog a COB haromszog kiilsé szoge, ami OC = OB
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kovetkeztében egyenldszart. Ezekbdl mar kovetkezik, hogy ¢ =2y, ahol y az ACB kertileti

sz0g. EbbOl mar rogton adodik, hogy vy = %

2. Ha az O kozéppont a keriileti szog szarai kozott
fekszik (27. abra), akkor a CO sugarat meghtizva, majd

meghosszabbitva az 1. esetre vezethetjilk vissza: ekkor

¢ ¢,

Y, :7, Y, = 7 Az egyenleteket 6sszeadva:
¢ ,0 9
=y +y, =—L4 2 T
Y Y] ’Y2 2 2 2

3. Ha a Kkeriileti szdog szarain kivil van a kor
kozéppontja (28. éabra), akkor az el6z6 esethez hasonld

moddon jarunk el, egyetlen kiilonbséggel. Ekkor

oy PP @
Y="—7 D

4. A keriileti szogek definiciéja szerint azt a
hataresetet is meg kell vizsgalni, amikor C=A (29. abra).

Legyen P az A pontba huzott érintd6 AB iv felé eso

félegyenesének egy tetszlleges pontja. Az AB szakaszt

felezd OF szakasz a ¢ szoget is felezi. Ekkor az AOF és BAP |

szogek szarai merdlegesek egymadsra, igy vagy egyenlok,
vagy kiegészité6 szogek. Ha az AB iv a félkérivnél nem
hosszabb, akkor mindkét eldbbi szog hegyesszog, ha AB
éppen félkoriv, akkor derékszog, ha pedig az AB iv a
félkorivnél hosszabb, akkor mindkét szog tompaszdg. Ebbol

mar kovetkezik, hogy AOFX= BAPX .

Tétel. (Keriileti szogek tétele)

Egy kor egybevagé iveihez egyenld kertileti szogek tartoznak.

C
E

(>
&

27. abra

29. abra

Ez tulajdonképpen kovetkezik az elobbi tételbdl, ill. abbol az észrevételbdl, hogy

egybevago ivekhez egyenld nagysagu kozépponti szogek tartoznak.
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A kertileti szogek tétele nem viheto at teljes egészében a gombre.

Legyen k egy O kozépponti r sugari kor, ahol
0<r<§. Legyen A és B a kor két tetszéleges
(kiilonboz6) pontja. Jeloljik az OAB szdget ¢-vel

(29. abra).

Allitas. Ha C a k kor egy tetsz6leges (A-tol és
B-tdl kiilonbdz6) pontja, Gigy, hogy AB nem valasztja
el OC-t, akkor az ABC gOombharomszogre

oa+pP—-y=2¢, ha AB elvalasztja OC-t, akkor
o+pB—-y=-2¢, ahol a, B, y a haromszog A, B és C *

csucsanal fekvo szogei.

30. abra

Bizonyitas.

Mivel OA=0OB=0C, ezért AOB, AOC, BOC hiarom egyenldészara haromszog. A
gombharomszogek esetében akarcsak sikbeli tarsaikndl egyenld hosszusagi oldalakkal
szemben azonos nagysagu szogek fekszenek. Eszerint, OABX = OBAX, OBCx =0CBX
ill. OACK =0CAX . Utobbi kettdt jelolje rendre S és «.
A C pont elhelyezkedésétol fliggden a bizonyitast az alabbi esetekre kell szétvalasztanunk:
1) az O pont az ABC gdmbharomszog belsé pontja
2) az O pont kiils6 pontja a haromszognek

a) az AB szakasz elvalasztja az O és C pontokat

b) az AB szakasz nem valasztja el az O és C pontokat

3) az O pont rajta van a haromszog egyik oldalan

A szogeket behelyettesitve a, B, v helyére:
D) a+p-y=(pt+e)+(p+8)-(3+¢)=20
2) a) a+P-v=(e-9)+(8-9)—(c+38)=—2¢
b) Ebben az esetben elvileg meg kell kiillonboztetniink, hogy a C pont A-hoz vagy B-hez

van kozelebb, a gyakorlatban viszont a két eset szimmetrikus, igy elegendé az egyik

lehetdséget megvizsgalni. Tegyiik fel, hogy C az A-hoz van kozelebb. Ekkor
a+B-y=(p+&)+(p—-3)—-(e—9)=2¢
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3) Ha O illeszkedik a haromszog egyik oldalara, akkor ¢, o, € koziil az egyik nulla, ekkor

viszont automatikusan teljesiil az egyenldség (tulajdonképpen az 1) specialis esete).

A sikon érvényes kertileti szogek tételének egy fontos kovetkezménye, hogy konnyen
megadhatjuk azon pontok mértani helyét, amelyekbdl egy rogzitett AB szakasz azonos 0 ¢és

2n k6zott nagysaga szogbdl latszik, azaz olyan P pontok halmazat, melyekre az APBX =7y

allando.

Allitas. Ezek a pontok két koriven helyezkednek el (a koriv két végpontjatol

eltekintve, azaz A-t6l és B-t6l megfosztva), melyek szimmetrikusak az AB szakaszra.

Bizonyitas.
Mivel a tengelyes tiikr6z¢s a szogeket nem valtoztatja meg, igy ha egy P pontra az APB szog
v, akkor a P pontnak az AB egyenesre, mint tengelyre vett tiikorképébdl a szakasz szintén vy
szogben latszik. gy elegendd az AB egyenes altal hatarolt félsikok koziil csak az egyiket
vizsgalnunk.
Legyen tehat adott az AB szakasz és a y sz0g. Jeloljiik ki a vizsgélandé félsikot jeloljiik F-fel,
a masik félsikot pedig F’-vel. Felmérjiik a y szoget az AB szakasz végpontjaira gy, hogy a
sz0gek masik szara F’-ben fekiidjon. Ekkor ez a két szog keriileti szoge az AB szakasznak. A
kor kozéppontjat megkaphatjuk, ha a szogek AB szakasztol kiilonb6zd szaraira A-ban és B-
ben merdlegest allitunk, hiszen ezek a szarak érintdi a keresett kornek. A megfeleld pontok
mértani helye ekkor ennek a kdrnek azon (A-tdl és B-tdl kiilonb6zd) pontjai, melyek az F
félsikban fekszenek — ez a kertileti szogek tételébdl kovetkezik.
Mar csak azt kell belatnunk, hogy az F félsik més pontjai nem felelnek meg a feltételnek.
Legyen K az AB szakasz egy tetszdleges pontja, valamint Q az F félsik AB egyenestdl, ill. az
elobb kapott korivtdl kiilonboz6 pontja. Tekintsiik a KQ egyenest, az eldbbi korivvel vald
metszéspontja pedig legyen P. Ekkor ha d(Q,K)<d(P,K), akkor az ABP hiromszog
tartalmazza az ABQ haromszoget.
Segédtétel. Ha két kiilonboz6 haromszégnek pontosan egy kozos oldala van, valamint az
egyik tartalmazza a masikat, akkor a kozds oldallal szemkdzti szogek koziil a nagyobbik

haromszog szoge kisebb.

A tétel kovetkeztében az AQBL >APBx. Ha viszont d(Q,K)>d(P,K), akkor a

tartalmazas, igy az egyenldtlenség is éppen forditott.
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Ezek szerint az imént vizsgalt Q pontokbol AB y-tol kiilonb6z6 szogben latszik.

A bizonyitasban azt is lattuk, hogy a két koriv altal hatarolt sikidom bels6 pontjaibdl a

latoszog nagyobb, kiilsd pontjaibol a 14tdszog kisebb mint vy.

A tétel egy specialis esetének tekinthetd, ha y = g .

Tétel. Thales tétele
Azon pontok mértani helye a sikon, melyekbdl adott AB szakasz derékszogben latszik, az AB

szakaszra, mint atmérdre emelt kor az A €és B pontoktol megfosztva.

Bizonyitas.
Ekkor az elobbi eljarast alkalmazva A-ba és B-be az AB szakaszra merdlegest allitunk. Ezek
lesznek a keresett korivek érintdi. A korivekhez tartozd O kozéppont igy az AB szakasz
felezOpontja. gy a keresett korivek AB-re emelt félkorok, melyek egyiittesen egy A-tol és B-
tol megfosztott AB atmérdji kort alkotnak.

A sikkal ellentétben a gdmbdn nem adhatunk meg latokorivet, igy a Thales-tétel sem
lehet érvényben maradéktalanul. Azonban egy része mégis igaz marad, ha a sikban a tételt és
a bizonyitast kicsit masképp kozelitjiikk meg.

Tétel. Legyen adott AB szakasz az euklideszi sikon, felezOpontja O, €s tekintsiik az O
pont kortli % sugaru kort. Ekkor a kor barmely (A-t6 és B-t6l kiilonb6zd) C pontjara AOC
sz0g derékszog.

Bizonyitas.

Mivel AO=CO=BO, ezért az AOC ¢és BOC haromszogek egyenld szaruak, igy
CAOX = ACOXL, jelolje ezt a, valamint CBOX =BCOX , ezt pedig jeloljik B-val. Ekkor az

ACBX =a+P. A haromszog szogdsszegének allandosaga miatt o+ PB+(o+p)=m, amibsl

T
a+p==.
b 2

A gombon a Thales-tétel a kovetkezd formaban igaz.
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Tétel. Adott AB szakaszhoz az AB-re emelt kor A-t6l és B-t61 kiilonbozé C pontjara

az ACBX >§.

Bizonyitas.
A sikhoz hasonld gondolatmenetet kovetjik. A
kiilonbség itt a haromszog szogeinek dsszegében rejlik,

mivel az mindig nagyobb mint w. Eszerint

a+PB+(a+p)>n, ebbdl mar kovetkezik, hogy

ACBAC>OL+[3>§.

Fontos megjegyezni, hogy ez a szog ebben a specialis 31. abra

estben sem allandd, azaz nem fliggetlen a C pont elhelyezkedésétdl, viszont ha C elég kozel

van a szakasz egyik végpontjahoz, akkor g-hﬁz tart.
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6. Hurnégyszogek és érintonégyszogek

A korabbi fejezetekben lathattuk, hogy barmely haromszognek létezik koriilirhato,
valamint beirhato kore a gomb és a sik geometridjaban egyarant. A négyszogekre azonban ez
nem igaz. Léteznek specialis négyszogek, melyekhez talalhatunk az imént megadott koroket,

de ehhez a négyszognek bizonyos kritériumoknak kell megfelelnie.

6.1. Harnégyszogek

Definici6. Hurnégyszognek nevezziikk azokat a négyszogeket, amelyeknek létezik

koriilirt koriik.

A definiciét gy is megfogalmazhatnank,
hogy a hurnégyszogek azok a négyszogek, melynek
csucsai egy korre illeszkednek. Ebb6l mar lathatd,
hogy a sikon és gdmbon is 1éteznek hurnégyszogek,
hiszen ha egy tetszéleges kor négy kiilonbdzo pontjat
kijeloljik, akkor ezeket a korvonalon egy iranyba
haladva szakaszokkal Osszekotjiik, maris

harnégyszoget kapunk.

Tétel. A sikbéli és a gdombi hurnégyszog

32. abra

szemkozti szogeinek Osszege egyenld.

Bizonyitas.

Legyen az ABCD négyszog hirnégyszog, a koré irhatdé kor kdzéppontjat jeldlje O,
sugarat pedig r. Ekkor OA=OB=0C=0D=r, amibdl kdvetkezik, hogy AOB, BOC, COD,
DOA haromszogek egyenldszaruak, azaz az alapjukon egyenld szogek fekszenek. Jelolje
ezeket €, , n és 0, a 32. dbran lathaté modon. Ekkor a=¢+60, B=¢+&, y=E+n, d=n+0.
Ha a szemkozti szogeket 0sszeadjuk,
oa+y=e+0+E&+n

B+d=e+E+N+0
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Lathatjuk, hogy aa+y=p+90.

Tudjuk, hogy a sikon egy négyszog szogosszege 2m, igy a+y=p+06=m, ezzel
szemben a gdmbon a szogdsszeg mindig tobb 2n-nél, igy ebben a geometriai rendszerben

annyit mondhatunk, hogy a szemkozti szogek dsszege egyenld, és ez az Gsszeg nagyobb mint

.
A tétel megforditasa szintén igaz a két geometridban, azonban mas moddon
bizonyithatjuk.
Tétel. Ha egy négyszdg szemkozti szogeinek 0sszege megegyezik, akkor a négyszog
harnégyszog.

Bizonyitas.

Kezdjiik el8szor a sikkal.

Tudjuk, hogy egy siknégyszog szogeinek Osszege 2m. Mivel a szemkozti szogek Osszege
megegyezik, igy a+y=pf+0=mn. A kerileti szogek tételének értelmében A egy olyan
korivre illeszkedik, ahonnan a BD szakasz o szdgben latszik. A y=n—o egyenldségbdl
pedig az kovetkezik, hogy a C csucs olyan koriven nyugszik, melyrél a BD szakasz m—a
szogben latszik. Mivel a+nt—a =7, ezért A, B, C, D egy korre illeszkednek, mégpedig tigy,
hogy A a BD iven, C pedig ennek kiegészitd ivén nyugszik.

A gdmb esetében a gombi keriileti szogek tételét hivhatjuk segitségiil. Tekintsiik kiilon
az ACB ¢és ACD haromszogeket a négyszogon beliil. Jelolje szogeiket ay, vi, B; valamint oy,
Y2, 0. Alkalmazzuk az el6z6 szakaszban megismert tételt a két haromszogre.

o, +y,-B=2¢&

o, +7,—0=2n
Az egyenletekben { és m természetesen a korilirt kor kozéppontjanak elhelyezkedésének
megfeleld eldjellel véve. Ha a két egyenletet Osszeadjuk, ¢és figyelembe vesszik az
o, +o, =a illetve y, +v, =y helyettesitést, akkor a kovetkezot kapjuk:
a+y—-B-8=2E+2n
Mivel a szemkozti szogek Osszege egyenld, igy az egyenlet bal oldalan az eldjeles szogosszeg
egyenld nullaval. Ebbdl kovetkezik, hogyE =-n. Ez az imént is alkalmazott tétel szerint
annyit jelent, hogy a két haromszog korilirt korének kdzéppontja megegyezik, €s igy maga a

koriilirt kor is. Azaz a négyszdg csucsai egy korre illeszkednek.
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A gombi hurnégyszog egy érdekes tulajdonsaga, hogy ha ,kivagnank”, majd sik
feliiletre helyeznénk, akkor stabilan 4llna a négy csucsan. Ha meggondoljuk ez nem meglepd,
hiszen csucsai egy korre illeszkednek, a korvonalat pedig egy sik metszi ki a gdmbbél. igy

sziikségképpen a gombi hurnégyszog cstcsai egy sikra is illeszkednek.

6.2. Erinténégyszogek

Definici6. Erinténégyszognek nevezziik azokat a négyszogeket, melyeknek létezik

beirt kore.

A harnégyszoghdz hasonl6an az
érintdnégyszogeket is megkdzelithetjiik, mint olyan
négyszogeket, melyek oldalai egy kort érintenek.
fgy maris lathatjuk, hogy mindkét geometridban
léteznek érintd négyszogek. Ugyanis, ha tekintiink
egy tetszOleges kort, szerkesztink hozzd négy
kiilonb6z6é érintdt, akkor ezeket tekinthetjiik az

érintdnégyszog  oldalainak. A  csucsokat a

szomszédos érintési pontokba huzott érintdk 33. 4bra

metszéspontjai adjak.

A sikon és a gombon is egyarant jellemzd az érinténégyszogre, hogy szemkozti
oldalainak 0sszege megegyezik. Ez azon egyszerl tulajdonsag kovetkezménye, miszerint egy

pontbdl a korhoz hiizott érintdszakaszok egyenld hosszusaguak (33. abra).

Ennek megforditdsa azonban nem igaz, hiszen léteznek olyan konkav négyszogek,
melyek nyilvan nem érintonégyszogek, mégis a szemkdzti oldalak 0sszege megegyezik. Ilyen
a sikon és a gombon is a deltoid. Ha azonban az allitast csak konvex négyszogekre

vonatkoztatjuk, akkor valoban érinténégyszoget kapunk.
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7. Projekciok

A projekcio, vagy mas néven vetités olyan leképezés, minek soran egyenesek, mint
vetitdsugarak segitségével pontoknak pontokat feletetiink meg. A sikon ilyen hozzarendelés
példaul a merdleges vetités. A projekciok egy csoportjat alkotjadk a centralis projekciok

(vagyis pontbo6l valo vetitések).

Az euklideszi sik €s a gombfeliilet kozott is értelmezhetjiik a pontbol vald vetitést. Ezt
ugy tehetjiik meg, hogy kijeloljiik a tér egy tetszéleges O pontjat, ez lesz a vetités centruma.
Ha a G gombrdl vetitiink az S sikra, akkor egy tetszdleges G-beli P pont képe az az S-beli P’
pont, melyre OPP’ kollineéris. Ha a leképezés nem bijektiv, elképzelhetd, hogy egy pontnak
tobb képe is van, vagy egy pontnak tobb dsképe 1étezik.

A gdombrdl sikra torténd vetitések koziil kiemelkednek azok, melyeknél az O
kozéppontu gombot a sik egy tetszéleges S pontjara illesztjiik, a projekcid kdzéppontja pedig
az S végpontu SO félegyenes egy tetszéleges C pontja.

Ha C minden hatéron tul tavolodik S-tél (ill. O-tol), akkor tulajdonképpen G pontjait
merdlegesen vetitjiik a sikra, ezért is nevezziik ezt ortogonalis vetitésnek. Ekkor a sik pontjai
koziil csak az S kozépponti G-vel megegyezd sugari k kor keriileti és belsé pontjai
szerepelnek képként. Ez nem bijekciod, hiszen k minden belsé pontjanak pontosan két dsképe
van a gdmbon.

Gnomonikus vetitésnek nevezziik azt a centralis projekcidt, melynek kozéppontja a gdmb
kozéppontjaval egybeesik. Ennek sordn egy tetszoleges G-beli P pontnak és atellenesének a
képe megegyezik, hiszen ha egy térbeli egyenes illeszkedik G kozéppontjara és egy
tetszOleges G-beli pontra, akkor annak ellenlabasara is illeszkedik. A gnomonikus vetités
képe az idealis pontokkal (ill. idedlis egyenessel) kibdvitett sik.

Az ortogonalis vetités soran a gomb S egyenlitéjével hatarolt félgombok koziil az S-et
tartalmazora illeszkedd korok képei olyan ellipszisek, melyeknek kistengelye illeszkedik S-re.
A gnomonikus vetités soran is ellipsziseket kapunk a korok képeiként, de ezek nagytengelye
illeszkedik S-re. A két vetités kozott 1étezik egy pont melybdl vetitve a gombi korok képei
sikbeli korok lesznek. Ez akkor valosul meg, mikor C éppen a gombon S atellenese. A

projekcio neve ebben az esetben sztereografikus vetités.
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A sztereografikus vetités

A sik €és a gombfeliilet egy lehetséges kapcsolatara mutat ra a sztereografikus vetités.
Ennek soran a sikot egy idealisnak nevezett elemmel, ,,végtelenben levd” ponttal zarjuk le.
Ekkor létezik egy bijektiv leképezés az igy bevezetett sik és a gdmbfeliilet pontjai kozott.
A megfeleltetés elsd 1épéseként helyezziik az egységatmérdjii gombot a sikra tigy, hogy a
gomb déli polusnak nevezett pontja €s a sik origdja érintkezzenek. Feleltessiik meg a sik egy
tetszOleges x pontjanak azt a pontot, melyet az x pontra €s a gdmb északi polusara (jeloljik E-
vel) illeszkedd egyenes metsz ki a gdmbfeliiletb6l. Ha az x pont minden hataron tal tavolodik
az origotol, akkor képe a gomb északi polusdhoz tart, ami igy a sik bevezetett idedlis
pontjanak képe. Igy a gombfeliilet minden pontjanak kolcsondsen egyértelmiien
megfeleltettiik az idealis ponttal kibdvitett sik egy pontjat. Ezt a leképezést nevezziik

sztereografikus vetitésnek.

Vizsgaljuk meg, milyen képeket kapunk a sik specidlis ponthalmazainak vetitése
soran.
A sik egy tetszOleges egyenesének képét az egyenesre €s az északi polusra illeszkedd sik
metszi ki a gombfeliiletbol. Ezek a képek nyilvan a gomb azon korei lesznek, melyek
athaladnak az északi poluson. Ha a sik egy egyenese athalad az origon, akkor a gdmbon vett
képként olyan kort kapunk, mely tartalmazza a gomb északi ill. déli polusat is, ez pedig nem
mas, mint egy fokor, ami athalad gomb két polusan.
Ha két metsz0 egyenes kozos pontja M, akkor a nekik megfeleld két kor M képében és az
elobbiek alapjan E-ben metszik egymast. A két kor E-ben vett érintdegyenesei parhuzamosak
a két egyenessel, hiszen a gdmb E-re illeszkedd érintdsikja parhuzamos a vizsgalt sikkal. Ha
pedig két parhuzamos egyenest tekintiink, akkor képiik az eldbbiekhez hasonloan két kor lesz,
melyek azonban nem metszik egymast, hanem E-ben érintkeznek. Igy kimondhatjuk, hogy a
sik barmely két egyenesének szoge egyenld a gOmbre vetitett képek szogével, azaz a

sztereografikus vetités szogtarto.
Miképp a szakdolgozat célja a korok vizsgalata, igazoljuk a mar megeldlegezett

allitast a korok képeirdl.

Allitas. A sztereografikus vetités a sik koreit gombi korokbe viszi at.
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Bizonyitas.
Vezessiink be a térben egy x’, y’, z’ derékszdgl koordindta-rendszert gy, hogy x’ és y’ a
sikbéli x és y tengellyel egybe essen, a z’-tengely pedig a gomb €szaki polusa felé mutasson.
Az origoét jeloljiik O-val. A bizonyités részeként eldszor tanulmanyozzuk a sik egy tetszdleges

P(x,y) pontjanak P’(x’,y’,z’) képét. -

Jeloljiik a P’ pont z’-tengelyre vett vetiiletét Q-val, a A

d(O,P) tavolsagot r-rel, a d(P’,Q) tavolsagot pedig r’-
vel. Az OQP’ és POE haromszdgek hasonloak, mivel
megfeleld szogeik egyenld nagysaguak (egy-egy
szogiik derékszog, ill. OP’Q ¢és OPE merdleges szaru Q

'

hegyesszogek). Ezért Z—' = %, amibdl
r

'

Z =11

'

34. dbra

A P’QE és POE haromszogek szintén hasonloak (mivel oldalaik parhuzamosak),

, 1-z' 1
igy ——=—, atrendezve
r r
ot )
r

A (1) és (2) egyenletet 6sszeadva kapjuk, hogy

l=rr'+
r
r’-t ebbdl kifejezve:

1 r

3)

1 Tler?
r

Az (1)-es egyenletbe r’-t helyettesitve megkapjuk P’ harmadik koordinata;at:

r2

Sy @

'

A P’QE ¢és POE haromszogek hasonlosagabol kovetkezik az is, hogy az E kdzéppontu r
r

aranyu hasonlosag viszi P-t P’-be. Ezért

' '

x':r—x,illetve y':r—y )
r r

A (3) egyenlet alapjan r’-kifejtve, majd r-rel egyszerisitve kapjuk, hogy
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X ) y
" _ ' _
X'=——, valamint y'=

_1+r 1+r

2
Tudjuk, hogyr® = x> +y*, igy P’ koordinatai a kovetkezéképp irhatok le:
] gy Yy 18y

2 2
' X . ' Yy . Zv_ X +y

X :—, :—, =
1+)(2+y2 Y 1+)(2+y2 1+X2+y2

Az Allitasunk igazoldsdhoz x-et, y-t és x°+y’-et kellene kifejezniink az 0j

koordinatarendszer segitségével az elobbi egyenletek alapjan, mivel a sikbéli korok
egyenletében ezek a kifejezések szerepelnek.
Az (5)-0s egyenleteket x-re ill. y-ra rendezve

r T

x=x'—; y=y'>
T

T 1

r' 1-z'

igy
XV yV

X = = 6
1-z' Y 1-z' ©)

X2+y2:1fz' (7)

A sikon egy altalanos kort a kovetkez6 egyenlet ir le
AX*+y)+Bx+Cy+D=0

Ahol A, B, C, D nemnegativ valos szamok.

X,y és x> +y* helyére a (6) ill. (7) helyettesitést alkalmazva kapjuk

A2 +B2 '+C1y +D=0

1-2z -z'

Az egyenletet (1—z')-vel megszorozva, majd rendezve

Bx'+Cy'+(A-D)z+D=0
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Ezek a pontok egy sikra illeszkednek, aminek metszenie kell a gombfeliiletet (mivel a
korvonalnak végtelen sok pontja van, igy a gombfeliileten vett képének is végtelen sok
pontbol kell allnia). Azt pedig tudjuk, hogy egy gomb ¢és egy metszd sik kozos része kor.

Ezzel az allitast igazoltuk.

Els6re azt gondolhatnank hatalmas a szakadék a gombfeliilet és a sik kozott. Hiszen
probaljunk meg egy papirlappal becsomagolni egy gémbot. Hamar rdjoviink: ez nem
lehetséges. Bar a gdmb nem terithetd ki a sik feliiletre, mint lathattuk létezik olyan egy-egy
értelmti megfeleltetés, melynek sordn a gdmb minden pontjahoz pontosan egy sikbeli pontot
rendeliink. A sztereografikus vetités egyenesei mondhatnank hidat alkotnak a két feliilet

pontjai kozott.
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Befejezés

A hétkoznapi életben nap mint nap kapcsolatba keriiliink mind a sikkal, mind a
gombbel. Amig az Okori vilagban a Foldet siknak képzelték, tobb ezer év kellett, hogy
felismerjék, bolygonk gdomb alakjat. Tény, hogy ha a gomb egy nagyon kis feliiletét
vizsgaljuk, akkor az egyre inkabb kozeledik a sikhoz. Fontos tehat, hogy bolygonk
kiismeréséhez tisztan ladssuk mindkét geometriat. Hasznat vehetjiik ennek akéar a
térképkeészitésnél, akar a repiilésnél.

Szakdolgozatom elején azt a célt tliztem ki, hogy atfogobb ismeretet adjak at az
Olvasonak a kor sikon és gombdn betdltott szerepérol.

Lathatjuk, hogy néhany tétel, illetve annak bizonyitdsa a két geometridban szinte teljesen
azonos modon torténik, igy példaul egy haromszog beirhatd korének kozéppontjat mindkeét
esetben ugyanugy kaptuk meg. Vannak azonban olyan allitasok, feladatok, melyek az egyik
geometridban egyszeriibben miitkddnek, mint a masikban. Mig a dualitds a gdmbdn nem
feltételez komoly eldismereteket, addig a sikon sziikségiink van tobb definicid bevezetésére,
illetve magasabb szintii elméletek befogadasara. Ezzel szemben egy adott haromszoggel
egyenl§ teriiletti haromszogek megtalalsa a sikon sokkal kézenfekvSbb, mint a gdmbdn. Igy
nem helyezhetjiik az egyik geometridt a masik elé, hiszen mint lathatjuk mindkettdnek
megvannak a maga eldnyei, hatranyai, valamint egyszeriiségei €s nehézségei.

N¢éha érdemes egy-egy allitas esetén szemléletliinket megvaltoztatni, a problémat mas oldalrol
megkdzeliteni. Ezt alkalmaztuk a gombi kor keriiletének meghatdrozasaban, hiszen ott a
gombfeliiletbdl kilépve az euklideszi-térgeometriat hivtuk segitségiil.

Mindezek mellett talaltunk hidat is a feliiletek kozott a sztereografikus vetités soran, igazolva
azt, milyen mély a kapcsolat a vizsgalt geometridk kozott.

A témakor feldolgozaséanak kritikdja a teljesség igénye nélkiiliség.

Szakdolgozatom egyik hianyossadga, hogy nem mutatja meg a témakor tanithatdsagat altalanos
¢s kozépfoku tanintézményekben. A kritikak, hidnyok magukban foglaljak a tovabbi munka
igényét. Eppen ezért sziikségesnek tartom, hogy a szakdolgozatot tovabbi kutatdsok,

bizonyitasok utan bovitsem akar a tanari mesterképzeés keretein beliil.
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Koszonetnyilvanitas

Szakdolgozatom végén koszonet illeti mindazokat a tandrokat, akik eldadasaikkal
segitették munkam 1étrejottét. Koszondm elsdsorban Lénart Istvannak, a kiilso
konzulensemnek, hogy felliigyelte a munkafolyamatot, ravilagitott a lehetdségekre és az
esetleges hibakra; valamint Dr. Vésarhelyi Evanak, hogy vallalta témam vezetését. Végezetiil,
de nem utols6 sorban pedig Dr. Moussong Gébornak, akinek a geometria kurzus
eldadasjegyzeteit, illetve az Ordin szerzett mélyebb ismereteket a dolgozat soran tobb esetben

is fel tudtam hasznalni.
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