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Bevezetd

Szamomra a legnagyobb meglepetést a véges matematika jelentette az egyetemen.
Mikor idekeriiltem, nem szerettem és nem is igazan érdekelt ez a része a matema-
tikdnak. Az els6 honapok utdn azonban méar szivesen foglalkoztam leszamlalasokkal
vagy grafokkal kapcsolatos kérdésekkel, olyan feladatokkal, melyek tulmutattak a
tantargy keretein. Mint ahogy arra a cim is utal, a szakdolgozatban néhany olyan
geometriai feladatot szeretnék ismertetni, amelyet kombinatorikus eszkozokkel is meg
lehet oldani. Ezeket a problémakat négy fejezetbe rendeztem. Bizonyos kombinatorikai
tételeket véges matematikdbdl mar tanultunk, de a dolgozat irasa kozben sikeriilt az

ezekkel kapcsolatos ismereteimet elmélyitenem, egyes allitdsokat pontosan megértenem.

Az els6 fejezetben néhany definiciot és tételt mondunk ki bizonyitas nélkiil, ezek
ismerete sziikséges lesz a dolgozat tovabbi részeinek megértéséhez. Ezutan Ramsey té-
telével foglalkozunk, a Ramsey-szamokra adunk becsléseket, majd belatjuk az Erd&s-
Szekeres-tételt. A tétel szerint mindig 1étezik egy r-t6l fliggs, megfeleléen nagy n szam,
melyre igaz, hogy ha legalabb n pontot vesziink a sikon, akkor talalhatunk koztiik olya-
nokat, melyek konvex r-szoget alkotnak. Ezt extremalis kérdések targyalasa koveti, ahol
Turan tételének egy bizonyitasat ismertetem. A tétel kimondja, hogy egy m osztalyu
graf élszama a teljes m osztélyd graf élszdémanal nem lehet tobb. Ennek segitségével
bizonyos tavolsagi sikbeli pontparok szamét keressiik. Megnézziik azt is, hogy lehet
a projektiv egyenesek segitségével belatni, hogy egy négyszdgmentes grafnak nincs tul
sok éle. A negyedik fejezetben geometriai grafokkal foglalkozunk. Megvizsgaljuk, hany
éle van egy olyan grafnak, melyben barmely két él metszi egymast, milyenek a kon-
vex geometriai grafok. Végiil, de nem utolso6 sorban sikbarajzolhato grafokat probalunk
korlemezekkel abrazolni, bizonyitjuk Koebe tételét, és ennek kovetkezményeképp belat-
juk a Fary-Wagner tételt, azaz, hogy egy sikbarajzolhato graf dbrazolhato tgy egyenes

szakaszokkal, hogy ezek az élek se messék egymast.



1. Alapfogalmak

Az els6 fejezetben azokat az alapfogalmakat, egyszertibb tételeket mondjuk ki, melyek
kozvetve vagy kozvetleniil sziikségesek lesznek a tovabbi problémék targyaldsénal.
Els6ként a graf fogalmat vezetjiik be. Kozépiskolaban hasonlé kérdésekkel kezdtiik el

ezt a témat.

Egy tarsasdgban megkérdeztiik az embereket, kit ismernek. A kévetkezd valaszokat
kaptuk: A ismeri B, D, E, F-et, B kapcsolatban van A-val és F-fel, F 1j tag, csak A
a baratja, C Osszekottetésben all F-fel, mig D és A, illetve E, A, B régi ismerdsok.
F ismerései: A, B,C és D. Biztosan mindenki felsorolta az Gsszes ismerdsét? Ha az
elmondottakat lerajzoljuk, lathatjuk, hogy D nem emlitette, hogy F' a baratja lenne,

mig F'ismerGsei kozé szamolja D-t.

1.1. Abra.

A G graf esetén V(G) jeloli a graf csicsainak nemiires halmazat, és E(G) az
¢leket, mely részhalmaza a V(G) két elemii részhalmazaibol allo halmaznak. Két
csics szomszédos, ha Gket él koti Gssze. Ha legalabb két él ugyanazt a két csicsot koti
Osssze, parhuzamos vagy tobbszords élekrdl beszéliink. Amennyiben egy élnek mindkét

végpontja azonos, hurokélnek nevezziik. Azokat a gréfokat, melyek nem tartalmaznak

2



sem parhuzamos, sem hurokéleket, eqyszerd grdfoknak nevezziik.

A G graf teljes, ha egyszerti és barmely két V(G)-beli elem szomszédos. Az n

cstcsu teljes grafot K,-nel jeloljiik.

A A4

1.2. abra. Parhuzamos élt, hurokélt tartalmazo grafok, egyszerd graf, K,

A kovetkezd kérdés, amit meg kell fontolnunk, hogy mikor tekinthetiink két grafot
azonosnak, azaz mikor izomorfnak. A G = (V, E) és G' = (V' E') grafok izomorfak,
ha létezik olyan ¢ bijekcio V' és V' kozott, melyre igaz, hogy ab pontosan akkor él
G-ben, ha p(a)p(b) él G'-ben.

A G grafnak H részgrifja, ha H-t élek vagy csucsok torlésével kapjuk G-bél. A
H-t a G feszitett részgrifjanak nevezziik, ha H barmely két cstcsa szomszédos akkor

és csakis akkor, ha G-ben szomszédosak.

Egy graf egy sétdja egy olyan wg,v;...vg csticssorozat, melyre igaz, hogy
VU1, V1Vg, . . . Vg1V €lek. Az 1t olyan séta, melyben nincs ismétlds csics. A G grafot

osszefiiggdnek nevezziik, ha barmely két csicsa kozott 1étezik 1t.

Egy masik feladat, mikor egy tancteremben fitk és lanyok parokat alakitanak,
de nem mindenki hajlandé mindenkivel tancolni, mégis azt szeretnénk, hogy a
lehetd legtobben részt vegyenek benne. A parokat Osszevalogatni els6 ranézésre nem
egyszeri. Ezen helyzetek illusztraldsdhoz péaros grafokat hasznalunk. A pdros grdifok

olyan grafok, melyekben a cstcsok két nemiires osztalyra bonthatok tgy, hogy az



osztalyokon beliil nem fut él. A példaban az egyik osztalyt a fiik, a masik osztalyt
a lanyok alkotjak, amennyiben feltessziik, hogy csak kiilonboz6 nemiiek alkotnak
parokat. Azokat a grafokat, melyeknek egyik osztalya m a maésik osztalya [ nagysagu,
és a két osztaly kozott minden lehetséges élt behtuztunk teljes pdros grdafoknak nevezziik

és Ky, i-lel jeloliink.

1.3. abra. Paros graf és K.

A graf csicsat jellemezhetjiik aszerint, hogy hany él végpontja, ezt a csics fokdnak
nevezziik. Az i cstucs fokat d;-vel jeloljiik. Megallapodas szerint a hurokélek kettGvel
novelik az adott csics fokat.

Megallapithatjuk, hogy barmely grafban a fokszamok Osszege az élek szaméanak
kétszerese, hiszen ha Osszeadjuk, hogy az adott csiics hany él végpontja, és minden
élnek két végpontja van, akkor minden élet pontosan kétszer szamoltunk. Ebbél az is

kovetkezik, hogy egy grafban a fokszamok 6sszege mindig paros.

Ha egy graf lerajzolhatoé a sikba tgy, hogy az élei ne messék egymast, akkor
a grafot sikbarajzolhatonek nevezziikk. A sikbarajzolt graf a sikot tartomdnyokra
osztja. Hasonléan definidljuk a gombre rajzolhato grafot. Sztereografikus projekcioval
igazolhat6, hogy egy graf pontosan akkor sikbarajzolhato, ha gémbrerajzolhato. A
sikbarajzolhato grafokra felirhatd Euler-tétele: Ha egy Osszefiiggd sikbeli grafnak n
cslcsa, e éle és t tartoméanya van, akkor n +t = e + 2. A tétel kovetkezménye, hogy
egy egyszeri sikbarajzolhatd, legalabb haromcstcsu grafra e < 3n — 6, illetve, ha G
egy egyszeri, sikbarajzolhato graf, és minden korének hossza legalabb négy, akkor
e < 2n — 4. Természetesen nem minden graf rajzolhato sikba. Ilyenek a Kuratowsk:
grafok: Ks és K33, melyeket nem tudunk igy abrazolni.
A graf sikbarajzolhatosagat nem befolyasolja, ha egy élt uj kétfoka cstccesal két élre

bontjunk, vagy ha egy kétfoku csicsra illeszkedd élt egybeolvasztunk és a csicsot



elhagyjunk. A G és H grafok topologikusan izomorak, ha a két transzformacié ismételt
alkalmazasaval izomorf grafokba transzformalhatok. Kuratowski tétele kimondja: egy
graf akkor és csakis akkor rajzolhato sikba, ha nem tartalmaz olyan részgrafot, mely

topologikusan izomort Ks-tel vagy K 3-mal.

A Ramsey-tétel kapcsan szo6 lesz grafok szinezésérdl is. Tekintve, hogy a grafok két
halmazbél allnak: csticsokbol és élekbdl, beszélhetiink csicsszinezésrol és élszinezésrél.
Egy G hurokmentes graf k szinnel kiszinezhetd, ha ki lehet szinezni csicsait k szin
felhasznalasaval tgy, hogy barmely két szomszédos csics szine kiilonbozd legyen. A
G kromatikus szama x(G) = k, ha G cstcsai k szinnel kiszinezhetk, de k — 1-gyel
nem. Az ilyen szinezésnél az azonos szint kapott csicsok halmazat szinosztdlynak
nevezziik. Meggondolhatjuk, hogy egy graf kromatikus szdma pontosan akkor egy, ha
a grafnak nincsenek élei, és akkor és csakis akkor kettd, ha péaros grafrol beszéliink.
Az n csicsu teljes graf kromatikus szdma n. A szinezés szempontjabol a tobbszoros
élek nem jatszanak szerepet, igy elég egyszerii grafokat tekinteniink.

Szinezhetjiik a graf éleit is: a G graf élkromatikus szdma az a legkisebb k, melyre
teljesiil, hogy az élek k szinnel kiszinezhet6k tgy, hogy barmely csicsbol csupa
kiilonb6z6 szint ¢l induljon. Ezek szerint az élkromatikus szdm mindig nagyobb
vagy egyenl$, mint a legnagyobb fokszdm. A mobdszert felhasznalhatjuk orarend-
tervezéshez: a graf egyik osztalya alljon a tanarokbol, maéasik az osztalyokbol. Az
élek az oOrdkat szimbolizaljak, egy tanar akkor van 0Osszekdtve egy osztallyal, ha
tanitja azt, pontosan annyiszor, ahany orat tart az osztalyban. Szinezziik ki a graf
éleit. Ekkor a szinosztalyok az egy id6pontban megtartott ordknak felelnek meg,

ha a graf éleit minimalis szam szinnel szinezziik ki, akkor kevesebb lesz a 0. és az 7. éra.

A masodik fejezetben hasznaljuk a konvex burok fogalmat is. Egy ponthalmaz
konver burka az a tartalmazéasra nézve legkisebb konvex halmaz, mely tartalmazza a

ponthalmazt. Az X halmaz konvex burkat conv (X)-szel jeloljiik.

A harmadik fejezetben olyan halmazokat is vizsgalunk, melyeknek ismerjiik az
atmérgjét. Az X halmaz dtmeérdje két eleme kozotti tavolsagok supremuma. Jelolése:
diam X.



2. Ramsey tétele

A kombinatorikus geometriaval kapcsolatban el§szor Euler poliédertétele keriil elg. A
kovetkezd legismertebb problémak egyike a Happy End probléma, melynek targyala-
sdhoz elgszor Ramsey tételét kell feleleveniteniink. Véges matematika el6adason a kér-
déskort a kovetkezd allitassal vezettiik be, melynek bizonyitasat megtalaljuk a [KRSz|

kényvben is.

2.0.1. Tétel. Minden 6 csicsi grafban van egy teljes 3-as vagy eqy tres 3-as, azaz
vagy van 8 olyan csics, hogy barmely kettd kézétt fut él, vagy van 3 olyan, hogy kéztik

nincs él.

Bizonyitds. Legyen G egy 6-csucsu graf, egyik csicsat jeloljiik vq-gyel. Ekkor vagy ta-
lalunk harom olyan csticsot, melyekbe vezet v,-b6l él, vagy harom olyat, melyekbe nem.
Tegyiik fel, hogy v;-nek van harom szomszédja, melyekkel 6ssze van kotve, legyenek
ezek v9, v3, v4. Ha ezek kozott fut legalabb egy él, akkor ennek az élnek két végpontja és
v1 teljes harom cstcsa grafot alkot. Amennyiben nem vezet él, akkor vy, v3, v4 pontokon

taldltunk egy iires hdromesticstu grafot. A masik eset hasonléan meggondolhato. U

A feladatot elGszor Ramsey altalanositotta, és bizonyitotta be.

2.0.2. Tétel. (Ramsey): Adottak k,p,s nemnegativ, egész szamok. Ekkor létezik eqy
legkisebb olyan n egész, melyre eqy n elemd X halmaz p-eseit s szinnel szinezve taldlunk

eqy Y C X részhalmazt, mely legaldbb k elemd és Y minden p-ese eqyszini.
Az &llitas egy specidlis esetét a [KRSz| konyvben olvashatjuk:

2.0.3. Tétel. Minden k.l pozitiv egészhez létezik egy olyan legkisebb r(k,l) szam, hogy
n > r(k,l) esetén egy n csucsi egyszeri grafban lesz eqy teljes k csucsi részgrdf, vagy

lesz eqy teljes tres [-es.



A 2.0.1 tételben a hatcsticsu graf éleit fehérrel és feketével szineztiik, ezért
r(3,3) < 6, az b-cstucsu grafok kozott pedig van olyan, amiben sem Kj sem iires
K3 nincs, tehat r(3,3) = 6. Az r(2,2) értékrdl kénnyen belathatjuk, hogy 2, hiszen
két csiacs kozti élt vagy behtizunk, és ekkor tartalmaz egy teljes K»-t, vagy nem, de
akkor egy iires K-t taldlunk. Az r(3,2) = 3, mert harom csics kozott ha behtizunk
minden élt, akkor lesz a grafban K3, ha pedig legalabb egyet elhagyunk, akkor tala-
lunk iires K részgrafot. Altalanosan is megallapithatjuk, hogy r(k,2) = késr(2,1) = L.

A tételt Erdgs Pal és Szekeres Gyorgy - nem ismervén Ramsey munkajat - szintén
bizonyitotta, 6k egyben fels6 becslést is adtak r(k, 1) értékére. A bizonyitas tobb helyen
el6fordul, az alabbi a [PA] kényvbal valo.

2.0.4. Tétel. r(k,l) <r(k—1,0)+r(k,l—1)

Bizonyitds. A bizonyitashoz r(k, [)-re vonatkozo teljes indukciot hasznalunk. Nyilvan-
valoan r(k,2) =k és r(2,1) = [. Tegyiik fel, hogy létezik r(t,s), hat < k és s <, vagy
ha t < k és s < [. Legyen G egy r(k — 1,1) + r(k,l — 1) csaucsu graf. Ekkor minden
x € V(Q) cstcs vagy Ossze van kotve legalabb r(k — 1,1) cstcesal, vagy biztosan nincs
r(k,l — 1) csucesal. Tegyiik fel, hogy egy = € V(G) cstcsra az els6 eset igaz, azaz
x-nek van legalabb r(k — 1,1) szomszédja. Ekkor ha nincs tires K részgraf © szomszé-
dai kozott, akkor xz-nek biztosan van legalabb k& — 1 paronként 6sszekotott szomszédja,
melyek x-szel egyiitt K részgrafot alkotnak. Azaz G tartalmaz egy iires K-t vagy egy

teljes K-t részgrafként. Hasonl6an meggondolhat6 a masik eset is. 0

A 2.0.3 tétel altalanositott forméja a kdvetkezs:

2.0.5. Tétel. Legyenek ki, ko, ... ks pozitiv egészek. FEkkor létezik egy legkisebb
r(ki, ks, ... k) szdm, hogy n > r(ky, ko, ... ks) esetén eqy n csicsi teljes grdf éleit ki-
szinezve s szinnel biztosan taldlunk a grafban elsd szinid Ky, vagy mdsodik szint Ky, . . .

s-edik szini Ky, részgrdfot.

Most adunk egy explicit felsébecslést r(k,l)-re a 2.0.4 tétel rekurziv becslését
felhasznalva, majd egy alsobecslést r(k,k) értékére. Mindkét becslést a [KRSz]

konyvben is megtalaljuk.



2.0.6. Allitas. r(k,1) < (*1?)

Bizonyitds. Hasonléan az el6z6hoz, itt is k-ra és [-re vonatkozo teljes indukciot hasz-
nalunk. Az r(k,2) és r(2,1) értékeket mar ellendriztiik, és tegyiik fel, hogy van r(¢, s),
hat <késs <, vagy hat <k és s <I[. Ekkor

k+1-3 k+1-3 k+1-2
<r(k— -1)< -
r(k,0) <r(k—1,0) +r(k,1 1)_( 9 )+( k-1 ) ( k—1 )

O

Amennyiben k = [, akkor r(k, k) < (2:__12). Az ilyen tipusu Ramsey-szamokra Erdés

alsé becslést is adott:
2.0.7. Tétel. k > 3 esetén r(k, k) > 2F/2.

Bizonyitds. Legyen g, a kiilonb6z6 n cstcsi grafok szdma, és g, ezek koziil azoké,
melyek tartalmazzak K-t részgrafként. Mivel egy n csiicsi teljes grafban (g) pontpar

van, és minden pontparrol eldénthetjiik, hogy 0sszekdti-e Gket él,
g = 202). (2.1)

Ezen gréafok koziil
e < (Z)z(g)‘@. (2.2)

olyan van, melyek tartalmazzak K-t részgrafként, hiszen ki kell valasztanunk azokat a

n
2

Ink (“)2—«9 < (23

k
n 2

cstcsokat, melyek K-t feszitik, a fennmarado ( ) — (g) pontparrol ismét donthetiink.

Ekkor

;12(2)
Ha n < 2k/2

— < — < =
9o k120) k! k!

Az egyenlet atrendezésével a g, < %gn eredményre jutunk. Ezek szerint az sszes

<% (2.4)

kiilénb6z6 n cstcson vehets grafnak kevesebb, mint a fele tartalmaz Kj-t. Ugyanigy
belathato, hogy a grafok kevesebb, mint fele tartalmaz iires Kj-t, azaz van olyan n

csucesi graf, mely nem tartalmazza egyiket sem részgrafként. U
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Az r(k,l) szamokat Ramsey-szimoknak nevezziik. Ertékiiket ugyan korlatok kozé
tudjuk szoritani, és léteznek a fentieknél pontosabb becslések is, mégis csak kevés
k,l szampér esetén ismerjilk a hozzdjuk tartozdo Ramsey-szamot [1]. Igy példaul
r(3,3) = 6, vagy r(3,4) = 9. Még r(3,9) = 36 értékét is ismerjiik, ellenben r(3,10)-rél
mar csak azt tudjuk, hogy 40 és 43 kozé esik. A szamok fels6 és alsd korlatjanak
értekei k, 1 szamok novekedésével nagyon gyorsan névekednek, r(6,6) csak 102 és 165
kozott, mig 7(9,9) mar 565 és 6588 kozott lehet. A probléméat Erdés Pal egy mondasa

érzékelteti igazan:

"Képzeljik el, hogy az embernél sokkal hatalmasabb idegen faj landol a Foldoén,
és a r(b,5) értékét kovetelik, vagy elpusztitjadk a bolygot. Ebben az esetben hadra
kéne fognunk minden szamitogépet és matematikust, hogy megtalaljuk az értéket. De
tegyiik fel, hogy ehelyett (6, 6) értékére kivancsiak; ebben az esetben minden erénkkel

meg kéne préobalnunk legy6zni Gket."

.....

2.0.8. Allitas. Minden r-hez létezik egy legkisebb n = n(r) pozitiv egész szim, mely
eleget tesz a kovetkezdknek: K, ,, éleit két szinnel szinezve lesz a grafban egy K, , pdros

részgrdf, melynek minden éle azonos szini.

A Ramsey-tétel egyik legismertebb geometriai alkalmazasa a Happy End probléma.
Klein Eszter a kovetkez6t vette észre: a sik 0t kiilonbo6zd, altalanos helyzet(i pontja
koziil mindig kivalaszthatdé négy, mely konvex négyszoget alkot. Valoban, ha az 6t
pont konvex burka egy Otszog, akkor barmely négy ezek koziil konvex négyszoget
alkot. Ha a konvex burok négyszog, akkor az felel meg a kritériumnak. Amennyiben
a konvex burok egy haromszog, akkor a haromszog egy megfelel§ csicsat elhagyva a

megmaradd négy csics konvex négyszoget alkot. (2.1 abra)

A kérdést Erdss Pal és Szekeres Gyorgy altalanositotta.

2.0.9. Definicidé. Fgy sikbeli ponthalmaz altalanos helyzeti, ha bdrmely két pontja

altal meghatdrozott eqyenes nem tartalmazza a halmaz tovdbbi elemét.



2.1. abra.

2.0.10. Tétel. (Erdds-Szekeres) Minden t > 3-hoz létezik n = n(t), melyre ha te-
kintink legaldbb n dltaldnos helyzetd pontot a sikon, akkor a halmaz tartalmazza eqy

konvex t-sz6q cstucshalmazdt.

A tételnek t6bb bizonyitasa ismert, ez a [PA]-ban talalhato megoldas:

Bizonyitds. Tekintsiink a sikon n altalanos helyzet pontot, legyenek ezek py,ps ... pa.
Osszuk fel a p;p;pr (1 < i < j < k < n) pontharmasokat két osztalyba aszerint, hogy
pipjpr haromszogek csicsal egymadst pozitiv vagy negativ irdnyban kovetik. A 2.0.3
tétel szerint, n > r(t,t) esetén talalhatunk egy t-elemi ) részhalmazt P-ben, melynek
minden pontharmasa a felosztas ugyanazon osztalyaba esik.

Beléatjuk, hogy az egy osztilyban 1év6 pontharmasok pontjai konvex helyzetiiek. Ca-
ratheodory tétele szerint X C R? halmaz esetén, ha R € conv (X), akkor létezik d + 1
egyméstol kiilonbozé Ry, Ry ... Rgsq € X pont, és Ay, ... Ageq > 0, silyok S35\ =1,
melyekre R = Ef:ll A R;. Ezek szerint, ha egy pont benne van egy X sikbeli ponthal-
maz konvex burkdban, akkor benne van mar harom megfelel6 pont konvex burkdban
is.

Indirekt tegyiik fel, hogy taldltunk ¢ olyan pontot, melyen vett hdromszogek csicsai
egymast ugyanabban az iranyban koévetik és a pontok nem konvex helyzettiek. Azaz
letezik olyan i index, melyre p; € conv ({p1,...p:} \ {pi}). Legyen i = 5 és ekkor
Caratheodory-tétele szerint p; € conv(p;,p;,pr). Legyen 5 < i < j < k. Ellen6riz-
hetjiik, hogy amennyiben p;, p;, p; pozitiv koriiljarasi irdnyt héromszoget alkotnak,
akkor a psp;p; valamint psp;p; haromszogek szintén pozitiv, mig a psp;pr hdromszog

ezzel ellentétes koriiljarasi irdnyd. Mivel azonban feltettiik, hogy minden haromszog
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cstcsai ugyanabban az irdnyban kovetik egymaést, ellentmondasra jutottunk. Hasonlo
eredményt kapunk ¢ < 5 < 5,7 < 5 < k vagy k < 5 esetén is. Ezzel az Allitast
belattuk. O

Vizsgaljuk meg n(t) értékét. Ha t = 2, azaz az alakzatunk egy szakasz, akkor pon-
tosan két, ha t = 3, tehat egy konvex haromszoget szeretnénk, akkor harom pontra van
sziikségiink ahhoz, hogy ezek koziil konvex két- és haromszoget kapjunk. Ot ponthol
biztosan ki tudunk valasztani egy konvex négyszog csiicsait, és azt is bizonyitottak,
hogy kilenc altalanos helyzeti cstcs esetén mindig talalhatunk 6t6t, melyek konvex 6t-
szoget alkotnak. Nagyobb t-kre a kérdés megoldatlan. Ellen6rizték mér, hogy 16 pontot
meg lehet adni 4gy, hogy koziilik ne lehessen kivalasztani hatot konvex pozicioban,
arra azonban nincs valasz, hogy vajon 17 ponttal is ez el6allhat-e. Altalanosan igaz,
hogy t > 1 esetén a stkon megadhato 2/=2 4ltalanos helyzet( pont, amelyek koziil nem
valaszthato ki konvex t-szog, de hogy 2t72 a legnagyobb ilyen szam-e, azt nem tudjuk.
[LPV]
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3. Extremalis problémak

Legyen 7 egy graftulajdonsag, példaul hogy van-e G-ben Hamilton kor vagy r
hosszu 1t, esetleg talalhato-e Go-lal izomorf részgraf G-ben, valamely rogzitett G
grafra. Ez a fejezet olyan kérdésekkel foglalkozik, melyek a rogzitett csicshalmazon
vehets egyszerii grafokat vizsgaljak abbol a szempontbél, hogy rendelkeznek-e egy
7 graftulajdonsaggal. Sziikséges feltételeket keresiink arra, hogy G bizonyos tipusi
grafokat ne tartalmazzon részgrafként. A kérdés kizardlag abban az esetben érdekes,
ha 7 olyan tulajdonsiag, melyet csak bizonyos grafok elégitenek ki. Esetiinkben a

feltételek az élszdm minimuméra vagy maximumara vonatkoznak.

Els6ként Turan klasszikus problémajaval foglalkozunk. A paros grafok altalanosi-

tasaként adodik a kovetkezd definicio.

3.0.11. Definicié. Egy grdfot m osztalytunak neveziink, ha csicsai m osztdlyba sorol-

hatoak gy, hogy az eqy osztalyban levd csiucsok kézdtt nem fut él.

A csak izolalt pontokbdl allo grafok egy-osztalytak, a paros grafok két osztalyu
grafok.

3.0.12. Definici6. Legyen n = gm +r, 0 < r < m — 1. Definidljuk a T,,., (n > m)
grdfot: a grdf n csucsdt, ezeket osszuk m osztdlyra gy, hogy r osztdly dlljon q + 1
csueshdl, a tobbi (m —r) osztdly legyen q elemd. A grafban két pont pontosan akkor van
dsszekdtve, ha kiilonbozd osztdlyban vannak. T, ,,-et m osztalyt n csicsu teljes grafnak

vagy Turdn-grafnak nevezik.
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Ha n = k, akkor 7)., az n-csticsu teljes graf, mig a T),; az iires graf lesz. T, nem
tartalmazza Ky q-et részgrafként, mivel barhogyan is valasztunk ki k£ 4 1 csticsot az
alaphalmazbol, a skatulyaelv alapjan legalabb kett6 ugyanabba az osztalyba esik, igy

nincsenek osszekotve.

Az alabbi tételeket és bizonyitésaikat a [KRSz] konyvbdl vettiik.
3.0.13. Allitas. Az m osztdlyd grifok kozil a legnagyobb élszdmi T

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan G' maximaélis élszamt, m osztalyd
graf, mely nem az m osztalyu teljes graf. Ekkor G-nek van két olyan osztilya, melyek
a és b nagysaguak, és igaz, hogy b > a + 2. A két osztaly kozott ab darab él fut. Ha
a b nagysagt osztalybol attesziink egy csicsot az a nagysaguba, akkor az 1j osztalyok
kozott (a+1)(b—1) =ab+b—a — 1 él lesz. Ez az Gsszeg biztosan nagyobb, mint ab,
mivel feltettiik, hogy b > a+ 2. Vagyis noveltiik az élek szamat, ami ellentmond annak

a feltevésnek, hogy G élszdma maximalis. O

3.0.14. Tétel. Ha egy n ponti G grdaf nem tartalmaz K,,.1-et részgrifként, akkor
(G) < e(Tm) (3.1

Tovabba, ha egyenlGség all fenn, akkor G = T,,,,. A bizonyitashoz felhasznaljuk
Erdss Pal egy tételét:

3.0.15. Tétel. Ha a G eqy K11 - et nem tartalmazo n csicsu grif, akkor ugyanazon
a ponthalmazon konstrudlhato egy olyan m osztalyi teljes H grdf, melyben minden pont

fokszdma legaldbb akkora, mint G-ben.

Bizonyitds. A tételt m-re vonatkozo teljes indukciéval bizonyithatjuk: m =1 - re az
allitas igaz, tegyiik fel, hogy n — 1-re is. Legyen z egy maximélis fokszamu csics G-
ben, foka legyen Ag. A Vi jeldlje x szomszédainak halmazat, V5 alljon azon csicsokbol,
melyek nem szomszédosak x-szel. Természetesen x € V5.

G legyen a G graf V; altal feszitett részgrafja. Ekkor GGi-ben nincs K, részgraf, hiszen
ez x-szel egyiitt G-ben K, -t alkotna. Alkalmazzuk az indukciés feltevést G-re: van

olyan teljes m — 1 osztalya H; graf a V) csucshalmazon, hogy minden csiics fokszdma
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legalabb akkora, mint GG1-ben. Legyen H a kivetkez§ graf: tekintsiik V) ponthalmazon
H, grafot, és vegyiik hozz& Va-t gy, hogy Vo-n beliil ne fusson él, és minden v € V-t
kosstink Gssze az Osszes Hi-beli elemmel. Ekkor H egy m-osztalyu graf, hiszen H, egy
m — 1 osztalyn teljes graf volt, ezt egészitettiik ki V5-vel, mint m-edik osztallyal.

Ha v € V5 akkor Ossze van kotve minden Vi-beli csiccesal, tehat H-beli foka Ag és
tudjuk, hogy G-beli foka sem lehet t6bb. Amennyiben v € V;, akkor egyrészt 6ssze van
kotve bizonyos Hip-beli csiicsokkal, és minden Va-belivel, azaz dy(v) = dy, (v) + |Va| >
dg,(v) + |Va| > dg(v). Azaz dg(v) < dy(v) minden pontra igaz. Ezzel Erdds tételét
belattuk.

Innen mar csak egy 1épés a 3.0.14 tétel: ha G-ben nincs K, 41, de nem izomorf 7;,.,,,-mel,
akkor konstrualhatunk egy néala nagyobb élszamu m osztalyu teljes grafot, ennek az

élszama pedig legfeljebb T,.,, élszama lehet. 0

A Turan-grafok élszamara felirhato a kdvetkezo:

N ) I ) R M

A kovetkezd geometriai kérdést, mint feladatot oldottam meg:

Legyen P egy n elemszami, 1 4&tmér6ji ponthalmaz a sikon. Legfeljebb hany olyan

pip; pontpart taldlhatunk a halmazban, melyek tavolsidga nagyobb, mint \/Li?

Tekintsiink P-ben egy olyan pi,ps pontpart, melyek tavolsdga pontosan 1.
Ekkor P minden eleme rajta van a p; kozéppontid zart egységkorlemezen. Mivel
P2 egységnyi tavolsagra van a koézépponttdl, igy po rajta van a koron. Ugyanez
elmondhato a ps kozépponti egységkor és p; viszonyardl. Azaz P minden eleme
benne lesz a p; és ps kozépponti egységkorlemezek metszetében. Konstrualjunk
egy olyan G grafot, melynek csicsai P pontjai, és két csicsot akkor kotiink Ossze,
ha tavolsaguk nagyobb mint \/Li Tudjuk, hogy G belefoglalhaté a két egységkor
metszetébe, mely biztosan benne van egy 2 x 1 oldala téglalapban. Mésrészrél egy
% oldali négyzetben a maximalis tavolsag \/Li A téglalap feloszthaté pontosan 8
ilyen négyzetre gy, hogy minden a halmazban 1év6 pont pontosan egy négyzethez

tartozzon. (4.3 abra) Ekkor igaz, hogy az egy négyzetben 1év4 pontok kozott G-
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3.1. 4bra. A halmaz két felosztasa a megfelel6 becslésekhez

ben nem fut él, azaz sikeriilt egy 8-osztélyu grafot konstrualnunk. A 3.0.13 allitas

értelmében ennek élszama feliilrél becsiilhetd T),.5 élszamaval, ami kevesebb, mint 1—76n2.

A becslést erdsithetjiik, ha meggondoljuk, hogy a grafban nem lehet K részgraf.
Tegyiik fel indirekt, hogy taldlunk egy teljes négycstucstu részgrafot. Legyen a négy
csucs, melyek kifeszitik Ky-et: pi, po, p3 és ps. Vegyiink fel egy olyan koordinatarend-
szert a sikon, melynek orig6ja p; és melyben ps koordinatai (0;1). Ha berajzoljuk a
két pont koré irt, LQ sugara koroket, a ponthalmazt hadrom részre bontottuk: a két kor
unidja és a komplementerhalmaz két diszjunkt részhalmaza harom tartomanyt hataroz
meg (4.3 abra). A két kor uniojaban 1évé pontok vagy pp,p; pontok valamelyikével
Ossze van kotve, de mindkettével nem. Olyan ps, py, pontpart keresiink, melyek pq, po
szomszédai egyszerre és nincsenek ugyanabban a tartomanyban, hiszen a tartomanyok

atmérdje kisebb, mint \/Li Irjuk fel a py és po kdzépponti \% sugaru korok egyenletét.

A kordk metszéspontjai (—3;3) és (353

més olyan pontjat valasztjuk, mely nincs benne a két kor egyikében sem, akkor ennek

). Ezek tavolsaga pontosan 1. Ha az alaphalmaz

parja mindig tavolabb lesz, mint 1. Azaz G-ben valoban nem taldlhato K, részgraf.
Ekkor felhasznalhatjuk a 3 osztalyt Turan-graf élszamara vonatkozo becslést, melynek
értelmében G-ben legfeljebb %2 él talalhato.

A kovetkezd allitas belatasat szintén feladatul tiizték ki a [PA] konyv szerzéi:

3.0.16. Allitas. Egy K,,.1-et nem tartalmazo grdf élszamdra igaz, hogy

n? 1

(I——). (3.3)

25 m

e(G) <
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Bizonyitds. Az m osztalyu teljes grafban, melynek élszamat ismerjiik, nincs K, 4
részgraf. Amennyiben ennek élszdma kevesebb, mint az allitasbeli fels6 korlat, akkor
biztosan j6 az utébbi. Legyen n = mq + r, ahol 0 < r < m — 1. A 3.2 képlet alapjan

azt szeretnénk megmutatni, hogy

) on

Kifejtve a szorzatokat, a megfelel§ tagok Gsszevonésa utan az alabbi egyenlGtlenséget

kaptuk:

n2

n+2rq+m(¢* —q) > - (3.5)
Az n helyére mq + r-t helyettesitve, és az egyenlGtlenséget rendezve a kovetkezd erde-
ményt kaptuk:
r
1>— 3.6
y (36)

ami minden r-ra és m-re igaz, mert r < m. O]

Most egy olyan graf élszamara voltunk kivancsiak, mely iires grafként nem tartal-

maz K,,.1-t. Azaz ezen graf komplementerének élszdmat kell alulrél becsiilniink:

()2 (5)-F0- -1 -2 (37)

m’ 2m
Ezt az eredményt egy masik, a [PA] konyvben ismertetett alkalmazasnal hasznaljuk
fel:

Tekintsiik a haromdimenzios egységgdmb hatarat, S%-t. Ezen a feliileten szeretnénk
elhelyezni m pontot gy, hogy ezek minimumtavolsaga maximalis legyen. A feladatot
masképp is megfogalmazhatjuk: keressiik azokat a legnagyobb p,, sugara szférikus sap-
kikat, melyekb6l m darabot el tudunk gy helyezni S2-en gy, hogy a sapkdknak ne
legyen kozos bels6é pontjuk.
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Fogalmazzuk meg a kérdést altalanosabban: Legyen C' egy rogzitett, kompakt hal-

maz R%ben. Minden m > 2-re a C' m-edik pakoldsi dllanddja

d, = max min |p—q|.
" PCC,|Pl=m p#qeP Ip—dl
Megéllapithatjuk, hogy d,,(m = 1,2...) monoton csékkend sorozat, mely 0O-hoz

tart, mikézben m né. A monotonitds nem szigord, pl. ha C = S? akkor ds = dg.[PA]

3.0.17. Tétel. Legyen m > 2 egész szam €s dpy1 # dp. Tekintsik {p1,p2...pn} =
P C C ponthalmazt, ahol n > m + 1. Ekkor azon p;p; (i < j) pdrok szima, melyekre

pi — pj| < dpgr legaldbb % — 5. A becslés éles, ha n az m tobbszordse.

Bizonyitds. Definiadljunk egy n cstucsia G grafot a {p;,ps...pn} csucshalmazon, p;-t
és p;-t kossiik Ossze akkor és csakis akkor, ha tavolsaguk nem haladja meg d,,1-et. A
dpmq definiciojabol kovetkezik, hogy G nem tartalmazhat iires K, i-et részgrafként.

n

A 77 egyenl6tlenség szerint a feltételnek megfelelg grafok élszama legalabb % -z,

2
Ezzel az allitas elss felét belattuk.

Annak bizonyitasara, hogy a becslés nem javithato, vegyiik észre, hogy a d,,11 # d,,
feltétel azt jelenti, hogy C-ben m pontot el tudunk gy helyezni, hogy ezek mindegyikeé-
nek kolesonos tavolsdga nagyobb, mint d,, 1. Ha helyettesitjiik ezeket a pontokat n/m
kiilonb6z6, egymashoz elegenden kozeli cstiicesal a pontok nagyon kis kérnyezetébdl,

kapunk egy n-elemt halmazt, melyre a becslés éles. 0

Most olyan grafokat vizsgalunk, melyek bizonyos hosszisagu koroket nem tartal-
maznak. Ennek egyik legegyszertibb esete, ha G nem tartalmaz négy hosszu kort rész-

grafként.
3.0.18. Tétel. A négyszigmentes grdfok élszdma nagysdgrendileg n3/?.

A bizonyitast két lépésben végezziik: elGszor mutatunk egy grafot, melynek van
legalabb ennyi éle, ezt a leirast a [PA]-ban talalhatjuk. Ezutan feliilrgl becsiiljik az

élek szamat, a bizonyitas ezen részét [HP]-ben olvastam.

Bizonyitds. Az els6 1épésben tehat egy olyan grafot fogunk késziteni, mely kielégiti a

feltételeket. Tegyiik fel, hogy n = p? + p + 1, ahol p prim.
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Ekkor tudunk egy p rendii projektiv stkot konstruédlni a kvetkez6 képpen: a stk pontjai
rendezett (a, b, ¢) pontharmasok, ahol a, b, ¢ € F, nem feltétleniil kiilonb6zéek, de nem
mindegyik 0. Két szaimharmas (a,b,c) és (a’,b, ) ugyanazt a pontot adja meg, ha
(a',b,c) = (Aa, Ab, Ac) valamely X € F, \ {0} szamra. A sik egyenesei azon (z,vy, 2)
pontok, melyek kielégitik

ax + by + cz =0 (mod p) (3.8)

egyenletet rogzitett (a, b, c) pontharmasra. Igy az F, feletti projektiv sikot kaptuk. A
. . . . pP—1 9 o .

pontok szama, ugyanugy mint az egyeneseké ’;Tl = p°+ p+ 1 = n. Minden egyenes

pontosan p+1 pontot tartalmaz, és az egy ponton atmend egyenesek szama szintén p+1.
Legyen G olyan graf, melynek csticsai a projektiv sik pontjai és (a,b,c) és (a*,b*,c*)

pontosan akkor vannak 6sszekotve, ha
aa”® + bb* + cc* =0 (mod p). (3.9)

Ekkor (a, b, c) G-beli szomszédjai egy projektiv egyenest hataroznak meg, mely tartal-
mazhatja az (a,b,c) pontot is. Ett6l fiigg6en minden G-beli csucs foka p vagy p + 1,
azaz (G éleire felirhat6 a kdvetkez6:

2 1 1 1
e(G) > w T COREE =T (3.10)

A G biztosan négyszogmentes, ellenkezG esetben, ha taldlnank a grafban négy-
szoget, a négy csucs altal meghatarozott két kiilonb6z& egyenesnek legalabb két

metszéspontja lenne.

Feliilr6l is szeretnénk becsiilni az élek szdmat. Tekintsiik G négyszogmentes grafot.
Azonos csicsbol indulo két élt egyiitt cseresznyének hivunk. A grafban taldlhatéd
cseresznyéket kétféleképpen is Osszeszamolhatjuk. Elgszor vegyiik sorra azon pontokat,
melyek a cseresznye kézéppontjai, azaz olyan csucsok, melyekbdl két kiilonbozs él
indul ki. Ekkor Y ", (Cé’) darab cseresznyét szamolhatunk &ssze, ahol d; az i-edik
csucs foka. Masrészt minden pontparra megnézhetjiik, hogy hany olyan cseresznye van
G-ben, melynek ez a pontpar a vége. Mivel G négyszogmentes, ezért egy pontparra

maximalisan egy cseresznye illeszkedhet, tehat a cseresznyék szama legfeljebb (g)
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Mivel (Z) — n(n-l) konvex, a Jensen-egyenl&tlenséghdl adodik, hogy

Z (5) (%) (3.11)

ahol dy = ani a fokszamok atlaga. Ez az érték kifejezhets az élek szamaval is: ==

Ekkor
" 0 3.12
> no. .
(3)=(3) 512
Ebbél: : ) e (2 )
n(n —1 £ -1
> mn n .1
5 >n 5 (3.13)
nd > 2e(2e —n) (3.14)

Ha e < n, az egyenlGtlenség igaz, e > n esetén
n® > 2¢? (3.15)

ezek szerint %Tﬁ/? > e. Ezt Osszevetve a 3.10 egyenlStlenséggel:

1Y L 5
—n*? > e(G) > =n¥ 3.16
Tehat a négyszogmentes grafok éleinek szama nagysagrendileg valoban n%/2. O

19



4. Geometrial grafok

A [LPV] kényv végében is talalhatjuk a grafok néhany geometriai alkalmazasat. Ok a
kérdéskort egy ilyen feladattal vezetik be:

Tekintsiink egy konvex n csiicst sokszoget, melyre igaz, hogy a csticsok kivételével
két atl metszéspontjara pontosan két atlo illeszkedik. Arra vagyunk kivancsiak, hogy
hény ilyen metszéspont van egy n-szogben. Probaljuk meg 0Osszeszamolni példaul
egy megfelel§ hétszog atloinak metszéspontjait tgy, hogy atlonként megszamoljuk a
metszéspontokat, majd Osszeadjuk a kapott szamokat. A hétszog cstcsai legyenek
rendre A, B,C,D,E, F,G.

El6szor keressiink egy olyan atlot, mely a hétszog keriiletén két ¢l tavolsagra fekvs két
csucsot kot Gssze: példaul A-t és C-t. Ezt a szakaszt csak azok az atlok metszik, melyek
egyik végpontja B. Mivel B csucsbol A, B és C' csticson kiviil mind a fennmarado
négy csicsba megy él, ezért az AC' atlon 16v6 metszéspontok szama négy.

Ezutan vizsgaljunk egy olyan atlot, mely a hétszog keriiletén harom él tavolsagra 1évé
cstcsokat kot Ossze, ilyen AD. Ezt olyan atlok metszik, melyek B-t vagy C-t kotik
ossze F, F,G cstcsok valamelyikével. Mind B-bél, mind a C-bél indulo ilyen atlok
szama harom, és feltettiik, hogy két atl6 metszéspontjara méas alt6 nem illeszkedik, ha
az nem csics, tehdt Osszesen 6 metszéspont taladlhato az AD &tlon. A hétszog minen
atloja vagy az elsd, vagy a masodik csoportba tartozik aszerint, hogy milyen téavol
talalhatéak a sokszog keriiletén azok a csiicsok, melyeket Osszekétnek. Mar csak a
hétszog 7 x 4/2 = 14 atlojat kell a két osztalyba besorolnunk.

Megallapithatjuk, hogy az els6 osztalyban, melyek két egyméastol két ¢l tavolsagra
fekvé csticsot kotnek Ossze, Osszesen 7 x 2/2 = 7 atlo van, és a masodik osztalyban is
ugyanennyi. Ha a metszéspontokat dsszeadjuk, (7x447x6)/2 = 35 ilyen metszéspont

van, mivel egy metszéspont pontosan két atlon fekszik.
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D

4.1. abra.

Ez a megoldas ugyan helytallo, de nagy n esetén a modszer meglehetGsen nehézkes.
Egyszeriibb megoldést jelent, ha a metszéspontokat a két metsz6 atlo végpontjainak
segitségével elnevezziik: legyen az AC' és BD atlok metszéspontja ABC'D. Ez a jelolés
egyértelmid, mert az ABC'D négyszog két atlojanak metszésponjat jeloli. Tgy csak
azt kell megvizsgalnunk, hogy a hétszogiinkben hany négyszoget talalhatunk. Ennek
értéke (7) = 35. Altalaban is elmondhatjuk, hogy egy megfelels konvex n-szog altéi

4
(Z) pontban metszik egymaést.

Hasonl6 kérdések targyaldsadhoz sziikségiink lesz a geometriai graf definicidjara.

4.0.19. Definicié. Azokat a G grdfokat, melyeknek csicsai a sik dltaldnos helyzetd
pontjai, éler pedig olyan eqyenes szakaszok, melyek végpontjar a csticsok, geometriai gra-
foknak nevezzik. Ha V(G) egy konvex poligon ponthalmaza, akkor konvex geometriai
grafokrol beszéliink. A H egy geometriai részgraf, ha V(H) C V(G) és E(H) C E(G).

FE FEE
| | Af“

4.2. 4bra.

Az abran lathato elsé graf geometriai, mely nem konvex. A masodik graf az elsé
részgrafja, melyet B csics és a BF, AD illetve AF élek torlésével kapunk meg, tehét

ez geometriai részgraf, de ez sem konvex a GG csiics miatt.
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A harmadik graf konvex, de nem részgrafja az elsének, mert az az AB és AFE éleket

nem tartalmazza.

A definiciobol kovetkezik, hogy a geometriai grafok egyszeri grafok, tehat egy n

n(n—1)

csicsi geometriai grafnak legfeljebb ( 5— €le van.

4.0.20. Definici6é. Minden k > 1-re legyen Dy, azon geometriai grdafok halmaza, me-
lyeknek 2k csicsuk és k darab pdronként diszjunkt élik van. Jeldlje t(Dg,n) azt a
maximdlis €lszdmot, mely esetén eqy n csicsi geometriai grdaf még nem tartalmaz k

darab paronként diszjunkt élt, azaz Dy nem részgrifja.

Tekinsiik az alabbi grafot. A berajzolt élek koziil barmely kettd metszi egymast, de
nem talaltunk egy olyan 6tédiket, mely mindegyiket metszené.
Ezek szerint t(Dsy,4) > 4.

4.3. abra.

A kovetkezd tétel kimondja, hogy nincs is t6bb ilyen él, a bizonyitast egy hasonlo

allitas bizonyitasa alapjan végeztem:
4.0.21. Tétel. t(Dy,n) =n minden n > 3 esetén.

Bizonyitds. Az allitast a cstcsok szaméara vonatkozo teljes indukciéval bizonyitjuk. Ha
n = 3, akkor az &llitas igaz, hiszen barmely két szakasz egy csiicsban metszi egymast,
és haromnal tobb él nincs egy haromecstcst geometriai grafban. Tegyiik fel, hogy az
allitas igaz n — 1 cstcsra, azaz t(Dy,n — 1) = n — 1. Ha a grafban van egyfoku csics,
akkor ennek elhagyéaséaval egy n — 1 ponti grafot kapunk, melyre az indukcios feltevés
szerint igaz az allitds. Ezek szerint t(Dy,n) < t(Dyyn—1)+1=n—1+1=n.
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Ha minden cstics foka kettd, akkor a graf diszjunkt kordk unidja, és igy pontosan n éle
van.

Indirekt tegyiik fel, hogy a graf minden csicsanak foka legalabb ketts és van legalabb
haromfokia csucsa is. Legyen a legalabb haromfokd cstcs vy, és szomszédja vq, vy és
vy Ugy, hogy a viv3 egyenese elvilasztja a vy és vy pontot. Mivel minden csiics foka
legalabb ketts, ezért vs-nak van még legalabb egy szomszédja: vs. Ezt a cstcsot a
vivz egyenes altal meghatarozott két félsiknak pontosan egyike tartalmazza, hiszen a
geometriai graf csicsai altalanos helyzettiek. Mésrészt azt is tudjuk, hogy vo-t és vy-
et nem tartalmazza ugyanaz a félsik. Ezek szerint a vszvs szakasz vivs és vyvy kozil
legfeljebb egyet metszhet, azaz nincs minden éllel kézos pontja. Ezzel ellentmondasra
jutottunk, tehat a grafnak vagy van olyan cstcsa, melynek egy a foka, vagy minden

cstcsa masodfoki. Ezekre az esetekre pedig az allitast belattuk. U

Ennek segitségével megoldhatjuk a kovetkezd feladatot: Probaljuk meg Ossze-
szamolni, hogy n sikbeli pont kozott legfeljebb hany olyan pontpar van, melyek
tavolsaga maximalis. Készitsiink ehhez egy olyan grafot, melynek csiicsai a sik pontjai,
és kossiink 6ssze két pontot, ha azok maximaélis tavolsagra vannak egymastol. Azt
allitjuk, hogy ekkor a grafban nincs két diszjunkt él. Legyen a maximalis tavolsdgunk
egységnyi. Ekkor ha taladlunk P, és P, pontokat, melyek tavolsaga 1, akkor az
Osszes tObbi a halmazban talalhaté pont a P, és P, kozépponti egységkorlemezek
metszetében lesz. Ezt a P P, szakasz két részre bontja. Amennyiben van még legalabb
egy pontpar, melyek tavolsaga maximalis, akkor ezek biztosan nem lesznek a felosztas
ugyanazon részében, hiszen az ezekben 1évé maximalis tavolsag kisebb, mint 1. Ezek
szerint a masik pontpar altal meghatirozott szakasz metszeni fogja P P,-t, azaz a

grafunkban nincs két diszjunkt él.

Ezzel belattuk Hopf és Pannwitz tételét:

4.0.22. Tétel. Jellje fi'**(n) az egymdstdol maximdlis tdvolsdgra lévd sikbeli pontpd-

rok magzimdlis szamdt. Ekkor fJ'**(n) =n minden n > 3 esetén.

Valamivel nehezebb meghatérozni ¢(Dsz,n) értékének maximumat. Az elsé fels
korlatot Alon és Erdés adta 1989-ben, melyet Goddard javitott 1993-ban.
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4.0.23. Tétel. ¢(D3,n) < 3n
A bizonyitashoz sziikségiink lesz a kovetkez6 definiciora is:

4.0.24. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy xy €l balra van xz éltél, ha az xz vektort

megkaphatjuk xy vektor m-nél kisebb szdgi, pozitiv irdnyi elforgatdsdval.

Bizonyitds. Nevezziik az x csicsot pontozottnak, ha van olyan egyenes, melyre illesz-
kedik, és minden olyan él, melynek x az egyik végpontja, ugyanabban az egyenes altal
hatarolt félsikban van.

Legyen G egy n csicsi, legalabb 3n 4 1 élt tartalmaz6 geometriai graf. A graf pon-
tozott cstcsainak halmazat jelolje X. Az © € X csicsbol kiinduld élek koziil toroljik
a leginkabb balra 1évét, minden X-beli csics esetén. Az igy kapott részgrafot jeloljik
G1-gyel. Ezutan G1-bdl toroljiink minden olyan zy élt, melyhez nem tartozik legaldbb
két téle jobbra levs él, barmely x € X esetén. Ekkor cstcsonként legfeljebb harom élt
toroltiink le, ezért a grafban biztosan maradt legalabb egy él, legyen ez xqyq. Ekkor,
mivel zgyo megmaradt, létezik két él Gi-ben, melyek téle jobbra vannak, legyenek xqy;
és xoyo. Ha zgyo élt a masik irdnybol nézziik, akkor yoxg mellett is kell, hogy legyen
két él jobbra: yoxy és yoro. Mivel yozs egy G1-beli él, ezért x5 vagy pontozott volt és
letoroltiink mellGle egy xoy0-t6l balra 1év6 élt, vagy pedig nem volt az, de akkor G-ben
volt egy xoyo-t6l balra 1év6 él. Teh&t G-ben mindenképp volt egy zoy €1, mely zoyo-t6l
balra helyezkedett el. Hasonl6an megfontolhatjuk, hogy volt egy yox él is G-ben, mely
szintén balra y.x(-t6l. Feltehetjiik, hogy az yoxo és az xoy. metszéspontja xoyy ugyan-
azon oldalan van, mint ys.

Ekkor az yoxs és az xoy; élek diszjunktak, hiszen a konstrukcio szerint az xoyo egyenes
altal meghatarozott, két kiilonbozd félsikon vannak. Az zoy; és az ysx élek is diszjunk-
tak, hiszen az xqys €l valasztja el Gket. Az yoxo és az yox élek sem metszik egymast:
mivel az yoxy és az xoy, metszéspontja royo ugyanazon oldalan van, mint s, akkor a
metszéspont és xo altal meghatirozott szakasz az xgy, élt6l jobbra van, mig az ysx él
az Yoxo-t0l szintén jobbra vannak. Azaz az xoyp-ot és az yox-et az xgyo él elvalasztja

egymastol. Ezek szerint yors, xoy; és yox harom diszjunkt él G-ben. U

Bizonyithat6 az is, hogy t(Ds,n) > 2n — 4.
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4.4. 4bra.

Sajnos nagyobb k-ra a t(Djy,n) érték megadasa nagyon bonyolult, még megfelels
korlatot sem ismeriink. Ezért egy specidlisabb eset vizsgalasihoz fogunk: a probléma

lényegesen leegyszertisodik, ha G-r6l feltessziik, hogy csticsai konvex helyzetiek.

4.0.25. Tétel. Legyen t.(Dyi1,n) egy n-csicsi konver geometriai grdif éleinek mazi-
malis szama, mely nem tartalmaz k4 1 paronként diszjunkt €lt. Ekkor minden k-ra és
n > 2k + 1-re t.(Dgi1,n) = kn.

Bizonyitds. Legyen G egy konvex geometriai graf, melynek csicsai rendre
Xo,T1...T,_ 1. Feltehets, hogy a csicsok egy szabalyos n-szog csiicsai. Osszuk fel az
éleket n osztalyba gy, hogy az egymassal parhuzamos ¢élek egy osztalyt alkotnak. Ve-
gyiik észre, hogy ha G-ben nincs k + 1 paronként diszjunkt él, akkor minden osztaly
legfeljebb k elemi. Tehat |E(G)| < kn.

Annak belatasara, hogy a becslés nem javithato, egy grafot mutatunk. Legyen G
egy olyan graf, melynek cstcsai rendre xg,x; ... 2,1 és élei pontosan z; és Ty |n/2|4;
(0<i<mn-—1,1<j < k) csacsok kozott futnak, ahol az indexeket mod n tekint-
jiik. O
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5. Koebe reprezentacios tétele

A grafok egy fontos osztalyat alkotjik a sikbarajzolhatd grafok. Az elsG fejezetben
olvashatd ezen grafok néhany tulajdonsaga és a sikgrafokra felirhatd Euler-formula.
Korabbi tanulmanyaim soran taldlkoztam a szamomra meglepetést jelenté Fary-
Wagner tétellel, mely azt &llitja, hogy a sikbarajzolhato grafok élei abrazolhatok
egymast csak cstcsokban metsz6 egyenes szakaszokkal. A szakdolgozat megirasakor
egy masik tétellel is talalkoztam, mely szerint ezek a grafok korokkel is dbrazolhatok.
A tételt Georg Koebe német matematikusrol nevezték el, § mondta ki és bizonyitotta
el6szor 1936-ban. Késgbb Andreev felevenitette, majd Thurston talalt az addigiaktol
eltéré bizonyitast a tétel igazolasara. O nemcsak egy egyszeriibb megoldast talalt,
de algoritmust is készitett, az efféle grafreprezentéicio elkészitéséhez. Az algoritmust
tobbek kozott K. Stephenson is tovabb fejlesztette, az ezt felhasznéld programot az
interneten megtalalhatjuk[2]. Ez a fejezet Colin de Verdiére 1989-ben, illetve Marden
és Rodin 1990-ben publikalt igazolasat irja le részletesen, mely Thurston Gtletén

alapszik, és amit a [PA]-ban is megtalalhatunk.

El6szor is pontosan meg kell fogalmaznunk, mit jelent a kordkkel valo dbréazolés:

5.0.26. Definicio. A C1,Cs ... C, kirokbdl dllo kdrelhelyezés a sikon reprezentélja az
n csticsti G egyszertd grdfot, ha el tudjuk helyezni az n darab nem feltétlenil egybevigo
kirt (C1,Cy...Cy) a sikon dgy, hogy a C; kor kizéppontjinak megfelel v; € V(G), és

C; €s Cj kor pontosan akkor érinti egymdst, ha a grdafban v; €s v; kozt él fut.
5.0.27. Tétel. Tetszdleges G sikba rajzolhato grdf reprezentdlhato kiorelhelyezéssel.

A bizonyitasban a kovetkezd, feladatként kittizott segédallitast fogjuk felhasznélni:

5.0.28. Allitas. Legyen v;, V5, vy, illetve v}, V)

i V%, vy, hdrom - hdrom, egymdst kolcsondsen

érintd kor kézépponja a sikban, melyek sugarai rendre r;,rj, vy, €sr, r}, ri.. Tegyik fel,
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hogy ri < ri,rjy > 1} ésry > ry. Ekkor a kirok dltal meghatdrozott hdromszigekben v;

csucsndl fekvd szog kisebb, mint a v; csucsndl fekvd.

B

5.1. 4bra.

Bizonyitds. Az allitast lépésenként fogjuk bizonyitani. ElGszor rogzitjiik az r; és ry
sugarakat, és r;-t noveljiik mindaddig, mig a masik korharmas r; sugaraval megegyezik.
A maésodik lépésben rogzitjiik r; = ri-t és 1, = rj-t és csdkkenteni kezdjiik rj-t, mig 7%
hosszii lesz. Végiil az rj, sugarat csokkentjiik rogzitett r; = . és rp = 7} mellett. Minden

lépésnél igazoljuk, hogy a v; cstcsnal fekvs szog nem lehet nagyobb, mint a v,-nél fekvé.

Ehhez tekintsiik a kor kozéppontjai altal meghatarozott haromszoget. Jeloljiik
a v;,v;,v, haromszog oldalait rendre a,b,c -vel, v; cstccsal szembeni oldal le-
gyen a. Elsg lépésben tegyiik fel, hogy r; > ri,7; = 1, és rj, = rj.. Ekkor a v, v}, v,

haromszog oldalai legyenek a, b+x, c+x, ahol a a vi-vel jeldlt cstccesal szemben fekszik.

i
c vl c+Xx

5.2. abra.
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Mivel a koszinusz fiiggvény szigortian monoton csékken a (0; ) intervallumon, igy
a v; és v, csticsoknal fekvs két szog koziil az a nagyobb, melynek koszinusza kisebb.
Felirhatjuk a v}, v,

a v, csucsnal 16v6 szog. Azt kell megvizsgalnunk, hogy a fiiggvény hogyan viselkedik

vy, hdromszogre a koszinusz tételt, és kifejezhetjiik cosa -t, ahol «

mikozben x né.

, 0 [b+a)?+(c+2)?—a®]
cosa’ = o 50+ )2t 1) = (5.1)

(204 2c+42)2(b+ z)(c+ ) — [(b+ 2)* + (c+ x)* — a®] 2(c + b + 2x)
4(b+ x)%(c+ x)?

—%b helyen nulla, itt van cos a x szerint vett szélsGér-

A derivaltfiiggvény az = =
téke. Mivel 0 < z, ezen az intervallumon a fiiggvény monoton, menetét viszgalhatjuk

az x = 0 helyen:

(b4 c)dbe — (b + ¢* — a®)2(c + b)

5.2
4b%c? (5:2)
az egyszertsités és kiemelés utan a kévetkezo kifejezést kapjuk:

WD (—=(c—b 2 2

2b2¢c?

A héaromszog egyenlGtlenség miatt a > ¢ — b, ami a kifejezések négyzeteikre is igaz

lesz, emellett ¢ + b-r6l és a nevezdrdl is tudjuk, hogy pozitivak. Azaz: (cosa) > 0 az
)
2
sz0g csokken. Azaz, amennyiben r; < r{, 1y = 1}, és r; = 1} akkor a v; csticsnl fekvg

x = 0 helyen. Ez azt jelenti, hogy amennyiben — < x és x nd, Ugy cos« is nG, az «
sz0g nagyobb, mint a v/-nél fekvé.

Masodik lépésben rogzitsiik r; < rj, 1), = r)-t és legyen r; +y = ;. A v} csticsnal 1évs
sz0g legyen [3, a vele szemben fekve oldal i = b+, a v} csiicesal szemben fekszik a+y,
vy, csticesal szemben ¢ + x +y = ¢ + y oldal. Hasonloan a fentiekhez, a koszinusztétel
[b-ra vald felirdsaval megkaphatjuk a fiiggvény y szerinti derivaltjanak szélsGértékét

az y = —% helyen. Irjuk fel a v}, v/, v}, haromszogre a haromszog-egyenlGtlenséget:

29 _]7

b < a +y+ +y. Ha behelyettesitiink y < —#—t, ¥ < 0-t kapunk. Igy az y < —%

esetet nem kell a tovabbiakban figyelembe venniink, mert haromszogeket vizsgalunk.
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a’+c!
2

cos  monoton ng, ezért a (—%b; 0) intervallumban y csokkenésekor a fiiggvény értéke

Mivel r; > 1%, ezért az y negativ elGjeld, azaz: —%b <y<0. A-— < y helyen a
is csokken, a 3 szog n6. Ezek szerint ha rogzitjiik i > 7y, 1, = ry, sugarakat és r; > r’,
akkor a v} csticsnal fekvé sz6g nagyobb lesz, mint a v; melletti. A masodik lépésben v;
csticsnal fekvs o sz6g nem nétt.

Harmadik lépésben rogzitsiik le r; > ri-t és ) < ry-t és legyen 1, < 7). Ekkor a
méasodik 1épés szerint a v, cstcsnél fekvd szog nagyobb, mint a vy, - nal 1év6, o ismét
nem lett nagyobb, tehat valoban igaz, hogy r; < rj,r; > 1} és 1 > 1) esetén a korok
altal meghatarozott haromszogekben v} csucsndl fekvé szog kisebb, mint a v; csticsnal
fekvd. O

A tételt elég G mazimadlis sikgrdfra bizonyitani, azaz olyan grafra, melynek minden
tartomanyat (beleértve a kiils6, nem korlatos tartomanyt is) harom él hatéarolja. Ha
ugyanis G-nek van olyan tartoménya, melyet nem harom csics hatérol, akkor vegyiink
fel a tartomanyban egy 1j cstucsot, és kdssiik Ossze a tartomanyt hatarold cstcsokkal.
Ha ez a graf dbrazolhato a tételben leirt feltételekkel, akkor az 1j cstiicshoz tartozo kor

Legyen G rogzitett, maximalis sikgraf, n = |V(G)| csicesal, E(G) élhalmazzal
és jelolje F(G) a tartomanyok halmazat, beleértve a kiils6 tartomanyt is. Mivel G

sikbarajzolhato, igy felirhatjuk ra az Fuler-formulat:

n—|E(G)|+ |F(G)| =2 (5.4)

Emellett G maximalis sikgraf, igy minden tartomanyéat harom él hatarolja, és min-

den él két tartomanyt hatarol, azaz:

3|F(G)| = 2[E(G)] (5.5)
A két egyenletbél megkapjuk az alabbi kifejezést:

|F(G)| =2n—4 (5.6)

Legyen r = (ry,...r,) egy olyan nem-negativ val6sakbol all6 vektor, melyre
>or  ri = 1. Legyenek r;,r; és 1y olyan C;, C; és Cj korok sugarai, melyek egymast

paronként érintik és kozéppontjaik v;, v; és vi. Ekkor a kdzéppontok egy haromszoget
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hataroznak meg. A haromszogek emellett megfeleltethet6k G graf tartomanyainak is.
Probaljuk meg ezeket a haromszogeket megfelel§ oldalaik mentén gy egymas mellé
illeszteni, hogy az a graf tartomanyainak elhelyezkedését tiikrozze. Tekintsiik az egy
csucs koré elhelyezett haromszogeket. Minden v;-re jelolje o(v;) azon szogek mértékének

Osszegét, melyeknek csticsa v;.

5.0.29. Allitas. Ha a kilsé, nem korldtos tartomdnyt hatdrold hdrom csicson kiviil
minden v; € V(G) csicsra igaz, hogy o, (v;) = 2w, akkor a hdromszigeket megfeleld

éleik mentén dsszeillesztve G eqy reprezentdcidjdat kapjuk.

Bizonyitds. Tekintsiik G egy sikbarajzolasat. Az allitas bizonyitasahoz két problémat
kell vizsgalnunk. Az egyik gondot az okozhatja, ha G graf két kiillonb6z6 pontja kdzott
talalunk két kiilonboz6 utat gy, hogy ha ezen két it mentén kezdjiik el a haromszo-
geinket Osszeilleszteni, a pakolas végén az utak végpontjai nem esnek egybe. Masrészt
meg kell gondolnunk, el6fordulhat-e, hogy mikézben a haromszogeket lepakoljuk, 1j
metszéspontok keletkezhetnek-e, azaz a graf valamely éle gy metsz egy mésik élt,
hogy az nem G-beli cstcs. Belatjuk, hogy egyik eset sem lehetséges.

Az els6 esetben a grafban futo két at és a végpontok egy hurkot hatédroznak meg. A
Jordan-féle gorbetétel szerint egy egyszertd, sikbeli, zart gorbe a sikot pontosan két
Osszefliggd, egy korlatos és egy nemkorlatos részre bontja, azaz a hurok koérbevesz egy
siktartomanyt. Legyen 7 a legkevesebb haromszdget tartalmazé tartoméanyt koriilvevs
olyan hurok G rogzitett sikbarajzoldsaban, mely a haromszogek lepakoldsanil nem
lesz zart. A két ut kozos kezdGpontjat jeloljiik P-vel, innen szeretnénk eljutni (Q-ba,
melynek képe a sikban haromszogekkel lerakott két Gt esetén két kiilonb6z6 pontban
végzddik: QQ1-ben és ()o-ben. Tegyiik fel, hogy a ~ &altal hatarolt tartomény legalabb
két haromszoget hatarol. Legyenek a P és () kozotti utakon P szomszédjai Ry és Rs.
Amennyiben a hurok hatarol legalabb két, P-re illeszkedd tartomanyt, akkor a nekik
megfeleltetett, P-re illeszkedd belsé haromszogek P-re nem illeszkedd oldalai utat ké-
peznének R, és Ry kozott, azaz taldlhatnank kevesebb tartoményt hatarolé hurkot is.
Mivel azonban 7 a legkevesebb haromszoget hatarolé ilyen hurok volt, ellentmondésra
jutottunk, azaz v legfeljebb egyetlen tartoméanyt hatarol. Nyilvanvalo, hogy ekkor a
haromszogek lepakolasanal nem nyilik szét a v hurok egy nemzardédo utta.

A maésodik probléma, hogy a haromszogek lepakolasa kozben két utnak tgy is lesz ko-

z0s pontja, hogy az a grafban nem szerepel, mint cstics. Keressiik meg a lepakolasban
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azt az Onmetsz6 utat, amely a legkevesebb teljes haromszoget veszi koriil. Hasonl6an
a fentiekhez belathato, hogy ez az 1t legfeljebb egy haromszoget hatarolhat. Ez ismét
nem lehetséges, hiszen ekkor a grafban egy olyan éllel metszenénk a haromszogtarto-
méanyba, mely azt hatarolja.

e,

Azaz sikeriilt G egy jO reprezentaciojat kapnunk ry,...r, sugart korok elhelyezésé-
vel. U

A Koebe-tétel bizonyitasahoz tehat elég belatnunk, hogy minden esetben megad-
hato egy olyan r vektor, mely minden nem a kiils§ tartoményt hatarold v; csicsra
U(Uﬂ = 27.

Tetsz6leges r € R’ -hez kiszamolhatok a o, (v;) szogosszegek, valamint azok 6sszege:

Z o (v;) (@)|7 = (2n — 4)x. (5.7)

Legyen S CR™ | a kovetkez$ (n — 1)-dimenzios szimplex R™-ben:

S ={r=(ry,...r,)|r; >0, minden ¢ — re, és Zri =1}

i=1

és

H={x=(xy,...7 |Z$l—2n— )}

Tekintsiik azt az f: S — H folytonos leképezést, ahol f(r) = (o,.(v1)...0.(v,)). Fel-
tehetjiik, hogy vy, vs,v3 a kiils6 tartomany csicsai. Ha be tudjuk bizonyitani, hogy
2w, 2w .27

X" = (555,27 ...27) az f képében van, akkor talalhatunk olyan r vektort, melyre

minden, nem a kiils¢ tartoményt hatarolo csicsra o(v;) = 2.
5.0.30. Allitas. f injektiv leképezés

Bizonyitds. Legyenek r # r’ € S és jelolje I azon indexek halmazat, melyre r; < 7.
Ezek szerint I nem iires halmaz és [ # {1,2...n}. Tekintsiik azon haromszogeket,
melyek v;, v; és v, csticsait hdrom, egymést paronként érinté kor kozéppontja hatarozza

meg. Ekkor a 5.0.28 4llitast szerint, ha noveljiik C; kor r; sugarat, mikozben 7;-t és rj-t
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valtozatlanul hagyjuk, vagy csokkentjiik, akkor a v;, v}, vy csicsok éltal meghatarozott
haromszogben a v; cstcsnal fekvé szog csokkenni fog. Ebben az esetben az v;-nél és

vi-nal fekvd szogek Gsszege né.

D on(vi) > ow(v) (5.8)

il 1€l

ekkor f(r) # f(r'), azaz f injektiv. O

Legyen s = (s1...s,) € S a szimplex egy hatarpontja, most jelolje I azokat az
indexeket, melyekre s; = 0, és F'(I) azokat a G-beli tartomanyokat, melynek van I-beli

index{ v; csicsuk. Legyen P* egy az

Z zi = (2n —4)7 (5.9)

¢s a minden nemiires I C {1,...n}-re felirhato
> < [F(I)|x (5.10)

egyenlGtlenségekkel leirt, (n — 1)-dimenzios, nyilt, konvex politop.
Belathato, hogy f képe a P* belsejébe esik. Topologiai eszkozokkel az is bizonyit-
hato, hogy f sziirjektiv P*-ra.

5.0.31. Allitas. x* € P*.

Az x* pontot ugy definidltuk, hogy az aldbbi egyenletet kielégitse:

ixf = (2n —4)7. (5.11)

Legyen I az {1,2...n} halmaz egy valodi részhalmaza. Ha |I| =n — 1 vagy n — 2,
akkor G’ minden tartomanyénak legalabb egyik csicsa [ indext, tehat |F/([)| = |F| =
2n — 4. Ekkor

fo < 27T(n—3)+4?7T <@2n—4)r=|F()|r (5.12)

el
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A 5.0.31 allitas bizonyitasahoz azokat az eseteket is meg kell vizsgalnunk, mikor 1

elemszama kisebb, mint n — 2.
5.0.32. Allitas. Ha 1 < |I| <n— 3 akkor |F(I)| > 2|I|.

Bizonyitds. Ha 1 < |I| < n — 3, akkor G-nek lehetnek olyan haromszog tartoményai,
melyeknek egyik csticsa sem [-beli. Szinezziik az I - beli csticsokat pirosra, mig a tobbi
legyen sziirke. A sziirke cstuicsok szamat jelolje s, a csak sziirke csicsok altal hatarolt
haromszogek szamat t. Az (5.6) egyenlet szerint G-nek Gsszesen 2n —4 tartoménya van.
Ezek koziil ¢ darab olyan van, melynek csak sziirke csicsa van, és |F'(I)| olyan, melynek
legalabb egy csticsa piros. Tekintsiik G sziirke cstcsok altal feszitett részgrafjat. Tudjuk,
hogy az s csticson vett maximalis sikgraf tartomanyainak szama 2s—4, ezért a feszitett
részgrafban sem lehet tobb. Formalisan t < 2s — 4. Fzt az egyenlGtlenséget kivonva a

(5.6) egyenletbdl a kovetkezdket kapjuk:

F(G)—t>2n—4—2s+4 (5.13)

azaz
|F(I)| > 2|I]. (5.14)
U

Ekkor az x-ok Osszegére az alabbi fels6 becslést irhatjuk fel:

> ap <2rll| < [F(I)|n (5.15)
iel
minden [ részhalmazra. Ezek szerint x* a politopot leir6 minden egyenlet és
egvenlGtlenség feltételeit kielégiti, azaz x* € P*.
Megallapithatjuk, hogy x* az f képében van, azaz taldlunk alkalmas r vektort,
melynek koordinatai a megfelels kézépponta kérok sugarait meghatarozzak. Ezzel az
5.0.31 allitast belattuk.
Korabban lattuk, hogy ennek beldtésa elegend6é a Koebe-tétel igazolasahoz, igy a

bizonyitasunk teljes.
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A fejezet zarasaképp nézziik meg a tétel néhany alkalmazasat.

Tekintslink egy G sikgrafot és annak egy korokkel valo dbrazolasat. Ha az egymast
érint6é korok kozéppontjait egyenes szakaszokkal kotjiik 6ssze, akkor az igy kapott &b-
raban az élek nem metszik egymast. Két él gy metszhetné egymast, ha a végpont-
jaik koré irt négy kor kolesondsen kiviilrdl érinti egymast. Azt azonban tudjuk, hogy
sikban maximalisan harom kor helyezkedhet el tigy, hogy paronként érintik egymést.
Készitettiink tehat egy olyan sikgrafot, melyben a cstcsok és az élek az eredeti G-nek
megfelelGek, és a szomszédos csicsokat szakaszok kotik dssze. Koebe tételének kdvet-

kezményeként megkaptuk Fary tételét:

5.0.33. Tétel. Ha G eqy eqyszeri, sikbarajzolhato grdf, akkor létezik olyan lerajzoldsa

a sikban, melyben minden élet egyenes szakaszokkal dbrdzolunk.

A kovetkezd Lipton-Tarjan-tétel bizonyitasaban is fontos szerepet kap Koebe ered-

ménye.

5.0.34. Tétel. Legyen G eqy n csicsu sikbarajzolhato grdf. Ekkor csiucsait feloszthatjuk
hdrom osztdlyra: A, B, C-re tgy, hogy |A|,|B| < 3n,|C| < 2y/n, és A és B halmazok

kozt nem fut él.

A Koebe-tétel fontos eszkoz az origami tervezésben is. Ennek matematikai alapjat

Robert J. Lang foglalta 6ssze és hasznélta fel hajtogatoprogramok fejlesztéséhez[3].
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