Szimmetriak

SZAKDOLGOZAT

Pataki Noémi Krisztina

Matematika BSc. Matematika tanari Szakirany

Témavezets: Szabo Csaba, egyetemi docens
ELTE TTK Algebra és Szamelméleti Tanszék

Eotvos Lorand Tudoméanyegyetem
Természettudomanyi Kar

Budapest, 2011



Tartalomjegyzék

Ko6szonetnyilvanitas 1
1. Bevezetés 2
2. Csoportelmélet 3
3. Szimmetriacsoportok a kémiaban 5
3.1. Alapfogalmak . . . . . . ... . 5
3.2. Szimmetriaelemek, szimmetriamiveletek . . . . .. ... ... ... .. 7
3.3. Molekularis szimmetriacsoportok . . . . . .. ... ... 16
4. A szimmetriacsoportok gyakorlati alkalmazasa 26

Irodalomjegyzék 29



Koszonetnyilvanitas

Koszonom a segitséget témavezetémnek, Szabd Csabanak, aki rugalmassagaval, tana-
csaival és dtmutatasaival nagyban hozzajarult a szakdolgozatom létrejottéhez.
Koszonom Cséaszar Attilanak (ELTE TTK Fizikai Kémiai Tanszék), aki a szakdol-
gozatot érinté kémiai kérdésekben nyujtott segitséget.
Es végiil koszonom mindazoknak, akik elviseltek ebben a szamomra stresszes id6-

szakban.



1. Bevezetés

,Most még egy nép ez, és mindnydjuknak egy a nyelve. |[...]
Menjiink csak le, és zavarjuk ott Ossze a nyelviiket,

hogy ne értsék egyméas nyelvét!

Igy szélesztette szét Gket az Ur az egész fold szinére...”
(Mozes elsé konyve 1;6-8)

A XV. szézad polihisztorai a legkiilonboz&bb tudoméanyokban is jartasak voltak. A
tudomanyok ma méar annyira fejlettek, annyira arnyaltak, hogy senki sem lehet igazi
polihisztor, s6t mar az is ritka, hogy valaki két kiilonb6z6 tudoményagban igazan jartas
legyen. A kiilénbo6z6 tudoméanyagak igy igencsak eltavolodtak egymastol.

A természettudomanyok mindegyike hasznalja a matematika valamely teriiletét,
de egészen mas jelolésrendszerrel, szohasznalattal vagy szemlélettel. A kémiai szakiro-
dalom példaul sokszor nem preciz, a jelolés terén nem kovetkezetes. Matematikus szem-
mel szinte olvashatatlan. Hasonloan egy vegyész szdmara a matematikai szakirodalom
talsagosan elvont, és inkdbb ttinik szérszalhasogatonak, mint preciznek. Es még ha
tdl is jutunk ezen a probléman, ugyanazt a fogalmat egészen méshogy hivja a két tu-
domany, és egészen mashogy is jeloli. Talan nem tilzas azt mondani, hogy a kiilénb6z6
tudomanyokat mas nyelven beszélik. Emiatt a matematikat alkalmaz6 tudomanyokban
lehetnek olyan problémak, melyek megoldasa a matematikdban ismert, csak még senki
nem forditotta le az adott tudoméany nyelvére.

A kémia tudomanyan beliill tébb teriilet épiil kozvetleniil a matematikara. A
molekulak szimmetridjanak leirasa példaul csoportelmélettel torténik.

A dolgozat célja tehat, hogy egyfajta szotarat hozzon létre vegyészek és matemati-
kusok kozott, legalabbis a kémiaban hasznalt csoportelmélet teriiletén beliil. A dolgozat
létrejotte lehetdvé tehetné a vegyészek és a matematikusok kozti kapcsolat kialakitasat,

esetleg egy kutatdcsoport alapitésat.



2. Csoportelmélet

Ez a fejezet rovid attekintést nytjt a dolgozatban késébbiekben felhasznalt matematikai
hattérismeretekrél. Erre azért van sziikség, mert a dolgozat 6sszekotGkapocsnak késziil
vegyészek és matematikusok szadmara, ezért lehetévé kell tenniink vegyészek szamaéara
is a lefrtak megértését.

Csoportnak nevezziink egy G halmazt, melyen definialva van egy olyan * kétval-
tozos, asszociativ miivelet, melyre nézve a halmaznak létezik egy e neutralis eleme, és
minden a € G esetén létezik olyan b € GG elem, hogy axb =bxa =e. A belem az a
inverze.

Egy csoport részhalmazarol azt mondjuk, hogy részcsoportot alkot, ha zart a cso-
portmiveletre. Ezt a foglamat a kémiai szakirodalomban alcsoportnak nevezik. Ez a
szOhasznalat is azt mutatja, hogy a matematika és a kémia mar régen nincs kapcso-
latban egymassal, hisz a matematikiban ezt a kifejezést csak a régebbi szakkonyvak
hasznéaljak.

A két csoport kozti kdlcsondsen egyértelmti, mivelettarté injektiv leképezést
izomorfizmusnak nevezziik. Két csoport akkor izomorf, ha létezik koztiik izomorfiz-
mus. Csoportelméleti szempontbol a csoportok azonosak, igy egy csoport viselkedését
egy vele izomorf csoporton keresztiil vizsgalhatjuk. Kémiai szempontbol a csoportba
tartozo elemek, vagyis a konkrét geometriai transzformaciok is jelentGséggel birnak.
Ezért jelen dolgozatban két csoportot akkor mondunk azonosnak, ha ugyanazok az
elemei.

Egy csoportot véges csoportnak neveziink, ha véges sok eleme van. Véges csoportok
esetében definidljuk a csoport rendjét, amely egyenld a csoport elemeinek szamaval.

A kémiaban hasznalt szimmetriacsoportok kozott nem csak véges csoportok van-
nak, a gyakorlatban hasznaltak azonban mind végesek. Jelen dolgozatban csak ezeket
targyaljuk.

A véges csoportok elemeinek nyilvan véges sok hatvanya létezhet. Egy a elem kiilon-



boz6 hatvanyainak szamat az elem rendjének nevezziik, és o(a)-val jeloljiik. Ilyenkor
a’@ = e.

Az Abel-csoport az a csoport, amelyben a csoportmiivelet kommutativ.

Egy csoport generatorrendszerének nevezziik azt a legsziikebb halmazt, mely ele-
meinek szorzataként a csoport Gsszes eleme elGallithaté. Ciklikus csoportnak nevezziik

azokat a csoportokat, amelyek generalhatoak egyetlen elemiikkel.



3. Szimmetriacsoportok a kémiaban

Mint azt a bevezet&ben emlitettiik, a kémia is hasznal matematikai eszkozdket, tébbek
k6zott a csoportelméletet. A csoportelmélet alkalmazasa segit a vegyészeknek az egyes
molekulak szimmetriajanak leirdsaban. Ennek gyakorlati jelentGsége is van: a vegyiile-

Ennek a fejezetnek a célja, hogy a kémiaban hasznélt szimmetriacsoportokat megis-
merjiik és matematikailag elemezziik. ElsGsorban algebrai leirasra toreksziink, a tel-
jeskord geometriai lefrastol azért tekintiink el, mert ez meghaladnd a dolgozat ter-
jedelmét. A kémiaban hasznélt csoportelméleti fogalmak targyalasa soran elGszor a ve-
gyészek altal hasznalt definiciot tiintetjiik fel irégép tipust betiikkel !. A definiciok
leirdsa soran a vegyészek nem torekszenek teljes precizitasra, mert vegyész miivelt-
ségiik segitségével a kevésbé preciz definiciok is csak egyféleképpen érthet6k. Fzért,
ahol szilikséges, groteszk betiitipussal feltiintetiink egy matematikailag preciz definiciot
is. A dolgozat soran hasznalt jeldlések eltérhetnek az egyes szakirodalmakban hasznélt

jelolésektsl, mert a kémiai szakirodalom ebben nem egységes.

3.1. Alapfogalmak

A most kovetkezd részben a vegyészek altal hasznalt alapfogalmakat magyarazzuk il-
letve definidljuk. A vegyészek nem definidlnak minden &ltaluk hasznalt foglamat, mivel
pontosan tudjak enélkiil is, hogy mirdl van sz6. Az ebben a részben talalhato fogalmak

koziil a legtobb nincs definidlva, ezért itt nem is tiintetiink fel kiilén kémiai definiiciot.

LA kémidban hasznalt definicidkat a kovetkezs szakkonyvekbdl idézziik:
Torok Ferenc, Pulay Péter: Elméleti kémia I., Nemzeti Tankdnyvkiadd, Budapest 1999;
Tasi Gyula: Elméleti kémia, Szegedi Egyetemi Kiado, Szeged 2009.



Molekuldk abrazolasa. A legtébb molekuldban tobb eltérd mingségi és méretd
atom talalhato. Abrazolaskor azonban elsdsorban az egyes atomok helyét vessziik
figyelembe, mindgségiiket csak a megkiilonboztetés erejéig. Ez azt jelenti, hogy az
egymastol kiilonb6z§ atomokat megkiilonboztetjiik egyméstol, de abrazolaskor nem
tiintetjiik fel, hogy pontosan milyen atomr6l van sz6. Példaul a metanmolekula
(CH,) abrazolasakor megkiilonboztetjiik a hidrogénatomokat a szénatomtol, de nem
tiintetjiik fel, hogy hidrogén- illetve szénatomrol van szé. Igy ugyanigy abrazoljuk,
mint példaul a szén-tetraklorid molekulajat (C'Cly). A molekula ismeretéhez fontos
még tudni, hogy mely atomok kozdtt taldlhaté kémiai kotés. A kémiai kotés a
két atom kozott fellepd vonzo kolesonhatas. Kiilonboz6 atomok kozott kiilonbozd
kotések talalhatok, ezért a kotéseket is megkiilonboztetjiik egymastol. A molekula
abrazolasakor tehat az atomokat térben elhelyezkedd pontok, a kotéseket pedig a
pontok kozott huzodo élek formajaban abrazoljuk. Ennek elénye, hogy az egyes

atomok helyzete egy koordinataharmassal irhato le.

Magelrendez6dés, magkonfiguracié. Az egyes molekuldkban tobb fajta atom
talalhato. Fzek egy része mindségileg megkiilonboztethets. Az atomok koézott kémiai
kotések talalhatoak. Az atomok mindségiiktdl és a kotések tipusatol fiiggéen szabadon
mozognak, nem lehet meghatarozni minden pillanatban az egymashoz viszonyitott
elrendezdésiiket. Azonban kimutattak, hogy nagy valoszintiséggel egy fix elrendezGdés
koriil végeznek rezg6 mozgast, és ez csak akkor valtozik meg, ha a molekulaval energiat
kozliink (példaul hé, vagy fény forméjaban). Vagyis a molekula jo kozelitéssel leirhato

egy merev alakkal, amit magelrendez&désnek hivunk.

Szimmetriamiivelet, szimmetriaoperator. Egy molekuldn elvégzett geometriai
transzforméaciot miiveletnek hivjuk. Az egyes mlekuldkon tgy végezhetdk el bizonyos
miiveletek, hogy az igy nyert magelrendez6dés mingségileg megkiilonboztethetetlen
a kiindulasitol, vagyis minden atomot azonos mindségi atomba, valamint minden
kotést azonos kotésbe képez. Ezeket a miiveleteket a molekulahoz tartozé szimmetri-

amiveletnek vagy szimmetriaoperdtornak nevezziik.



Szimmetriaelemek. Az egyes szimmetriamiiveletek megfeleltethetk egy szim-
metriaclemnek, amely altaldban egy geometriai elemet jelol, amelyhez viszonyitva
a miveletet elvégezziik. Igy példaul a sikra valo tiikrozés miveletét egy konkrét
tiikorsikkal feleltetjiik meg, melyre a tiikrozés vonatkozik, a forgatds mitveletét
pedig egy egyenessel, mely a forgatds tengelye. A kémiai szakirodalom egy része
nem kovetkezetes a szimmetriaoperator és a szimmetriaelem megkiilonboztetésében.
Tovabbi hib4dja a kémiai szakirodalomnak, hogy a szimmetriaeclemet geometriai
elemként definidlja, de az azonossag szimmetriamiivelete esetén nem rendel hozza
geometriai elemet. A legtobb szimmetriamtvelet esetén a geometriai transzformacio
fixpontjainak halmaza adja a megfelel6 szimmetriaclemet. Definicioként mégsem
mondhatjuk ki, mert latni fogjuk, hogy ez alol a tiikrozéses forgatas szimmetri-

amiivelete kivételt képez.

Pontcsoport, szimmetriacsoport. Az egyes molekuldkon elvégezhets szimmet-
riamiiveletek csoportot alkotnak. Ezt nevezziik a molekula pontcsoportjanak vagy

molekularis szimmetriacsoportnak.

3.2. Szimmetriaelemek, szimmetriamiiveletek

Ahhoz, hogy az egyes szimmetriacsoportokat matematikailag értelmezziik, elészor is-
merniink kell a kémidban hasznélt szimmetriaelemeket, illetve az ezeknek megfeleltet-
het6 szimmetriamiveleteket.

Egy koordinata-rendszerben abrazolva a molekulat, az egyes szimmetriamiveleteket
leirhatjuk algebrailag, mint egy matrixszal val6 szorzast vagy egy vektor hozzaadasat.
Bizonyos esetekben inkabb érdemes gombi koordinatdkat hasznalni, a legtobb esetben
azonban a szokasos, Descartes-féle derékszogli koordinata-rendszert hasznaljuk. Ezért
a most kovetkezd részben ezért az egyes szimmetriamiiveleteket mind a két rendszer-
ben megvizsgaljuk. Bonyolultabb szerkezetd molekuldk esetében a vegyészek gyakran
néhany jellemz6 kotésiranyt valasztanak ki az egységvektorok iranyanak: igy négy-
vagy tobbdimenzios rendszerekhez jutnak, és nagyobb méretd métrixokat hasznalnak.

Ezek lefraséval jelen dolgozatban nem foglalkozunk, mivel a kiillonbéz6 molekuldkhoz



felvett bazisrendszerek annyira kiilonbo6zGek, hogy altalanosan nem lehet leirni Gket.
Jelen dolgozatban a pontok koordinatait sorvektorként irjuk le, a matrixszorzast pedig

balrol jobbra végezziik.

Egy pont gémbi koordinatait a ( r 0 v > A gombi koordinata-rendszer origdja
egybeesik a Descartes-féle koordinata-rendszerével, s a koordinatak definidlasaban is
szerepe van a Descartes-féle koordinataknak. r a pont origdtol valo tavolsaga, 6 a pont
helyvektoranak és a z tengelynek a hajlasszoge (0 € (0,7)), és ¢ a pont és a z tengely
sikja, valamint az x — z sik altal kozrezart szdg. Vagyis a két rendszer kézott a kdvetkezs

Osszefiiggés all fent:
< Ty z ) = ( r - sinfcosp 1 - sinfsing 1 - cosf ) .

Ot alapvetd szimmetrielemet kiilonboztetiink meg.
A szimmetriaelemeknek megfeleltethetd szimmetriaoperatorokat a jelolésben is
megkiilonboztetjiik: a szimmetriaelem betiijelét  kalappal” latjuk el. A legtobb szakiro-
dalom a jelolésben az egyes szimmetriamtiveletek és az azokat leir6 matrixok kozott is
kiillénbséget tesz: D(), ahol a zardjelbe a megfelels szimmetriaelem betijele keriil. A
tengely koriili forgatas esetében példaul a forgastengelyt mint szimmetriaelemet C',-nel
jeloljiik, a neki megfelel§ szimmetriamtiveletnek, a tengely koriili forgatdsnak C’n, s a

forgatast leir6 matrixnak pedig D(C,,) a jele.

Azonossagi transzforméacié (Eng. identity transformation) (FE,e)). A

magelrendez6dést valtozatlanul hagyja.

Azonossagi transzformacidnak, vagy identitasnak nevezziik azt a miveletet, amely az
egész teret valatozatlanul hagyja. A miiveletet i-vel jeldljiik.

Ez a mivelet a molekularis szimmetriacsoportok neutralis eleme. Az altalunk tar-
gyalt szimmetriamiiveletek véges rendiiek, vagyis az azonossagi miivelet elgall ezeknek
a szimmetriamiveletnek a hatvanyaként. Descartes-féle koordindta-rendszerben a
miiveleteket matrixszorzas irja le, igy az azonossagi miiveletet egységmaétrixszal valo
szorzéssal érdemes leirni. Gombi koordinata-rendszerben egyes miiveletek métrixszor-

zassal, masok pedig vektor hozzdadasaval irhatoak le. Ha matrixszorzasként irjuk le a



miveletet, amelynek a hatvinyaként az azonossagi transzformaciot tekintjiik, akkor az
egységmatrixszal valo szorzassal irjuk le. Ha pedig vektor hozzidadéaséaval irhato le egy
miivelet, akkor annak hatvanyaként a nullvektorral valé dsszeadassal irjuk le.

A miveletnek megfelel6 szimmetriaelemet a kémiai szakirodalom nem azonositja
egyik geometriai elemmel sem. Azt mondjuk, hogy az azonossagi transzformacionak az

identitas szimmetriaelem felel meg.

Forgatas (Eng. rotation) (C,). A molekuldt valamilyen tengely
kériil 2T szoggel elforgatja (n=1,2,..). Ha a kiindulasitdl fizikailag
megkiilonboztethetetlen konfigurdciot hoz létre, akkor azt mondjuk,

hogy a molekuldnak n-forgasi (n-fogdsid) szimmetriatengelye vagy
n-edrendd valédi forgastengelye (Eng. n-fold proper rotation azis)

van. Egy adott tengely korili forgatdskor az irdny legyen mindig

konzekvens, azaz vagy az Oramutatd jaradsdnak megfeleld, vagy azzal

ellentétes. Nyilvanvald, hogy ¢4 = FE (27 vagy 0 szogd forgatds). Ha
C,-t kétszer, haromszor, ..., k-szor megismételjiik: 2%—?3%,...,1@%,

e
A molekula legnagyobb n-értékli tengelyét a molekula fétengelyének (Eng.

ismét szimmetriamiiveletet kapunk: C2,C? ,.
principal azis) nevezzik.

Ha letezik olyan egyenes, mely kériili k2= szdgii forgatas (k € Z,n € N) a molekulat
onmagara képezi, akkor azt mondjuk, hogy az egyenes a molekula n-edrendd valédi
forgastengelye (jele: C.,), illetve a molekulara jellemz6 a forgatas szimmetriamivelet (jele:
C’n) Ha a molekulanak létezik legnagyobb rendii forgastengely, akkor azt a molekula
fétengelyének nevezziik.

A forgatasok rendje: O(CF) = "

A forgatas algebrai leirasahoz a derékszogi koordinata-rendszer és a gémbi ko-
ordinatak is jol hasznalhatok. Hogy melyiket érdemes hasznalni, az a csoporttol fiigg,
amelynek az elemeként tekintjiik. Amennyiben a Descartes-féle derékszogii koordinata-
rendszert hasznaljuk, érdemes a z-tengelyt gy felvenni, hogy egybeessen a C), tengely-
lyel. Ekkor a miiveletet matrixszorzasként elvégezve, az egyes pontok z koordinatajat
helyben hagyja, vagyis barmilyen z-re mer6leges sikra vett megszoritassal ugyanazt a

miveletet kapjuk: pont koriili forgatast. Mindezt egybevetve, a mtiveletnek a kdvetkezs



matrixszal valo szorzas felel meg:

cos(2m/n)  sin(27/n)
—sin(2w/n) cos(2m/n)
0 0

= o O

A megszokott moédon attérve a gombi koordindtakra, a miivelet csupan a harmadik

koordinatat valtoztatja meg:
(roe)=(roerz)

Vagyis a miveletnek a ( 0 0 27—7; ) vektor hozzdadasa felel meg.
A miivelet fenti matrixszal, illetve vektorral valo leirasa gyakran hasznalhato,
azonban sokszor tobb irdnyban is taldlhatoak kiilonb6zé rendi forgastengelyek.

Ilyenkor, ahol létezik fétengely, azt azonositjuk a z-tengellyel.

Tiikrozés (Eng. reflection) (o). Ha a magkonfiguradcidé valamilyen sikra
vald tikrozés utén fizikailag megkiilonboztethetetlen a kiindulésitdl,
akkor azt mondjuk, hogy a molekula szimmetriasikkal (Eng. plane of
symmetry) (o) rendelkezik. A kovetkezd jeloléseket alkalmazzuk: oy:

ha a szimmetriasik merdleges a fdtengelyre (h = horizontalis); o,:

ha a szimmetriasik tartalmazza a fdtengelyt (v = vertikalis); o4: a

o, specidlis esete; ha a szimmetriasik tartalmazza a fd&tengelyt és
megfelezi két, a fdtengelyre merdleges tengely altal bezart szoget

(d = diéderes).

Ha létezik olyan sik, melyre valé tiikrozés a molekulat énmagara képezi, akkor azt
mondjuk, hogy a sik a molekula tiikdrsikja (jele: o), illetve a molekulara jellemzé a
tiikrozés szimmetriamiivelet (jele: ). Azon molekulak esetében, melyekre nézve létezik
ftengely, megkiilonboztetjiik a fétengelyre meréleges (jele: 0y,) és a f6tengelyt tartalmazé
tiikorsikokat (jele: o). Léteznek molekulak, ahol a o, tiikorsikok egybeesnek a fétengelyre
merSleges Oy tengelyek szogfelezs sikjaval. Ezekben az esetekben a szimmetriasikot o4-vel

jelljiik.
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A tiikrozések rendje tipustol fiiggetleniil O(¢) = 2.

ElGszor a oy, esetet vizsgaljuk meg. A derékszogi koordinata-rendszert ugy vessziik
fel, hogy a z-tengely a f6tengelyre, a o, sik pedig az x — y sikra essen. Ekkor a miivelet
matrixszal valo szorzas, és

0
D(oy) = 0

o O =
o = O

-1

Gombi koordinatédkat alkalmazva a pont koordinatéai a kévetkez6képpen valtoznak:

(v 0 p)=(rn0e)

Vagyis megfelel annak, hogyha a kévetkezé matrixszal szorzunk:

1 0
0O -1 0 [,
0 0 1

majd a kapott vektorhoz a ( 0w 0 ) vektort adjuk hozza.

oy, leirdsakor érdemes lehet masképpen meghatéirozni a gombi koordinatakat: az elsé
és a harmadik koordinata valtozatlanul a sugar (r), illetve az orig6bol a pontba mutato
vektor x — y sikra vett merGleges vetiiletének az x-tengellyel bezart szdge. A masodik
koordinatat azonban az origob6l a pontba mutatd vektor és a z-tengely szoge helyett a
vektornak az x —y sikkal bezart elGjeles szoge hatarozza meg (© € (—%, g) ;0 =7-0).
Ekkor a miivelet leirhat6 egyetlen matrixszorzassal:

1 0
0 -1 0
0 0 1

A 0, eset valamivel bonyolultabb. ElGszor azt az esetet vizsgaljuk meg, amikor a
pontot Descartes-féle koordinatakkal irjuk le. A koordinata-rendszert gy vessziik fel,

hogy a z-tengely egybeessen a f6tengellyel. Mivel a tiikorsik tartalmazza a z-tengelyt, a
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pontok harmadik koordinataja valtozatlan marad, ezért elég megvizsgalni a szimmetri-
amiivelet valamely z-tengelyre mer&leges sikra vett megszoritasat, és azt kiterjeszteni
az egész térre. Megvizsgaljuk tehat a 6, v — y sikra gyakorolt hatasat. Egy origén
atmené egyenesre vett tiikrozés felel meg a miiveletnek. Amennyiben az egyenes az

x-tengely, akkor a szimmetriamtvelet megfelel a kdvetkez6 matrixszal valé szorzasnak:

[0 5)

Ha az egyenes « elGjeles szoget zar be az x-tengellyel, akkor eljarhatunk gy, hogy

elGszor az egeész sikot elforgatjuk —a szoggel (a koordinatdknak megfelel sorvektort

( cos(—a)  sin(—a) ) _ ( cosa —sino >
—sin(—a) cos(—a) sina oS

matrixszal), ekkor a tiikortengely egybeesik az x-tengellyel, vagyis alkalmazzuk az z-

szorozzuk a

tengelyre valo tiikrozést, végiil a sikot elforgatjuk a szoggel (a koordinatdknak megfelels

cosa  sino
—Sina  coso

méatrixszal). Vagyis egymast kovetGen kell harom méatrixszal megszorozni a ko-

sorvektort szorozzuk a

ordinatakat. Mivel a matrixszorzas asszociativ, megtehetjiik, hogy a harom matrixot
elére Osszeszorozzuk, s igy egyetlen méatrixot kapunk, amellyel valo szorzasa megfelel a

miiveletnek:

D( ) cosa  —Sino 1 0 cosa  sino
UU = . . —
sino coso 0 —1 —Sitno  CcoSK

[ cos(2a)  sin(2a)
sin(2a) —cos(20) |
Gombi koordinatédkat alkalmazva a miivelet r-et nem valtoztatja meg. Mivel z =
r-cost) egyenletnek teljesiilnie kell, és sem z, sem r nem valtozik, ezért 6 sem valtozhat
a mivelet elvégzése soran. Tehat a &, szimmetriamiivelet elvégzése csak a harmadik

koordinatat valtoztatja meg. Legyen ebben az esetben is av a tiikorsik és az x—z sik altal

kozrezart elGjeles szog. ¢ a pont és a 2z tengely atal meghatarozott sik, valamint az z —z
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sik altal kozrezart elGjeles szoget jeloli. A pontot o — ¢ szogii forgatassal a tiikorsikba,
2(a— ) szogii forgatassal pedig a tiikorképbe vihetjiik. Vagyis a &, szimmetriamiivelet
a (r 0 <p> koordinataju pontot a (r 0 ¢+2(a—y) > = (r 0 2&—@)

koordinataju pontba viszi. A miiveletetet gémbi koordinatak alkalmazasa esetén a

0
0

o O =
o = O

—1

méatrixszal vald szorzas és a (0 0 2a> vektor hozzdadisanak egymas uténi

elvégzése irja le.

Tiikrozéses forgatas (Eng. reflection-rotation) (Sn). A C, és
a op transzformdcid egymds utdni alkalmazdsa. Azt mondjuk, hogy

a molekula n-edrendd tikkrozéses forgastengellyel (n-edrendd

nemvalddi forgastengellyel) vagy n-forgasi (n-fogast) alterndld
szimmetriatengellyel (Eng. n-fold improper rotation azis) rendelkezik,
ha e tengely korili 27” szogl forgatds és a tengelyre merdleges sikra
vald tikrozés utdn a kiindulésival fizikailag azonos konfigurédcidt
kapunk.

Ha létezik egy olyan tengely és egy arra meréleges sik, hogy a tengely koriili 27—? (n € N)
szogii forgatas és a sikra val6 titkrozés kompozicidjaként el6allé mivelet a molekulat
onmagara képezi, akkor azt mondjuk, hogy az adott tengely a molekula n-edrendi
titkrozéses forgastengelye (jele: S,), illetve a molekulara jellemz& az n-edrendii tikrézve
forgatas szimmetriamiivelet (jele: S,). Az S, miivelet k-szori alkalmazasaval (k € N)

szintén szimmetriamiiveletet kapunk, amelyet S’fj—val jelolink.
A tiikrozéses forgatas esetében a fixpontok halmazat egyetlen pont adja, mig a

megfelel§ szimmetriaelem egy egyenes.

A szimmetriamtivelet rendje kiillonb6z6 képlettel szdmolhatd paros és paratlan n
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esetén:

O(S’ - n ,ha n paros
) on ,ha n paratlan

(2—”) ,ha n paratlan

{ (n”—k) Jha n paros
n,k

Lattuk, hogy a C,, miveletnek is és a 6, mitveletnek is egy matrixszal valé szorzas
felel meg. A méatrixszorzas asszociativitasa miatt a pont koordinatait nem kell egymaést

koévetGen szorozni a két métrixszal, hanem szorozhatjuk a ketts szorzatéaval:

00327” sin%” 0 1 0 0 cos%7T sin%’r 0
—Sin%’r sin%’r 01 0 = —sm%r cos%7r 0
0 0 1 00 —1 0 0 —1
Tehat
cos%7r sz’n%” 0
D(Sn) = | —sin® cos*Z
0 0 —1

Gombi koordinatak esetében a C, forgatas egy vektor hozzdadaséaval irhato le,
a oy, tiikrozés leirdsahoz azonban métrixszorzas is sziikséges, igy a miveleteket csak
egymas utan, sorrendben végezhetjiik. Az S, szimmetriaoperdtor tehat nem irhato le
egyetlen azokasos algebrai alapmiivelettel. Az ( r 0 ¢ ) koordinatakat alapul véve, a
szimmetriaoperatort a kévetkezd algebrai miiveletek egymés utani elvégzésével irhatjuk

le: elészor hozzaadjuk a < 00 27” > vektort, majd szorzunk a

matrixszal, végiil a ( 0 0 ) vektort adjuk hozza.
A ( r O o ) koordinatakbol kiindulva egyszertibb leirdshoz jutunk, ekkor a

miivelet két lépéssel leirhato: elébb a ( 0 0 27” ) vektort kell hozzdadni, majd az
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igy kapott koordinataharmast kell szorozni a kovetkezd matrixszal:

1 0
0 -1 0
0 0 1
Ko6zéppontos tiikrozés (Eng. inversion) (i). Ha a molekula

magkonfiguracidja a kozéppontos tiikrozéssel (i) szemben szimmetrikus,
akkor azt mondjuk, hogy a molekuldnak szimmetriacentruma (Eng. centre
of symmetry) (i) van.

Ha létezik olyan pont, melyre tiikrozve a molekulat Gnmagat kapjuk, akkor azt mond-
juk, hogy a pont a molekula szimmetriacentruma (jele: ¢), illetve a molekulara jellemz6 a
kézéppontos titkrézés szimmetriamiivelete (jele: 7).

A szimmetriamtvelet rendje 2.

A kozéppontos tiikkrozés Descartes-féle koordinatakat alkalmazva a

matrixszal valo szorzéssal irhato le.

Gombi  koordinatdk esetében a (r 0 gp) koordindtaju  pontot a

r m—=0 g0+7r) koordinataju pontba viszi, vagyis a pontnak megfelels vek-

tort el6bb a

matrixszal kell szorozni, majd a ( 0 # « ) vektort hozzéadni.
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3.3. Molekularis szimmetriacsoportok

Bizonyos szimmetriacsoportok bettijele egybeesik valamely szimmetriaelem betjelével.
A kémiai szakirodalom nagy része a jelolésben nem tesz kiilonbséget ezek kozott, mivel
a szovegkdrnyezetbdl egyértelmiien kideriil, melyikrél van sz6. Jelen dolgozatban a
kénnyebb atlathatosag végett a szimmetriacsoportok jelét félkovér bettikkel szedjiik.
A szabalyos testeket dnmagukra képez6 szimmetriacsoportok teljeskort lefrasatol azért

tekintiink el, mert a matematikai szakirodalomban is szerepelnek.

Ch,. Azoknak a szimmetriacsoportoknak a jele, melyekben csak egyetlen
szimmetriaelem, egy n-szeres forgdsi tengely van. A csoport elemei:
C,=CC% ... .C"=F. n=1,2,34,56 értékek lehetségesek.

Azon molekuldk szimmetriacsoportjat, amelyekhez egyetlen szimmetriaelem, egy

n-edrend(i valédi forgastengely rendelhets, C,-nel jeldljiik.

Természetesen elképzelheté n—=6-nal nagyobb érték is, és a szakirodalom egy része
meg is enged barmekkora n értéket. Ezekkel azonban a kémia nem sokat foglalkozik,
mivel az ilyen tipusiti molekuldk a természetben gyakorlatilag nem fordulnak el6.

Az n = 1 esettel nem érdemes foglalkozni, hiszen ennek a csoportnak egyetlen eleme
a 2w szoggel vald forgatas, vagyis az identités.

A csoport elemeinek felsorolédsabol is latszik, hogy a C, szimmetriamivelet generélja
az egész csoportot, vagyis C,, ciklikus csoport.

Két forgatas szorzataként djabb forgatast kapunk, mégpedig a két szdg Osszegével
valo forgatést. Ebbdl kovetkezik, hogy a csoporton beliil a szorzas felcserélhets, vagyis

Abel-csoportrol van szo.

Cnv. C, mellett ezek a csoportok n szami egymast C),-ben metszd o,
tikorsikot tartalmaznak, amelyek egyméssal %’r szoget zarnak be.

Azon molekulak szimmetriacsoportjat, melyekhez pontosan egy n-edrendd valédi
forgastengelyt és n darab, egymast a tengelyben metsz8, egymassal 27” szbget bezaré o,

tiikdrsikot rendelhetiink, C,,-vel jeldljiik.

16



A derékszogii koordinata-rendszert tgy vessziik fel, hogy a z-tengely egybeessen
a C,-tengellyel. Ennek a csoportnak az x — y sikra, s6t barmely z-tengelyre meréleges
sikra vett megszoritasaval a csoport elemei: n darab egymaéssal 27“ szoget bezaro
tiikortengely és a %’T szogil forgatasok, ahol £ = 1,2,...,n — 1. Vagyis éppen a
matematikdban hasznalt D,, csoportot kapjuk, tahat a két csoport izomorf egymassal.
Azokat sikalkatt molekulakat, melyek a megfelel§ szabalyos sokszog geometriajaval
rendelkeznek, azonban nem ide sorolja a kémia (még ha ennek a csoportnak a
szimmetriai is jellemzGek lennének ra), hanem a Dy csoportba, amelyet késGbb
targyalunk.

A csoportot tehat a D, diédercsoporthoz hasonléan generalja két szim-
metriaoperator: a C, és a 6,, mely az egyik, rogzitett sikra vett tiikrozést
jelenti, vagyis ez a csoport nem ciklikus. A csoport elemei a koévetkezdk:
C, = C.c2 ... .Cc.C = E,6,,C, - 6,,C* 6,,...,C" - G,. A csoport
rendje tehat 2n.

Cune A C, tengely mellett a szimmetriatengelyre merdleges o,
tikorsikjuk van.
Azon molekulak szimmetriacsoportjat, melyekhez pontosan egy darab n-edrendii valédi

forgastengely és egy, a tengelyre mer6leges oy, tiikdrsik rendelhets, Cop-val jeldljiik.

Ha n = 1, akkor csak a tiikorsiknak van gyakorlati értelme, hiszen a 27 szogi
forgatas az identitéas.

Két forgatas szorzatarol lattuk a C,, csoport vizsgalatakor, hogy felcserélhetd.
Beléatjuk, hogy egy forgatas és a tiikrozés szorzata is felcserélhetd. Felvesziink egy
derékszdgil koordinata-rendszert a molekulan gy, hogy a z-tengely a C,, tengelyre, az
x — y tengelyek sikja pedig a o}, sikra essen. Ekkor az « szogi forgatashoz, illetve a oy,

sikra valo tiikrozéshez a kovetkezd métrixok tartoznak:

cosae  smma 0 1 0 O
—stinae cosae O |;1 O 1 O
0 0 1 00 -1
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A két matrixot kiilonb6z6 sorrendben Gsszeszorozva ugyanazt az eredményt kapjuk:

cosa  sina 0 10 0 cosa  Sina
—sinae cosae 0 |- O 1 O = | —sina cosa

0 0 1 00 —1 0 0 -1
10 0 cosae  sina 0 cosa  sino
01 0 | —sina cosae 0 | = | —stna cosa
00 —1 0 0 1 0 0 -1

Ezzel belattuk, hogy a csoportmiivelet felcserélhets. Tehat a C,, Abel-csoport.
A cesoport elemei: C, = C1 C2,... . C" ', C" = E,6,,Ch - 64, C% -6, ...,C" -6,
Amennyiben n paratlan, a Cyy, csoport ciklikus, ebben az esetben ugyanis azonos

a megfelel§ S,, csoporttal, amelyrsl a késébbiekben belatjuk, hogy ciklikus.

Sn. A csoport jellegzetes eleme az n-szeres tikrozéses forgastengely.
Azon molekuldk szimmetriacsoportjat, melyekhez pontosan egy darab n-edrendi

tiikrozéses forgastengely rendelhets, S,-nel jeldljiik.

Az Sn mitivelet definiciéja szerint ez a én és a 03 mivelet szorzata. Ezekrol

belattuk, hogy felcserélhet6k. Vagyis: S’n . Sn = C’n -0, - C’n o= C’n . C’n -0, O = éﬁ

Ha n paratlan, akkor hasonléan n + 1-szer alkalmazva az S, miiveletet,

Cp-hez  jutunk: S-S5, -8, = (Co-6)-(Cp-6p)- - (Co-6n) =
e e
C’n'én""'én)'é'h'&h'""61:@11-
nIl nIl
C,,-t felhasznalva eléallithaté oy, is: Cr, - Cy ... Cly oSy = Cly - Gy v o C,, 61, = 6.
n—1 n

Vagyis ha n paratlan, akkor a csoportnak eleme C,, és 6y, is. Ez a két szimmetri-
amiivelet generalja a C,p csoportot, vagyis paratlan n esetén a két csoport azonos.

Lattuk, hogy a csoport elemeibél elsall a C? mivelet. Amennyiben n paros C2 =
C’n/g. Vagyis ebben az esetben C,, /3 részcsoportja lesz az S, csoportnak.

A csoport elemei paros n esetén: Sn = S’}L, Sﬁ, e 75','{ = F. A csoportot egyetlen

eleme, az S, szimmetriamiivelet generalja, vagyis az S, csoport ciklikus.
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Amennyiben n = 2, a csoportnak két eleme van: S, és E. A fent hasznalt bazist

alkalmazva S, matrixit a kovetkezSképpen kapjuk meg:

cost  sinm 0 10 0
D(S;) =| —sinmt cosm 0 01 0 =
0 0 1 0 0 -1
-1 0 0 1 0 O -1 0 0
= 0 -1 0 01 0 = 0 -1 0
0 0 1 00 -1 0 0 -1

Vagyis az n = 2 esetben tulajdonképpen inverziorol van szo.

D,.

kétszeres forgadsu szimmetriatengelyt taldlunk. n = 2, 3,4,5,6.

Az ide sorolt molekuldkban a (), tengelyre merdleges n szamd

D,-nel jeldljiik azoknak a molekulaknak a szimmetriacsoportjat, melyeknek pontosan
egy darab n-edrendii val6di forgastengelye és n darab, a tengelyre meréleges masodrendi

valédi forgastengelye van.

Azonositsuk itt is a C),, tengelyt a z-tengellyel. Belatjuk, hogy a C, tengelyre
merGleges, kétszeres forgasi tengelyek egy pontban metszik a C, tengelyt. Legyen
[21, 22] az a legsziikebb intervallum, melyben a molekula atomjainak megfelel§ pontok
z koordinatai taldlhatoak. Ezenkiviil legyen valamelyik, a C),, tengelyre meréleges,
kétszeres forgasu tengely zo magassigban. Megvizsgéljuk, hogyan valtoznak a pon-
tok z koordinatai, mikor a kivalasztott tengely koriill 7w szdggel forgatunk. Mivel
egyetlen koordinatat vizsgalunk, elég csak a megfelel6 tengelyre vett megszoritast
tekinteniink. A mitvelet z-tengelyre vett hatisa a z, pontra vald tiikrozés. Mivel
szimmetriamiveletrél van sz, ezért a molekulat, és igy a [z1, 23] intervallumot is
onmagara képezi. Ez csak akkor lehetséges, ha zyp = % Ugyanez barmelyik C),-re
(00 =)

tengelyt és egymést. A tovabbiakban legyen ez a pont az origd, és az x-tengely essen

mer6leges tengelyrdl elmondhaté, vagyis mind a pontban metszik a C,

egybe az egyik masodrendi forgastengellyel. Legyen ez a tengely C, illetve a neki

megfelels forgatés C.

Elgszér megvizsgaljuk a masodrendi forgastengelyek koriili forgatasok = — y sikra
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vett hatasdt. Mivel a sik tartalmazza ezeket a tengelyeket, a sikon vett hatasuk egy
tengelyes tiikrozésnek felel meg. Tovabba, mivel szimmetriamiveletekrdl van szo, két
ilyen mtivelet egymas utani alkalmazasaval is szimmetriamtveletet kapunk. Két tenge-
lyes tiikrozés szorzata a sikban megfelel a két tengely altal kozrezart szog kétszeresével
valé forgatasnak. Mivel a molekulahoz rendelhet§ szimmetriamiveletek kozott csak
k%—? szogt forgatasok taladlhatoak, a masodrendii forgastengelyek egymassal éppen l{:%r
szoget zarnak be.

A szimmetriamtveletek ezen halmazérol elGszor azt kell belatnunk, hogy csakugyan
csoportot alkot, vagyis, hogy zart a szimmetriamtiveletek egymés utan frasara és az
inverz képzésre.

A halmazban taladlhat6 szimmetriamtiveletek x — y sikra vett hatasaként itt is a
matematikai D,, csoportot kapjuk, épp gy, mint a C,, csoport esetében. Itt azonban
nem mondhaté el ez barmely z-tengelyre meréleges sikra vett megszoritasrol.

Belatjuk, hogy a D,, izomorf a D, diédercsoporttal. Fzzel igazoljuk, hogy D, is
csoport. Ehhez talalnunk kell egy kolcsonosen egyértelmd mivelettartd leképezést D,
diédercsoport és D, kozott. Rendeljiik a D, halmaz C’ﬁ forgatasaihoz a D,, diédercso-
port /{:27“ sz0gi forgatasait, a masodrendi forgastengelyek koriili 7 szogi forgatasokhoz
pedig a D,, diédercsoport megfelel§ tengelyre vett tiikrozését. A D, — D, leképezés
nyilvanval6an miivelettarto, sziirjektiv leképezés, azonban nem biztos, hogy injektiv
is. Ehhez azt fogjuk belatni, hogy D, diédercsoport barmely szimmetriamtiveletéhez
egyértelmiien megadhato, hogy mely D,-beli miveletnek felel meg, vagyis, hogy a
szimmetriamtvelet elvégzésével kapott sikbeli pontelrendezdés egyértelmtien megfelel
egyetlen térbeli pontelrendez&désnek. Két, az eredetivel egybevagd pontelrendezédés
létezik aszerint, hogy a térnek az x — y sik altal hatarolt két féltere a helyén maradt,
vagy helyet cserélt. Mikor a sikon egy tengelyes tiikrozést végziink, tetszéleges harom,
nem kollinearis pont koriiljarasi iranya megvaltozik, azonban k%—? szOgii forgatas
elvégzésekor nem. Hasonloan a D, halmaz térbeli szimmetriait elvégezve, a méasod-
rendi forgastengely koriili m szogi forgatas megvaltoztatja az x — y sikon kivalasz-
tott harom, nem kollinearis pont koriiljarasi iranyat, mig a C,, tengely koriili l{:%r
szogl forgatas nem. Ugyanakkor a masodrendi forgastengely koriili m szogi forgatéas
elvégzésekor az x — y sik altal hatarolt félterek felcserélédnek. Vagyis a két tulajdonsag
(a harom pont koriiljarasi irdnya valtozik vagy nem, valamint az x —y sik altal hatarolt

félterek helyet cserélnek vagy nem), egyszerre valtozik. Eszerint a D,, diédercsoport
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tetszbleges szimmetriamiveletének elvégzése utan harom tetszéleges, nem kollinearis
pontot megvizsgalva egyértelmtien megadhatd, hogy mely D,-beli szimmetriamtvelet
juttatja az = — y sik pontjait ugyanabba az elrendezGdésbe. Vagyis a leképezés csaku-
gyan kolcsonosen egyértelmt miivelettartd leképezés, tehat a kémidban Dy-nel jelolt
halmaz val6ban csoport.

Az izomorfizmus miatt a csoportot a kivetkezs elemei generaljak: C,, és C. A csoport
dsszes eleme pedig leirhat6 a kévetkez6 modon: C,, = C1,C2,...,C"1,C" = E,C, C,,-
C,C2.C,...,C"1 . C. A csoport rendje tehat 2n.

A kémiai D, csoport izomorf a kémiai C,, csoporttal is, hiszen mind a két csoport
izomorf a matematikai D,, csoporttal.

A D; csoport esetében gyakorlati jelentGsége csak az egy darab mésodrendd
forgéstengelynek van, vagyis ez a csoport azonos a Co csoporttal, ennek megfelelgen a
kémiai gyakorlatban nem is hasznaljak.

A D5 csoportnak Osszesen négy eleme van: E,C’Q, é, Cy - C, ahol Cy a z-tengely
koriili 7 szogti forgatas, C pedig az x-tengely koriili 7 szogi forgatas. Vagyis a nekik

megfelel6 matrix:

cost sinm 0 -1 0 0
D(Cy) = | —sinm cost 0 | = 0 -1 0
0 0 1 0 0
1 0 0 1 0
DC)| 0 cosmt sinmt | = 0 —1
0 —sinm cosm 0 0 -1

A O, - C szimmetriamtveletnek megfelels matrix:

-1 0 0 1 0 O
D(Cy-C) = D(Cy) - D(C) = 0O -1 0]-10 -1 0 =
0 1 0 0 -1
-1 0 0 cosm 0 sinmw
= 0 1 O = 0 1 0
0 —1 —sinm 0 cosmw
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Az utolso felirasbol latszik, hogy a Cy - C' mivelet pont az y tengely koriili forgatas.
Vagyis a csoport elemei: az azonosséigi transzformécié és a harom koordinatatengely
koriili forgatéas. Két kiilonbo6z6 tengely koriili forgatas szorzataként a harmadik tengely
koriili forgatast kapjuk. Ebbél kivetkezik, hogy a szorzas felcserélhetd, vagyis Do Abel-

csoport.

Dyn4. A D, csoport elemein kiviil ezekben a csoportokban a fdtengelyre
merdleges (5 tengelyek k6zOtt o, tikoérsikok vannak.

Azon molekulak szimmetriacsoportjat, melyeknek pontosan egy darab n-edrendii valédi
forgastengelye, n darab erre meréleges masodrendii valédi forgastengelye és n darab, a
masodrendii valédi forgastengelyeket felezd, o, tiikorsikja van, Dyg-vel jeldljik.

A 0,4 szimmetriaelem a o, egy specidlis esete: masodrendd forgastengelyek kozott
talalhato szogfelelz sik. Vagyis az © — z sikkal a szdget bezar6 o, tiikorsikra vald

tiikrozés leirhatd a kovetkezd méatrixszal:

cos(2a)  sin(2a) 0
sin(2a)  —cos(2a)) 0
1

T 3T
el eI

A lehetséges a érték

Egyetlen rogzitett o4-bol, és én—b()'l elsallithat6 az Osszes tiikorsik: a4, C’n - 6q,C2 -
6gy...,Cn71 6.

Tudjuk, hogy CA)’f 04 =0q-" C:“’,’L‘_k, hiszen a CA';f és a C’ﬁ - 0, alaki elemek alkotjak a
Cuv csoportot, amelyrdl megéllapitottuk, hogy izomorf a matematikai D,, csoporttal.
Hasonléan a C* és a C* - C alaku elemek alkotjék a kémiai D,, csoportot, mely szintén
izomorf a matematikai D, csoporttal. Vagyis C* . C' = C'- C"~*. Tehat t6bb szimmet-
riamtivelet Gsszeszorzasa esetén a szorzat atalakithato gy, hogy a tényezdk kozott a
forgatasok egyméas mellé keriiljenek.

Megvizsgaljuk, hogy a szorzat alakitdasdval a o6, és a C' miveletek is

szétvalaszthatoak-e.

cos(2a)  sin(2a) 0 0
D(oq) - D(C) = | sin(2a) —cos(2a) 0 | -] 0 =1 0 =
0 0 1 0 0 -1
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= | —sin(—2a) cos(—2a)
0 0 —1

cos(2a)  sin(2a) 0
sin(2a) —cos(2a) 0 | =
0 -1 0 0 1

cos(2a) —sin(2a) 0 ) cos(—2a)  sin(—2a)
0
0

cos(2a)  sin(2a) 0
= | —sin(2a) cos(2a)
0 0 —1

Vagyis 0,4 és C' szimmetriamiveletek szorzataként az = — y sikra valo tiikrozés kom-
poziciojat kapjuk a 2o vagy a —2« szogi forgatassal.

A felirtakbol latjuk, hogy a csoport tetsz6leges elemeit Gsszeszorozva, a tényezdk
sorrendjét, alakithatjuk tgy, hogy végiil az azonos tipusiu elemek egymas mellé keriil-
jenek a szorzatban. Igy a kovetkezé alakhoz jutunk: C’ﬁ SOy - C™, ahol 6y egy
rogzitett sikra vett tiikrozés, C egy rogzitett tengely koriili 7 szogi forgatas, valamint
k=0,1,...,n—1;1=0,1; m = 0,1. A csoportnak 4n eleme van, vagyis a rendje 4n,

és a kovetkezd harom eleme generalja: C),, 64, C.

Dun. Ez a csoport is magdban foglalja a D, csoport elemeit, de
ezenkivil még egy, a fOtengelyre merdleges o, tiikorsikkal is
rendelkezik. n=2,3,4,5,6.

Azon molekulak szimmetriacsoportjat, amelyeknek pontosan egy darab n-edrendii valédi
forgastengelye, n darab, a tengelyre merSleges masodrendi val6di forgastengelye és egy
darab oy, tiikortengelye van, D,,-val jeldljiik.

Fentebb megallapitottuk, hogy a kémiai D, csoport x — y stkra vett hatasa a D,
diédercsoport, és hogy az x—y sik pontjainak egy-egy elrendez6déséhez a tér pontjainak
pontosan egy elrendezddése tartozhat. Az egyes szimmetriamiveletek elvégzésével
kialakult allapotban a pontok z koordinatai vagy valtozatlanul maradtak, vagy az
ellentettjiikre cserélédtek. Ebben a csoportban a D, csoporthoz képest az 1) szim-
metriaelem a oy, titkorsik, melyre valo tiikrozés megfelel a z koordinata (—1)-gyel valo

szorzasanak. Tehat a &), szimmetriamiivelet és a csoportba tartoz6 barmelyik masik
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mivelet egymas utani elvégzése felcserélhets. Vagyis a Dy, csoportnak pontosan két-
szer annyi eleme van, mint a D, csoportnak. Ezek a D, csoport elemei, és azoknak a
op-val vett szorzatuk. Vagyis a D, csoport rendje a D, csoport rendjének a kétszerese:

4dn. A csoport generatorelemeit a C,, C és 63, szimmetriamiveletek adjak.

Tgq, T. A T4 csoport magaba foglalja mindazokat a sziimetriaelemeket,
melyek egy szabdlyos tetraédert onmagdba visznek &at.

A csoport létezik a matematikaban is. A kémiai szakirodalom egy része felsorolja
a csoporthoz tartoz6 molekuldk szimmetriaelemeit, gyakran hibasan. A tetraédert

derékszdgl koordinata-rendszerben abrazoljak, a cstcsok koordinatai: ( 11 -1 ),

( 1 -1 1 ), < -1 11 ), ( -1 -1 -1 ) A szakirodalom szerint a molekula
szimmetriaelemei a kovetkez6k: harom Cy tengely, négy C3 tengely, hat tiikorsik és
hat S, tengely. Valojaban csak harom S, tengelyrsl beszélhetiink. A kémiai szak-
konyvek egy része szerint ,a hat Sy tengely az z, y, z koordinata-tengely pozitiv,

illetve negativ végeivel esik egybe’?

. Ezek szerint egy egyenes két vége két kiilonb6z6
Sy tengelyt hataroz meg. A két Sy tengely csak abban kiilonbozhet, hogy koriilottiik
a pozitiv forgasirany ellentétes. Vagyis ha az egyik tengelyre nézve elvégezziik az Sy
miiveletet, akkor 7 sziiggel forgatunk, majd a tengelyre merélegesen tiikréziink. A
masik tengely esetében ezzel ellentétes a forgatéasi irany, vagyis erre a tengelyre nézve
az S’ff mivelet megfelel annak, ha —3% = 7 szoggel forgatunk, és a tengelyre merdleges
sikra tiikroziink. Vagyis egy tengely pozitiv és negativ vége ugyanazokat az n-edrend
tiikrozve forgatasokat hatarozza meg, tehat valoban csak harom S; tengelye van a Tgq
csoportnak.

T4 csoport izomorf az S, permutaciécsoporttal. A csoport rendje 24.

T4 csoporton beliil a forgatédsok részcsoportot alkotnak. Ezt a csoportot T-vel
jeloljiik. Az itt talalhato szimmetriaelemek harom Cy és négy C5. A T4 csoportndl leirt
abrazolaskor a harom C'; tengely egybeesik a harom koordinatatengellyel. Ez éppen a

D» csoport, vagyis a masodrendii forgatasok részcsoportot képeznek.

On. Tartalmazza mindazokat a szimmetriaelemeket, amelyeknek megfeleld
szimmetriamiiveletek egy kockat vagy szabalyos oktaédert oOnmagara

képeznek.

2Torok Ferenc, Pulay Péter: Elméleti kémia I., Nemzeti Tankdnyvkiado, Budapest, 1999, 97. oldal
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A kocka szimmetriadinak a csoportjat Op-vel jeldljiik.

A csoport ismert a matematikaban is. A csoport rendje 48.

A kockat derékszogl koordinata-rendszerben abrazoljuk tgy hogy a cstcsai a
( +1 +1 =+1 > koordinataju pontokra illeszkedjenek. Ekkor a kocka négy megfelels
cstcsat kivalasztva a Tq csoport targyaldsakor leirt tetraéder-abrazolashoz jutunk.

Ebbdl kévetkezik, hogy T4 csoport részcsoportja Oy csoportnak.

O. A csoporthoz azok a (), szimmetriaelemek tartoznak, melyek egy
szabalyos oktaédert (vagy kockat) onmagaba visznek.

Azoknak a C,, forgatasoknak a csoportjat, amelyek egy szabalyos oktaédert vagy kockat
o6nmagaba visznek, O-val jeldljik.

Az O csoport Oy csoport részcsoportja. A molekulahoz szimmetriaelemek négy
Cj5 tengely, harom C} tengely és hat Cy tengely. A csoport rendje 24. Az Oy, csoport

targyalasakor leirtak miatt az O csoportnak részcsoportja a T csoport.

Th. A kémiai szakirodalom egy részében szerepel a Ty, csoport a kovetkezd definicio-
val:

Tartalmazza T elemeit, de ezen kiviil még az inverzid, illetve az
inverzid altal megkovetelt ujabb csoportelemek tartoznak ide.

Az igy definialt csoport azonban éppen az Oy, csoport, vagyis hiba kiiloén csoportként

kezelni ezt.
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4. A szimmetriacsoportok gyakorlati

alkalmazasa

A kémia tudoményaban a szimmetridk ismerete fontos a vegyiiletek fizikai tulajdonsa-
gainak ismeretéhez is. Ebben a fejezetben egészen roviden mutatunk két példat arra,

hogy a gyakorlatban hogyan hasznalhatoak a szimmetriacsoportok.

Dip6lusmomentum. Egy atomon beliil taldlhatoak toltés nélkiili és toltéssel ren-
delkez6 elemi részecskék is. A pozitiv toltési részecskék az atommagban talalhatok, igy
alig képesek helyvaltoztatasra. A negativ részecskék, az elektronok az atommag koriil
laza szerkezetd héjakban folyamatosan mozognak. Amikor t6bb atom egy molekulava
all 6ssze, az elektronok valamelyest atrendezédhetnek. Igy a molekulanak lesznek
negativabb, és pozitivabb részei. A dipolusmomentumot altalaban egy szdmértékkel
adjak meg, amely azt mutatja, hogy az Osszességében semleges molekulan beliil mi-
lyen ardnyban oszlik meg a negativ és a pozitiv toltés. A megadott szamérték azonban
nem maga a dipélusmomentum, hanem annak a nagysaga. Maga a dip6lusmomentum
egy vektormennyiség, amely azt is megmutatja, hogy melyik lesz a molekula ,negativ
vége”. Annak ismerete, hogy a molekulanak van-e dipélusmomentuma, elengedhetetlen
példaul ahhoz, hogy tudjuk, az adott vegyiilet milyen tipust kémiai reakciokban vesz
részt.

Ha a molekulan egy szimmetriamiiveletet végziink, akkor a molekulat énmagéara
képezziik. Ez azt is jelenti, hogy fizikai tulajdonsigai, igy a diplélusmomentuma is val-
tozatlan marad. Vagyis egy molekula csak akkor rendelkezhet diplolusmomentummal,
ha a molekulan elvégezhets szimmetriamiiveletek mindegyike valtozatlanul hagy egy
egyenest. A dipélusmomentum-vektor erre az egyenesre fog illeszkedni. Tehat kimond-
hatjuk, hogy azoknak a molekulaknak, amelyek dip6lusmomentummal rendelkeznek,

vagy nincs semmilyen szimmetridjuk, vagy pedig a C, vagy a C,, szimmetriacsoporttal
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irhatoak le. A molekula negativ és pozitiv pélusa pedig a C,, tengelyre esik.

Optikai aktivitas. A molekulak lehetséges szimmetriaelemei kozott szerepel a o
tiikorsik. Ha egy molekulanak nincs o tiikorsikja, akkor egyes esetekben a molekulat
egy tetszGleges sikra tiikrozve, az anyag egy olyan valtozatahoz jutunk, amelynek a tu-
lajdonsagai lényegesen eltérnek az eredetitél. Ennek az az oka, hogy az ilyen molekulék
nem hozhatoak fedésbe a tiikorképi parjukkal. Ezeket az anyagokat optikailag aktiv
anyagoknak, a két véltozatot pedig az anyag enantiomerjeinek nevezziik. Az optikai
aktivitas elnevezés onnan szarmazik, hogy ha egy ilyen anyag enantiomerjét feloldjuk,
és az oldaton polarozott fényt vezetiink at, akkor elforgatja a polarozott fény sikjat.
Sok esetben egy anyag két enantiomerje egyiitt fordul el. Ilyenkor az oldat nem mutat
optikai aktivitast, mivel a két enantiomer azonos mértékben, de ellentétes irdnyban
forgatja el a polarozott fény sikjat. Tehat ezzel a modszerrel nem lehet minden esetben
megallapitani egy anyagrol, hogy rendelkezik-e optikai aktivitéssal.

A molekuléris szimmetriacsoportok segitségével megallapithato, hogy egy molekula
fedésbe hozhato-e a tiikorképi parjaval, vagyis hogy rendelkezhet-e optikai aktivitassal.
A molekula tiikorképi parjat a ¢ miivelet elvégzésével kapjuk. Feltehetd, hogy a o
sik tartalmazza az dbrazolaskor origonak valasztott pontot. Vagyis a molekula akkor
hozhato fedésbe a tiikorképi parjaval, ha a szimmetriacsoportjaba tartozé miiveletek
forgatasokkal vett szorzataként megkaphaté a ¢ mitvelet. Nyilvan fedésba hozhato
a tiikorképével egy olyan molekula, aminek van legalabb egy szimmetriasikja vagy
egy szimmetriacentruma. Ha egy molekuldanak van S, tiikrozéses forgastengelye, akkor
S,-Cl =6,-C,-C' = 6, vagyis szintén fedésbe hozhato a tiikdrképi parjaval. Azok
a molekulak, amelyeknek nincsen sem 5, tiikrézéses forgastengelye, sem semmilyen o
tiikorsikja, sem pedig ¢ szimmetriacentruma, elvileg optikailag aktiv anyagok. Vagyis
az optikailag aktiv anyagok a C,, a T, a D, vagy az O szimmetriacsoporttal irhatéak
le.

Fontos megjegyezni, hogy az optikai aktivitas elméletének a gyakorlatba valo atiil-
tetése bizonyos esetekben nem mitkodik. Léteznek ugyanis olyan anyagok, amelyek
elvileg rendelkeznek optikai aktivitassal, de a két enantiomer nem valaszthato szét,
mivel képesek spontan modon egymasba alakulni.

Ugyanakkor az elméletnek hatalmas gyakorlati jelentGsége van. Példaul a cavrone

molekula egy illatanyag, vagyis aromaként hasznalhat6. A két enantiomert azonban
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szét kell valasztani, mivel egészen kiilonboz6 illattak, az egyik a borsmenta, a masik a
kémény illatanyaga.

A thalimidet a lepra és a csontrak gyogyszereként alkalmazzak, azonban csak az
egyik enantiomer hatasos, a méasik kifejezetten karos az emberi szervezetre. 1960 kortil
ugyanezt az anyagot hasznaltdk a Contergan nevi, vény nélkiil kaphaté nyugtatéd
hatoanyagaként. Ekkor a két enantiomert nem valasztottdk szét, igy érvényesiilt a
kartékony enantiomer hatasa, és az akkor sziileté csecsemdk koziil nagyon sokan vég-

tag nélkiil vagy fejletlen végtaggal sziilettek.
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