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1. Bevezetd

Szakdolgozatom témajanak megvalasztasiban elsGsorban az motivalt, hogy olyan
témat talaljak, amelyek tanulmanyaim soran nem nagyon Kkeriilt elGtérbe. Fontosnak
tartottam, hogy olyan anyagrészt mutassak be a matematika vilagabol, amelybdl

kevés a magyar nyelvi szakirodalom.

Ugy gondolom, aki a matematika vilagiban kivan elmélyedni, annak sziikség-
szerii és fontos, hogy kiprobalja magat a kutatomunkaban, problémék felderitésében,
megoldasaban. Ez a kés6bbi tanari palyan is fontos szerepet kaphat, hiszen az értelmes,
érdeklsds didkok, olyan érdekes kérdésekkel, problémékkal fordulhatnak tanarukhoz,
amelyet nem tartalmaz a tananyag. Ma az o6riasi sebességgel terjedd informaciok,
ismeretanyagok vilagaban fontos, hogy egy tanéar kis utanajarassal tudjon kielégité

valaszt és megoldast nytjtani érdekl6ds didkjai szamaéra.

Amikor felkerestem Naszodi Martont, aki a témavezetém lett, egy olyan témakort
vetett fel, amely felkeltette az érdeklédésemet. Igy mélyedtem bele a racsgeometria

vilagaba, s valasztottam szakdolgozatom anyaganak.

Forrasom a Pach Janos és Pankaj K. Agarwal Combinatorial geometry cimi
kényve volt. A konyv harom nagy fejezetét olvastam el, amelybdl kivalogattam a

szamomra legérdekesebbnek tiinG részeket.
Dolgozatomban megprobalom koriiljarni és bemutatni a témakor legfontosabb
definicioit és tételeit. A konnyebb érthetéség kedvéért abrakat készitettem, melyek jol

illusztraljak a bizonyitasok nehezebben értelmezhetd, lathato részeit.

Az els6 két fejezetében néhany definiciot és allitast mondok ki, ezek ismerete



sziikséges lesz a dolgozat tovabbi részeiben. Ezutan a halmazok Minkowski-Gsszegével
foglalkozom, majd bebizonyitom Minkowski tételét és Blichfeldt tételét. Ezt a racsel-
rendezés stirtiségének targyalasa koveti, ahol Fary tételének bizonyitasat is ismertetem.
Végezetiil Fejes Toth Laszlo egybevago konvex lemezek pakolasarol, fedésérél szolo

tételét ismertetem és bizonyitom.



2. Konvex geometrial bevezetd

Ez a fejezet a konvex geometria néhany, a dolgozatomhoz fontos definiciojat tartal-
mazza, amelyeket a késébbiek soran felhasznalok. A fejezet végén kimondok két a kon-
vex geometridban alapvetd allitast, amelyeket késGbb felhasznalok, de a bizonyitasat

nem ismertetem.

2.1. Definicié. Egy ponthalmaz R%-ben konvex, ha bdrmely két pontjdnak osszekotd

szakaszdt tartalmazza.

2.2. Definicié. A H halmaz korldtos R%-ben, ha van egy olyan r € R, hogy tetszo-

leges a € H esetén |a| < r.

2.3. Definici6. A H = {z € R? : n -z = ¢} halmazt, ahol n € R? és n # 0, hipersik-

nak newvezzik.

2.4. Definici6. A Ht = {z € RY:n-z > c} halmazt ésa H- = {z € R :n-z < ¢}

halmazt zart féltérnek nevezzik, ahol R? > n # 0 normdlvektor és c € R.

2.5. Definici6. A Ht = {z € R?:n-z > c} halmazt ésa H- ={z e R :n-z < ¢}

halmazt nyilt féltérnek nevezziik, ahol R? > n # 0 normdlvektor és c € R.

2.6. Definicié. A H hipersik elvalasztija az A-t a B-t6l, ha A C H+ és B C H- vagy
forditva.
A H hipersik szigortan elvalasztja az A-t a B-t6l, ha A C HT és B C H~ wvagy
forditva.

2.7. Definicié. Legyen A C RY konvex halmaz, H C R? hipersik. A H az A tamasz-
hipersikja, ha HNA# 0 és A C H+ vagy A C H-.



2.8. Definicié. Egy A C R? halmaz belseje: intA ={a € A:3r > 0: B(a,r) C A}.
A hatara: bdA={a € A:Vr >0: B(a,r)NA#0D, Bla,7)\A# 0}.
Az A halmaz zart, ha A O bdA, nyilt, ha A = intA.

2.9. Definicié. Egy K C RY halmaz kompakt, ha korldtos és zdrt.

2.10. Allitas. Legyenek K éa L konvez halmazok R*-ben. Ekkor, ha intK NintL = ()

teljesiil, akkor létezik hipersik, amely a két halmazt elvdlasztja.

2.11. Allitas. Legyen C konvex halmaz R%-ben és p € bdC', ekkor C-nek létezik p-ben

tamaszhipersikja.

2.12. Definici6. A C konvex halmaz sima, ha minden hatdrpontjdban pontosan egy

tamaszhipersik van.

2.13. Definici6é. Fgy K C R halmaz konvex test, ha konvez, kompakt, és belseje,

intK nem tres.

2.14. Definicié. Legyen K és L két konver test. K és L érintik egymdast, ha int K N
intL =0, de bdK NbdL # 0 teljesiil.



3. Racsgeometrial bevezetd

Ez a fejezet a racsgeometria alapvetd definicioit tartalmazza, melyek felhasznalasra
keriilnek a késébbiekben. A fejezet végén az alap paralelepipedonok térfogatahoz kap-

csoloddan mondok ki egy tételt és bizonyitom.

3.1. Definicié. Adott d linedrisan fiiggetlen vektor uy, ..., uq € R?. Az dltaluk generalt

racs a A (ﬂ, ...,%) = {mlﬂ—l— o+ mgug|my, ..mg € Z} halmaz.

3.2. Definicié. Legyen adott egy A rdcs és wy,...,uq € A. Ekkor {ﬂ, ...,@} a N egy

bazisa, ha A = {mlﬂ—i— o+ mgug|ma, ..mg € Z}.

3.3. Definicié. A sztenderd egységracs Ré-ben: Z¢ = {v : v; € Z;Vi =1, ...,d}.
3.4. Definicié. Véges sok pont konver burkdt R%-ben politépnak nevezziik.

3.5. Definicid. Véges sok rdcspont konvex burkdt konvex racspolitopnak nevezziik.

3.6. Definicié. A P = conv {ﬂ,...,%} politdp cstucsain azon v; pontok, amelyekre
igaz, hogy P # conv {ﬂ, ,%} \ {ﬂ}

3.7. Definicié. Az olyan rdcspolitopot, amely nem tartalmaz a csicsain kivil rdcs-

pontot elemi racs politopnak nevezzik.

3.8. Definicidé. Egy d-dimenzids racsban a bazisvektorok dltal kifeszitett paralelepipe-

dont a rdcs egy alap paralelepipedonjanak nevezziik.
3.9. Tétel. Egy rdcsban mindeqyik alap paralelepipedonnak ugyanakkora a térfogata.

Legyen vy, ...,v, a A egy bazisa. Ekkor detA jeldlje az alap paralelepipedon térfogatat.



Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy wy,...,wq a A egy maésik bazisa. Persze vy,...,vq is

és Wy, ..., wq is R? bazisa. Azaz létezik P € R*™ matrix, a bazis attérés matrixa, amelyre

W1 = P11V1 + ... + P1dVd

Wa = P11 + ... + P2dVd

Wq = Pd1V1 + .. + PddVd

Mivel w; rdcspont minden i-re és vy,...,vq a récs egy bazisa, ebbdl kovetkezik,
hogy pi; € Z minden 7j-re. Hasonloéan
V1 = quWi+ ... + q1dWq

V2 = @21W1 + ... + q24W4

Vg = qa1W1 + ... + qdWq

megfelel§ g;;-kre, ahol minden ij-re ¢;; € Z. Legyen P = (p;;) és igy Q = (qij)
a két matrix. Ekkor Q = P! és detP = ﬁ. Mivel detP és detQ is egész, ezért
detP = £1. Masrészt det(w, ..., wq) = detP - det(vy, ..., vq). O

3.10. Definicié. Ha detA = 1, akkor A-t egységracsnak nevezzik.



4. Minkowski-tétel

A fejezetben beszélek a halmazok Minkowsi-Osszegérdl, majd az elég nagy térfogati
konvex testek origén kiviili racspont tartalmazésarol szolo Minkowski-tételrsl és bizo-

nyitasarol. Ezt koveti a szorosan hozza kéthetd Blichfeld-tétel és bizonyitéasa.

4.1. Halmazok Minkowski-Osszege

4.1. Definicié. Az A,B C R? halmazok Minkowszki 0Osszege: A + B =
{a+b:aeAbe B}

4.2. Definicié. Az A C R? halmaz skalarszorosa: AMA = {\a : a € A}, ahol A € R.
4.3. Allitas. Legyen K C R%, konver halmaz. Ekkor K + K = 2K.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy p € 2K. Ekkor p = 2z, ahol x € K. Tudjuk hogy
p = x + x, ebbdl kovetkezik, hogy p € K + K.
Tegyiik fel, hogy p € K + K. Azaz p = x +y, ahol x,y € K. Legyen z = ITW Mivel K

konvex, ezért z € K. Persze fenn all, p = 2z, igy p € 2K. O
4.4. Megjegyzés. Ha a feltételbdl elhagyjuk, hogy K konvex, akkor mdr nem igaz az
dallitds.
Példa:




Az dabrdn ldathatd, hogy a K alakzat nem konvex és K + K # 2K. Az viszont teljesiil,
hogy K + K tartalmazza 2K -1.

4.5. Allitas. Ha A és B konvex halmazok, akkor A+ B is konvez.

Bizonyitds: Legyen x = a; +by € A+ Bésy =as+by € A+ B, A € [1,0]. Ekkor
A+ (1= Ny = Adr+Ab1 (1= N)ag-+(1— )by = a1 +(1—N)ag-+(Abi+(1-\)bs) € A+B,
mert
Aag + (1 = Nag € A és Aby + (1 — N\)by € B, ugyanis A és B konvexek.

0

4.6. Allitas. Legyen C egy konvex test és u,v € R?. Tegyiik fel, hogy C +u és C +v

érintik egymdst. Ekkor € + u és C C 1+ is érintik eqymdst.

Bizonyitds: Legyen p € (C +u) N (C +v), ekkor p—u € Césp—v € C, ekkor
(p—u)—(p—v) € C—C,ezért v—u € C — C és ebbdl kovetkezik, hogy 122 € £5€
éspersze 2 € C—Cllgyu+ 52 =v+ 42 =2 e (SC +u) N (5 —i—y).
Mivel C' + u és C' + v érintik egymast, ezért hipersikkal elvalaszthatoak, igy létezik
n € R4\ {0} és o € R, melyekre n(c+ u) > a és n(c+ v) < a minden ¢ € C pontra.

Legyen p e ¢ 4 u, ekkor p= g 2 4y, valamely c1, ¢ € C pontokra.
Belatjuk, hogy
ﬂgzﬂ'y"‘ﬂ'g;(ﬁz&'ggy

Ehhez elegendd, hogy

azaz

n-(u+c1) >n- (v+ c), marpedig

n-(u+c)>aésn-(v+c) < a.



a—c
2

Most legyen g € 0;20 + v, ekkor g = + v, valamely ¢, c; € C pontokra.

Belatjuk, hogy

c1—Ca
:ﬂ'y—i_ﬂ'i 7§ﬂ_g_+y

n- 2 2

ES

Ehhez elegendd, hogy

v+c1—c
n-=5—=<n-

NS

azaz
n-(v+c)<n-(utc), marpedig

n-(v+e)<aésn-(utc)>a

Igy latjuk, hogy ¢ +u a H = {2 €R?:n-z=c} hipersik altal hatarolt

egyik féltérben van, C;QC + v a masikban. 0

4.2. Minkowski tétele

4.7. Tétel. Legyen C C R egy origdra kézéppontosan szimmetrikus konvex test, €s
A egy egységrics. Ha VolC > 29, akkor C tartalmaz legaldbb egy rdcspontot, amely
kilonbozik 0-tol.

Bizonyitds: Legyen u,v € A, u # v. Tekintsiik az %C’ +u = {%Q—FQ_L | c€ O} és az
%C’—Fy = {%Q +uv]ce C’} halmazokat. Ha a kett6nek van kozos pontja, p, akkor p—u,
p—veiCiigy0#v—u=@w—p +((p—u) €3C+iC=Cév—uec A Tehat,
elegendd talalni két racsvektort, u-t, v-t, melyekre (3C' 4+ u) N (5C 4 v) # 0.

10
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Legyen M = %C’. Ekkor VolM > 1. Legyen K egy alap paralelepipedon, ekkor
VolK = 1. Tekintsiik az (M + u) N K(u € A) halmazokat. Ekkor (M + u) N K-ban
is benne van egy x € R? pont és (M + u) N K-ban is, amibsl kivetkezik, hogy
(M +u) N (M +0) #0.

Ezért
peEM+r=>p—axeM (4.1)
pEM+y=p—yeM (4.2)
(42)—(41):zo—yeM—-M=M+ M =C. Masrészt v —y = Z"\ {0}. O

4.3. Blichfeldt tétele

4.8. Tétel. Legyen k € N és S C R%, eqy Jordan mérhetd halmaz, amelyre VolS > k.
Ekkor léteznek 29, 21, ..., 2z € S pontok, melyekre z; — z; € Z%, 0 < i < j < k esetén.

Bizonyitds: Legyen K egy alap paralelepipedon. Tekintsiik az (S +u) N K (u € Z%)
halmazokat. Legyen p € K. Ekkor p € (S + ug) N (S +u1) N ... N (S + ug), amibsl
kovetkezik, hogy (S + ug) N (S +u1) N ... N (S + ug) # 0. Ezért p—ug = 20,p — uy =

zl,...,]_o—%:zkES, és zi—szZd.

11
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4.4. Feladatok

Emlékeztetek, hogy egy rdcshdromszdg elemi, ha a csicsain kiviil nem tartalmaz racs-

pontot. Lasd a 3.7. definicio.

4.9. Allitas. Legyen u,v € A. Ekkor az u,v, O hdromszog elemi, akkor és csak akkor,

ha {u,v} a A rdcs egy bdzisa.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy {u,v} a A egy bazisa. Tekintsiik a conv {0, u,v} ha-
romszoget, legyen p a haromszognek egy tetszGleges pontja, p # O. Ekkor létezik
A1, A2, A3 > 0, hogy MO + A + Azv = p, ahol A\; + Ay + A3 = 1. Igy 0 < Mg, A3 < 1,

ebbdl kovetkezik, hogy p nem lehet racspont. Tehat O, u, v haromszog elemi.

Tegyiik fel, hogy O, u, v egy elemi haromszog. Be akarjuk latni, hogy {u, v} egy bézisa
a Z*-nek. Legyen t = ETJ“E Ekkor O-nak t-re vett kozéppontos tiikorképe: u + v. Az

12



O,u,u+ v,v P paralelogramma is elemi, mert a récs kézéppontosan szimmetrikus ¢-
re. A haromszog cstcsain kiviil nem tartalmaz racspontot, igy a paralelogramma sem.
Ebbdl kévetkezik, hogy a sik egy csempézését adja, ahol minden rédcspont csiics, amibdl

kovetkezik, hogy {u,v} a A egy bazisa. O
A fejezet ezen részében két az [1] konyvben megtalalhatok feladatot oldok meg.

4.10. Feladat. Legyen A = A(uy,...,uq) €és legyen P olyan nem elfajuld paralelepi-
pedon Re-ben, amelynek dsszes csicsa rdcspont. Teqyik fel, hogy P nem tartalmaz a
csucsaitol kilonbozd rdacspontokat. Legyen O az eqyik csucsa €s vy, ...,vq az O csticsbol

induld élek vektorai. Ekkor {v,...,v4} a A rdcs egy bazisa.

Megoldas: A {P 4+ u : u € A} egy csempézése lesz a térnek. Csak a cstcsok racspontok,
mivel ha a P+ u tartalmazna egy csicsaitol kiilonbo6z6 racspontot, w, akkor p—w € P

és nem csucsa P-nek.

4.11. Feladat. Mutassuk meg, hogy minden o irraciondlis szamra és K > 0-ra van

olyan m,n € 7 szimpdr, amelyre |a — 2| < % és K < n.
n n

(X; ax

13



Megoldas:
Legyen A := {(z,9) € R? 1 2| < Q. |aw —y| < 5 }.
Ekkor AreaA = 4 fiiggetleniil () valasztasatol, mert (% + %) (Q+ Q)= % <20 = 4.

A Minkowski-tételbsl kovetkezik, hogy létezik (n,m) € Z*> N A, (n,m) # (0,0),
hogy

]a-n—m\gé,ahol (n < Q)
Igy
o =2 < &

Mivel « irracionélis ezért, ha ) elég nagy, akkor ebbdl kévetkezik, hogy n > K.
Masrészt, ha @ > n?, akkor

a-n—m| < L kifejezésbél kivetkezik, hogy |0 — 2| < L.
Q J n n

14



5. Fary tétele

A fejezet els6 részében definidlom a racselrendezést és a hozza kapcsolodo pakoléas és
lefedés stirtiségét, majd bebizonyitom azt a tételt, amely két racspont tavolsaganak
fels6 korlatjarol szol.

A maésodik részben Fary Istvan sikon valo racspakolas stirtiségének also és racslefedés

strtiségének fels6 korlatjarol szolo tételét mondom ki és bizonyitom.

5.1. Definici6. Adott eqy konver C' lemez és egy A rdcs a sikon. Tekintsik C eltolt-
jainak a C' = {C + M\ € A} csalddjdt. Ezt C' egy récselrendezésének hivjuk.

5.2. Definicié. Ha egy rdcselrendezés elemei pdronként dtfedés nélkiliek, akkor racs-

pakolasrol beszélink.

5.3. Definicié. Ha eqy rdcselrendezés elemei lefedik az egész sikot, akkor racslefedés-

rél beszélink.

5.4. Definici6. Adott eqy C konvex lemez és eqy A rdcs a sikon. A récselrendezés

e A(C)
stirtisége legyen 5% -

5.5. Definicié. Adott eqy C' konvex lemez és eqy A rdcs a sikon. C rdcspakoldsainak

legnagyobb striségét jeldlje 61, (C).

5.6. Definicidé. Adott eqy C konvex lemez és eqy A rdcs a sikon. C' rdcslefedéseinek

legkisebb siriségét jelolje 91 (C).

5.7. Tétel. Legyen A eqy eqységrdcs R? -ben. Ekkor létezik két rdcspont, amelyek td-
volsdga legfeljebb /2/+/3.

15



Bizonyitds: TLegyen 0* a A-beli pontparok minimum tavolsiga. Az u,v € A pedig
legyen egy ilyen pontpar. Az egyszertiség kedvéeért feltehetd, hogy u = 0. A pontok koré
rajzoljunk 0* sugarral koroket. Majd k- v € A, ahol k € Z legyenek a v egész szamu
skalarszorosai. Jeldlje [ a Ov egyenest. Ekkor a k - v alakt rdcspontok koré rajzolt &
sugari korok lefednek egy olyan savot az [ koriil, amelyeknek félszélessége (\/§ / 2) 0*.
Ekkor legyenek a hiromszog csicsai 0, v és a koréjiik rajzolt korok metszéspontja.
Ezen haromszog teriilete T = %* - m, ahol m a magassagot jeloli. Masrészt, mivel a
haromszog egységracs, amibdl kovetkezik, hogy T = % Ekkor 1 =¢6*-m > 9" - 5*\/75 és

amibdl kovetkezik, hogy a két racspont tavolsaga legfeljebb \/2/\/3. U

Az 5.4. definicié alapjan az egybevagd r sugart korok rdcspakoldsdinak sirisége
7r? [detA.

5.8. Kovetkezmény. Egybevigd kirok rdcspakoldsi stirisége legfeljebb m/+/12.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy A egy egységracs. A 6* jelolje ugyan azt, amit az 5.7.
tétel bizonyitasdban. A péaronként atfedés nélkiili korok sugara legfeljebb r = §*/2.

Ezért az 5.7. tétel szerint a racspakolas stirtsége:

16



5.1. Fary-tétel

Ebben a fejezetrészben bizonyitom a 6,(C) > 2 allitast csak abban az esetben, ha C

O-szimmetrikus , és a 9, (C) < 2 4llitast, de az egyenldséget nem.

5.9. Tétel. Adott eqy konvex C lemez a sikon. Ekkor fenndll:

Egyenloség akkor és csak akkor dll fenn, ha a C' hdromszdg.

5.10. Definicié. Legyen C C R? tetszdleges halmaz. A D(C) = C + (=C) =
{c = {dlc,d € C} halmazt a C kiilonbség-tartomanyanak hivjuk.

Természetesen, ha C' konvex, akkor D(C') is konvex, tovabba kozéppontosan szimmet-

rikus az origora.

5.11. Definicié. Affin szabalyos hatszog, olyan konvexr hatszdg a sikon, amely kdzép-

pontosan szimmetrikus és szemkozti oldalai pdrhuzamosak.

5.12. Lemma. Bdrmely kozéppontosan szimmetrikus D konvex lemez tartalmaz egy
beirt affin szabdlyos H hatszéget ugyanazon kézépponttal. Rdaddsul szabadon megud-

laszthatjuk a H egy oldaldnak irdnyadt.

Bizonyitds: Legyen minden p; € bdD (i = 1,2,3), és jelolje p, a p; ponttal atelle-
nes pontot. Jeloljiink ki egy py tetszéleges pontot D hataran. Ekkor megkapjuk p)-et is.

B
—

ral
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Toljuk el pyp)| szakaszt gy, hogy kimetszen egy pops hirt a D-ben gy, hogy paps =
ipip;. Ekkor megkapjuk a ph, p pontokat is.

p3 p2

c

pI2 p'3

A hat pont meghataroz egy hatszoget.

p3 p2

p'1 o p1

p.2 p'3

Mar csak azt kell belatni, hogy a hatszog affin szabalyos. Azt mar tudjuk, hogy a pops
és a pyps oldalak parhuzamosak egymassal.

A fenti eljarast a p, pontra alkalmazva megkapjuk, hogy a pip} és a p)ps oldalak par-
huzamosak egymaéssal.

A p3 pontra alkalmazva az eljarast pedig megkapjuk, hogy a pipy és a p|p, oldalak
parhuzamosak egymassal. Ezzel belattuk, hogy a hatszég szemben 16v6 oldalai parhu-

zamosak egymaéssal, tehat affin szabalyos. O

A kovetkezd lemmaéat bizonyitas nélkiil mondom Kki.

5.13. Lemma. Legyen C C R? konvex lemez. Ekkor létezik C-be irt affin reguldris
hatszog.
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Az 5.9. tétel bizonyitdsa: Az 5.9. tétel (i) részének bizonyitasa szimmetrikus esetre.
Legyenek pi,...,ps pontok egy C-be beirt affin szabalyos hatszog cstcsai. Az 5.12.
lemma masodik része szerint szabadon vélaszthatjuk meg p;-et C' hataran. A pl, ..., pj
pontok legyenek a pyp; vektorral eltolt hatszég cstcsai.

Legyen A az a racs, melynek bazisa py — p1 és ps — pa. Ekkor a papiplps négyszog

paralelogramma lesz, mégpedig A egy alap paralelogrammaéja.

Ekkor d(C,R?) = )

A(p2phpips)

VANSN ANV AN )

Daraboljuk at a paralelogrammankat, agy hogy a p|phprp; négyszoget eltoljuk a
p1p2pspe pontok altal hatarolt négyszogbe. Vegyiik a pipapsphpapspsps nyolcszoget.

. A(C
Eldkor A(pophpips) = A(pipepsphpapipsps), tehdt d(C,R?) = g th

Bontsuk szét a nyolcszogiinket harom részre, igy megkapjuk az eredeti hatszo-

giinket és a psphp, haromszoget és a papips haromszoget, ekkor

d(C,R?) = !

(C)+A(p3phpa)+A(papgps)

Masrészt A(pspyps) = A(Opsps) és A(papsps) = A(Opsps), amikbol kovetkezik,
hogy

A(psphps) < A(p1p2pspa) és
A(paptps) < A(p1papsps),

czért A(psphpa) + A(papips) < 3A(C) és d(C,R?) > 2.
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Most kovetkezik a (ii) bizonyitasa az 5.12. lemma segitségével. Nézziik a sik egy
csempézését a H eltoltjaival, ahol H a C-be beirt affin regularis hatszog. A C\H

komponenseit jelolje Ry, ..., Rg.
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Belatom, hogy
A(Ry) + A(Ry) < 240

Jelolje R} jeloli az R; po-re tiikrozott képét. Mivel van C-nek tamaszegyenese
po-ben, igy fenall Rf N Ry = () és mindkettd teriiletét tartalmazza egy kis haromszog,

amely a H hatszog teriiletének egyhatoda. Hasonl6an

A(R;) + A(Ri) < ATH) minden i-re (1 <i <6);

ezért S0 A(R;) < A(H)/2.

Ez azt jelenti, hogy d(C,R?) = AC) _ AUD+S - AR:) < %
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6. Fejes Toth Laszl6 tétele egybevago

konvex lemezek pakolasarol, fedésérol

A fejezet elss részében a konvex lemezek elhelyezésének stirtiségének also és felsd stirii-
ségét definidlom, majd Fejes Toth Laszlo konvex lemezek pakolasarol, fedésérdl szolo

tételeit mondom ki és bizonyitom.

6.1. Definicio. Legyen C = {C1,Cy, ...} konvex lemezek egy csalddja a sikon és
legyen D a sik egy részhalmaza. A C-t a D egy fedésének nevezzik, ha |J,C; O D.
Madsrészt, ha |J; C; C D és semelyik kettonek nincs kizis belsé pontja, akkor C-t a D

egy pakolasanak nevezziik.

Ha D korldtos, Jordan-mérhetd tartomdny, akkor a C kérelhelyezés striisége D-

re vonatkozdan

CA(C;

ahol a szumma befutja azon i-ket, amelyekre C; N D # 0. Ha D az egész sik,

akkor definidlunk egy also és eqy felsd siiriséget:

d(C,R?) = limsupd(C, D(r)) €s

r—00

d(C,R?) =liminf d(C, D(r)),
7—r00

ahol D(r) jellje az r sugard korlemezt, amelynek kézéppontja az origd.

Ha ez a két szdm megegyezik, akkor a kozds értéket nevezzik a C korelhelyezés
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stirtiségének a sikon és d(C,R?)-el jeldljiik.

A milt szazad végén Thue bebizonyitotta, hogy az egybevago korokkel vald pakolas
stirisége kisebb, mint w/+/12, azaz

E(C,R2) < W/\/ﬁ

Joval késébb Kershner bebizonyitotta, hogy az egybevagd korokkel valo fedés
stirtisége nagyobb, mint 27 //27, azaz

d(C,R?) < 21 /\/27.

2 2m
d(C,® )=E



Kimondom Dowker két tételét bizonyitas nélkiil, melyeket a Fejes Toth Lészlo tételei-

nek bizonyitédsaban felhasznalok.

6.2. Lemma. Legyen C egy konver lemez a sikon. Minden s € 77", s > 3 jelilje a(s) a
C' koré irhatd konvex s-szogek teriiletének minimumdt. Ekkor az a(s) sorozat monoton

foqyd és konvez, azaz a(s + 1) < w, minden s € 21, s > 3.

6.3. Lemma. Legyen C' eqy konvex lemez a sikon. Minden s € ", s > 3 jeldlje a(s)
a C-be beirt konvex s-szogek teriletének mazimumdt. Ekkor az a(s) sorozat monoton

novd és konkdv, azaz a(s+1) > w, minden s € Z7.

6.1. Fejes Toth Laszlo tétele racspakolasrol

6.4. Tétel. Legyen H eqy konvexr hatszdg és legyen C eqy konvex lemez, jeldlje P
a C koré irt minimdlis teriletd hatszéget. Ha a C lemez n eqybevdgd eltoltjanak eqgy

pakoldsdt tekintjik a sikon, akkor

Az Euler formula egy ismert kdvetkezménye az alabbi lemma.

6.5. Lemma. Minden n ponti sikgrifnak legfeljebb 3n — 6 éle van.

6.6. Lemma. Legyen C, ..., C,, nemdtfedd konvex lemezek rendezett halmaza a konvex
H hatszogben. Ekkor taldlunk nemdtfedd konvex sokszigeket, leqgyenek Rq,...,R, C H
gy, hogy R; O C;, minden i-re, €s

Z?:l S; S 6n;

ahol s; jeloli az R; oldalainak szamdt.

A 6.6. lemma bizonyitdsa: Kezdjiik el novelni a C; halmazokat H-ban, dgy hogy
tovabbra is konvexek maradjanak és belsejiik maradjon diszjunkt. Kénnyen lathato,
hogy amikor egyikiiket sem lehet tovabb ndvelni, akkor az Gsszes kibévitett C; C R;

halmaz konvex sokszoget alkot. Nem sziikséges, hogy kitoltsék az egész H-t.

24



Szerkessziink egy n + 1 csicsu sikbeli grafot, melynek csticsai megfelelnek az Ry, ..., R,
tartomanyoknak, hozzavéve a H = R\ H halmazt . Két csticsot dsszekdt egy él, akkor
és csak akkor, ha a megfelel6 lapok érintik egymast.

Ha e jeloli az élek szaméat, akkor
Bn+1)—6>e> LS s +q—06).

ahol s; azon R; pontok foka, amik nincsenek a hataron és ¢ az osztopontok

szama. Ennek atrendezésével kapjuk a lemmabeli egyenl&tlenséget.

A képen lathato példan latszik, hogy ¢ darab osztopont van, ekkor a hatarold taroma-
nyok szama ¢, ami azt jelenti, hogy a fokszam ¢, de ekkor 6 darab fokszammal tobbet

szamoltunk, igy a tobbletet le kell vonni. l

A 6.4. tétel bizonyitisa: Tegyiik fel, hogy C1, ..., C,, a C lemez egybevago eltoltjainak
egy pakolasa H-ban és R; O C; jelolje a fenti sokszogeket, ahol 1 < i < n. Tovabba
legyen P, egy a C koré irt legkisebb teriiletii s sz6g. Ekkor

A(H) 2 E?:l A(Ri) = Z?:l A(P8¢)-

Masrészt a 6.2. lemma alapjan létezik egy monoton csékkend konvex a(x) fiigg-

vény, hogy a(s) = A(P;) minden egész s > 3-ra. Ezért a 6.6. lemma miatt,
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it AlPy) = Xlisyalsi) 2 n-a (i, si/n) = n-a(6).

Masszoval a 6.4. tétel szerint a pakolas stirtisége

d(C.H) < 412

A(Pe)*

6.7. Kovetkezmény. Adott eqy pakolds C' egybevdgo eltoltjaival a sikban, ekkor

—

d(C. R < 47

J

=

ahol Ps jeloli a C koré irt minimum teriletd hatszoget. Specidlisan, ha C kor,

akkor Pys szabdlyos hatszég C' kéril, ezért

d(C,R?) < .

6.2. Fejes Toth Laszlo tétele racslefedésrol

6.8. Definicio. A C) és Cy konver lemezek keresztezik egymdst, ha C1\Cs és C2\Ch

nem 6sszeftiggdek.

6.9. Tétel. Legyen H eqy olyan konver hatszdg, amelyet fed C' n darab eqybevdgo

eltoltja, amelyek kozil semelyik kettd nem keresztezi eqymdst. Ekkor

A(H)

"2 Alps)’

ahol pg jeloli a C-be beirt maximdlis teriletd hatszogét.

6.10. Lemma. Legyen C4,...,C, nem keresztezd konvexr lemezek rendszere, ame-
lyek fedik a konvex H hatszoget. Ekkor talalhatunk nem dtfedd konver sokszigeket,
Ry, ...,R, C H dgy, hogy R; C C; (1 <i<n), és amelyek teljesen lefedik a H-1, és

iy Si < 6m,

ahol s; jeloli az R; oldalainak szamdt.
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A 6.10. lemma bizonyitdsa: Tekintsiik azon C;, C; lemez parokat, amelyek metszik
egymast. Jelolje a és b a hatarukon lévé metszéspontokat. Csokkentsiik a C; és a C}
lemezeket tigy, hogy a halmazok az ab szakaszig tartsanak, ekkor kapunk két 4j lemezt
Ci-t s Cl-t gy, hogy C7U C} = C; U Cj. A probléma a modszerrel az lehet, hogy az

0j rendszerben a lemezek egy része keresztezheti egymast.

El tudjuk keriilni ezt a nehézséget azzal a megjegyzéssel, hogy ha C} és Cy keresztezik
egymast, akkor C; N Cy C C; N C;. Igy ha a fenti eljardst annal a (C;, C;) parnal
kezdjiik, melyek metszete minimalis teriiletii, akkor nem keriilhetiink bajba.

Ezzel az algoritmussal elGallithatjuk az Ry, ..., R, cstcsi nem atfedd konvex sokszoge-
ket, azzal a tulajdonsaggal, hogy (J;_, R; = H. A bizonyitas utolso része koveti A 6.6.
lemma bizonyitasat. Tehat szerkessziink egy m + 1 csticsit sikbeli grafot, melynek
csticsai megfelelnek az Ry, ..., R, tartomanyoknak, hozzavéve a H = R?\ H halmazt .
Két csticsot dsszekot egy él, akkor és csak akkor, ha a megfelel§ lapok érintik egymést.

Ha e jeloli az élek szaméat, akkor
3(n+1)—6>e> 23", s +q—6),

ahol s; azon R; pontok foka, amik nincsenek a hataron és ¢ az osztopontok

Szama. 0

A 6.9. tétel bizonyitisa: Legyen C lemez nem metsz6, egybevagd eltoltjainak rend-
szere (', ...,C, és R;, s; jeloljék ugyanazt, mint a 6.6. lemmaban. Tovabba legyen p;

egy a C-be beirt legnagyobb teriiletd s-szog. Ekkor
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A(H) = Z?:l A(R;) < Z?:l A(ps;)-

Maésrészt a 6.3. lemma szerint létezik egy monoton noévé konkiv a(z) fiiggvény,

hogy a(s) = A(Ps) minden egész s > 3-ra. Ezért a 6.10. lemma miatt,

Sy Alps) = Xy alss) na (B2 <na(6) = n - Alps).

Mas szoval a 6.9 tétel szerint a fedés stirtisége

d(C,H) > 4.

6.11. Kovetkezmény. Adoit a sik eqy fedése C' eqybevdqgo eltoltjaival, ekkor

2 A(©)
d(C,R°) = oy

ahol pe jeldli a C kéré irt legkisebb teriletd hatszdget. Specidlisan, ha C kor,

akkor Py szabdlyos hatszég C' kéril, ezért

21
d(C,R?) < X

ﬁ
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7. Koszonetnyilvanitas

Eztton szeretném megkoszonni Naszodi Martonnak, hogy erre az érdekes témara fel-
hivta figyelmemet és elvallalta a konzulensi teendSket . Készénom, hogy a konzultaciok
soran tiirelmével, tudésaval és szakmai tapasztalataval nagymeértékben segitette mun-
kamat, irdnyitott a szakdolgozat felépitésének megalkotdsaban, és a néhol nehezebben

megfogalmazott részeket korrigélta.
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