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1. Bevezetés

A gimnaziumi tanulmanyaim sordn azt lattam, hogy azok az osztalytarsaim,
akik nem jartak matematika fakultaciora, kivancsiak voltak az analizisre.
Dolgozatomban arra a kérdésre keresem a valaszt, hogy a hatarérték fogalma
kordbban szerepelt-e a kozépiskolaban. Megvizsgaltam, hogy az évek soran
hogyan valtozott a matematikaoktatds ezen része, megnéztem, hogy a kiilonbozo
tankonyvek milyen formaban vezetik be a fontos fogalmakat, és azt hogy mi
okozhatja a nehézségeket a tanulas folyamataban. Kitértem arra is a sajat egyetemi
tanulmanyaimat felelevenitve, hogy az ezen konyvek altal szerzett tudas mennyire

konnyiti meg a kés6bbi tanulméanyokat.

2. A torténeti el6zmények néhany adata

A hatarértek késén jelent meg, fontos elézményét jelentik az
infinitezimalisok. Az infinitezimalis helyzetét vettem szemiigyre az analizis
fejlodésében. Arra kerestem adatokat, hogy a kiemelkedd matematikusok
elfogadtak-e hasznalatat, vagy éppen ellenkezdleg teljesen elutasitottdk 1étezését.
Az infinitezimalis a végteleniil kicsi de nullanal nagyobb szam. Az archimédeszi
axidoma tagadja létezését, viszont szamitdsokban alkalmazhat6 volt. A hatarérték
fogalmanak szabatos definialdsa és az 1960-ban megjelent nemstandard analizis
tisztazta a helyzetet.! Az analizis torténetéb8l kiemelek az infinitezimalisok

szerepérél szo0lé néhany részt, és ehhez Davis-Hersh konyvet hasznéaltam

: A matematika 0j aganak, a nem standard analizisnek a megalkotdja

Abraham Robinson volt, aki Ujra hasznalni kezdte az infinitezimalis fogalmat,
amelyet a 19. szazadban kiliztek a matematika vilagabol. Emiatt Karl Weierstrass
ujrafogalmazta Newton ¢és Leibniz szadmitasait is. Viszont Robinson az 1j
matematikai aggal bizonyos értelemben megvédte a 18. szdzadban hasznalt
matematika nem teljesen szabatos levezetéseit. Az infinitezimalisokkal kapcsolatos
ellentmondasok tisztdzdsdban pedig az euklideszi geometria szamitott

mértékadonak.)



segitségkeént.

GOROGOK

Eukleidész kizarta a végtelen nagyot ¢és a végtelen kicsit, ahogy
Arisztotelész is.. Zénon érvelései teljesen tarthatatlanna tették az idének, mint
egymds utani pillanatok sorozatanak, vagy az egyenesnek, mint egymdés utani
,,oszthatatlanok” sorozatanak fogalmat. Archimédesz hasznalta az
infinitezimalisokat a végtelen kicsi fogalmat, az eredmények megsejtésére. Ezek
segitségével hatarozta meg bizonyos alakzatok teriiletét. A kimerités modszerével
matematikailag korrekt moddon bizonyitotta az allitdsokat. A kimeritési
modszerében elkeriili az infinitezimalisokat. Az 6kori Gordgorszagban hasznaltak
a kovetkezd eljarast: A gorbefeliilettel hatarolt testeket, tetszéleges pontossaggal,
feliilr6l és alulrél 1épcsdzetes testekkel kozelitették meg. Ezt alkalmazta
Arkhimédész is a kimeritési mddszernél, €s ezzel elért az integral szamoléashoz,

amit kés6ébb a nyugati matematika felfedezett.

KOZEPKOR

A kozépkorban a nyugati matematikdban el8szor az infinitezimalisok
jelentek meg. Cusanus vizsgdlta a kor keriilete és teriilete kozotti kapcsolatot.
Ebben is felhasznalta az infinitezimalisokat. Cusanus szerint: ,,A végtelen minden
tudas forrdsa, eszkdze s ugyanakkor elérhetetlen célja.”

Kepler az infinitezimalisok segitségével hatdrozta meg a boroshordok
legidealisabb méretezését, ezzel szemben Pascal ugy tekintett a végtelentil nagyra
¢és végteleniil kicsire, mint misztikumokra. L'Hospitaltol, az els6 analizis tankonyv
megalkot6jatol szarmazik a kovetkezd két fontos meghatarozas:

Ha két mennyiség csak egy infinitezimalisban kiilonbdzik egymastol, akkor azok
egyenlonek tekinthetdk.

A gorbe olyan egyeneseknek a sokasaga, amelyek mindegyike végteleniil kicsi.
Ebbdl is latszik, hogy L'Hospital elismerte az infinitezimalisok 1étezését. (Davis-

Hersh: A matematika élménye)



NEWTON és LEIBNIZ

Ebben a részben Egmont Colerus: Pythagorastél Hilbertig cimii konyvét
hasznéltam segitségként. Ez egy meglehetdsen régi konyv, ami a torténetisége
miatt is érdekes lehet, szerintem a részletes életrajzi adatok miatt a didkok
érdeklodését is felkeltheti. Newton ¢és Leibniz tulajdonképpen Arkhimédész
modern megfeleldjének tekinthetd. Az infinitezimalis matematika megsziiletésnél
nagyon fontos szerepet jatszott a csillagdszat és a fizika, amely Isaac Newton
személyében taldlta meg legnagyobb képviseldjét. Newtonnak egy egységes
mechanikus vilagképe volt, ennek ellenére vallasos munkdkat is irt, és teologiai
nézeteket is vallott. Legfontosabb konyve a Principia volt, amelyet Leibniz meg
akart cafolni, ugyanis nem értett egyet vele az altalanos gravitaciorol irtakban,
viszont Dynamika cimi miive végiil nem késziilt el. Newton bar elismerte az
infinitezimalisok  létezését, szamitdsaiban mégis megprobalta elkeriilni
hasznalatukat.

Leibniz nem matematikusnak késziilt, Niirnbergben tanult jogot, késdbb
viszont a parizsi szellemi ¢élet gyujtépontjdba keriilt, és egy 4altalanos
karakterisztikat képzelt el. A szamologép feltalalasanal Pascal gondolatait
folytatta. Nevéhez fliz6dik a Leibnizi sor, ami az arkus tangens sorfejtésébdl
keletkezik, abban az esetben ha x értéke egy. 1673-ban megallapitotta, hogy a
végtelen kalkulus két kiilonalld problémakorbdl all. Szerinte az infinitezimalisok
probléma nélkiil hasznalhatok a szamitasok sordn. Leibniztdl szarmazik tobb ma is
hasznalt matematikai jel6lés: az egyenléség, a szorzds, a hasonlésag, az
egybevagosag, a differencidlhdnyados és az integral jele, és j6 néhany elnevezés is:
fliggvény, koordinata, differencidlszamitas, integralszamitas. Valamint Explication
de I'Arithmétique Binaire cimii kdnyvében, 0 irta le eldszor a kettes szdmrendszert.
Leibniz és Newton egymastdl teljesen fiiggetleniil fedezték fel a differencial-
illetve az integralszamitast. Kettejiikk kovetdi kozott kialakult az tGgynevezett

prioritési vita.



3. Tantervi el6zmények

3.1 Nemzetkozi kezdeményezések

A 20. szdzadban reformfolyamatok indultak. A New Math nevii mozgalom
viszont nagyon hamar kudarcot vallott, mert hamar rajottek, hogy ez a felfogas
hattérbe szoritja a matematika gyakorlati alkalmazasat, és nem veszi figyelembe a
az ¢letkori sajatossdgokat. Az 1) irany egyik megkérddjelezdéje a magyar
szarmazasu az USA-ban ¢l6 Polya Gyorgy volt. Polya Gyorgy vilaghiri
matematikus és fizikus volt. A matematikaoktatds megreformalasdnak egyik f6
képviseldje, és 6 dolgozta ki a heurisztikat. How to solve it (Gondolkodas iskol4ja)
ciml konyveét 1945-ben adta ki, és ebben irja le a problémamegoldéas négy 1€pését:
1.Ertsd meg a problémat
2. Készits tervet a probléma megoldasara
3. Hajtsd végre a tervedet
4. Ellendrizd az eredményt €s gondold at hogyan lehetne javitani rajta
E mozgalom biraloinak legf6bb gondolata, ami a mai nevelési igényeket tiikkrozik,
az hogy a didkok ne csupan kész ismereteket kapjanak, hanem a tanar segitségével
sajat maguk jussanak el gondolkodéas altal a felismerésig. Ez az Ugynevezett
,problamaorientalt matematikaoktatas” elsésorban Pdlya Gyorgynek kdszonhetden
indult el. ?

A problémamegoldassal kapcsolatban sokféle felfogds figyelheté meg az
europai orszdgokban. Itt elsdsorban Anglidt emelném ki. Az ottani tanterv
megkoveteli a 9. és 10. osztadlyos tanuloktdl, hogy kutatdmunkat végezzenek
évente kétszer, és a kutatds kozben felmeriild kérdéseket, a folyamatot, és
problémamegoldasat egy dolgozat forméjaban kell beadniuk. Igaz, hogy ez nem
kovetel meg a gyereckektdl kemény matematikat, mégis hasznos, hogy 0©nallo

gyakorlati munkat végeznek. Az Angol minta tovabba abban a Iényeges pontban

> Oktataskutato és Fejleszté Intézet honlapja, Somfai Zsuzsa: A matematika tantargy

helyzete a fels6 tagozaton és a kozépiskoldban



kiilonbézik a magyartdl, hogy analizissel kozépiskoldban alapszinten is
foglalkoznak. Itt akik azt valasztjak, hogy matematikabol zarovizsgat tesznek,
szamot kell adniuk a hatarérték, folytonossag, derivalas, integralas témakorérol is,

ami nalunk k6zép szinten kiszorult az érettségi vizsgarol.

3.2 Magyarorszagi kezdeményezések a XX. szazad masodik
felében

Az 1960-as évek elejétdl meriilt fel a gondolat, hogy a matematika tanitas
fejlesztésre szorul. A megujulds egyik kezdeményezdje az a Varga Tamas volt,
akinek magyarorszagi kezdeményezése kapcsolodott a kiilfoldi 0 irdnyzatokhoz,
¢s igy 6 1s nemzetkozileg elismertté valt ) eredményeivel. Varga Tamas szdmos
dijjal kitiintetett matematika tanar volt, és nemzetkozileg is rengeteg elismerést
kapott. Kezdetben matematika tanarként dolgozott, aztan az ELTE falain beliil
keriilt kapcsolatba a matematikatanarok képzésével. Késdbb kezdett el foglalkozni
az altalanos 1iskoldk matematikaoktatdsdnak megreforméldsaval. Tanterveket
készitett, és nagyon sok tankdnyv szerkesztésében vett részt. A dolgozatomban
késébb bemutatom az egyik altala szerkesztett matematika tankonyvet. Azt
hangstlyozta, hogy a matematikatanitds lényege az, hogy a didkok aktivan részt
vegyenek a tanulas folyamatdban, gondolkozzanak, ne csak mechanikus
ismereteket sajatitsanak el. Az 6 megujitasi terve bar csak az altalanos iskolakra
korlatozddott, mégis hatasara elindult a gimnaziumi tantervek fejlesztése is. A
nyolcvanas ¢és kilencvenes években tortént iskoldkat érinté véltozasok a
matematika-tanterveket is alapvetéen megvaltoztatta. A nemzeti alaptanterv
létrehozdsa sordan az alkotoknak sikeriilt gy 6tvoznilik a magyarorszagi nevelési
hagyomanyokat az 0j szemléleti elemekkel, hogy a legtobben egyetértsenek vele,
¢s szivesen fogadjak a valtozdsokat. A kozépiskolai matematika-kerettanterv
kiemeli a legfontosabb 1) elemeket a matematikatanarok szadmara. Ezek a
kovetkezok:

,»a modellalkotas, matematizalas jelentdségének ndvekedése;

A a matematika alkalmazasi terének novekedése;



A egyensuly a matematika belsd struktarijanak kiépitése és a tanultaknak a
mindennapi ¢letben, mas targyakban valo felhasznédlasa, eszkozként valo

alkalmazasa kozott;

A a modern oktatdsi, tanuldsi technoldgidk beépitése a mindennapi iskolai

.. e . 3
oktatasi, nevelési tevékenységbe.”

4. Hatarertek fogalom az egyetemi analizis tananyagban

A fels6oktatas matematika anyaganak nagyon fontos, alapvetd része a
hatarérték és folytonossag témakdre. Ezért szeretnék most egy attekintést adni
arr6l, ahogy ez elhangzik az egyetem falain beliil. Ehhez a részhez elsésorban a
sajat eldadas, és gyakorlatjegyzeteimet hasznéltam, és ezek alapjan foglaltam Gssze
a legfontosabb fogalmakat, és tételeket.

A hatarérték fogalmanak egy nagyon leegyszertsitett modja a kovetkezo:
Egy fliggvény hatarértéke az a pontban A, ha az a-hoz kozeli helyeken a fiiggvény
A-hoz kozeli értékeket vesz fel.

A sorozatok hatarérték fogalménak definidlasahoz sziikség van a torlédasi pont
definiciojara:

Torlodasi pont:

Legyen H R tetsz6leges. Azt mondjuk, hogy egy a € RuU {+o0} U {-0} torldédasi
pontja H-nak, ha

V r> 0 esetén I%r(a)ﬂH +0Q,
vagyis ha az a pont tetszdleges kdrnyezete tartalmaz tdle kiilonb6z6 H-beli elemet.
Egy H részhalmaz R torlodasi pontjainak halmazat jeldlje H'.
Belathatdé, hogy ha a € H', akkor a lehet eleme a H-nak, de az is
eléfordulhat, hogy nem lesz benne a halmazban. Tovabba, ha H=N, akkor
H'={+w0}, ha H=[a,b], akkor H'=[a,b], és ha H véges halmaz, akkor H' {ires halmaz

lesz.

Oktataskutaté és Fejleszté Intézet honlapja, Somfai Zsuzsa: A matematika tantargy
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Még be kell vezetniink egy a pont r > 0 sugari kipontozott kdrnyezetét,

amely az r-sugart kornyezetbdl tartalmazza az a-n kiviili pontokat.
]O{r(a) = (a-r,a) U(atr),haa € R,

K (o) = K () = (£ 4,

K +(-0) = K(-0) = (-o0, _71).

Ezek fényében az (a,) sorozat hatarértékét a kovetkez6képpen definialhatjuk:
Az (a,) sorozat hatarértéke az A€ R U {+oo} U {-00}, ha
minden ¢ > 0 szadmhoz létezik NEN kiiszobindex, melyre minden n>N
esetén (a,) € KA.
A fiiggvény hatarértéke:
Az f fiiggvény a pontbeli hatarértékének fogalmat azokra a pontokra

értelmezziik, amelyek a D(f)' -ben vannak benn, vagyis azon pontok halmaza,

amelyek ,.elég kozel” vannak az értelmezési tartomdnyhoz, de nem feltétleniil
vannak benne.

Legyen az f: R—R ¢és a € D(f)' az értelmezési tartomany egy torlodasi
pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény hatarértéke a-ban az A€CR U {+ow0} U {-0}
pont, ha

minden € > 0 esetén létezik 6 > 0, hogy ha x €Io{5(a)ﬂD(f), akkor f(x) € Ke(a),
ez annyit tesz, hogy az a-hoz ,elég kozeli” (értelmezési tartoméanybeli) pontok
esetén a fliggvényértékek elég kozel vannak A-hoz.
Jelolés: limf, = A vagy limf(x)x—a = A
Amennyiben a eleme az értelmezési tartomanynak is, a definicié nem fiigg az a-

ban felvett helyettesitési értéktdl, vagyis az f(a)-tol, és azért fontos, hogy a

torlodasi pont legyen, mert igy barmely 6 > 0 esetén a 10{5(a)ﬂD(f) tartalmazzon x
elemet.

A hatarérték fogalmak sorabol, mar csak a jobb, illetve bal oldali
hatarértékek hianyoznak. Ezek leirdsahoz is sziikség van, csakigy mint a fenti
esetben a kipontozott bal (jobb) oldali kornyezet, valamint a bal (jobb) oldali

torlodasi pont meghatarozasara.



Kipontozott bal/jobb oldali kornyezet:
Egy a pont r > 0 sugaru kipontozott bal/jobb oldali kdrnyezetein azon halmazokat
értjiik, amelyek az r > 0 sugart bal/jobb oldali kérnyezetbdl az a-n kiviili pontokat

tartalmazzak:
I°<r-(a) = (a-r,a), haa € R,
Io(r+(a) =(a,atr),haa € R,
K (+0) = Ki(+20),

K o+(-0) = K,(-0).
Bal (jobb) oldali torlédasi pont:
Legyen H részhalmaz R tetszéleges. Azt mondjuk, hogy az a € RuU {+w} U {-0}
pont bal (jobb) oldali torl6dasi pontja H-nak, ha

¥ >0 esetén K -(a)NH £ @ (K +(a)NH £ 9).
Ez annyit jelent, hogy az a pont egy tetszdleges bal (jobb) oldali kdérnyezete
tartalmaz téle kiilonb6z6 H-beli pontot. Jelolés: H-', H+'.
Ezek utdn mar konnyen meg tudjuk hatarozni a bal (jobb) oldali
hatarérték definicidjat:
Legyen f:R—R ¢és a € D(f)-' (a € D(f)+') az értelmezési tartomany egy bal (jobb)
oldali torlédasi pontja. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény bal (jobb) oldali

hatarértéke az a-ban az A€ Ru {+w} U {-0} pont, ha

minden & >0 esetén létezik & > 0, hogy ha x € K 5-(2)ND(f) (x € K s+(a)ND(f)),
akkor f(x) € K¢(A).
Egyértelmi, hogy +oo-ben csak baloldali, -oo-ben csak jobboldali hatarérték 1étezik

5. A mai magyar tanterv

A magyarorszagi kozépiskolai oktatds alapjat a NAT 2003 (nemzeti
alaptanterv) és a kozépszintli érettségi vizsgakovetelmények hatarozzdk meg. A
nemzeti alaptantervet kovetve a Mozaik kiado kiadott egy kerettantervrendszert a

gimnaziumok ¢és altalanos iskoldk szamara, amelyben segitséget taldlunk a
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tantervek elkészitéséhez, a tantargyak rendszeréhez és idékereteihez, valamint az

érettségihez valo felkészitéshez.

A Matematika 9.-12. évfolyam részt Kosztolanyi Jozsef allitotta Ossze, €s
ezen belil a 11. és 12. évfolyam tantervét vizsgdltam meg, hiszen ezekben az
években kellene eldkeriilnie az analizis elemeinek. Minden évfolyamon 6t f6 részre
oszlik fel a tananyag: gondolkodasi mdédszerek, szamtan és algebra, fiiggvények és
sorozatok, geometria és mérés, valdszinliség ¢és statisztika. A fiiggvények ¢és
sorozatok témakor keretén beliil a 11. évfolyamon elékeriilnek az exponencialis
fliggvények, az exponencialis folyamatok a természetben, a logaritmusfiiggvény,
mint az exponenciadlis fliggvény inverze, szogfliggvények, a fliggvények
tulajdonsagainak  megvizsgalasa, a  szogfiiggvények  transzformdacioi.12.
évfolyamon targyalasra keriil: A sorozat fogalma, szamtani, mértani sorozatok, az
n. tag, az els6 n elem Osszege, kamatoskamat-szamitds, ¢s példak egyéb
sorozatokra. A tanév tobbi részében pedig a témakdrben tanult ismeretek
Osszefoglaldsa, felelevenitése, az érettségire valo felkésziilés kezdddik meg. Jol
latszik hogy kozépszinten egyaltalan nem szerepel a hatarérték €s folytonossag

fogalma, a derivalas és az integralas.’

6. Az analizis nehézségei

Mint ahogy emlitettem is a kozépiskolai tanulmédnyok alapjan elég nehéz
megemészteni az egyetemi meghatarozasokat, €s egyaltalan nem biztos, hogy a
gimnazium padjaibdl kikeriilve teljes mértékben érteni fogjak a tanulok, hogy
mirdl is szol valdjaban a hatarérték fogalma. Ezen az allasponton volt Koésa
Andrés, aki le is irta, hogy miben latja az analizis oktatisdnak problémait a
kozépiskolai osztalyokban. Véleményét a mellékletben mutatom be.

Természetesen sokak véleménye egészen mas. Bar errdl irdsos forméaban
nem taldltam tanulmanyokat, de vannak akik ugy gondoljdk, hogy sokkal
hasznosabb, ¢és biztosabb alapokat teremt a hagyoméanyos modszer, mintha
felilletes modon belekezdenének a hatarérték fogalom targyaldsaba, és esetleg

ezzel tobbet artanak mint amennyit hasznalnak a felsé foku tanulméanyok elétt.

* Kosztolanyi Jozsef: Kerettantervrendszer a gimnaziumok szamara, NAT 2003,

Mozaik kiado, [2004]
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7. Tankonyvvizsgalatok

A tanterv megvaltoztatdsa mellett megindult az oktatdsban hasznalt
eszkozok fejlesztése is, igy a tankdnyvek modernizaldsa. Az elsddleges cél a
matematikai fogalmak konkrét tapasztalatokkal valdo bevezetése, a gyakorlés
folyamatanak mechanikussagat lecsokkenteni, és a szemléltetd problémakat
érdekessé tenni. Az ELTE TTK-n folytak gimnéziumi moddszertani kisérletek a
Suranyi Janos (ELTE TTK), majd Pdsa Lajos (ELTE TTK) vezetésével. Surdnyi
Janos szintén részt vett az altalam vizsgéalt konyvsorozat masodik kdotetének

elkészitésében.

A korabbi években ugyan léteztek valtozatai a kiilonbozd tankdnyveknek,
pl. nemzetiségi, szakkdzépiskolai, esti-levelezd, de valasztasi lehetdség mégsem
volt az iskolak szamadra, ugyanis szigorian meghataroztak, hogy milyen tipusu
iskolahoz, melyik konyvet hasznéalhatjdk. Mara ez teljesen megvéaltozott, az iskolai
tanarok maguk donthetik el, vagy az iskola egységes dontést hoz, hogy melyik
konyvbdl akarnak tanitani, mit tartanak 6k megfelelonek.

Manapsag gy alkalmazkodtak a fakultdcidos tanitashoz, hogy megjelentek
tankonyvek, amelyek azt az anyagrészt tartalmazzidk, amit emelt szinten
megkovetelnek, ¢és emellett haszndljak a kozép szinti tankonyveket.
Természetesen akad olyan tankonyvre is példa, amelyben szerepel mindkét
anyagrész, de tilnyomod részben kiegészité konyvekkel talalkozunk, és ezeket is

hasznaljak gyakrabban.

7.1. Kézép szintii tankényv

Ahogy mar emlitettem az 1960-1970 kozott csupan az iskola tipusanak
megfeleléen kijelolt tankonyvsorozatot hasznalhattdk, nem volt vélasztasi
lehetdség. Az Orszagos Pedagogiai Konyvtar allomanyabol tudtam megszerezni az
ebben az iddszakban az altaldnos gimnaziumokban hasznalt konyvet, és
tanulményoztam ennek segitségével az akkori altaldnos tantervet. A sorozat kotetei

teljesen megegyezd mintat kovetve épiilnek fel, rengeteg 4&braval, és sok
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magyarazattal a feladatok mellett. A mostani kozépiskolai kdozépszinti
tankonyvekhez képest, joval részletesebbnek éreztem a magyarizatokat, és a
tananyag is bévebb néhany dologban. Csakigy mint ma kozépszinten, ebbdl a
konyvsorozatb6l is hianyzik a hatarérték fogalma, a derivdlas és az integralas
elmélete, alkalmazdsa, mig emelt szinten érettségizOknek, ma ez kotelezd
tananyag. Ennek ellenére nagyon tetszett a konyvek felépitése, és az egyes
anyagrészhez tartozd kiegészité magyardzatokat. Ugyan nincs a tankdnyvben
analizis mégis éreztem, hogy egy nagyon jo konyvet tartok a kezeim kozott, ezért

mellékletnék csatoltam a részletesebb leirasat.

7.2. Fakultativ tankényv

A vizsgédlataim sordn megnéztem fakultativ tankdnyvet is. Ezeket a
konyveket kevés iskolaban hasznaltak, ahol a matematikat igen magas 6raszamban
a kivételesen tehetséges didkoknak tanitottdk. Az altalam valasztott konyv Hajnal
Imre, Dr. Nemetz Tibor, Dr. Pintér Lajos és Dr. Urban Janos altal szerkesztett
Matematika IV. osztaly fakultativ B valtozat ciml 1982.-es kotet. Ez egy olyan
ugynevezett emelt szintli anyagokat tartalmazé kdnyv, ami tartalmaz analizisbeli
elemeket: integralds, derivalés, hatarérték fogalom, folytonossdg definicidja. De
emellett rengeteg olyan matematikai részt targyal, amely kozépszinten nem is
érintenek. Ilyen példaul a valdszinliségszamitasndl hasznalt Markov- és a
Csebisev-egyenldtlenség, amivel ¢én csupan az egyetemen taldlkoztam,
kozépiskoldban még nem. Elméleti bevezetdk vannak minden 0 anyagrész elején,
¢s mindegyikhez kapcsolédnak példafeladatok, csak ezutan kovetkeznek a
megoldando példasorok.

Az els6 fejezet cime: Az integral és alkalmazasa. Eldszor sikidomok
teriiletszamitasat taglalja, ezzel vezeti be a kiilonbozd fiiggvénygdorbiiletek altal
hatarolt sikidomok teriiletének megkozelitését. Igy jutunk el az also illetve felsd
kozelité Osszegig, és magahoz a teriilethez. Csak ezutan kovetkezik a hatarozott
integral definicidja, aminél eldszor szerepel a fontos kikotés, hogy a fliggvénynek
korlatosnak kell lennie.

Hatarozott integral: Az [a,b] intervallumon ¢értelmezett korlatos f

fliggvényt integralhatonak nevezziik, ha egyetlen olyan szam létezik, amely f
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fliggvény also kozelitdosszegénél sem kisebb, és egyetlen fels6 kozelitdosszegénél
sem nagyobb. Ezt a szamot az f fiiggvény [a,b] intervallumon vett hatdrozott
integraljanak nevezziik, és igy jeldljiik: | f(x) dx. (Ezek az ugynevezett Riemann
integralhat6 fiiggvények)
A hatarozott integrallal kapcsolatban eldvezet a konyv két igazan fontos tételt is:
1. Az [a,b] intervallumon értelmezett korlatos fiiggvény akkor és csak akkor
integralhatd, ha minden €>0 szdmhoz taldlhat6 olyan beosztas, melyre
S-s<e.
2. Ha f fiiggvény monoton [a,b] intervallumon, akkor ott integralhato.
A fejezet végén a primitiv fiiggvény fogalmat is meghatarozzak, és megemlitik a
Newton-Leibniz formulat is.

Primitiv fiiggvény: Adva van egy f:[a,b] >R integralhato fiiggvény és egy
F:[a,b]—R fiiggvényt értelmezziik a kovetkezé modon: F(x)=] f(t) dt, ekkor F az
[a,b] intervallumon differencialhato6 fiiggvény, és F'(x)=f(x).

Newton-Leibniz formula: | f(x) dx=®(b)-d(a).

A masik altalam alaposabban megvizsgalt rész Az analizis elemei cimi
fejezet. Itt esik sz6 a fiiggvény fogalmardl, grafikonjarol, az elemi fliggvényekrol.
Majd a sorozatot definialja, amire a késdbbiekben azért lesz sziikség, mert igy
jutunk el a hatarértékhez, és a fliggvények hatarértékének fogalmahoz, illetve a
folytonossag meghatarozasahoz.

A fejezet altal bemutatott fontos definiciok:

Sorozat: A pozitiv egész szdmok halmazan értelmezett fiiggvényt
sorozatnak nevezziik.

Konvergens sorozat: Azokat a sorozatok, amelyeknek van hatérértéke
konvergens sorozatoknak nevezziik. Monoton, korlatos sorozat konvergens, €s
konvergens sorozatnak egy hatarértéke van.

Fiiggvények hatarértéke: Az f fliggvény a pontban vett hatarértéke az A
valés szam, ha minden £>0 szdmhoz taldlhaté olyan 6>0 szam hogy barmely x
esetén, amely eleme f értelmezési tartomanyanak teljesiil | f(x)-A | <e.

Folytonossag: Az f fliggvény xo pontban folytonos, ha minden £>o0 esetén
talalhato 6>0, hogy | X-X0 | <0, esetén | f(x)-f(x0) | <e.

Ezt koveti A derivalt cimi fejezet, amihez az el6z6 rész utolsé definicidja a
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folytonossagé szorosan kapcsolodik, ugyanis ha egy fliggvény egy pontban
differencialhatd, abban a pontban folytonos is. Ez az allitds visszafele mar nem
mikddik. Ebben a részben atvizsgaljdk a derivalas tobbféle alkalmazasat, és az
integralhoz valo kapcsolatat, és a fejezet végén visszatérnek a hatarozott integral
tulajdonsagaihoz.’

Ezt a tankonyvet a mai ismereteim fényében nagyon jonak taldlom, viszont
ha kozépiskolds lennék biztosan sok problémat okozna néhdny dolog megértése.
Nagyon részletes a konyv, sok nehezebb témakorre is kitér, rengeteg kiilonb6zo
témakort targyal. Viszont egyiket sem tul részletesen vezeti be, ami példaul a
hatarérték megértéséhez nélkiilozhetetlen. Ebben a konyvben talan tul sok

ismerettel akarjak elhalmozni a didkokat.

8. Tankonyv-osszehasonlitis

8.1 1970-es években hasznalt tankényv

Az 1970-es években kisérleteztek az analizis elemeinek kozépiskolai
oktatdsaval kozép szinten. Ezt az 0j tantervet kovetd tankdnyvet néztem meg, foleg
a hatarérték bemutatisdnak szempontjdbol. Arra voltam kivéancsi, hogy vajon
mennyire alapozza meg a tanuldk tudéasat, €¢s mennyire késziti fel ket az egyetemi
kovetelményekre, és hogy megkonnyiti-e az ottani tanulasi folyamatot. A tankonyv
1972-es kiadast, és a harmadik évfolyamnak sz6lo kotet tartalmazza a hatarérték
fogalmat, a folytonossag fogalmat és a differencidlszamitast. Négy f6 témakorbdl
all a konyv: trigonometria, koordinatageometria, differencialszamitas, sorozatok.

A derivalas megismeréséhez és megértéséhez nélkiilozhetetlen a fliggvények
hatarértékének fogalma, ezért a konyv is ennek targyalasaval kezdi a fejezetet. A

véges helyen vett hatarértéket eldszor konkrét példaval szemlélteti.

2
X+Xx

Az f(x)= fliggvényt veszi alapul. A fiiggvény értelmezési tartomanya

a valdés szamok halmaza, kivéve a 0, mert nullaval nem oszthatunk.

Egyszeriisithetiink x-szel, ha kikétjiikk, hogy x#0. Igy kapjuk az f(x)=x+1

° Hajnal Imre- Dr. Nemetz Tibor- Dr. Pintér Lajos- Dr. Urban Janos: Matematika IV.

osztaly, fakultativ tankdnyv, B valtozat, Tankdnyvkiad6 1982.
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fliggvényt, amely egy egyenes, ¢és szakadéasi helye lesz a (0,1) pontban. Meg
akarjuk vizsgdlni a fliggvény viselkedését a 0 kornyezetében. Ehhez a konyv
bevezeti a kdrnyezet, illetve a szorosabb értelemben vett kornyezet fogalmat.

Az a=2 hely teljes 0 sugart kérnyezete azon x szamok dsszessége, melyekre
fennall a 2-0<x<2+d egyenldtlenség. Ha az a=2 helyet kizarjuk, akkor
beszélhetiink a szorosabb értelemben vett kornyezetrdl, amelyre teljesiilnek a
2-0<x<2, a 2<x<2+d egyenldtlenségek.

Az x+1 fiiggvény esetében ha barmelyik oldalrol kozeledik a valtozd a 0
ponthoz, akkor a megfeleld fliggvényérték kozeledik az 1-hez. Ennek belatasahoz
az ugynevezett sdvmoddszert alkalmazza a konyv. Meg kell vizsgdlnunk, hogy
létezik-e a 0 helynek olyan kornyezete, amelyhez tartoz6 barmelyik
abszcisszaértékhez rendelt fliggvénygorbepont a megadott sav belsejébe esik. A

koordinata-rendszerben abrazoljuk az f(x)=x+1 ¢és az y=1 fliggvényt. Az y=I
konstans egyenes alatt és felett behuizzuk az y=1+% és az yZI-% egyeneseket.
fgy kapjuk meg a savot, amelynek a két hatarol6 egyenes nem része, és a
savszélessége % Ehhez a kovetkezd két egyenldtlenség valamelyikét kell
megoldani:

1-L<x+1<1+L, ahol x*0 vagy
10 10

0,9<x+1<1,1 | -1
-0,1<x<0,1
Ez azt jelenti, hogy ha x-et a (-0,1;0) vagy a (0;-0,1) intervallumbol vélasztjuk ki,
akkor a fiiggvénygorbepont a sav belsejébe esik. Vagyis a 0 hely megteleld

kornyezetének a sugara 6=0,1.

Ha a savszélesség fele € (€ egy tetszélegesen kicsi pozitiv egész),

akkor 1-e<1+x< 1+€ (x*0), ekkor €=9

2

+
Az f(x)zx al fliggvény esetében tehat a kovetkezOt tapasztaltuk: Az f
L s , re o X+X]
fliggvénynek a 0 helyen vett hatarértéke az A=1 szam. Jeldlése: lim % =1.
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A hatarérték targyalasa soran nagyon fontos még, hogy egy a helyen adodo
hatarérték meghatarozdsdnal nem szamit, hogy azon a helyen értelmezve van-e a
fliggvény. A hatarérték létezését, szamértékét az a hely kornyezetének Osszes
helyén felvett fiiggvényértékek halmazan allapitjuk meg. Es fontos még
kiemelniink, hogy kiilonb6zé fiiggvényeknek adott a helyen lehet kozos
hatarértéke.

Eddig az Gigynevezett sivmodszer segitségével, konkrét példakra vizsgaltuk
meg a hatarértéket, a kovetkezOkben egy 4ltalanos definiciét adunk az y=f(x)
fliggvény hatarértékére az a helyen:

Az a hely bizonyos kornyezetében mindeniitt értelmezett y=f(x)
fliggvénynek az a helyen a hatarértéke az A szam, ha a fliggvény eleget tesz az
alabbi kovetelmeényeknek:

Barmely >0 szamra az y=A egyenes koriil savot jeldlve ki az y=A-¢ és az y=A+e
egyenesekkel mindig megadhaté az a hely olyan (a-d, a+0) kdrnyezete, hogy ha a
valtozot ebbdl a kornyezetbdl vessziik (x#a), akkor a valtozéhoz tartozo
fliggvénygorbepont benne van a kijelolt savban. Jeldlése: limf(a)=A.

Ha az a hely 6 sugart kornyezetében barhol kiszamitjuk a fliggvényértéket, akkor
| fx)-A | <e.

Tehat az eddigi észrevételeket felhaszndlva a fliggvény véges helyen vett
hatarértékének a definicidja a kdvetkezo:

Limf(x)=A, ha barmilyen pozitiv e-hoz taldlhato olyan pozitiv 6, hogy

| f(x)-A | < g, ha a -6<x<a vagy a<x<a+3d.

A konyv az eddigiekben csupan a véges helyen vett hatarértékkel
foglalkozott, viszont a kovetkezd részben ugyan csak konkrét példa alapjan ,de
bemutatja a jobb illetve bal oldali hatarérték fogalmat. A konyv altal hozott példa
kiilonboz6 sugart kordket hasznal fel. O; és O, a kdzéppontok egy egyenesre
esnek. Az elsé kor 8 cm a masodik pedig 3 cm sugaru. Ezen kdzéppontokat
mozgatjuk az O, kezddpontu félegyenesen, igy valtozik a korok metszéspontjainak
szama. Az f(x) fiiggvény a két kozéppont tavolsagfiiggvénye, az értelmezési

tartomany a pozitiv szdmok halmaza, az értékkészlet pedig a {0,1,2 } halmaz. Ezek
alapjan f(x)= 0, ha 0=x<5

1, ha x=5
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2, ha 5<x<I11
1, ha x=11
0, ha x<I1
Ennek a filiggvénynek az esetében az x=11 helyen a fliggvénynek jobb oldali
hatarértéke van, és a szamértéke 0.
Fontos megjegyezni, hogy ha a helyen van hatarérték, akkor a helyen vett
jobboldali és baloldali hatarérték egyenld.(Ez a hatarérték 1étezésének sziikséges és
elégséges feltétele)
A tankOnyv ezutan a hatarértékkel kapcsolatos fontos tételeket vezet be,
ezek a hatarértékekkel valé miiveletekre vonatkozé tételek:
Az xo helyen f(x) és g(x) fliggvényeknek Ilétezik hatarértéke és limf(x)=A,
limg(x)=B, ekkor igazak a kovetkezd kijelentések:
1. lim[f(x)£g(x)]=limf(x)xlimg(x)=A+B
2. lim[cxf(x)]=cxlimf(x)=cxA, ahol c adott allando
3. lim[f(x)xg(x)]=limf(x)*xlimg(x)=AxB
4. lim[f(x)+g(x)]=limf(x)+-limg(x)=A+B
Ezzel a résszel fejezOdik be a hatarérték targyaldsa, ezutan kovetkezik a
folytonossdg témakoére, ami szintén elengedhetetlen a  differencidlas

elsajatitasahoz, és mindezek utan kovetkezik a differencialszamitas fejezet.®

8.2. Emelt szintii tankényv

A mai matematika tanterv az érettséginek megfeleléen a 11. és 12.
évfolyamon kiilonvalik aszerint, hogy valaki emelt szinten, illetve kdzép szinten
szeretne érettségi vizsgat tenni. Ennek megfeleléen mas tankonyveket hasznalnak,
¢és olyan anyagrészeket is elsajatitanak emelt szinten, amely kozép szinten
egyaltalan nem keriil tdrgyalasra. A mai tankdnyvpiacon azonban olyan kdnyveket
gyartanak, amelyek nem az egész emelt szintli anyagot oOlelik fel, hanem
kiegészitik azt a részt, amit egységesen mindenkitdl elvarnak. Igy akik matematika
fakultaciora jarnak hasznédlnak egy altalanos tantervet kdvetd és egy kiegészitd

tananyagu konyvet is. Ez a modszer egy kicsit megneheziti a tanulds folyamatat. A

¢ Szakkozépiskolai tankonyvek: Matematika a II1. osztaly szamara, Tankonyvkiado

1972. jinius
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korabban bemutatott kisérleti tankdnyvvel szemben az Osszefliggések nehezebben
kovethetdk, hiszen két kiilonb6z6 helyrdl szdrmaznak az ismeretek.

A kovetkezOkben Czapary Endre és Gyapjas Ferenc: Matematika a
kozépiskolak 11-12. évfolyama szdmara (Emelt szintli kiegészitd tananyag) cimii
konyvét elemzem a hatarérték bemutatasanak szempontjabol.

Négy  témakorbol  tevédik  Ossze a  kotet: Szamsorozatok,
differencidlszamitds, integralszamitas, valdszinliség-szamitds. A szamsorozatok
targyalasa soran eldkeriilnek a konvergens sorozatok, a sorozatok hatarértéke.
El6szor az 1/n alaka sorozat példajan keresztiil ad egy altalanos kezdetleges
meghatarozast a konvergens sorozatokra:

Barmilyen €>0 szdmot adunk meg, van olyan N természetes szam, amelyre

1 . 1 1 1 1 :
N>—, és innen —<e. Ha n>N, akkor —<—<—. Ez a meggondolas azt mutatja,
g N n N ¢

1 . .

hogy az — sorozatban az N-nél nagyobb indexii tagok a ]-g;¢[ intervallumban
n

vannak.

Az —sorozat példajanak szempontjai szerint a kdnyv bemutatja a
n

3+(l)n, -D)", % sorozatokat. A példak sordn bevezet fontos fogalmakat, ¢s végiil
n

0sszegzi a tapasztalatokat, amivel eljutunk magahoz a hatarérték fogalmahoz.
Fontos fogalmak:
Egy a (valds) szam €>o0 sugaru kornyezetén az Ja-g,a+g[ nyilt intervallumot értjiik.
Az e-tol fiiggd N természetes szamot kiiszobindexnek nevezziik.
Az a, sorozat konvergens és hatarértéke az a szdm, ha barmely (az a szamot
tartalmazo) ]a-g,at+¢[ (€>0) intervallumon kiviil a sorozatnak csak véges sok tagja
van. (Ezzel ekvivalens a kovetkezé meghatarozas)

Az a, valds szdmsorozat konvergens és hatarértéke a, ha minden (£>0)

szamhoz van olyan N természetes szam, hogy ha n>N, akkor |an—a|< e. Az N

szamot kiiszobszamnak nevezzik.
A két definicio kozotti ekvivalencia azt jelenti, hogy ha az a, sorozat eleget tesz az

els6 meghatarozasban kiszabott feltételeknek, akkor a masodikban levéket is
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teljesiti, és ez megforditva is igaz lesz.
Jel6lés lim a, =a vagy a, —a.

Ezek utan a tankonyv bevezeti a divergens sorozat fogalmat: Az olyan
sorozatokat, amelyeknek nincs hatarértéke, divergens (széttartd) sorozatoknak
nevezziik. (A divergens sz6 latin eredetii, és széttartot jelent.)

Az a, sorozatrél akkor mondjuk, hogy tart a +oo-hez, ha tetszéleges K szamhoz van
olyan N kiiszobszam, hogy ha n>N, akkor a, >K.
Az a, sorozat tagabb értelemben vett hatarértéke -oo, ha tetszéleges k szdmhoz van
olyan N kiiszobszam, hogy ha n>N, akkor a, <k.

A kovetkezd részben a konvergens sorozatokkal kapcsolatos legfontosabb
allitasokat €s a miiveleti tulajdonséagait foglaljak dssze:

1. Minden konvergens sorozatnak csak egy hatarértéke van.

2. Minden konvergens sorozat korlatos.

3. Ha a, monoton névd (fogyo) ¢€s feliilrdl (alulrdl) korlatos sorozat, akkor
van hatarértéke.

4. Ha minden n-re a, <c,<b, és a, —a és b, —b, akkor c,—a,

5. Haa, —+w vagy a, —-o0, akkor 1/a, —0.

6. Feltételezziik, hogy az a, és a b, sorozatok konvergensek, ¢és a, —a ¢és
b,—Db.

Ekkor: a) lim(a,tb,)=lima,£limb,=a+b.

b) lim(a, b,)=lima, Xlimb,=axb.

c)lim(cxa, )=cxlima, =cxa (c tetszéleges valos szam).
d)lim(a, /b,)=lima, /limb,=a/b feltéve, hogy b,*0 és b#0.

Csaktigy mint a kisérleti tankonyvnél itt is a differencidlszamitas
bevezetése¢hez, megértés¢hez hasznaljak fel a fiiggvények hatarértékének fogalmat.
A fejezet a fiiggvények néhdny fontos és alapvetd tulajdonsdganak
felelevenitésével kezdddik, ez utdn kovetkezik a Fliggvény hatarértéke cimil rész.
A hatarérték fogalmanak bevezetése rovid, és két megkozelitést alkalmaznak.

Az elsében egy fizikai példat hasznal fel a tankdnyv: Egy test egyenes

vonalu palyan mozog, és x s alatt f(x)=x” méter hosszlisagl utat tesz meg (x20). A
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test pillanatnyi sebességét az xo=5 s iddpillanatban, az A pontban kiszamoljuk.
Ezutdn kivélasztunk egy x>5 idOpontot, ¢és kiszamitjuk az x-5 madasodperc alatt

2
x* =5

megtett AB utat. Ekkor az AB utra esd atlagsebesség: v(x)= =x+5. (Ha x<5

akkor is ugyanezt az eredményt kapjuk.) Ebbdl az kovetkezik, hogy minél kisebb
id6tartamot vesziink, vagyis minél kisebb az x-5 értéke, az atlagsebesség annal
jobban megkozeliti az A pontban vett pillanatnyi sebességet. Ez annyit jelent, hogy
x minél kozelebb van az 6thoz, B annal kézelebb lesz A-hoz.

A masik megkozelitésben fliggetlenitiink az eldbb hasznalt fliggvény fizikai
jelentésétdl, és azt vizsgaljuk, hogy mi torténik akkor ha az x értékei kozelednek
az xo=5 helyhez. A fiiggvénynek az x¢=5 pontban szakadasi helye van, itt a
fliggvény nincs értelmezve. Megfigyelhetjiik, hogy ha x kozel van az 5-hoz, akkor
a fliggvényérték kozel lesz a 10-hez. Ezt matematikailag ugy fogalmazhatjuk meg,
hogy ha valasztunk egy x, sorozatot, amelynek hatarértéke 5, de tagjai kozott nem
szerepel az 5, akkor az f(x, ) sorozat hatarértéke a 10 lesz. Ez konnyen belathato,
mivel f(x, )=x+5 és ha x,—5, akkor x,+5—10. Ezt a tulajdonsagat a fliggvénynek
ugy fogalmazhatjuk meg, hogy: Az f fiiggvénynek az x,=5 pontban van
hatarértéke, és ennek értéke 10.

A kovetkezdkben hdrom kiilonbozd fliggvény segitségével mutatja be a

konyv, hogy egy pontban lehet azonos a hatarértéke kiilonb6z6 fliggvényeknek. A

példaban adottak az f:R\{2} —R, f(x)=x—§, a g:R—R, g(x)=1, és a h(x)=1, ha
X

x*2, és h(x)=5, ha x=2 fiiggvények. A fiiggvények abrazolasa, és megvizsgalasa

utan jol lathatd, hogy mindegyiknek létezik hatarértéke az xo=2 pontban, és az
érteke 1 lesz.

A tankényv ezutan az f:R—R, f(x)=x+1, ha x>0 és f(x)=-x>, ha x<0
fliggvény segitségével bemutatja, hogy a fliggvénynek nincs hatarértéke az xo=0
pontban. Viszont, ha a 0 pont jobboldali koérnyezetét vizsgaljuk, akkor azt
mondhatjuk, hogy a fliggvénynek van jobboldali hatarértéke, és az értéke 1 lesz.
Ha a 0 pont baloldali kornyezetét vessziik figyelembe, akkor azt mondhatjuk, hogy
van baloldali hatarértéke, és ennek értéke a 0.

Ezen példak segitségével kétféleképpen definidlhatjuk a fiiggvények hatarértékét:
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1. Feltételezziik, hogy az f fiiggvény az x( pont kérnyezetében értelmezve van,
kivéve esetleg az xo pontot. Az f fliggvénynek az X, pontban létezik a

hatarértéke, és a hatarérték A, ha minden az f értelmezési tartomanyabol

vett x,—Xo (Xp#Xo) sorozat esetén a fiiggvényértékek {f(x,)} sorozat az A-

hoz tart.
2. Legyen az f fiiggvény értelmezve az x( helyen, kivéve esetleg az xy pontot.

Az f fliggvény hatarértéke 1étezik, és a hatarértek az A szdm, ha minden

€ >0 szamhoz létezik 6>0 szam, hogy ha 0<|x-x, | <9, akkor | f(x)-A | <e

A 0<|x-x¢ | <d egyenlOtlenséget az x(-0<x<x(¢+d az | f(x)-A| <e egyenldtlenséget

az A-e<f(x)<A+e kettds egyenldtlenséggel is kifejezhetjiik. Jelolés: limf(x)=A.

Csaktigy mint a szamsorozatoknal a fliggvényeknél is eléfordulhat, hogy

egy adott a pontban a +w-hez vagy a -«-hez tartanak a fiiggvényértékek. Az olyan

fliggvényekrdl is szot kell ejteniink, amelyeknél a valtozo értéke egy bizonyos

hataron tal né vagy csokken, ekkor beszélink a +w-ben vagy -w-ben vett

hatarértékrol.
Ezzel zarul a fiiggvények hatarérteknek targyaldsa, ezutin, mint a kisérleti
tankonyvben is kezdddik a folytonossdg bemutatdsa, vizsgalata, és csak ezek
megismerése utan kovetkezik a differencidlszamitas.’

Mint kordbban irtam azért vizsgaltam meg a '70-es évekbeli, illetve a ma
emelt szinten hasznalt tankonyveket, hogy ldssam az ezekben foglaltak a
hatarértékr6l mennyiben segitenek abban, hogy az egyetemi anyagban szerepld
részeket konnyebben megértsék, és hogy ezek az eldismeretek mennyiben tudjak
megalapozni a késObbi egyetemi tuddst. Alapvetden arra a kovetkeztetésre
jutottam, hogy a kisérleti tankdnyv joval egységesebben mutatja az anyagrészeket,
hiszen ez akkor egy megadott mindenkire egységesen érvényes tantervet kovetett,
mig a mostani emelt szintli konyv csupan egy kiegészités, amely rdadasul magaban
foglalja mind a 11. mind a 12. évfolyamban tanitani kivant részeket. Bar nyilvan a

fakultaciok kialakitasa nem haszontalan, hiszen j6 paran olyan szakiranyt

7

Czapary Endre- Gyapjas Ferenc: Matematika a kozépiskolak 11-12. évfolyama
szdmara, Nemzeti Tankonyvkiado 2005.
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véalasztanak, ahol a késobbiekben nem lesz sziikség matematikdra féleg nem a
hatarérték szamitasra. Viszont a tankonyvek nem idomultak eléggé az oktatds ezen
formdjahoz, hiszen pont azon didkok munkéja nehezedik meg akik komolyabban
szeretnének foglalkozni a matematikaval.

A masik észrevételem, hogy a kisérleti tankonyv ugynevezett sdvmodszere
talan jobban eldvezeti a hatarérték fogalmanak megértését ¢és jobban
megkozelithetové teszi az egyetemen felhasznalt fogalmakat, mint a fizikai
megkozelités. A példak jobban kidolgozottak részletesebbek, a jobb illetve bal
oldali hatarérték fogalmat is érthetdbben fogalmazza meg, a kords példa nagyon jol
szemlélteti a problémat.

Mindkét konyv igazan jo abrakat tartalmaz, minden fliggvényhez tartozik
grafikon, és a jelolések is szépen .atlathatok rajtuk. Ez megkonnyiti a leirtak
megeértését.

Ez persze nem jelenti azt hogy k6zép szinten, vagy akar altalanos iskolaban
nem jelennek meg olyan elemei a matematikdnak, amelyekben a hatarértékhez
vezetd gondolatok szerepelnek. Csupan ezek nincsenek kifejtve. Erre példa a
kerekités szabdlya, a végtelen tizedes tortek, és még sok minden maés is. Az is
szintén emlitésre méltd, hogy hatarérték fogalom nincs kozép szinten, ennek
ellenére a fliggvényekrdl részletesen esik szo, és fliggvényvizsgalatot is tanulnak a

didkok.
9. Erdekes problémak

9.1. Az (1+l)n sorozat hatarértéke
n

Nagyon fontos tétel, amit az emelt szintli tankonyv is targyal:Ha {a,}
monoton novo (fogyd) és feliilrdl (alulrél) korlatos sorozat, akkor van hatarértéke.
A tétel szemléletesen konnyen belathatd. A bizonyitashoz sok részletes technikai
ismeretre is sziikség van.

A tételt kimondhatjuk a kovetkezéképpen is a ndvekedd sorozatokra:
Monoton ndévd és feliilr6l korlatos sorozat konvergens ¢és hatarértéke a
szuprémuma. Legyen (a,) sorozat szigoruan monoton novl, ekkor Iétezik

lim,_,a,=A€R. Fennall: A=supa,, nE€N.
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Ha a, feliilr6l korlatos, akkor a, konvergens
A Ha a, nem feliilr6l korlatos, akkor a, —+o0
Bizonyitas: A tételt csak a, és a,:; esetre bizonyitom és ha A€R. Tudjuk:
A Hogy a sorozat tagjai a, <a,+; minden n-re.

A Létezik KER tgy, hogy a,<K, akkor létezik supa,€R.

Be kell latnunk, hogy létezik lim a,=a legyen €>0. 3 N>0, 3N tgy, hogy a-¢. De a,
monoton novo, akkor Vn>N ugy, hogy an<a,. Masrészt: a egy felso korlat:

VneN: a, <a, akkor Ya >0, 3 N: Vn>N: a-c < a, < o < ate.

Ez a bizonyitas megfeleld magyardzat kiséretében kozépiskoldsoknak is érthetd

lehet, a leirt valtozat 6nmagéaban abban a korban még nehézségeket okozhat.

1 s .
Az an=(1+—)" sorozatnak nagyon fontos szerepe van a matematikaban, és a
n

korabbi tételhez kapcsoléddan nagyon érdekes probléma, hogy az an=(1+l)Il
n

szigorian monoton ndvé, és az a,=(1+—)""" szigortan monoton fogyd sorozatok
n
korlatosak ¢és hatarértékiik azonos.
P 1., , , Lo,
Elészor az a,=(1+—)" sorozatnal kell belatnunk, hogy szigorian monoton

n

novekedd sorozat, azaz a,:;>a, minden n-re. A bizonyitdshoz alkalmazom a

mértani és a szamtani kozép kozotti egyenldtlenséget. (VYn€Z")

1
1 nx(l+—)+1
n+1-edik gyok alatt »4f(1+—)" x1< —’;, a gyok alatt n+1 darab
n n+

tényez6 all, és ezek kozott n darab megegyezik egymadssal, az n+1 pedig tényezo
. 1 .
egy lesz, ami nem egyenlé (1+—)-nel. Az egyenldtlenség mindkét oldalat az n-
n

edik hatvanyra emelve a kovetkezdt kapjuk:

1 1 . .
(1+—)“<(1+—1)“+1, ezzel bizonyitottuk, hogy szigorian monoton ndvekedd.
n n+

Most mar csak a feliilrél valé korlatossagot kell igazolnunk. Mivel minden tagja
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pozitiv a sorozatnak, ezért az egyértelmii, hogy alulrol korlatos. Most ismét
felhaszndlom a szamtani és mértani kozepek kozott fennalld egyenldtlenséget.

Vegylik a kovetkezot:
1 1 1 1 1 . 1ot
(l+—)X(1+—)X...X(1+—)X(5)X(E), ez a szorzat n+2 darab tényezd6bdl all,
n n n

tehat n+2-edik gyok alatt

1.1 1

1 1 1 nx(l+—)+—+—

n+\2/(l+—)><(1+—)><...><(1+—)><—><—< n_2 2
n n n 2 2 n+2

ez annyit tesz, hogy

(1 +l)” x% < +§ =1, mindkét oldalt az n+2-edik hatvanyra emelve az
n n+

egyenldtlenség

(1+l)“<4, tehat az an=(l+l)” sorozat feliilrél korlatos.
n n

Most kdvetkezzen az a,=(1+—)""' sorozatra térténé bizonyitas:
n
Itt is a szamtani és mértani kozép kozotti egyenldtlenséget hasznaljuk fel,

méghozza az (n+1) darab —— szamra €s az 1-re alkalmazva:

n+l
n
n+1)x +1
( n n+1x1: n ~ n N n XIS(( ) n+1 )Il+2:( n+l )n+2
n+l n+l n+l  n+l n+2 n+2

( n )n+lS( n+1 )1’1+2
n+l n+2

(n+2)1’1+2§(n+1)1’1+l
n+1 n

(1+L)n+2§(1+l)n+l
n+l n

Ez minden n€EN szamra teljesiil, ezért a,=(1+—)""' sorozat valéban monoton
n

csokkend. Mivel a,>0, ezért ezérta monoton fogyasbdl, mar a korlatossag is

kovetkezik.
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9.2. Feltételesen konvergens végtelen sorozat

A kovetkezd érdekes példam Konig Gyula matematikustol szarmazik. Az
egyetemi tanulmanyaim soran esett par szd a feltételesen konvergens végtelen
sorozatokrdl, az altalam vélasztott kovetkezd példa igazan érdekes, és mivel a
levezetés nem tartalmaz olyan lépést, amelyet kozépiskolaban még nem ismernek,
ugy gondoltam, hogy az érdeklddd gyerekeknek is meg lehet mutatni ilyen
példékat is. A kovetkezd problémat Szénassy Barna tanulménya alapjan dolgoztam
fel.

Bar Konig Gyula nemzetkdzi szinten a matematikai logika és halmazelmélet
terén valt nagyon fontossd, mégis a magyarorszagi matematikaban az analizis terén
tett igazan nagy attorést. Nagyon jelentdsek az analizistargyt tankonyvei. Egyik
ilyen munkéja az Algebra cimet viseli, de ennek ellenére sok analizisbeli elem
szerepel benne, sajnos csak az elsd kotet jelent meg beldle. Masik fontos konyve
az Analizis ciml tankonyv 1887-bdl, amely az addigi Osszegyiijtott tudnivalo
mellett rengeteg sajat bizonyitast tartalmaz. Ebbdl is csak egy kotet jelent meg, €s
helyet kap benne a valds fiiggvénytan, illetve az analitikus szdmelmélet is. Ami
kiilondsen érdekes a konyvben, hogy a differencidlhanyados targyaldsa soran sok
halmazok szamossagaval 6sszefiiggd meggondolas szerepel.®

Dolgozatom szempontjabdl a konyv legfontosabb eredménye a végtelen
sorozatokrol szolo részben taldlhatd. Itt szerepel a matematikaban elsének tartott

példa a feltételesen konvergens végtelen sorozatra:

Legyen a IT (1+u,) sorozatban u,=(-1)" ><( ) ekkor

1 4 3 2m 2m—1
II(1+u,)=(1+1)x% 1—— l+ 1-— =X x—xIx, . x =1
( A ( ( ) ( )- 2 3 4 2m—1 2m

Viszont, ha atrendezziik a szorzat tényezdit, akkor a kovetkez6t kapjuk:

1
4k +1

1 1 1 1 1
e e e A D i Dl e )x

1 1
1+ x(1-
( 4k+3) ( 2k+2)

¥ Szénassy Barna: A magyarorszagi matematika torténete a legrégibb id6ktdl a 20.

szdzad elejéig
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Ebben a szorzatban, ha harmasaval csoportositjuk a tényezdket, akkor a szorzat
végeredménye 4/3-nal nagyobb szam lesz. Ez konnyen latszik, mert az elsé harom
harmas 4/3-dal egyenld, a tobbi pedig egynél nagyobb lesz. Ez akkor is igaz lesz,
ha nem harmaséval térténik a csoportositas.’

Az imént leirt példa sarkalta Bauer Mihdlyt arra, hogy vizsgalatokba
kezdjen a végtelen szorzatok konvergencia kérdéseivel kapcsolatban, és ez vezetett
nagyon fontos tanulmanyédnak, az Adatok a végtelen szorzatok elméletéhez

létrejottéhez.

9.3. Pésa Lajos kisérlete

A hatéarérték definidlasaval sok probléma adodik a kozépiskolaban. Posa
Lajos, aki a matematikusi palyat a tehetséggondozas kedvéért adta fel, is
foglalkozott ezzel a témaval. O tanitotta a gyerekeknek ugy a hatarértéket, hogy
elészor megkérte dket, adjanak ra sajat definiciot maguktol. A didkok altal mondott
két meghatarozast mutatom be:

1. ,,Egy sorozatnak csak akkor van hatarértéke, ha egyre kozeledik egy
szamhoz.”

Ez a definicio tal szlik meghatarozas, mivel elképzelhetd, hogy nem pontrdl pontra
kozelediink egy szam felé, hanem hulldmzanak, ingadoznak az értékek a
hatarértekek kortil.

2. ,,Egy sorozatnak van hatarértéke, ha beszorul egy elére adott sdvba.”
Ez a fogalom, igy tul tag, hiszen elég gondolnunk a (-1)" sorozatra, ami ugyan

beszorul -1 és 1 k6z¢é még sincs hatarértéke.

9.4. Kézépiskolasok szamara feladatok

A kovetkezOkben olyan feladatokat gy(ijtottem dssze, amelyek a hatarérték
témakorében feladhatok kozépiskolasoknak. Az elso két feladat azoknak szdl, akik
emelt szinten tanuljak a matematikat, és foglalkoznak a hatarérték fogalmaval. De

gyljtottem olyan problémat is, ami a kozép szinten tanulok szamara vezeti be ezt a

’ Szénassy Barna: A magyarorszagi matematika torténete a legrégibb id6ktdl a 20.

szdzad elejéig
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fogalmat, sokkal emészthetébb formaban.
Hatarerték szamolasa:

Vegylik a kovetkezd feladatot:

limnm;n—_;, ennek a hanyadosnak kell meghatdroznunk a hatarérteket.
n+

El6szor i1s lathatd, hogy a szamlaldo és a nevezd is elséfoku polinom, ezért

egyszeriisithetjiik a tortet n-nel. gy a kovetkez6t kapjuk:

1

5 _
lim,ﬁw—g , a sorozat hatarértékét két masik sorozat hatarértékeinek hanyadosara

3+

n

tudjuk visszavezetni a megfeleld tétel alapjan:
Ha a,=b,/c, és létezik lim,_ b, €és lim,_.cC, , akkor limp-ean= im0 by limy_eCp.
Ezutédn felhasznalunk egy nevezetes hatarértéket: limy_,.1/n=0.

Igy a szamlalo 5-hoz fog tartani, a nevezd pedig 3-hoz, ezért a tort hatarértéke 3

lesz. Lathat6é, hogy az ilyen feladatoknidl mennyire fontos, hogy fel tudjak
hasznalni a mar megtanult tételeket, és azokkal sokkal konnyebb lesz megoldaniuk

a kituzott feladatokat.

Koordinata-rendszerbdl vald kovetkeztetés:

Koordinata-rendszerben  abrazolandd  fiiggvények  segitségével is
kovetkeztethetiink a fliggvények hatarértékére. Induljunk ki egy teljesen egyszerii
fliggvényabrazolasbol, és vegyik az f(x)= -4x+2 fliggvényt, az értelmezési
tartomany pedig legyen az x€]-2,4] intervallum. Az 4abrazolas utdn eldszor
érdemes megallapitani a szélsOértéket, és ezutan szemléltetni kell a szélséérték és
a hatarérték kozotti kiilonbséget. Ennek a fiiggvénynek a képe egy balrol nyitott
jobbrol zart szakasz lesz a képe. El kell mondanunk a didkoknak, hogy szélséérték

csak azon a helyen lehet, ami az értelmezési tartoméany eleme. Vagyis itt az x=4
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pontban van a minimumbhely, és értéke f(x)= -14. Viszont maximumhely nem lesz
az x= -2 pontban, mert az nem lesz benn az értelmezési tartomanyban. De ez azt
jelenti, hogy a fiiggvény tetszélegesen megkozeliti a (-2,10) pontot, de sohasem

fogja elérni azt.

)

A végtelen sor 0sszegérdl szolo probléma:

Ez a példa Péter Rozsa Jaték a végtelennel cimli konyvébdl szarmazik, és
nagyon jol szemlélteti a végtelen sor 6sszegének a fogalmat.

Egy bizonyos csokoladét tigy probalnak népszeriisiteni, hogy minden darabhoz
csomagolnak egy szelvényt, és ha 10 darab ilyen szelvényt beszolgaltatnak, akkor
cserébe kapnak egy ujabb darab csokoladét. A kérdés az, ha van egy ilyen csokolddénk
az eredeti csomagolasaban, akkor az mennyit ér.

Abban biztosak lehetiink, hogy nem egy tabla csokoladét ér, hiszen a

.1 . 1
csomagolasban ott a szelvény, ami m csokoladét ér. Viszont ehhez az E—ed

csokoladéhoz jar %—ed szelvény is, és ha egy darab szelvényért %—ed csokoladét
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kapunk, akkor % -ed szelvényért ennek a tized részét vagyis ﬁ csokoladét kapunk.

Az ﬁ csokolddéhoz ismét tartozik ﬁ szelvény, amihez jar ismét tizedannyi

csokoladé is, vagyis . Es ez igy megy tovabb a végtelenségig, vagyis sohasem

1000
szakad meg. Ezért egy tabla csokoladé az eredeti csomagoléasban:
1 1 1 s
1+—+—+——+... darab csokoladét ér.
10 100 1000

Ezutan azt fogjuk megmutatni, hogy ez az 0sszeg egészen pontosan 1 %-del
egyenld. Az teljesen egyértelmil, hogy az egy egész az adott csokoladé értéke, igy mar
csak azt kell latnunk, hogy a vele jard szelvény értéke lesz é csokoladé. Ehhez elég
lesz azt belatnunk, hogy 9 darab szelvény ér egy darab csokoladét, mert ebbdl az fog
kovetkezni, hogy egy szelvény éri ennek az é részét. Ez pedig nagyon egyszeriien

igazolhat6 a kovetkez6 modon. Ha bemegyek egy iizletbe 9 darab szelvénnyel, kérek
egy darab csokoladét, és azt mondom, hogy miutan azt a helyszinen megeszem fogok
fizetni. Elfogyasztom a csokoladét kiveszem a hozza tartozo szelvényt, hozzateszem a

tobbi kilenchez, €s az igy Osszesen 10 darab szelvényt odaadom a boltosnak. Lathato,

hogy egy darab csokoladét kaptunk 9 darab szelvényért, tehat egy szelvény é

1
csokoladét ér, ezért egy csokoladé szelvényestiil 1 — csokoladé.

Vagyis arra jutottunk, hogy:

IR N R

10 100 1000 ~ 9

9.0sszefoglalas

30



A hatarérték fogalmanak megértése tényleg nem a legegyszertibb dolog a
kozépiskolasok szdmara, viszont ennek ellenére az egyik legérdekesebb témakor,
amivel megismerkedhetnek a tanulmanyaik sordn. A tankdnyvvizsgéalatok soran
lattam, hogy rovid ideig ugyan, de szerepelt az altalanos tantervben is a hatarérték,
¢s a tankOnyv tanitasi modszere is hatékonynak tiint. Megnéztem mai emelt szintii
konyvet, ahol szintén szerepelt ez a téma, mas megkozelitésben, de szemléletes
bemutatast adott rola, mégis talan a masik konyvet itéltem célravezetObbnek. A
nehézségeket tobbnyire abban lattam, hogy vagy annyira préobalnak egyes
fogalmakat leegyszeriisiteni, hogy az elvesziti 1ényegét, vagy tul komplikaltan
kozelitik meg, ¢és nehezen befogadhato a didkoknak. A kutatdsaim sordn
megnéztem néhany kiilfoldi mintat is, Anglidban szerepel a tantervben a hatarérték,
¢és sok 0nall6 munkat kivannak a gyerekektdl. Sajat egyetemi tanulméanyaimat is
felelevenitettem, hogy lassam, mennyire hasznalhatok a kdzépiskolaban tanultak
késobb. Sajnos itt arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy egy kicsit mélyebb
alapokra lenne a sziikség, hogy késébb valdban tudjanak ra a tanuldk tamaszkodni.
A mai helyzetben Ugy latom, hogy a hatarérték fogalméanak oktatasahoz a
tanordkon kiviili lehetdségeket kell megragadnunk kozépszinten. Erre lennének
alkalmasak a szakkorok, vagy iskolai tdborok, kirdnduldsok. Ezen alkalmakkor
jatékos formaban, vagy Podsa Lajos moddszerével lehetne megismertetni az

érdeklédo gyerekeket a hatarértékkel.
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10. Melléklet

10.1. K6zép szintii tankonyv elemzése:

Tankonyvkiado Matematika a gimnaziumok I. osztalya szamara (1965.
majus). Tizennegyedik kiadas. Két 6 részbdl 4ll a tankonyv, van egy algebra és
egy geometria fejezet. Az algebrai rész Varga Tamds, a geometriai Dr. Faragd
Laszl6 munkdja. Az abrakat Buday Arpad és Vidéki Gusztav rajzolta. Rovid
bevezetd talalhato az algebranal: Az algebra alapvetden az egyenletek
megoldasdnak tudomadanya. , kiilonféle” szamokrol, a velik valé miiveletekrdl, és
ezeknek a miiveleteknek a tulajdonsagair6l tanulunk a matematika ezen agan beliil.
Nagy fejlédésen ment at, mar olyan dolgokat is targyal, ami csak tavolrdl fligg
Ossze az egyenletekkel, de ez ebben a konyvben, és kdzépiskoldban nem szerepel.
A fiiggvény fogalmanak a matematika minden 4dgaban fontos szerepe van. Es a
halmaz fogalménak bevezetése a fiiggvények felhasznédldsdval torténik a
tankonyvben.

Geometrianal csak par bemutatd sor szerepel: Geometria mas néven mértan,
térbeli alakzatok tudomdnya. Térbeli alakzatok példaul testek, feliiletek, vonalak,
pontok.

A tankonyv tartalmi felépitése:
Algebra:

I. A raciondlis szdmok halmaza.

II. Miveletek a természetes szamok korében

III. Miveletek a pozitiv racionalis szamok korében. Valos szamok

IV. Miiveletek a tetszés szerinti eldjelll szamok kdrében

V. Fiiggvények.

V1. Racionalis egész kifejezések azonos atalakitasai

VII. Racionalis tortkifejezések azonos atalakitasai

VIII. Egyenletek ekvivalencidja

IX. Az egyenlet megoldas technikdja

X. Egyenletrendszerek

Geometria:
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I. Bevezetés: Az egyenes. A sz0g és a szogek mérése

II. A szdgparok

III. A geometriai transzformacid. A tengelyes tiikkrozés

IV. Az egyenes vonalt sikidomok néhany k6z6s tulajdonsagairol

V. A haromszog

VI.A négyszogek

VII. A kor

Tankonyvkiadé: Matematika az altalanos gimnaziumok II. osztalya
szamara (1965 julius)
A konyv Gallai Tibor, Péter Rézsa, Surdnyi Janos, Tolnai Jend munkéja. Az
abrakat Balogh Andras, Csaki Imre és Hornyak Laszld rajzolta. Két részre
tagolodik ez a kotet is, de itt az elsé egy tobb témakort feloleld rész, a masodik
pedig trigonometria.
A tankOnyv tartalmi felépitése:
Elso rész:

I. Hasonl6 idomok

II. A hasonlosag néhany alkalmazasa
III. Tertilet atalakitasok
IV. A négyzetgyokvonas és a Pitagorasz-tétel alkalmazésa
V. Miveletek négyzetgyokokkel.

VI. Pitagorasz-tétel tovabbi alkalmazasai

VII. Teriiletszamitasi feladatok

VIII. A korivek hossza és a kor részeinek teriiletei

IX. A mértani kozép

X. A méasodfoku egyenlet

XI. Egyenletek négyzetgyokokkel

XII. Masodfokura redukéalhato negyedfoku egyenletek

XIII. Masodfoku egyenletrendszerek

XIV. A hatvanyfogalom kiterjesztése

XV. A logaritmus

XVI. A 10-es alapu logaritmustablazat

XVII. A logaritmustablazat felhasznaldsa a szdmolasban
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XVIII. Nem 10-es alapu logaritmus kiszamitasa. Exponencialis egyenletek.

XIX. A logarléc
Trigonometria:

I. A tangens fogalma ¢és felhasznalasa

I1. Uj szogfiiggvények bevezetése

III. Osszefiiggés egy szdg szogfliggvényei kozott

IV. Osszetett feladatok megoldasdnak visszavezetése derékszogii
haromszogek megoldasara

Tankonyvkiadé:  Matematika a  gimnaziumok III. osztalya
szamara.(1967. Februar). Tizenhetedik kiadas. A konyv Gallai Tibor, H6di Endre,
Dr. Péter Rozsa, Szabd Piroska és Tomai Jend munkéaja. Ez a kotet hdrom f6
részbdl tevOodik Ossze: trigonometria, sorozatok ¢és analitikus (koordinata-)
geometria.
A konyv tartalmi felépitése:
Trigonometria:

I. Sinus- és cosinustétel

II. A sinus- és cosinustétel tompaszdgii haromszogben és a szogfiiggvények
altalanositasa

I11. Osszegzési tételek

IV. A logaritmusok elénydsebb alkalmazasat biztositd 0sszefliggések

V. A sz0g ¢és a szogfiiggvények fogalménak kiterjesztése

VI. A szogfiiggvények vizsgélata és abrazolédsa

VII. Az ivmérték
Sorozatok
Analitikus (koordinata-) geometria:

I. Az egyenes

II. A kor

III. A parabola

IV. Az ellipszis és a hiperbola

V.A kupszeletek osszefoglalasa

Tankonyvkiadé: Matematika az Altalinos gimnaziumok IV. osztilya

szamara(1965 februar). Tizennegyedik kiadas. A konyv Hodi Endre, Szasz Gébor,
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Tolnai Jend munkaja. Az abrakat Erddsi Jozsef és Hornydk Laszlo rajzolta. Itt
harom f6 részre van osztva a tananyag: Fliggvények, térmértan, egyenletek,
polinomok osztasa.
A konyv tartalmi felépitése:
Fiiggvények:
I. Ertelmezési tartomany
II. Fiiggvények menetének vizsgélata
III. Fiiggvények meghatarozasa
VI. Fiiggvénytranszformaciok
V. Szélsdérték kiszamitasa
Térmértan:
I. T4jékozddas a térben
II. Hengerszerti testek
III. Kapszeri testek
IV. Csonka gtla, csonka kup
V. A gdbmb ¢és részei
Egyenletek, polinomok osztasa:
I. Magasabb foku egyenletek egész és tort gyokeinek meghatdrozasa

II. Osztas gyoktényezdvel, polinomok osztdsa

10.2. Az analizis nehézségei K6sa Andras

megkozelitésében

Kosa Andrés ugy fogalmaz, hogy a tanuldk elsajatitanak néhany alapvetden
fontos analizisbeli technikat, de még az alapvetd fogalmakat sem értik meg
tobbségében.

Kozépiskolaban az analizist egy teljesen deduktiv szellemii sablon szerint tanitjak.
A kiindulasi pont a hatarérték fogalma, amit anélkiil tanitanak, hogy eredetét, vagy
barmilyen érdemleges alkalmazasat bemutatnak. A kozépiskolai analizisoktatas

konyvszeri, és nem hatékony. Eddigi séma: a hatarérték fogalma az elsddleges,
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ebbdl keriilt visszavezetésre a folytonossdg és a derivalhatosag. Ezzel szemben
allitana fel 6 egy masik megkdzelitést, és ezeket a szoros Osszefliggésben 1évo
definiciokat mds mdédon kapcsolnd Ossze. Itt sziikséges néhdny fontos fogalom
bemutatasa:

Pontbeli folytonossag fogalma:10
Legyen f valos-valds fliggvény, azt mondjuk, hogy az f fiiggvény értelmezési
tartomanya valamely a pontjaban folytonos, ha minden egyes ¢€ER szdmhoz létezik
olyan S€R, hogy barmely x€DfNks(a) esetén teljesiil az |f(x)-fla)|< e
egyenldtlenség folytonos

Végesben vett hatarérték fogalma:"'
Legyen f valos-valos fliggvény. Azt mondjuk, hogy az f fliggvénynek a torlodasi
pontjaban a hatarértéke az A valds szdm, ha minden egyes &€R szadmhoz létezik
olyan 3€R, hogy barmely x€DfNks(a)\{a} esetén teljesiil az |f(x)-A|<e
egyenldtlenség.

Torlodasi pont:12
Legyen H<R, a€R, azt mondjuk, hogy a torlédasi pontja, ha barmely yER esetén
HNky(a) halmaz végtelen.
Elvileg minden egyes A valos szammal kapcsolatban feltehetd, hogy a hatarértéke
az a pontban f-nek. Ha valamelyik A szdm hatarértéke az a pontban f-nek, akkor
azt 1s ki kell mutatni, hogy ez A-t6l kiilonb6z6 valds szamra nem allhat fenn.
Legyen f valds-valos fliggvény, a Df egy bels6 pontja, és tegylk fel, hogy f
derivéalhato a-ban. Ekkor létezik olyan Fa: Df—R fiiggvény. Hogy

1) f(x)-f(a)=Fa(x)(x-a) (x€Df)
¢és Fa folytonos az a helyen
2) Fa(x)=f(x)-f(a)/x-a (x€Df\{a}),

vagyis az Fa fliggvény az f filiggvény a-hoz tartozé kiilonbségihdnyados-
fliggvényének Df halmazra vonatkozd, mégpedig az a pontban folytonos
kiterjesztése.
Az f a-hoz tartoz6 kiilonbségihanyados-fliggvényének az értelmezési tartomanya a

Df\{a} halmaz, a kiterjesztés tehat a minddssze egy ponttal bovebb Df halmazra

1% Koésa Andras: Matematikai analizis a kozépiskolaban, Tankonyvkiado, Budapest
"' Koésa Andras: Matematikai analizis a kozépiskolaban, Tankonyvkiado, Budapest
"2 Kosa Andras: Matematikai analizis a kozépiskolaban, Tankonyvkiadd, Budapest
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torténik. A-beli kiterjesztésr6l  beszélhetiink. Jeloljik f a-hoz tartozd
kiilonbségihanyados-fiiggvényét K-val. Fa | Df\{a}=K. A K filiggvénynek végtelen
sok a-beli kiterjesztése van. Az f fliggvény pontosan akkor derivalhatdo az a
pontban, ha K-nak Iétezik a-beli folytonos kiterjesztése, vagyis K-nak Iétezik
hatarértéke az a pontban.

Valés-valés fiiggvény pontbeli hatarértéke:"

Legyen f valos-valos fliggvény, a pedig Df torlddasi pontja. Azt mondjuk, hogy f-
nek a-ban van hatarértéke, ha az f | Df\{a} fliggvénynek létezik a-beli folytonos
kiterjesztése, vagyis ha létezik olyan x€Df, hogy x—f(x), ha x€Df\{a}

A, ha x=a
f fliggvény folytonos az a pontban. Ekkor az A€R szamot f a pontbeli
hatarértekének nevezziik.

Konnyli beldtni, hogy ha f-nek Iétezik a-ban hatarértéke, akkor az
egyértelmili. Azt a tényt, hogy valamely f valds-valds fliggvénynek Df valamelyik a
torl6dasi pontjdban AER a hatarértéke, a limf A szimbolummal fejezziik ki.

Egy f valos-valos fliggvény értelmezési tartomanyanak egy a belsd
pontjdban pontosan akkor derivalhatd, ha Iétezik az a-hoz tartozé K
kiilonbségihanyados-fiiggvényének a-beli folytonos kiterjesztése,vagyis ha létezik
K-nak a-ban hatarértéke. Ez a hatarérték éppen f-nek a-beli derivaltja.

Formulaval: f a-ban pontosan akkor derivalhato, és a-beli derivaltja az A
valds szam, ha minden egyes ¢€R szamhoz létezik olyan 6€R, hogy barmely x €
ko(a)\{a} esetén

| L0-1@ |,

xX—a

Legyen f valds-valos fiiggvény, a€Df pedig egyben torlodasi pontja is Df-
nek. Az f fliggvény a-ban pontosan akkor folytonos, ha van f-nek a-ban
hatarértéke, és ez f(a), vagyis ha limf=f(a)

Ha az a eleme Df pont nem torlodasi pontja Df-nek, akkor a folytonossag
fogalmat nem tudjuk a hatarérték fogalmara visszavezetni.

Szamsorozat hatarértéke:'

¥ Koésa Andras: Matematikai analizis a kozépiskolaban, Tankonyvkiado, Budapest
'* Kosa Andras: Matematikai analizis a kozépiskolaban, Tankonyvkiadd, Budapest
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Szamsorozat hatarértékének a fogalma mar szerepel a valds szamok
halmazéanak a felépitésekor. Pontbeli folytonossag, derivalhatosag, hatarérték mind
visszavezethetOk a szdmsorozat hatarértékének fogalmara.

Azt mondjuk, hogy valamely a szdmsorozat hatarértéke az A€R szam, ha
minden egyes €¢€R  szdmhoz Iétezik nOEN, hogy barmely n€N, n>n0 esetén
teljestil az | an-A | <E egyenl6tlenség.

Konnyl beldtni, hogy ha a-nak 1étezik hatarértéke, akkor az egyértelmii. Azt
a tényt, hogy valamely a szdmsorozatnak A a hatarértéke, a lima=A szimbolummal
fejezzik ki.

Ha egy szamsorozatnak létezik hatarértéke, akkor azt konvergensnek,
ellenkezd esetben divergensnek mondjuk.

Legyen a, illetve b konvergens szadmsorozat az A, illetve a BER
hatarértékkel. Ekkor az a+b valos fiiggvény is szdmsorozat, ezen feliil konvergens
18, €s

lim(a+b)=(A+B) (=lima+limb)

Valos-valds fiiggvény pontbeli folytonossaga visszavezethetd szamsorozat
hatarértékének fogalmara.

Bar valéoban minden konyv a hatarérték fogalmaval kezdi a
differencidlszamitds témakorét, csak ezutdn vezeti be a folytonossagot, ¢&s
mindezek megismerése utan vag bele a derivalas targyalasaba. De alapvetden nem
ez a séma a legnagyobb probléma az analizis oktatdsdval. Ezen fogalmak
megértése idéigényes €s nem is egyszerll feladat az érettségi eldtt allok szdmara, és
ha az elején elveszitik érdeklddésiiket, a késébbiekben mar csak egyre nehezebb
lesz a probléma megoldasa. A tankonyveknek ¢€s a tanitasnak annyiban kellene
valtoznia, hogy szemléletesebben, jobban kovethetden kellene ezeket a fogalmakat
bevezetnie, és olyan konyvekre lenne sziikség, amely kifejezetten emelt szinten

tanuloknak szol, viszont a kozép szintli anyagot is magéaban foglalna.
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