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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Motivacid

A matematikaval komolyabban foglalkoz6 kozépiskolas didkok fejében viszonylag hamar
kialakul egy kép a bizonyitasokrol. Kiilonféle technikakat ismernek meg, elsajatitjak a
teljes indukcio, a direkt és az indirekt bizonyitas modszerét. Mégis, amikor olyan fel-
adat keriil eléjiik, hogy valamirdsl azt kell belatni, hogy lehetetlen, hirtelen iiresnek érzik
az eszkoztarukat. Szakdolgozatom céljaul ezért azt tiiztem ki, hogy megmutassam: ilyen
fajta bizonyitasokra is ugyanazt a matematikat kell felhasznéalni, amit mas feladatokhoz,
egyediil a szemlélet kiilonbozik egy kissé.

Nagyon fontosnak tartom azonban leszogezni, hogy a most kévetkezs feladatokra nem
ugy kell tekinteni, mint egy tananyagra, amelyet minden gyereknek az elejétsl a végéig
végig kell csinalni ahhoz, hogy tudjon ,lehetetlent bizonyitani” — ami itt szerepel, azt sok-
kal inkabb valogatdsnak nevezném. Nehézség szerint gytjtottem csokorba a feladatokat,
azon belill pedig igyekeztem egymés utan flizni az Osszekapcsolodokat. Célom ezzel az
volt, hogy az Olvaso Osszefiiggbben lassa a lehetetlenségek témakorét, még akkor is, ha
nem gondolkodik el minden feladaton sajat maga, hanem csak végigkoveti a megoldés
gondolatmenetét.

A tanitas soran azonban nem feltétleniil ezt az elvet tartom kévetendének. Fontosnak
tartom, hogy a gyerekek szabadon hasznaljak a fejiiket gondolkodésra, igy nem szeret-
ném a gondolataikat egy szigortian meghatarozott mederbe terelni azzal, hogy mar az
elején vilagos, hogy milyen modszerrel kell megoldani a feladatot. Eppen ezért ha ezeket

/////

adnék ol koziiliik, mikézben parhuzamosan egészen més témakorokkel foglalkoznék. A ha-



sonlo gondolatot, otletet hasznalo feladatokat nem adnédm fel ugyanazon az 6ran, inkabb
visszatérnék ra késébb, és igy minden alkalommal Gjra felfedezhetik a gondolkodas 6rémét
a feladat kapcsan, és egyre mélyebben rogziilne a gondolat. Ha ugyanis megtanulnak a
sablont, akkor minden 1j feladatra azt probalnak rahuzni, és ezzel elveszne a szépsége, s6t
rovid id6 alatt unalmassa is valna. Ez természetesen csak a sajat véleményem, javaslata-
imtol nyugodtan el lehet térni.

A szakdolgozatomban talalhaté feladatok alapvetGen matematikaban tehetséges gyere-
kek szamara késziiltek, némelyik nagyon nehéz és mély gondolatot is tartalmaz. A harom
kategoridba valo besorolésra is ezek alapjan keriilt sor, amelyik feladatok itt az alapszinten
talalhatok, azokat nyugodt szivvel feladhatjuk sokkal nagyobbaknak is — én személy sze-
rint egyetemista koromban talalkoztam elGszor a legtobbel, mégsem éreztem kiilonésebben
konnytinek Sket. Szépségiiket azonban ez nem csokkenti.

Els6 olvasasra talan mesekonyvnek is ttinhet majd ez a gytjtemény, a meseszerti meg-
fogalmazas azonban nem véletlen: a feladatok konnyebb megérhetéségét, megjegyezhets-

ségét szolgaljak, fejlesztik a vizualizaciot és felkeltik az érdeklédést.

1.2. Koszonetnyilvanitas

Koszonettel tartozom Juhasz Péternek, a témavezetémnek, aki végigvezetett a lehetetlen-
ségek témakorén, lépésrél-1épésre, ha kellett, heteket varva, amig én is eljutok a kérdéses
helyre a gondolatmenetben. Ha rossz iranyba indultam, finoman terelt a jo ut felé, és agy
segitett, hogy nem vette el a gondolkodas élményét kozben. Koszonom neki, hogy hagyott
kibontakozni, és valaszolt a rengeteg kérdésemre is. Koszonom neki a témajavaslatot is,
nagyon szerettem irni ezt a szakdolgozatot. Koszonom.

Ko6sz6nom szépen a paromnak, hogy mindenben tdmogatott és mellettem allt, ez jelen-
tette a legtobbet. K6szonom a csaladomnak, hogy nyugton tirték, amikor a feladataimmal
farasztottam Gket, és kiilon kdszonom Bazsinak, a 7 éves kis6csémnek, hogy onzetleniil

rendelkezésemre bocsatotta a sakktablajat.



2. fejezet

Alapszinti feladatok — Lehetetlenségek
7. osztalytol

2.1. Eszter sziiletésnapja

Eszter a sziiletésnapi linnepségére négy baratjat hivta meg: Annat, Balazst, Csengét és
Danit. Osszesen tehat oten voltak. A torta elfogyasztasa utén szerettek volna néhany

sakkpartit jatszani.
1. feladat. Lehetséges-e ez gy, hogy senki se maradjon ki?

Ez sajnos lehetetlenség, ugyanis barhogy allitom parba az 6t résztvevét, mindig lesz
valaki, akinek nem jut parja. Eszteréknek mas jatékot kell kitalalni.

Ez a feladat a legegyszertibb lehetetlenségi feladatok kozé tartozik, egy évodas is meg
tudja oldani, ha érti a kérdést. Azért all mégis itt, mert igy talan vilagosabba valik, mit

is jelent bizonyitani a lehetetlent.

2.2. Tiz korong

2. feladat. Egy 4x4-es négyzetre helyezziink el 10 korongot ugy, hogy minden sorban és
minden oszlopban pdros szama legyen. (Egy négyzetbe eqy korongot tehetiink.) Lehetséges-e

ez?

Lehetséges, példaul a kévetkezd modon:?

! Megjeqyzés: Az 6sszes jo elrendezést ezen elrendezés oszlopainak vagy sorainak felcserélésével kapjuk.



3. feladat. Tegyiink most eqy 5x 4-es téglalapra akdrhanyat, de gy, hogy minden sorban

és minden oszlopban pdratlan szdmi korong legyen. Lehetséges?

Ez méar lehetetlen. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik jo elrendezés. Vizsgaljuk meg,
hogy ehhez hany korongot hasznaltunk fel? Ha a sorokat nézziik, akkor péaratlan, ha az

oszlopokat, akkor paros a korongok szama. Ez pedig ellentmondas.

2.3. Uthalozatok

A kovetkezd | lehetetlenséghez” ezt a feladatot adnam fel a gyerekeknek:

4. feladat. Rajzoljanak 4 térképet, vdrosokrol és a kéztik lévd uthdlozatrol, méghozzd a

kévetkezd paraméterek alapjdn:

1. 6 vdros, mindeqgyikbdl induljon it pontosan 3 mdsik vdaroshoz
2. 7T wvdros, mindeqyikbdl induljon it pontosan 3 mdsik vdroshoz
3. 8 wdros, mindeqyikbdl induljon it pontosan 3 mdsik vdroshoz
4. 9 varos, mindegqyikbdl induljon it pontosan 3 mdsik vdroshoz

Mar harom helyes térképért csokit ajanlanék fel a feladatmegolddnak.

Az 1. feladatrészre a gyerekek nagyon hamar ré szoktak jonni, a megoldas a 2.1. abran
lathato.

A 2. résznél azonban mér hidba probalkoznak, a feladat lehetetlenség. Hiszen szamol-
juk csak meg, hany éle lenne egy ilyen grafnak: minden cstcsbol kiindul 3, tehat 7 - 3, de

minden élet kétszer szamoltunk, egyszer a két végpontjaban 1évs egyik varosban, egyszer

73 __ 21

a masikban, igy el kell osztani 2-vel. Viszont a 5> = % nem egész szam, igy nyilvan nem

lehet ilyen térképet rajzolni.
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2.1. abra. Uthalézat 6 varos kozt

A 8 véros rajza a 2.2. abran lathato.

2.2. abra. Uthalézat 8 varos kozott

9 varoshol pedig a 7-hez hasonléan szintén nem lehet ilyen uthélézatot késziteni, mert

93 _ 27 & 5
5. = 5 lem egesz szam.

Tehat a csokoladé nem keriil kiosztéasra.

2.4. Gyufasdoboz épitmények

A most kovetkezs feladat kiengesztelésképp ismét csokoladéért megy. Mindenki kap 5 db
gyufasdobozt.

5. feladat. Hozzuk Iétre a kévetkezd épitményeket az 6sszes doboz felhaszndldsdval:

1. Minden gyufdasdoboznak pontosan 2 szomszédja legyen



2. Minden gyufdsdoboznak pontosan 3 szomszédja legyen

3. Minden gyufdasdoboznak pontosan 4 szomszédja legyen.
(A szomszédsdg kélesonos.)
A jutalom mar két épitmény elkészitéséért is jar.
A gyerekek hosszabb-révidebb gondolkodéas utan elkészitik az els6 épitményt a 2.3.

abran lathatéhoz hasonlé modon.

2.3. dbra. Gyufasdoboz épitmény, ahol minden doboznak pontosan két szomszédja van.

A maésodik épitményre nem érkezhet jo6 megoldas, mert ilyen épitményt nem lehet
késziteni. Ennek bizonyitasdhoz tegyiik fel indirekt, hogy létezik jo konstrukcio. Legyenek
a gyufasdobozok egy graf pontjai, a koztiik 1év6 érintkezések, szomszédsagok pedig a graf
élei. Ekkor egy 6tponti grafot kapunk, ahol két pont akkor van Gsszekotve, ha az adott
két gyufasdoboz szomszédos, azaz van kozos feliiletrésziik. Szamoljuk meg most a graf
éleit! Ha mindegyik doboznak 3 szomszédja van, akkor minden pont fokszama 3, tehat
% = 7,5 éle lenne, ami persze lehetetlen. Igy nem lehet ilyen épitményt létrehozni.

A harmadik épitményre ezzel szemben egy szép konstrukciot lathatunk a 2.4. abréan,
igy az ligyes gyerekek megkaphatjék a jutalmul kittizott csokoladét.

Fontos még a feladat kivitelezésével kapcsolatban, hogy a gyufasdobozok legyenek
iiresek, miel6tt a gyerekekhez keriilnek. Ez a biztonsagi szempont mellett azért is 1ényeges,

mert a gyerekek igy valoban a feladatra tudnak 6sszpontositani, nincs ott a kisértés a gyufa

gyujtogatasara.



2.4. abra. Gyufasdoboz épitmény, ahol minden doboznak pontosan négy szomszédja van.

A jelen szakdolgozatban leirt feladatokat a gyakorlatban valoszintileg nem ebben a
sorrendben adnam fel. Igy ugyanis az uthalozatok utan nem kell hozza nagy otlet, hogy
kitalaljak, hogy a hédrmas szomszédsag lehetetlen, ha azonban egy egészen mas ,kornye-
zetben” adom fel a gyufdsdobozokat, azaz olyankor, amikor ez a gondolat mar régebben
szerepelt, esetleg nem is szerepelt még, akkor ezzel (jbol felelevenithetjiik, vagy el is sa-
jatithatjuk a gondolatot, és nem lesz unalmas. Ezzel a szemlélettel szerintem a gyerekek
sokkal inkabb gondolkodasra fogjék hasznélni a fejliket, mint arra, hogy elére megmondott
sémakat alkalmazzanak egyes feladatokra. Ilyenkor ugyanis konnyen eléfordulhat, hogy a
gyerekek elfelejtenek gondolkodni, és ha nem tudjak, mi a séma, akkor nem tudnak elin-

dulni egy feladat megoldasaban.

2.5. A 13-lapos test

6. feladat. Van-e olyan test, aminek pontosan 13 db hdromszdg lapja van, és mds lapja

nincs?

Az el6z6 feladat alapjan mar nincs tal nehéz dolgunk: szamoljuk meg az éleket. % =
19,5, ami nem egész szam. Igy tehat nem létezik ilyen test.
Az érdekes azonban az, hogy ilyen test mégis létezik. Ilyen példaul a 2.5. abran lathato

test is: egy olyan 6tszog alapu bipiramis — aminek tehat 10 darab hdromszog lapja van —,

10



2.5. 4dbra. Példa egy olyan testre, aminek 13 darab haromszog lapja van, és mas lapja

nincs.

aminek az egyik lapjanak a felére egy tetraédert illesztettiink.
Es miért nem volt j6 a fent emlitett ,bizonyitas”? Az 2.5. abran lathatoé nem szokvanyos

él miatt. Az egyszerid poliéder definicidja ugyanis éppen az ilyen éleket kiiszoboli ki.

1. Definicié. A poliéder egyszerid, ha kézinséges (Gsszefiiggd és minden csicsdndl az azt
tartalmazd lapok egyetlen ciklust alkotnak), felilete eqyszeresen dsszefiiggd (0sszefiiggd és
minden a poliéderfeliileten elhelyezkedd sokszdguonal részekre darabolja), és minden lapja

eqyszerd sokszog.

A gyerekeknek pedig ilyen feladatoknal 6sztondsen is valami szép, konvex objektum jut
esziikbe, jol meghatarozott lapokkal, élekkel, csicsokkal. A kérdés viszont nem egyszert

poliéderre vonatkozott, hanem testre, ebbdl fakadt a ,bizonyitas” hibaja.

2.6. Otszog atdarabolasa

Az kovetkezd dbran lathato hatszoget haromszogekre bontottuk tgy, hogy a kovetkezs két

tulajdonsag teljesiil:

1. Két haromszognek vagy van kozos oldala — ekkor az egyik haromszog fehér, a masik

fekete —, vagy csak kozos csticsa van, vagy nincs kézos pontja.

2. A hatszog minden oldala egy fekete haromszog egyik oldala.
7. feladat. Fel lehet-e bontani ugyanigy eqy konvex otszoget hdromsziogekre?

11



2.6. abra. Egy jo felbontéasi hatszog

A valasz az, hogy nem. Tegyiik fel ugyanis, hogy létezik jo felbontés. Szdmoljuk most
meg a behuzott szakaszok szamat! Ha k darab fehér haromszogre bontottuk, akkor 3k
darab vonalnak kell lennie, hiszen mindegyiknek harom oldala van. Ha viszont [ darab
fekete haromszog keletkezett a felbontéas soran, akkor az élek szama 31 — 5, k,l € Z. Ez

pedig ellentmondas, mert 3] — 5 nem oszthat6 3-mal.

2.7. Haromhatvany

8. feladat. Létezhet-e a 3-nak olyan hatvdnya, amelyben a tizesek helyén pdratlan szdm

all?

A lehetetlenséget most ugy fogjuk igazolni, hogy minden esetre belatjuk az ellenkezs
teljesiilését.
Allitasunk tehat a kovetkez: 3-hatvanyokban a tizesek helyiértékén mindig paros szam
all.

A 3" a kovetkez6é modon irhato fel:
3" = 100k + 10l + m,

ahol k,l és m € Z. A bizonyités teljes indukcioval torténik.

n = l-re: trivialis.

Tegyiik fel, hogy valamely n-re teljesiil, hogy a fonti felbontasban [ péros.
Lassuk be, hogy ekkor n + 1-re is teljesiil az allitas!

3" = 3(100k + 101 + m) = 300k + 301 + 3m.

A 30! biztosan paros az indukcios feltétel miatt, m pedig csak a 3-hatvanyok végzdései

12



koziil keriilhet ki, azaz lehet 1, 3, 7 és 9. Igy tehat
3m € {3,9,21,27}

Ebbdl tehat lathato, hogy 10-es atvitel vagy nincs, vagy 2 van, ami a paritast nem valtoz-
tatja meg. Tehat nem létezhet olyan 3-hatvany, amelyben a 10-esek helyén paratlan szam

all.

2.8. Bastyak a sakktablan

Bazsi nagyon szeret sakkozni, de éppen nem talalt senkit, akivel jatszhatott volna, igy
a kovetkezgvel foglalatoskodott: 8 bastyét tett fel a sakktablara, de gy, hogy ne tudjak

iitni egymast, azaz minden sorba és minden oszlopba pontosan egyet rakott.
9. feladat. Igaz-e, hogy a fekete mezdn dllo bastydk szama mindig pdros?

Igaz. Vegylik észre, hogy a bastyak osszes lehetséges helyzete a 2.7. Abran lathato allas

oszlopainak vagy sorainak a felcserélésébdl szarmaszik.

2.7. abra. 8 bastya elrendezése 1igy, hogy egyik se lisse a masikat

Barmely két sor vagy oszlop felcserélésével 1-et ng, illetve 1-et csokken a fekete mezére

es6 korongok szama, tehat Osszességében nem véltozik. Mivel fént paros sok korong &ll

13



fekete mezén, ezért ez tetszéleges bastyaelrendezés esetében is igy lesz. Tehat nem lehet
paratlan a fekete mezén 1év6 béastydk szama, igy ismét lehetetlent bizonyitottunk.
Megjegyzés. A feladat az invaridns témakor feladatai kozé tartozik, amirél kés6bb még
tobbszor is sz6 lesz. Invaridansnak neveziink valamilyen mennyiséget vagy tulajdonségot,
amely a feladat soran nem véltozik, megmarad. Az el6z6 feladatban a fekete mezdén allo

bastyak szama maradt valtozatlanul az oszlopok vagy sorok cseréje kdzben.

2.9. Az elvaltozott sakktabla

Kiszabadult a gonosz boszorkany a mesekonyvbdl, és garazdalkodni kezdett a gyerekszo-
baban. Elgszor is Bazsi sakktablajan valtoztatta el a mez6k szinét feketérsl fehérre és
fehérrdl feketére teljesen véletlenszertien, ahogy éppen kedve szottyant. A tiindérek ter-
mészetesen nem nézhették tétleniil a pusztitast, és megprobaltak visszaallitani a tablat
az eredeti allapotara. Sajnos azonban egy tiindér csak egy sor vagy oszlop szineit tudja
ellentétesre allitani, azaz minden, az adott sorban vagy oszlopban szerepls fekete mezst

fehérre valtoztatni, és forditva.

10. feladat. FElérhets-e minden kitnduldsi helyzetbdl a szép sakktdbla, ha a tindérek kor-

ldtlan mennyiségben munkdlkodhatnak?

Sajnos nem garantalt, hogy Bazsinak valaha is ismét szép lesz a sakktablaja, ugyanis
van olyan atalakitas, ami a tiindérek segitségével nem fordithatéd vissza. Vizsgaljuk meg
példaul azt az esetet, amikor egyediil a bal als6 sarok fekete, a tobbi fehér! Ebbdl a kiin-
dulési helyzetbdl nem allithato el6 a szabélyos sakktabla. Vegyiik észre, hogy akarhogyan
valtoztatunk sort vagy oszlopot, a fekete mezdk paritasa nem valtozik.? Igy ha paratlan

sok fekete van, sosem allithat6 vissza a tabla.

11. feladat. Tegyiik fel most, hogy pdros sok fekete mezdt hagyott maga utdn a gonosz

boszorkdny. Mit mondhatunk ekkor?

Eszrevehetjiik, hogy ekkor mar van olyan allas, amikor a tiindérek vissza tudjak allitani a
sakktablat, de ugy tiinik, még igy sem minden esetben. A sakktabla visszaallithatosagara
vonatkozo sziikséges és elégséges feltétel nehéz egy hetedik-nyolcadik osztéalyos gyereknek,

igy erre késébb tériink vissza.

2Azaz ismét talaltunk egy invarianst.
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2.10. 5x5-0s elosztod

Kétféle orszag kiralyanak mindig nagyon nehéz dolga van a javak szétosztasaban. Orszé-
gaban ugyanis 10 tartomany van, amikbdél 5 igen diisan termd foldteriiletekkel biiszkélked-
het, a maradék 5 tartomany foldje azonban nagyon sivar, mert alland6 szarazsag gyotri.
A jol termd tartoményokon lakd emberek kevesebb munkaval is sok élelemhez jutnak,
ezért mindig nagyon sokat esznek, igy az évek soran elég sok sulyfolosleget Osszegytij-
tottek maguknak. A rosszul termé tartoményokon azonban az emberek hidba dolgoznak
latastol vakulasig, mégsem jut a mindennapi betevére, éppen ezért csupa csont és bor
valamennyiiik. A kirdly tanacsosai az egyenlébb, jobban szabélyozhato elosztas érdeké-
ben kidolgoztak egy tgynevezett elosztdot, ami valojaban egy 5Hx5-0s tablazat volt. Ennek
sorai a bdven termd, gazdag tartomanyoknak, oszlopai pedig a sziiken termd, szegény
tartomanyoknak feleltek meg. A mezSkbe pedig egy-egy szam keriilt, ami azt mutatta,
hogy az adott mezshoz tartozo két tartomany (egy gazdag és egy szegény) mennyi almat,
barackot, céklat, diot és epret (a, b, ¢, d, e) kap, igy biztositva, hogy mindenféle termés-

b6l minden gazdag tartoménynak egy-egy szegény tartoméannyal ugyanannyi jusson, és

forditva.
b d|e
blc|d|e]a
cl|d|e b
dleja|b]|c
ela|b|c|d

A kiraly reformokat is be akart vezetni: csokkenteni akarta a kiilonbséget a gazdag és a
szegény tartomanyok kozt, és ezt az elosztés segitségével akarta megvalositani. Ugy haté-
rozott, hogy Osszesen a gazdag tartoményok legfeljebb 2000 egység, a szegény tartomanyok
pedig legalabb 3000 egység élelmet kapjanak.

12. feladat. Kitélthetd-e gy valos szamokkal az eloszto, hogy a szimok Osszege a so-

rokban legfeljebb 2000 legyen, az oszlopokban pedig legaldbb 30007

A feltételeknek eleget tev kitoltés lehetetlen. Vegyiik ugyanis a sorokra tett feltételt:
eszerint az Osszes sor Osszege legfeljebb 5 - 2000 = 10000 lehet, mig az oszlopokra tett
feltétel szerint az Gsszes oszlop 6sszegének legalabb 5-3000 = 15000-nek kell lennie. Mivel
mindkét Osszegzés az elosztd Osszes mezdjén szerepld szamok Osszegét kell, hogy adja,

ezért ez ellentmondas.
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A kiraly elszomorodva vette tudomasul, hogy reformjait nem lehet véghezvinni. A
kovetkez6 gondolat azonban szoget 1itott a fejébe: mi lenne, ha a kiilénb6z§ javaknak

megfelel6 mezSknek nem az Osszegére tenne kikotéseket, hanem a szorzatéara?

13. feladat. Kitolthetd-e ugy valds szamokkal, hogy a szdmok szorzata a sorokban leg-

feljebb 2000 legyen, az oszlopokban pedig legaldbb 30007

Gondolkozzunk az el6z6 feladathoz hasonlé médon. Ha a sorokban szereplé szamok
szorzatat tekintjiik, akkor az legfeljebb 2000° lehet, ha pedig az oszlopokban szerepld
szamok szorzatat, akkor annak legalabb 3000°-nek kell lenni. Igy tehat nem lehet ilyen
kitoltést talalni.

Ez a gondolatmenet azonban rossz. Nézziik példaul a 2.8. abrat3: a sorokban szerepld
szamok szorzatait a tablazat mellett, az oszlopokban szerepl6k szorzatait pedig alatta

lathatjuk.

-1 | 2000 1 2 1 -4000
2000 | -1 2 1 1 -4000
-1 2 1 2000 (2 | -8000
2 -1 1 1 2000 | -4000

1 1 2000 1 1 2000

4000 4000 4000 4000 4000

2.8. dbra. Egy minden feltételt kielégits kitoltés szorzatra

Mi volt az oka mégis a hibas gondolatmenetnek?

A negativ szamokkal vald szorzas kiilonleges tulajdonsaga. Ez a feladat 6. osztélyos
gyerekeknél egészen érdekes eredménnyel szokott zarulni: az okosabb gyerekek oldjak meg
rosszul a feladatot, a kozepesen jok pedig altalaban rajonnek a helyes megoldasi modra.
Ez pedig abbdl fakad, hogy az okos gyerekek latjak, hogy a megoldas miikodott az Osszes
szam Osszegére, ezért bizonyara miikodni fog az Osszes szam szorzatara is. Ez azonban

tévedés, igy beleesnek a csapdaba.

3A negativ szamok itt azt jelentik, hogy az adott tartomanyok az adott élelembdl nem részesiilnek,

s6t, az ott szereplé mennyiséget be is kell szolgaltatniuk
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A jol felépitett csapda szerepe mindig az, hogy bizonyos dolgokat mélyebben megért-
senek a gyerekek. Az okosabb gyerek latja méar, hogy a két feladatrész kozt elvben nincs
lényegi kiilonbség, igy nem gondolkodik tovabb. Azok a gyerekek viszont, akiknek ez az
Osszefiiggés még hianyzik a fejiikbsl, a konkrét feladaton gondolkodnak: vajon hogyan
tudnam csokkenteni az egyiket, hogy mégse csokkenjen a mésik? Egy id§ utan minden-
kinek eszébe jut, hogy ha példaul egy oszlopon beliil kétszer szorzok —1-gyel, akkor az
nem valtoztatja meg az oszlopba irt szamok szorzatat, viszont két sor tagjainak szorza-
tat is ellentettjére valtoztatja! Ezzel a gondolatmenettel pedig kitolthetjiik a tablazatot a
feltételeknek megfelelGen.

A kirdly, miutan latta, hogy reformjai milyen aron teljesitheték, inkdbb 6ntozérend-

szert vezettetett a szegény tartomanyok foldjeire.
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3. fejezet

Lehetetlenségek kozépszinten — 9. és 10.

osztaly

3.1. A 7 torpe és a biivos szerkezet

Hofehérke és a hét torpe elmentek az erdébe kirandulni. A torpék nagyon boldogok vol-
tak, hogy végre mindenkinek jutott péarja, nem maradt ki senki. A torpék egyébként is
nagyon szerették a paros szamokat, pontosabban a paratlanokat nem szerették, mert meg-
gy6z6désiik volt, hogy 6k azért torpék, mert heten vannak, a 7 pedig, mint az tudnivalo,
paratlan szam. Amiéta azonban Hofehérke is veliik volt, mind nagyon boldogok voltak,
és ennek természetesen az volt az oka, hogy végre 8-an lettek, a 8 pedig paros szam.

A torpék tehat mentek-mendegéltek az erd6ben Hofehérkével. Egyszer csak Hapci, aki
a legszemfiilesebb volt, felfedezett az 6svény mellett egy kGtablat. Ez a kétabla 8 x 8 — Jaj,
de jo, paros! — mez6bdl allt, minden mezén pedig egy szam szerepelt. A torpék aggddva
nézték, hogy vajon minden szam péaros-e?

Sajnos nem volt szerencséjiik, szerepelt a tdblan néhany pératlan szdm is. Elszomo-
rodva mentek tovabb, de azért vitték magukkal a kGtablat is, hatha sikeriil megjavitaniuk,
elvégre 6k is paratlanul voltak régen, és most mégis milyen boldogok lettek, hogy sikeriilt
péarosan lennitik.

Ahogy igy bandukoltak tovabb, szomortian, Hapci két tiisszentés kozt ismét meglatott
valamit a f6ldon: egy varazsszerkentytit! Ez a szerkentyt 4 x 4 — Milyen szerencse, paros! —
mezGbdl allt, és ha ratették egy kétablara, amin szamok szerepeltek, akkor minden mez6t
atvaltoztatott gy, hogy a rajta 1év6 szamhoz 1-et hozzdadott.

Tudornak errél rogvest eszébe jutott az 6 szerencsétleniil jart, paratlan szdmokat is
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tartalmazo kétablajuk. Nagy izgalomba jottek igy a torpék, és Hofehérke is: hat mégis
megjavithato a kétabla! Gyorsan neki is lattak a probalgatasnak, a szerkentytd kitiinGen
miikodott. Probaltak egyszer, probaltak kétszer, aztan haromszor, négyszer, sokszor, és a
k6tablan még mindig maradtak paratlan szamok. A torpék azonban nem veszitették el a

lelkesedésiiket. Egyediil Hofehérke {ilt le egy faronkre gondolkozni.

14. feladat. Vajon visszadllithato-e a 4x 4-es vardzseszkézzel a kdtdbla csupa pdros szd-

mira?

Hofehérke egy ideig torte a fejét, de rajott a megoldasra: egyéaltalan nem biztos, hogy a
varazseszkoz segitségével parossa tudjak varazsolni az egész kétablat. Ha ugyanis paratlan
sok helyen szerepel paratlan szam, akkor sosem lesz ,teljesen paros” a kétébla.

A bizonyitashoz vegyiik észre, hogy a 4 x 4-es varazseszkoz egyszerre akarhogy valtoztat
meg 16 mez6t eggyel, az ezen beliili paratlan mezék szamanak paritasa nem véltozik.! Igy
tehat mindig maradt paratlan darab paratlan szamot tartalmaz6 mezd, amit nem tudunk
kikiisz6bolni.

Ezen a szomoru hiren a szegény torpék megint elszomorodtak, és orrt logatva ban-
dukoltak tovabb. Méar egészen lemondtak a sanyarii sorstt kétabla teljesen parossa val-
toztatasanak szandékarol, amikor egyszer csak észrevettek egy ujabb varazsszerkezetet a
f6ldon heverni. Egészen hasonlé volt ez is az el6z6hoz, azzal a kiilonbséggel, hogy ennek
3x3 mezdje volt. A miikodési elviik semmiben sem kiilonb6zott, csak réa kellett tenni a

kétablara, és a szerkezet szépen megndvelte minden alatta 1évd szam értékét eggyel.
15. feladat. Vajon az wj szerkezettel egyiitt mdr megjavithato-e a kétdbla?

Hagyjuk a torpéket egy kicsit gondolkozni, és térjiink vissza a feladathoz par évvel

késébb, a fels6bb szinti lehetetlenségek kozott.

3.2. Robbané zaras feladatok

3.3. A klasszikus robband zar esete

A negyven rablé, okulva Ali Baba esetén, egy 1j tipusu zarral latta el a rejtett kincshez

vezetG ajtot. A zarnak egy szamjegyt kodja volt, és ugy miikddott, hogy ha eltalaljuk a

smét egy invarians.
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kodot, akkor kinyilik az ajto, ha viszont nem, akkor eggyel eltolodik a titkos kod. (Tehat
példaul ha az eredeti kod a 3 volt, és nem talaltuk el, akkor 4-re valtott; ha most sem
talaltuk el, akkor 5-re stb.) Igy lehet vele probalkozni egy darabig, viszont ha egy szamot
mésodszor is megnyomunk, és még akkor sem nyilik ki az ajto, akkor a zar felrobban,

leomlik a barlang, és betemeti az 0sszes kincset.
16. feladat. Ki lehet-e nyitni az ajtot, és ha igen, akkor hogyan?

A megoldas egészen meglepd, ugyanis a zarat minden esetben ki lehet nyitni. Példaul
egy jo megoldas a 0, 2, 4, 6, 8, 1, 3, 5, 7, 9, 5 szamsorozat. A megértéshez készitsiik el a

kovetkez§ téablazatot:

Beirtkod |02 4|6 |8 [1[3|5|7[9]5
Titkoskod |0 11234678905

Amint lathatjuk, az alsé sorban minden szam szerepel, tehat ez a tippsorozat tetszé-
leges kiindulasi kod esetén kinyitja a zarat. Tehat ha 0-t nyomunk els6 probalkozasra, az
a 0-t nyitja ki. Ha a masodik probalkozasunk a 2, az kinyitja azt a robband zéarat, aminek
eredetileg a titkos kédja az 1 volt. Ha a harmadik probalkozasunk a 4, akkor az akkor
nyitja ki a robbano6 zarat, ha a kiindulasi titkos kod a 2 volt. (Elsére nem talaltuk el, a
titkos kod eggyel nétt, 3 lett, masodikra sem talaltuk el, a titkos kod még eggyel nétt, 4
lett, és harmadikra mi is pont 4-et iitottiink be.) Hasonloan végigkdvethetd a tobbi szamra
is ugyanez.

Ellenérizniink kell még, hogy nem robban-e fel a zar, miel6tt végigprobalnank a kédot.
A szamsorozatban az 5-0s szamjegyen kiviil minden szam pontosan egyszer szerepel, tehat
csak akkor robbanna fel, ha az utolsdé 5-6s se nyitné ki a zarat. Azonban éppen azért
nyomjuk az 5-0st még egyszer, mert olyanunk még nem volt, ami 5-6s kiindulasi titkos
kodua zarat kinyitott volna, igy a 10. sikertelen probalkozas utan éppen visszaér az eredeti
allapotaba a kod, tehat ha mi 11. probalkozéasra 5-0st iitiink, akkor éppen kinyitjuk a
zarat.

Tehat a zarat ki lehet nyitni, és mivel Ali Baba elég eszes ember volt, ra is jott a

nyitjara.
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3.4. A nehezitett robband zar

A rablok kapitanya nagyon mérges lett, amikor észrevette, hogy Ali Babat még a robbano
zar sem tudta megakadélyozni abban, hogy a kincses barlangba bejusson, igy egy hirtelen
varazslattal megvaltoztatta a robbané zar miikodését: most mar egyaltalan nem lehetett
masodszor megnyomni ugyanazt a gombot, mert a zar rogvest felrobbant, a kincs pedig

megsemmistilt.

17. feladat. Mit lehet tenni ebben az esetben? Kinyithato-e igy a robband zdr? Ha igen,
hogyan? (A tobbi feltétel vdltozatlan maradt, tehdt minden sikertelen préba utdin eggyel
nétt az eredeti titkos kod.)

A megoldashoz nyilvan az kell, hogy minden kiindulasi titkos kéd esetén miikodjon a
beirt szamsorozat, tehat a fonti tablazat als6 sordban minden szam szerepeljen egyszer.
Ehhez legaldbb 10 lehetGségre van sziikség. Viszont legfeljebb 10 probalkozasunk lehet,
mert a 11. szdm, amit benyomnéank, az a skatulya elv alapjan biztosan szerepelt mar
egyszer, azaz felrobbanna a zar. Igy egy jo szamsorozat pontosan 10 szambol allna, tehat
a probalkozésunk biztosan a 0-t6l 9-ig terjedd szamok valamilyen permutacidja lenne,

jeloljiik a;-vel, ¢ = 1,...,10. Ezen szamok 0sszege 45.

Beirt kod ay as as a4 as ae ar as Qg alo

Titkos kod a1—0 CLQ—]. a3—2 CL4—3 CL5—4 CL6—5 CL7—6 a8—7 ag—8 (110—9

Nézziik meg most a titkos kod sorat! Itt is minden szamnak pontosan egyszer kell
szerepelnie. Szamoljuk ki ennek a sornak is az Osszegét: az a;-k Osszege (i = 1,...,10)
paratlan a fentiek alapjan, viszont a beldliik kivont szamok Osszege is paratlan, mivel
ezek ismét a 0-tol 9-ig terjedd szamok, amik Osszege 45. Tehéat Osszességében ennek a
sornak az Osszege paros, tehat nem szerepelhet minden szam 0-t6l 9-ig pontosan egyszer,
igy a nehezitett robbané zar méar nem nyithato6 ki biztosan minden kiinduléasi helyzetbdl.
Tehéat a kincshez se Ali Baba, se a negyven rablé nem férhet hozza biztosan. (Persze
szerencséjiik lehet, de ha mar végigprobaltak mind a 10 lehetgséget, és nem nyilt ki a zar,

akkor a kincses kamra 6rokre bezarult.)
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3.5. Melyik Gt megyen itt Budara?

3.5.1. Két igazmondd, egy szeszélyes

Laczfi nador és Toldi Miklos legendés talalkozéasa helyett vegyiink most egy szegény van-
dorlegényt, tarisznyajaban hamubasiilt pogécsaval, amint éppen a kiralylanyt kiszabadi-
tani igyekszik a hétfeji sarkany karmai koziil. Sajnos azonban féliton tutelagazashoz ér,
csak annyit tud, hogy az egyik iranyba folytatva az utjat a gonosz boszorkany birodalmaba
érkezne, a mésik ut pedig a hétfeji sarkany palotédja felé vezet, igy hat nagyon fontos volt,
hogy helyes utat valasszon. Az elagazasnal a szegénylegény azonban csak harom embert
latott, a fejiik folott pedig egy tablat, rajta a kovetkezs felirattal: Két igazmondo, eqy
szeszélyes. A szegénylegény tudta, mit jelent ez: az elGtte allo6 harom ember koziil kettd
minden kérdésére az igazat feleli, a harmadik véalaszaiban viszont nem lehet megbizni, az
is el6fordulhat, hogy igazat szo6l, de az is, hogy az igazsag ellenkezdjét feleli. Azt viszont
nem tudta a legény, hogy melyikiik melyik. A szegény legény csak eldontendd kérdéseket

tehet fel, és egy kérdést egyszerre csak egy embernek.

18. feladat. Kitaldlhato-e igy, hogy merre van a hétfejd sdrkdny palotdja? Ha igen, leg-

kevesebb hdny kérdés sziikséges?

A megoldéashoz jeloljiik a harom embert A-val, B-vel és C-vel. Tegyiik fel, hogy ki-
talalhato, hogy melyik a helyes ut. Vizsgaljuk most meg a sziikséges kérdések szamat! 1
kérdés biztosan kevés, mert nem tudunk arrdl semmit, hogy a valaszado szeszélyes vagy
igazmondo volt-e. Harom kérdés trividlis, hogy elég, ugyanis ha megkérdezziik mindhar-
muktoél az egyik irdnyba mutatva, hogy ,, Arra lakik-e a sdarkdny?”, akkor a harom vélaszbol
legalabb ketts egyezik, és az a helyes valasz lesz. De azt allitom, hogy két kérdés is elég
abban az esetben, ha az els6 kérdéssel tudunk egy igazmondot talalni. Legyen példaul az

a kérdéstink példaul A-hoz, hogy , B igazmondd-e?”

1. Ha igen valaszt kapunk, akkor B biztosan igazmondoé, ugyanis ha szeszélyes lenne,
akkor az azt jelentené, hogy a vélaszadonk, tehat A helyteleniil véilaszolt, tehat A
szeszélyes. Ez viszont ellentmondas, ugyanis csak az egyikiik lehet szeszélyes harmuk

kozil.

2. Ha viszont nem a véalasz, akkor két lehetéség van: ha A igazmondo, akkor B valo-

ban nem igazmondo, tehéat & a szeszélyes, ekkor viszont C' biztosan igazmondé. Ha
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viszont A szeszélyes, akkor B igazmondo; viszont nemcsak § igazmondo, hanem C'

is az! Ha megfigyeljiik, C' mindkét esetben biztosan igazmondo.

Igy tehat talaltunk biztos igazmondot egy kérdés felhasznaldsaval: az 1. esetben B-t,
a 2. esetben pedig C-t. Az igy kapott igazmondétol aztan megkérdezheti a szegénylegény;,

hogy ,, Arra lakik a hétfeji sdarkdany?”, mikdzben kezével az egyik iranyba mutat.

3.5.2. Két igazmondé, két szeszélyes

A szegénylegény szerencsésen vette az akadéalyt, azonban alig folytatja atjat, amikor ismét
utkeresztezGdéshez ér. Itt négy ember és a kovetkezd tabla fogadja: Két tgazmondo, két

szeszélyes.

19. feladat. FEldonthetd-e, merre lakik a sdarkdny? Ha igen, hdny kérdés kell? Ha nem,

miért?

Ez a probléma mar joval nehezebb az el6zénél. Probalkozzunk elGszor hasonld gondo-
latmenettel! Tegytik fel, hogy kitaldlhato, melyik a helyes ut. AlapvetSen kétfélét kérdez-
hetiink: az egyik tipusu a helyes iranyra vonatkozik, a méasik tipustinak pedig az a célja,
hogy talaljunk egy biztos igazmondoét. Viszont jelen esetben ugyanannyi az igazmondo,
mint a szeszélyes, igy ha példaul mindkét szeszélyes azt hiszi magarol, hogy igazmondo,
és azt hiszik, hogy a mésik a j6 1ut, akkor hidba kérdezziik meg a négy embertdl egyesével,
hogy ,,Arra lakik-e a sdrkdny?”, kett6 igen-nel és kett6 nem-mel fog felelni. Igazmondot
pedig ezzel analég médon ugyanigy nem fogunk tudni biztosan talalni. Ilyen esetben

akarhany kérdés sem elég, tehat nem tudjuk meg, merre van fogsagban a kiralylany.

3.6. Egy megjelolt kocka

Vegyiink egy kockat, irjunk az egyik oldalara egy A betiit és tegyiik le az asztalra ugy,
hogy az A foliilre keriiljon. Megengedett lépés a kockat egy éle koriil atbillenteni.

20. feladat. Elképzelhetd-e, hogy eqyszer csak ismét visszakeril a kocka a kiinduldsi he-

lyére és az A ismét a tetején van, de 90°-kal elforgatva?
A valasz nem. Ennek bizonyitasdhoz két megoldast is ismertetek.

1. A kockanak a kovetkezd két kritériumnak kell megfelelni:
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(a) visszajusson az eredeti helyére,

(b) az A a tetején legyen 90°-kal elfordulva.

Az (a) kritériumnak val6 megfeleléshez paros sok lépésre van sziikség: ha a kocka
kozéppontjanak az asztalra levetitett utjat tekintjiik, akkor ugyanannyit kell {6l és
le, jobbra és balra menni ahhoz, hogy a kocka visszaérjen a kiindulasi helyre. A (b)
kritériumnak valé megfeleléshez viszont paratlan sok 1épés kell: el6szor mindenkép-
pen ki kell billenteni a kockat a kiindulasbol. Itt tobb lehet&ségiink is van: vagy
csak egyet, harmat, o6tot, - 2k 4+ 1-et billentlink egy adott iranyba, ekkor az A a
kocka oldals6 lapjainak egyikére keriil; vagy kettst, négyet, nyolcat, - - - 2k-t billen-
tiink ugyanabba az iranyba, ekkor az A a kocka tetején vagy az aljan lesz, k € Z.
Ennek az utébbi esetnek most nincs értelme, mert nem tudjuk egy lépésbdl 90°-kal
elforgatni az A-t. Tehat ott tartunk, hogy az A valamelyik oldallapon van, és ide
2k + 1 1épéssel juttattuk. Innen léphetek tovabb egy adott irdnyba 21 vagy 21 + 1
lépéssel ugy, hogy az A még mindig oldallapon maradjon, [ € Z. Ezekbdl csak a pa-
ratlan 1épés lesz jo, mert a parosbol a tetejére visszabillentéssel nem kapok elfordult
A-t. Ahhoz is paratlan 1épés kell, hogy oldalsé laprol félkertiljon az A a kocka f6ls6

lapjara, tehat Gsszességében kaptuk:

(i) paratlan lépésbdl oldallapra keriilt,
(ii) paratlan lépésbdl elfordult 90°-kal,

(iii) paratlan lépésbdl ismét visszakeriilt a kocka tetejére az A betti.

Ha az oldals6 gorgetések kozt volt még olyan 1épés, amikor a kocka tetejére vagy
aljara keriilt az A, akkor az biztosan szintén paratlan lépésben tortént, innen viszont
ahhoz, hogy a kocka tetején legyen az A, paros szamu lépés kell, ami a forgatason
mar nem valtoztat. Igy csak akkor lesz jo ilyen esetekben a végén az A helyzete,
ha olyan oldalso 1épésbdl kertilt az A als6 vagy fels6 lapra, ami mar forgatott volt,
azaz amit paratlan lépésben tudtunk elérni, tehat végeredményben igy is paratlan
lépést kaptunk. Azaz Gsszesen paratlan 1épés kellett a (b) kritérium teljesitésére, igy

mindkét kritérium nem teljesiilhet egyszerre.

. Fessiik be a kocka csticsait a 3.1. 4bran lathaté modon.

Ahogy gorgetjiik a kockat, a papiron maradt fekete-fehér nyom gyakorlatilag sakk-
tablat képez a 3.2. abran lathaté modon. Ahhoz viszont, hogy elforduljon a kocka
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3.1. abra. A kocka szinezése

tetején az A, és a kocka visszajusson a kiindulasi helyére, ugyanazon a helyen a

papiron az inverz sakktablat kellene kapnunk, ami nem lehet.

Kiindulas: cél:
O e
® O
O [ O o O [

3.2. dbra. A festett kocka nyoma a papiron

Erdés Pal Nagy Konyvében minden bizonnyal ez a masodik bizonyitas szerepelne.
A feladat jo példaja annak, hogy hogyan lehet nekiesni egy problémanak, megoldani az
ismert modszerekkel, esetszétvalasztassal addig kiizdeni vele, amig meg nem adja magat,
és hogyan lehet nyitott szemmel, jo Otletekkel, kreativitdssal egy sokkal egyszeriibb és

szebb megoldast adni.

3.7. Forgb ajtd

Agyafirt Alfonz, a hirhedt bandavezér mér belefaradt a banda iranyitgatésaba. Szerette

volna mar végre jol megérdemelt pihenését tolteni a faradsagos munka aran 6sszegytjtott
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pénzbdl. Ugy gondolta, hogy itt az ideje, hogy atadja a hatalmat valamelyik fianak, csak
azt nem tudta sehogysem eldonteni, hogy melyiknek. Ezért aztan kieszelt nekik egy probat.
Amelyikiik a legagyafurtabb megoldast adja az & problémajara, az lesz majd az utodja,
a banda feje. Ossze is hivta rogvest mind a harom fiat, és a kovetkezoket mondta nekik:
Fiaim, nem érzem egészen biztonsdagban a vagyonunkat a jelenlegi helyén. Csindltattam
eqy kiilonleges széfet, madr csak a zdro kapcsolorendszer hidnyzik rola. Olyan rendszert
kell kieszelnetek, amit csak igazi Agyafirt nyithat ki. Kiinduldsnak megkapjdtok az ajto
eqy-eqy mdsolatdt: ez eqy lapos, forgathato kérlap, benne négy mélyedéssel, ide kellenek
a kapcsolok. Amelyikdtok a tokéletesen agyafirt zdrat hozza el nekem holnapig, az lesz a

bandavezér.

Z

3.3. abra. A forgd ajto

A harom ifjabb Agyafurt eztan kiilon-kiilon elvonult gondolkodni.

3.8. Keétallasu kapcsolos forgd ajto — Alfréd

Az els6, Alfréd, mar aznap estére készen lett a zarral, vitte is apja elé. Az & konstrukcioja
a kovetkezd volt: a forgd ajté mind a négy mélyedésébe egy-egy kapcsolot szerelt, ami
befelé vagy kifelé allt. Az ajto folyamatosan forgott, illetve szabalytalan idGkézonként
néha megéllt. Ekkor egyszerre legfeljebb két mélyedésbe bele lehetett nytulni, és at lehetett
allitani a benne 1év6 kapcsolo allasat. Miutan kivettiik a keziinket, az ajto6 kinyilt, ha mind
a négy kapcsold azonos éllasban van, vagy pedig ismét forogni kezdett, ha nem voltak

egyforma allasban.

21. feladat. Kinyithato-e ilyen feltételek mellett a forgo ajté? Ha igen, hogyan?
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Alfréd zéra kinyithato, méghozzéa a kovetkezé modon:

Vegyiik észre, hogy az, aki ki akarja nyitni a zérat, haromféle médon nyulhat a mélye-
désekbe a kapcsolokhoz. Az elsG lehetGség az, hogy két egymés melletti kapcsoldt kapcesol,
ezt nevezzik szomszédosnak. A maéasodik az, hogy egymassal atellenes mélyedéseket sze-
mel ki magénak, ezt nevezziik dtlosnak. A harmadik lehetdség pedig az, hogy csak egy
mélyedésbe nytl bele, és annak a kapcsolonak a helyzetét billenti at, ez az egyes kapcso-
las. (Természetesen nem kételezd atkapesolni egy kapesolot, attol, hogy belenytltunk az
ireghbe — modositas nélkiil is kivehetjiik a keziinket. Az ajto eztan is fordulni fog.) Vegyiik
észre, hogy valojaban a kovetkezd 3 kiindulasi helyzettel? kell csak foglalkoznunk — a tébbi

vagy ezekkel ekvivalens, vagy homogén, ami pedig nyitott ajtot eredményez.

szomszédos: 1 1 atlés: 1 0 egyes: 0 1

0 0 0 1 0 0
A stratégia a kovetkezs:

1. Atlés meélyedésbe nyulunk, és egyforméara allitjuk, ha nem egyforma, illetve atbil-
lentjiik ellenkezGjére mindkettst, ha egyforma. Mi torténik ilyenkor?
(a) Ha a kiindulas szomszédos volt, akkor most biztosan egyes lesz.
(b) Ha a kiindulas atlés volt, akkor az ajto kinyilt.
(c) Ha a kiindulas egyes volt, akkor az ajto vagy kinyilt, vagy atlos lett, vagy

egyes lett.

Osszefoglalva tehat az ajtonk vagy kinyilt, vagy egyes vagy atlés helyzetbe keriilt.

Szomszédos mar biztos nem lehet.

2. Ismét dtlos mélyedésbe nytulunk és egyforméra allitunk, ha kiilonbozé helyzetben
vannak a kapcsolok, vagy mindkett6t atallitjuk, ha egyformaban. Ha az ajté nem

nyilik, akkor mar tudjuk, hogy egyes. (Ha atlos lett volna, akkor kinyilt volna.)

3. Egyet allitunk. Ez az egyes kiindulasi helyzetet kinyithatja, atléssa vagy szom-

szédossa teheti.

4. Ismét dtlos kapcsolas. Ez az atlést kinyitja, a szomszédost nem valtoztatja.

2Felhivom a figyelmet arra, hogy a kapcsolasi lehetdségeket ddlt betiivel jelolom, kiindulasi helyzetek

esetén pedig félkGvér tipografiat hasznalok
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3.4. abra. Alfréd forgo ajtojanak kinyitasa

5. Ha még ekkor sem nyilt ki, akkor biztosan szomszédos helyzettivel van dolgunk, igy
addig keresiink szomszédos mélyedéseket, amig két egyformat nem talalunk. Ekkor

kinyitjuk.

Tehat a zarat ki lehet nyitni, ha elég sokat gondolkozik az ember.

3.9. Keétallasi nyomoégombos forgd ajtéo — Albert

A masodik Agyafurt, Albert, masnap délutan kopogott be apjahoz. Az 6 megoldasa any-
nyiban tért el a batyjaétol, hogy 6 nem egyszeri billends kapcsolot épitett a zarba, hanem
csak egy gombot, ami Ggy miikodott, hogy egy megnyomas hatésara egyet ugrott a kap-

csolo, azaz 0-rol 1-re valtott, a kvetkez6 nyomasra pedig 1-r6l O-ra. Tehat az, aki ki akarta
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nyitni, egyaltalan nem érezte, hogy milyen allasban volt az adott kapcsold, csak at tudta
allitani. Az ajté ugyanugy forgott, és ha minden kapcsold egyforma allasban volt, akkor

kinyilt.
22. feladat. Ki lehet-e nyitni ilyen kapcsoloval az ajtot?

Az ajto még ilyen feltételek mellett is kinyithato! Az ajto kiindulési helyzetei ugyan-

azok:

szomszédos: 1 1 atlés: 1 0 egyes: 0 1

0 0 0 1 0 0

A nyomaési lehetGségeink sem valtoztak: szomszédos, dtlds, egyes. Vizsgéljuk meg, mit

csinalnak a nyomaési lehet&ségek a kiindulési helyzetekkel!

1. Szomszédos

(a) A szomszédost kinyitja vagy atlossa teszi.
(b) Az atlost szomszédosra allitja.

(c) Az egyest valtozatlanul hagyja.
2. Atlss

(a) A szomszédost valtozatlanul hagyja.
(b) Az atlost kinyitja.

(c¢) Az egyest valtozatlanul hagyja.
3. Egyes

(a) A szomszédost egyesre allitja.
(b) Az atlost is egyesre allitja.
(c) Az egyest kinyitja, szomszédosra vagy atlosra allitja.
Ezek alapjan a kovetkez6 7 1épés segitségével biztosan ki tudjuk nyitni a zarat:

1. Atlést kapcesolunk — az ajto kinyilik, ha atlos volt, egyébként nem valtozik semmi.

2. Szomszédost kapcsolunk — ha nem nyilik, atlost vagy egyest kapunk.
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3.5. abra. Albert zaranak kinyitasa
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3. Atlos — hatha atlos volt. Ha nem, akkor sem valtozott semmi, tudjuk, hogy egyes

allasban van.

4. FEgyes — ha pont eltalaltuk az egy kiilonbozét, kinyilik; ha nem, akkor atlés vagy

szomszédos lett.
5. Atlés — hatha atlos.

6. Szomszédos, ugyanis ha még mindig nem nyilt ki, akkor biztos, hogy most szom-

szédos allasban van.

7. Az, hogy még ez a 1épés is kell, azt jelenti, hogy az el6z6 szomszédosnal rossz helyre
nyultunk, és atlésat csinaltunk bel6le — ezt pedig egy dtlds kapcsolassal biztosan

kinyitjuk.

3.10. Haromallasi nyomégombos forgd ajté — Aladar

Aladar, a legkisebb fin latta batyjai probéalkozéasat. Alfréd zarat egészen gyengécskének
itélte, Albert zara viszont méar tetszett neki. De 6 még ennél is jobbat akart. Eszébe is
jutott a nagy otlet: mi lenne, ha az & forgd ajtoja is nyomoégombos lenne, de nem ket-
t6-, hanem héaromallasa? Le is iilt mindjart az asztalahoz, végiggondolni, hogy ebben az
esetben milyen modszerrel lehet kinyitni a zarat. Telt-mult az id§, Aladar torte a fejét,
irogatott. Mar a nap is lement, de még mindig nem tudott egy jo algoritmust adni a
kinyitasara. Az id6 viszont nagyon elszaladt, apja pedig biztosan varja mar a megoldast.
Igy aztan Aladar kapta magat, és gyorsan nekilatott a zar elkészitésének. Reggelre meg is
lett vele, vitte apja elé. Mivel ugy gondolta, az 6reg ugyis okosabb, mint § (vagy legalabbis
tapasztaltabb), majd 6 kinyitja. El is mondta szabalyt apjanak, majd otthagyta, hadd

gondolkozzon nyugodtan.

23. feladat. Ki lehet-e nyitni Aladdr zdrat? Ha igen, hogyan? Es ha nem, akkor miért

nem?

Agyafurt Alfonz nem esett a feje lagyara, latta, hogy Alfréd és Albert zéara elég agya-
fart probalkozasra biztosan kinyilt, Aladaré viszont lehet, hogy akkor se nyilik ki, ha egy
hangosbemondé bemondja, hogy az atloban 1-2 szerepel. Ha atlés helyzetben két kiilon-
b6z6 szam szerepel, akkor azok biztosan egymast kovets szamok. Ha csak ezt a kettst

szeretnénk egyenlére allitani, akkor tgy kell dolgoznunk, hogy a kisebb szdmot mutato
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kapcsolot nyomjuk meg, a masikat nem valtoztatjuk. Igy azonban mindig csak tippelni
tudunk a kettd koziil, és ha tévediink, akkor ismét ugyanabban a helyzetben taldljuk
magunkat: két egymast kovets szam koziil meg kell talalnunk a kisebbet. Tehat nincs jo
algoritmus az ajto kinyitasara, nem lehet biztosan kinyitni.

Azt viszont egyik agyafirt fiit sem vette figyelembe, hogy véletleniil barmelyikiik zarat
ki lehetett nyitni! Egy ilyen széf pedig nem kell egy igazan agyaftart bandavezérnek. Igy
aztan Alfonz inkabb egyetemre kiildte még a fiait, hadd okosodjanak, 6 pedig készitett
maganak egy négyallasi nyomoégombos forgd ajtot, azt ugyanis egészen megleps moédon

ki lehetett nyitni®, és folytatta tovabb a banda iranyitasat.

3Alfonz arra jott ra, hogy nem 2-hatvany-allast forgé ajtok nem nyithatok ki, a 2-hatvany-allastak
viszont igen, speciélis esetben a négyallasut 64 agyafart 1épéssel lehetett biztosan kinyitni, ez pedig az 6

csavaros eszének éppen megfelel6 nehézségii feladvany volt.
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4. fejezet

Fels6bb szinti lehetetlenségek 11. és 12.

osztalyosok szamara

4.1. 7 torpe és 2 biivos szerkezet

Emléksziink még, hogy hol hagytuk el Hofehérkét és a hét torpét? Legutobb, amikor
talalkoztunk veliik, éppen egy probléméan tanakodtak, ami a szerencsétleniil jart, parat-
lan szamokat is tartalmazo kétabla kapcsan meriilt fel. A kérdés az volt, hogy a 4x4-es
és az djonnan talalt 3x3-as varazsszerkezet segitségével méar megjavithato-e a paratlan
szamokat is tartalmazo kétabla csak paros szamokat tartalmazora?

A vélasz sajnos a torpék nagy szomorusagara még mindig nem. Erre két bizonyitast

is adok:
1. Az egzisztencia bizonyitas

ElGszor gondoljunk meg két apré észrevételt:

(a) Mindegy, milyen sorrendben végzik a torpék a megengedett lépéseket a két
varazsszerkezet segitségével — igen, hiszen csak az szamit, hogy egy-egy mezére

hanyszor tettiik ra valamelyik szerkezetet.

(b) Minden ,helyzetet" elég egyszer hasznalni (helyzetnek nevezem valamelyik szer-
kezet egy adott helyen vald elhelyezését). Ez azért igaz, mert ha mindegy a
mitiveletek sorrendje a fentiek alapjan, akkor ha egy helyzetet tébbszor is hasz-
nalnank, akkor ezeket egymaés utan téve kioltjak egymast. Tehat csak anynyi
a lényeges a feladat szempontjabol, hogy hasznéltunk-e egy adott helyzetet,

vagy sem.
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Vegyiik észre, hogy a feladat atfogalmazhato: a paros szamok jelentsék a sakktablan
a fehér mezdket, a paratlanok pedig a feketéket. Igy a torpék feladata a fekete-fehér
sakktablabol fehéret késziteni a két szerkezet segitségével. A két szerkezet miikodése
pedig egyszertd: invertilja azoknak a mezdknek a szinét, amiket lefed. Induljunk
most a feladat végérsl: milyen sakktablaszinezések érhetdk el a megengedett 1épések

segitségével a csupa fehér sakktablabol?

Azt tudjuk, hogy a sakktablanak 264-féle szinezése lehetséges. A 4x4-es szerkezetet
25 helyre tehetjiik le, hiszen példaul a bal als6 sarkdnak a helye mar egyértelmtien
meghatarozza az egész szerkezet helyét. A 25 mez6 szinezésére pedig 2% lehetSség
van. Ezzel analég moédon a 3x3-ast 36 helyre tehetjiik, a 36 mezd beéllitasara pedig

236 JehetGsége van a torpéknek.

Mivel a torpék mind a két szerkezettel dolgozhatnak, ezért az osszes lehetGség szama
a két szam szorzata lesz: 22° - 236 = 261 ami viszont még mindig kevés, tehat nem
tudunk minden sakktabla-allasbol csupa fehéret késziteni a két varazsszerkezet se-

gitségével sem.

2. A konstruktiv bizonyitas

4.1. abra. Az ellenpélda konstrukcidja — a sarga mezdk koziil egyszerre mindig péaros sok

keril a szerkezet alé

Az ellenpélda készitéséhez vegytik észre, hogy akarhogyan helyezziik el a 3x3-as vagy
a 4x4-es szerkezetlinket a tablan, mindkettd paros szamu sarga mezébe metsz bele.
Tehat, ha visszatériink az eredeti, szamokkal kitoltott kétablahoz, akkor a sarga
mez6kon 1év6é szamok Osszegének paritdasa nem valtozik, hiszen minden lépésben

paros sok nd koziiliikk 1-gyel. Ha a 4.1. dbrédn példaul egy sarga mezén paratlan
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szam szerepel, a tobbin paros, azaz kezdetben a sarga mezdkon 1é6v6 szamok Gsszege
paratlan, akkor sosem fogjuk tudni kijavitani a tablat, mert minden javitas magaval
vonzza még paratlan szamu sérga mez6 elrontasat a fenti észrevétel miatt. Ezek
alapjan ellenpélda a kovetkezd: a sarga mezdk egyikén 1-es szerepel, az 0sszes tobbi

azonban (. Ebbd&l nem érheté el csupa paros szamot tartalmazo véghelyzet.

Mint lathattuk, a két bizonyitas kozott lényeges kiilonbség van. Az egzisztencia bizo-
nyitas soran belathattuk, hogy csupa parosbol kiindulva nem lesz elég lehetGségiink arra,
hogy minden lehetséges tabla-allast megvaldsitsunk, azonban ez alapjan a torpék még
nem tudjak eldonteni, hogy az el6ttiik 1évé konkrét kétabla megjavithato-e. Csak annyit
tudnak, hogy van olyan kétabla, amit sosem fognak tudni megjavitani. Ezzel szemben a
konstruktiv bizonyitas esetében konkrét kétabla-helyzetekrdl lathatjuk, ha biztosan javit-
hatatlanok.

A feladat tovabb is gondolhat6: ha a torpék nem a paros szamokat kedvelik, hanem a
3-mal vagy 17-tel oszthatoakat, akkor a konstruktiv bizonyitas mar nagyon nehézzé valik,

az egzisztencia bizonyitas viszont teljesen analog moédon miikédik.

4.2. Rozsomakvadaszat

4.3. Racspontokban menekiilé vad esetén

Adott a sikban egy koordinatarendszer. Ennek orig6jdban egy nagyon gonosz rozsomék
iil, és csak arra var, hogy lecsaphasson a kovetkezé aldozatara. Mi, a rozsomakvadaszok
pedig mindent megtesziink, hogy keresztiilhtizzuk szamitasait, és elkapjuk. Sajnos azonban
a rozsomak olyan ravaszul alcazza magat, hogy észrevehetetlen a mi szemszogiinkbdol.
Korlétlan mennyiségt koordindta-bomba all rendelkezésiinkre, azt ugyanis tudjuk, hogy a
rozsomak csak a racspontokban menekiil, méghozza egyenes vonali egyenletes mozgassal.
Minden idépillanatban, amikor bombézhatunk, éppen egy racspontban lesz. Ha az adott
idépillanatban mi éppen arra a racspontra dobunk le bombat, akkor a rozsomak egy

nyekkend hang kiséretében megsemmisiil, innen tudjuk, hogy sikerrel jartunk.
24. feladat. FElkaphatjuk-e igy a rozsomdkot, és ha igen, hogyan?

Barmennyire is hihetetleniil hangzik, ha elég iigyes vadaszok vagyunk, a rozsomak

elkaphat6, példaul a kévetkezs stratégiat alkalmazva:
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1. 1épés: az (1,0) pontba dobunk — ha talalt, akkor a rozsoméak az z-tengellyel parhu-

zamos, 1 hossziisdgu vektorral menekiil. Ha nem talélt, akkor tovabb probalkozunk.

2. 1épés: a (2,2) pontba dobunk — hatha az (1, 1) pontba mutato6 helyvektorral menekiil.

Mivel most mar a masodik idépillanatban vagyunk, a rozsomak mar kett6t lépett.

3. 1épés: a (0,3) pont a kévetkezs célpont — ha a rozsomak a (0, 1) helyvektorral me-

nekiil, akkor a harmadik id6pillanatban éppen a (0, 3) pontban lesz.

4.2. abra. A rozsomék levadéaszasara alkalmazhato stratégia

Most méar érthet§ a stratégia lényege: az origd koriil csigavonalban leellendrizziik a
kiinduléasi helyvektorok lehetséges értékeit. Az elsé 8 lépésben végig tudunk menni az
origot koriilvevs 4 egységoldalil négyzet origotol kiilonbozé cstucsaiba mutatod vektorokon,
a 9. lépésben pedig attériink a kovetkezd savra a (18,0) pont megcélzasaval. (Ekkor a
kiindulasi vektor a (2,0), de a 9. idépillanatban vagyunk.) Osszességében tehat ha a v

kezddévektort szeretnénk elintézni az n. lépésben, akkor az nv helyvektora pontba célzunk.

4.4. Nem racspontokban menekiilé vad esetén

A feladat az el6zével analdg, annyi kiillonbséggel, hogy a rozsomak, bar az origobél indul,
nem a racspontokban mozog, hanem csak annyit tudunk, hogy egyenes vonalu egyenletes
mozgast végez. Szerencsére azonban nekiink is javultak a lehetdségeink a vadészathoz: a
koordinata-bombéankat lecseréltiik koordinata-aknavetére, ami a célbavett pont egységsu-
gara kornyezetén beliil megsemmisiti az ott lapuld rozsomékokat. Tehét most egységsu-

gara korokkel bombéazhatjuk a sikot rozsomakra vadaszva.
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25. feladat. FElkaphatd-e ilyen feltételek mellett a rozsomdk?

A megoldéashoz dobjunk le egy egységsugarta akna-kort a sikra az n. lépésben. Ezzel a
korrel milyen kezdévektora rozsomakot intézhetiink el? Eppen azokat, akik a kor origobol
n-edrészre lekicsinyitett, % sugaru korbe érkeztek valamilyen kezdévektorral, mint ahogy

az dbra mutatja.

124

104

4.3. dbra. Az n-ed részre kicsinyitett egységkor

Tehat a kérdés mar csak annyi, hogy lefedhet6-e a sik 1, 3, &, 7, ... sugart korokkel?
Ha ugyanis lefedhetd, akkor minden kezd&vektorral indulé rozsomékot el tudunk kapni,
ha nem, akkor marad olyan kezd&vektor, amivel indulé rozsomakot biztosan nem tudjuk
eltalalni.

Becsiiljik meg a teriileteket: az r, = % sugart kor teriiletét a T, = 5 képlettel
szamolhatjuk. Ha ezt minden n-re 6sszeadjuk, akkor a ) | 75 Gsszeget kapjuk, ami véges.

Igy tehat nem lehet biztosan elkapni a rozsomékot.!

'Ha szamegyenesen mozgé rozsomékra vadaszunk ugyanilyen paraméterek mellett, akkor elkaphatjuk.
(Itt az egység sugart akna-koriink intervallumnak tekinthets, a feladat pedig az, hogy lefedjiik a valos

szamokat n-edvektorokkal.)
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4.5. Szikséges és elégséges feltétel a sakktabla-vissza-

valtoztato tundérekhez

Térjiink vissza most egy picit Bazsi sakktabladjahoz, a gonosz boszorkanyhoz, és a 16 segité
jotiindérhez, akik vissza szeretnék valtoztatni Bazsi sakktablajat, de egy tiindér egyszerre
csak egy sort vagy oszlopot tud ellentétes szintire valtoztatni. A 2.9. pontban lathattuk,
hogy van olyan sakktabla, amit a tiindérek vissza tudnak valtoztatni, de olyan is van,
amit nem. Milyennek kell lennie egy sakktabldnak, hogy visszavaltoztathato legyen ilyen

modon?
26. feladat. Mi a sziikséges és elégséges feltétele a sakktdbla visszavdltoztathatdsdganak?

Vizsgaljuk most a fekete mez6k szamanak paritasat! Vegyiik észre, hogy egy tiindér egy
varazslata sordn a paritds nem valtozik, invarians. Tehat kiindulédsként mindenképpen
paros szamu fekete mez6t kell tartalmazni. Mivel egy tiindér varazslata egy 2 x 2-es
sakktablarészlet esetén sem véltoztatja meg az itt 16vs fekete mezdk szadmat, ezért minden
2 x 2-es részletre is igaznak kell lenni, hogy péaros sok feketét tartalmaz. Ez tehat sziikséges

feltétel. A 4.4. abran lathato 4 eset lehetséges.

-

4.4. abra. A négy lehetséges eset, amikor teljesiil, hogy a fekete mezsk szama paros

Kezdjiink el kitolteni a sakktablat agy, hogy teljesiiljon a sziikséges feltétel! Induljunk
a jobb als6 sarokbol. Tegyiik be példaul a 4.4. abran a masodik helyen allot. Ekkor a
mellette 1év6 C1 és C2 mez6k szinezésénél pontosan az egyiknek feketének kell lennie.
Igy két lehetdségiink van, donthetiink. Legyen példaul az a déntésiink, hogy C1 fekete,
C2 fehér. D1 és D2 szinezésénél hasonld a helyzet, legyen példaul D2 a fekete, D1 pedig
a fehér. Fz alapjan az egész als6 két sort végigirhatjuk. Nézziik most a 3. sort! Mivel
a 2. sor két feketével kezd&dott, ezért a 3. sor els§ két mezdjének vagy mindkettének
feketének kell lenni, vagy mindkettének fehérnek. Legyen példéul az elébbi, tehat A3 és
B3 fekete. C3-mal kapcsolatban azonban mar nincs valasztasi lehetGségiink, ugyanis mivel

C2 fehér, neki is fehérnek kell lennie. Hasonl6 gondolatmenettel lett fekete D3. Ez alapjan
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tehat kitolhets az egész sakktéabla, és amint az konnyen észrevehets, az elégséges feltétel a
kovetkezd: Ha a sakktabla minden sora ugyanaz, vagy az inverze, akkor a tiindérek vissza

tudjék valtoztatni.

4.5. 4bra. A visszadllithato sakktabla

Osszességében tehat sziikséges és elégséges feltételre kaptuk:
A tiindérek pontosan akkor tudjak visszavaltoztatni a sakktablat, ha annak minden sora

megegyezik az els soraval vagy annak az inverzével.

4.6. Sejtosztddas

4.7. Az els6 generacio

Lepottyant a sejtszallitd autorol a sarokba egy pici sejt. Ucsorgott ott egy darabig, de
nem érezte igazan jol magat. Olyan fajta sejt volt, aki szerette a vilagossagot, a sarokban
pedig egészen sotét volt. Latta azonban, hogy nem messze téle, a 4.6. abran lathato
moédon, mar siit a nap. Igy hat el is indult a fény felé, méghozza gy, hogy ha a folotte és
a téle jobbra 1évé mezdk iiresek voltak, akkor osztodott, ezaltal a régi helye megiiresedett,
az el6bb emlitett 0j helyeken pedig megjelent két 1j sejtecske. Ez a két 1j sejtecske persze
ismét a fényre torekszik, igy a kérdés mar csak annyi marad, hogy ezen osztodasi 1épések

végrehajtasaval kiérhet-e minden sarokban 1év6 sejt a fényre? Azaz:
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4.6. abra. A sarokba pottyant sejt

27. feladat. Kiiirithetd-e a 4.6. dbrdn jeldlt teriilet a font leirt osztoddsi l€pés segitségével,

ha kiinduldskor egyetlen sejt van a sarokban?

A feladat megoldésa lehetetlen. Ennek bizonyitasdhoz ismét az invaridns moédszert
hasznaljuk: irjunk tgy szamokat a mezGkbe, hogy egy-egy osztddas sordn ne valtozzon a
sejtek altal elfoglalt mezSkbe irt szamok Osszege.

Kiindulasnak legyen a sarokban 1. Ekkor a f6lotte és a téle jobbra 1évé mezébe % kertil,
az %—ek folott és téliik jobbra 1évé mezskbe }l, és igy tovabb, azaz alulrél az i-edik sor

j-edik eleme m, amint az a 4.7. abran is lathato.

52
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4.7. dbra. Egy olyan kitoltés, amely soran a mez&kben 1év6 szamok Osszege egy-egy 0sz-

todés sorédn nem valtozik
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Ezzel a kitoltéssel elértiik, hogy a sejtek altal betoltott mezdkbe irt szamok Osszege
minden helyzetben 1, ugyanis egy osztodas soran a kovetkezd torténik: az (i — 1,5 — 1)
mez6r6l az (i,j — 1) és az(i — 1, j) mezSkre keriil sejt. Az Gsszeg ezaltal

1 1 1 2 1

9itj  9itltj + 9itj+l  Qitjtl ity

valéban nem valtozott, tehit ugyanannyi maradt, mint kezdetben, azaz 1.
Vizsgaljuk meg most, hogy a s6tét teriilet kiliritése utan mennyi lesz ez az Osszeg!
Ezen kitoltés szerint a mez6kre irt szdmok Osszegét a mértani sor Osszegképletével
szamolhatjuk. A legalsé sorban egy % differenciaji mértani sor szerepel, ennek Gsszege 2.
A kovetkezd sor esetén %-et kiemelve kapjuk ugyanezt, tehéat ezen sor 6sszege 1. Hasonl6an
okoskodva észrevehetjiik, hogy a sorok Gsszegei is % differenciaja mértani sort alkotnak,
ha kiemeliink bel6le 2-t, igy a teljes teriilet Gsszegére 4-et kapunk. A s6tét tertilet kitiritése

utan mar csak vilagos teriileten lesz sejt, ennek Osszege pedig legfeljebb

1 1 1 3
4-1-2.2-3.2-4.-=2
2 4 8 4

lehet, ami ellentmondas, hiszen kisebb, mint 1.

Tehéat mindig marad sejt a sotétben, a teriiletet nem lehet kitiriteni.

4.8. A masodik generacid

A sotétérzékeny sejtek egy generacio alatt tovabb fejlédtek, ellenallobbakka valtak a fény-
nyel szemben. Most mar csak a legmélyebb s6tét viseli meg Sket, a félhomaly mar nem.
Ha most egy ilyen sejt pottyan a sarokba, ki tud-e minden utédja jutni a félhomalyig az

el6z6ekben leirt osztodasi 1épéssel?

28. feladat. Kiiiritheté-e a 4.8. dbrdn ldthato teriilet véges sok megengedett lépés segit-

ségével akkor, ha kiinduldsként eqy sejt van a sarokban?

Az lathato, hogy az el6z6 gondolatmenettel még nem tudjuk belatni, hogy ezt a teri-
letet sem lehet kiiiriteni, ugyanis a vilagos teriiletek Gsszege itt

1 1
—3.-=1=

1
4-1-2.2
2 1

ami nagyobb, mint 1. A megoldési 6tletet azonban ne vessiik el, egy kis alakitassal ugyanis
kénnyen kijohet. Eszrevehetjiik ugyanis, hogy szélsG sorban és oszlopban egyszerre legfel-

jebb csak 1-1 sejt lehet. Ha éppen kiiiritettiik a teriiletet, akkor ezek éppen %—ok. Taliik
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4.8. abra. A kevésbé fényérzékeny sejt

a fény felé haladva mar legfeljebb

1+1+1+ 1 1+1+1+ 1
16 32 64 16 2 4 7)) 8

a mezG0k Osszege, tehat tudjuk, hogy a széls6 sorban és oszlopban sejt altal elfoglalt mezére

irt szam legfeljebb % lehet. A maradék napfényes teriilet Osszegére a mértani sor dsszeg-

képletét felhasznalva % adodik, amit kiegészitve a két szélsG %—dal, éppen 1-et kapunk.
Ez pedig mar elég a bizonyitashoz. A sejtek altal betdltott mezskbe irt szamok Osszege a
sejtek osztodasa soran mindig valtozatlanul 1 marad, ahhoz azonban, hogy az 1-et elér-
jiikk, minden napfényes mezén lenni kell sejtnek. Ez pedig nem lehet, mert csak véges sok
osztodas megengedett.

Tehat sajnos még a mésodik generacios sejtek sem tudjék mind elhagyni a sotét sarkot.

4.9. Tiskekatonik a fronton

A tiiske jaték katonai? csataba késziilnek, a tiiskeparancsnok pedig csatasorba allitja ket:
a frontvonal déli oldalan helyezkednek el a parancsnok kivanséga szerint. A feladatuk az,
hogy legaldbb egy katonét eljuttassanak a frontvonaltol északra 5 tiiskelépés tévolsagra,
oda van ugyanis lesziirva az ellenség zaszlaja. Ha ezt meg tudjék szerezni, megnyerik a

héaborut. A megengedett tiiskelépés a kovetkezs: egy katonat a vizszintesen vagy fliggs-

2Az elnevezés a szoliter néven ismertté valt jatékbol ered, ahol egy 33 mez6bél allo tablan lyukak
vannak, amelyekbe szegecseket (tliskéket) tiizhetiink, a lépések pedig a fent irtakkal megegyezd modon

torténhetnek.
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legesen kozvetleniil mellette allo6 katonéval atugrunk, az atugrott katona ezaltal sajnos
meghal, tehat lekeriil a tablardl, az ugré katona pedig a levett katonan tuli, vele koz-
vetleniil szomszédos helyre kertil. Ugras tehat csak akkor lehet, ha az dtugrandoé katona

tuloldalan van iires hely.[1], [2]
29. feladat. Sikeriilhet-e valamelyik tiskének az dtodik sorba jutni?

A valasz sajnos elszomorito: katonaink sosem juthatnak el az dhitott pozicioba. Tegyiik
fel indirekt, hogy egy katona mégis eljutott az 5. sor valamelyik mezGjére a megengedett

tiiskelépések segitségével.

1
¢’ q ¢
q' ¢’ ¢’ ¢ q'
q° q° q' ¢’ q' ¢ q°
q’ q° q° q' ¢ q° q
¢ q ¢° ¢’ q° q ¢
¢ ¢ q ¢° q ¢ ¢

4.1. tdblazat. A tiskecsatamezd

Jeloljik ezt a mez6t az 1-gyel. Nevezziik a tiliske-allas sulyanak az adott allasban
azon mezGkbe irt szamok Osszegét, ahol katonak &allnak. A lehetetlenséget tgy fogjuk
igazolni, hogy olyan szdmokat keresiink stulynak, hogy egy-egy ugras soran az oOsszsily
ne novekedjen; emellett az is teljesiiljon, hogy az egy sorban, illetve a frontvonal déli
oldalédn 1év§ stlyok Osszege 1 legyen, éppugy, mint az 6tédik sorban, jo pozicioban 1évé
egyetlen suly nagysaga. Ha ezt meg tudjuk valositani, akkor készen vagyunk, mert ha
egy katona mégis eljut az 6todik sor 1-es sulyu helyére, akkor az adott allas silya 1-nél
nagyobb lesz, mert az 1-en &ll6 babon kiviil vannak még més babok is a tablan, szintén
valamilyen pozitiv stllyal. (Csak akkor nem lennének, ha végtelen sok ugrassal ért volna
oda a katona, ami nyilvan nem lehet.) Ez pedig ellentmondas, hiszen az ugrasok soran a
silyok nem noévekedhetnek.

A kérdés mar csak annyi, hogy mi legyen az alkalmas stlyozas. Legyen g a ¢*+q—1 =0

egyenlet pozitiv megoldasa, azaz
V5 —1
2

q:
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Tetszbleges mez6hoz rendeljiink ¢ stlyt, ahol k az a szam, ahany lépést az 1-est6l meg

kell tenni ahhoz, hogy ¢*-hoz jussunk. Igy a 4.1. tablazatban lathato stlyozast kapjuk.

Lathato, hogy valoban teljesiilnek a fent emlitett feltételek:

1.

Egy ugras nem noveli a rendszer Osszsulyat. A bizonyitashoz legyen ¢" az 1-t6l egy
n tavolsagra 1évé mezd silya. Ugorjuk at ezzel a katonaval a folotte lévet, ¢"i-
t! Ekkor ¢"~2 helyen lesz katona, ¢" és ¢" ' helyen viszont nem. Tehéit az Osszeg
eredetileg

"+ " =" +q)
volt, az ugras utan pedig

" =q"¢ +q)

lett, mivel ¢2 + ¢ = 1. Tehat valéban nem véltozott.

. A rendszer Osszsilya 1. Ennek bizonyitasahoz a mértani sor Osszegképletére van

sziikségiink:
2 3 a
a+aq+aq +aqg’ + ... = 1—g
Az oszlopokra alkalmazva a fentit: Az 1-t6] j tavolségra 1évs oszlop Gsszege
qj
1—q

Az 1 oszlopabdl csak egy van, a tobbi oszlopbdl viszont ketts, az 1 oszlopara szim-
metrikusan. Igy tehat a frontvonal déli részén elhelyezkeds katonak Gsszstlya

5 6 7
q 2q 2q
1—q+1—q+1—q+
Erre az 6sszegre is alkalmazhatjuk a mértani sor 0sszegképletét, és kapjuk:

q5 2q6 _ q5 _q6 +2q6 B q5<1+Q)

_I_ f— =
l—q (1-g) (1—-q)? (1—q)?
Felhasznalva, hogy ¢ + 1 = %, és ¢ = 1 — q, ezért

5.1
C(1+q _ 4 4 _ 4

1-9q* ¢
Tehat az 6sszsily 1, és éppen ezt akartuk belatni.

Igy még ha végtelen nagy sereg is all rendelkezésiinkre a frontvonal déli oldalan, akkor

sem juthatunk az 6todik sorba. Az ellenség valoszintileg ismerte mar a bizonyitast, azért

is tette nyugodt szivvel a zaszlojat ilyen kozel a tamado katonainkhoz tgy, hogy azok

mégse érhessék el sose.
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4.10. Szisziiphosz és a jutalompontok

Az iskolaban a kisdidk Szisziiphosz szorgalméat piros, kék és zold pontokkal jutalmazzak.
Héarom 0sszegytijtott piros pont bevalthatoé egy kék pontra, harom kék pont egy zold
pontra cserélhets be, és végiil harom zold pontért ismét egy piros pont jar. Sziszliphosz-
nak az év végén mindharom szinbél 2011-2011 pontja van. Ezeket addig cserélgeti, amig

mindegyikbdl legfeljebb két pontja marad. [3]
30. feladat. FElfogyhat-e minden korong valamelyik szinbsl?

A feladat megoldasa nem egyszerti. Némi probalkozas utan kialakul egy sejtésiink:
végeredményként 1-1-1 lesz a harom szinbdl, mert akirhogy probaltuk, sehogyan sem
tudtunk mas kombinaciot 1étrehozni. A szinek cserélgetése soran lathatjuk, hogy rengeteg
lehetGség van, Osszefiiggést pedig nem nagyon latunk a kozbiilsé eredményekként kapott
szamok kozt. Eszrevehetjiik, hogy kezdetben is ugyanannyi van mindharom szinbdl, és azt
sejtiik, hogy a végeredményben is igy lesz, tehat ez is egy lehetetlenség, ezért nevezziik
A-nak a kovetkezs szamot:

A=p+ck+dz,

ahol p,k és z a piros, kék és zold pontok szama, c,d € Z Nekiink most az kell, hogy
ez a szam ne valtozzon a cserélgetések soran, tehat A invarians legyen. Nézziik meg, mi

torténik, ha harom pirosat egy kékre cseréliink:
A=p—-3+clk+1)+dz

Ekkor A értéke csak abban az esetben nem véltozik, ha ¢ = 3. Harom kék egy zoldre valo
cseréje utan

A=p+ck—3)+dz+1)=p+3k—9+d(z+1).

A csak ugy nem véltozik, ha d = 9. Harom z6ld egy pirosra cserélésekor
A=p+1+3k+9(z—3)=p+3k+ 9z — 26,

tehat minden bevaltaskor 26-tal csokken A értéke. A végeredmény tehéat ugyanannyi lesz
mod 26, mint amennyi kezdetben volt. Kezdetben pedig 3 - 2011 = 6033 = 13 mod

26. Mivel Szisziiphosz addig cserélgeti a szines korongjait, ameddig mindharom szinbé&l

3 A kérdés eredetileg igy hangzott: Hany piros, kék és zold pontja lehet Szisziiphosznak a cserék elvég-

zése utan?

45



legfeljebb kett6 marad hatra, ezért a végeredményiil kapott szamharmast elképzelhetjiik
egy harmas szamrendszerbeli szdmnak. Ez éppen jol is jon nekiink, ugyanis ha megnézziik
az A-ra kapott képletet:

A=p+3k+9d,

az pontosan egy hiarmas szamrendszerbeli szam atvaltasa tizes szamrendszerbe. Mar csak
azt kell megvizsgalnunk, hogy melyek azok a harmas szdmrendszerbeli hdromjegyd sza-
mok, amelyek tizes szamrendszerben 13 maradékot adnak mod 26. Ilyen szam pedig csak
egy van, a

1310 = 1113

Tehat a megoldas valoban az egy piros, egy kék és egy zold jutalompont, azaz lehetetlen,

hogy elfogyjon valamelyik szin.

46



5. fejezet
Osszegzés

A lehetetlenségi bizonyitasokra tehat mégis van eszkoztarunk. A szakdolgozatom alapve-
t6en harom megoldasi modot targyal, azonban egészen kiilonbo6zé tipusu feladatok esetén
alkalmaztuk Gket — a modszer tehat a feladaton kiviil all. Nagyon hasznos az indirekt
bizonyitds, amely soran feltessziik az &llitas ellenkezdjét, és igy jutunk ellentmondasra.
Gyakran kijonnek a lehetetlenségek a paritdsok vizsgdlatdval is. Valamilyen értelemben
ennek a gondolatnak a tovabbfejlesztése az invaridns mddszer, amikor valami valtozatla-
nul maradot keresiink a feladatban, és azt probaljuk igazolni, hogy ha lehetséges lenne a
feladat megoldasa, akkor sériilne az invarians.

Az itt leirt modszerek mellett persze még rengeteg sok més is van, azonban nekem nem
volt célom mindent 6sszegytijteni. A legfontosabb az, hogy gondolkodjunk a feladatokon,

hiszen tgy tapasztalhatjuk meg a matematika szépségét.
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