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Bevezetés

A matematikdban szdmomra az nyujtja az egyik legnagyobb élvezetet,
amikor egy feladat megoldasan gondolkozom. Az, ahogy ilyenkor koncentralok,
minden mast kitérél az agyambdl, semmi mas nem létezik, csak a haromszog
teriilete, vagy hogy: szorzatta lehet ezt bontani..

A matematika 6nmagaért is van, onmagaért is jo. Tudjuk azt is, hogy
eredményeit szamos tudomany haszndlja, s6t bizonyos tudomanyok létre sem
jottek volna nélkiile. Tanar szakosként engem leginkdbb az érdekel, amit a
matematika 6nmagan és eredményein tdl adni tud, hiszen sokszor kell majd jol
valaszolnom a ,Ezt soha az életben nem fogom haszndlni, akkor mi értelme
megtanulni?” tartalmu kérdésre. J6 valasz (vagy legalabbis nem rossz) az, amikor a
tanul6 nem azért hallgat el, mert tart a tanartdél, hanem azért, mert elgondolkodik a
hallottakon. Bevallom, el6szor félve tettem fel magamnak a kérdést, de 6rommel
tapasztaltam, hogy egyszerre tobb valasz is eszembe jutott: , Mert sokoldaluva,
rétegeltté teszi a gondolkodasmodot”, ,, Mert megvaltoztatja a problémakhoz valé
hozzadllast.”, ,Mert segit az Onismertetben, az Onértékelésben.”, ,Mert mindig
hozzaférhet6 sikerélmény.”.

Dolgozatom témajat is azért valasztottam, mert Ugy gondolom, egy az
eszk0zok kozott, amely segithet megel6zni azt a bizonyos kérdést, raadasul sok érv
sz6l amellett, hogy egy feladatot j6 tobbféleképpen megoldani.

(1) Ha tdbb oldalrdl vilagitunk meg egy problémat, nagyobb az esély arra, hogy
jobban megértsiik azt.

(2) Miutan megoldunk egy problémat legalabb kétféleképpen, mikor legkézelebb
taldlkozunk hasonlé feladattal, mar két moddszeriink is lesz a megoldasara.

Példaul egy egyenletet probalunk megoldani, és el6z6leg mar lattunk példat
arra, hogy az algebrai ut mellett grafikus megoldas is van. Ekkor torekedni
kezdiink, hogy az egyenldség két oldalan olyan kifejezések szerepeljenek, melyeket
,2konnyen” tudunk abrazolni. Masrészt, ha nem is kapunk ,szép” eredményt
(példaul irracionalis a gyok, és nem olvashatd le), meg tudjuk becsiilni, hogy a

megoldas(ok) milyen tartomanyban lesz(nek).
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A geometriai példak kozil a tertiletszamitasosak kapcsolhatdk ide: tudjuk,
néha mennyivel egyszerilibb a kérdéses teriilet kiszamitasa helyett a ,maradék”
tertletet kivonni az egészbdl.

J6 példa ide a kombinatorikai feladatok koziil az a tipus, amikor
megszamolhatjuk azokat az eseteket, amelyekre a feladat rakérdez, de ezek
komplementerét is.

(3) Megtanuljuk haszndlni a , fegyvereinket”.

Sokszor van ugy, hogy ismeriink egy képletet vagy definiciét, de nem tudjuk
pontosan, mire lehet (még) hasznalni. A szadmtani és mértani koézepek kozti
egyenldtlenséget példaul kreativ dolog teriiletszamitasra hasznalni.

(4) Ellendrizni tudjuk, hogy j6-e a megoldas.

(5) Motivalni lehet vele a gyerekeket.

(6) Olyan osszefiiggésekre deriilhet fény, melyek a két (vagy tobb) megoldasbdl

kiilon-kiillon nem kovetkeznének.

A dolgozat szerkezete

Dolgozatomban tehat két vagy tobb megoldast fogok mutatni egy-egy
versenyfeladatra. Valasztasom azért pont ezekre a példdkra esett, mert gy
gondolom, ezek olyan tipusfeladatok, amelyekre szinte mindig adhat6 két vagy
tobb megoldas.

A feladatokat két verseny, az Orszagos Kozépiskolai Tanulmanyi Verseny és
a GyOr-Moson-Sopron Megyei Matematikaverseny példai koziil valasztottam. A
dolgozat fejezeteit ugy allitottam Ossze, hogy a feladatokat témakorok szerint
rendeztem, és bizonyos feladatokhoz a megoldasok utan megjegyzéseket irtam. A
példak megoldasaban a sajat otleteimen kiviil a felhasznalt irodalomban felsorolt
honlapok segitettek.

A feladvanyok el6tt allé kodok a, pl: OKTV 2004/2005. L/1./1., a
kovetkezdképpen oldhatdk fol: eldl a verseny roviditett betlikddja szerepel, ezt az

évszam koveti, majd a kategoria, a fordulo, és végiil a feladat szama.



Geometriai feladatok

OKTV 2010/2011.1./1./3.

Egy derékszogli haromszog oldalhosszainak Osszege 84 , az oldalak hosszanak
négyzetdsszege 2738. Hatarozza meg a beirt kor sugaranak hosszat!

[. megoldas

A szokasos jeloléseket hasznalva a feladat feltételei szerint:

a+b+c=84
a2+b2+c2=2738

A masodik feltételbe Pitagorasz tételét felhasznalva a2+b2 helyére c2-et
helyettesitiink:
2c2=2738

c=37
A keriiletbdl az atfogé hosszat kivonva kapjuk, hogy
a+b=47
b=47-a
Ujra Pitagorasz tételét hasznaljuk:
a’+(47-a)?=372
Négyzetre emelés, majd 0-ra valé rendezés utan:
a2-47a+420=0
a1=35,a;=12

A haromszog oldalai tehat: a=37, b=12, c=37. Ezek ismeretében kiszamolhaté a
teriilet és a kertilet; a tertilet kétszeresének és a kertilet hanyadosabdl pedig a beirt

kor sugara:



II. megoldas
c=37,b=47-a eredményekig ugyanugy jarunk el.

Helyezziik a derékszogli csucsot a koordinatarendszer origdjaba. A csucsok

koordinatai: A(0, 47-a), B(a, 0) és C(0,0).

20 30 4

1.4bra

Thalész tételébdl tudjuk, hogy a haromszog koré irt kor sugara az atfogé felével

egyenlé derékszogli haromszogben. Mivel KAC és KCB haromszogek

47— w s p
- El) kozéppontd,

egyenl8szartak, magassagvonalaik felezik az alapot, igy a K (3,
==18,5 sugaru koréirhaté kor és az x tengely metszéspontjaibél kiszamithatjuk B
csucsainak koordinatait.

47 —a

(x-)2+(y - —5)?=18,52

y=0
Behelyettesités és négyzetre emelés utan:

2x%+2ax+a?-47a+420=0



Tudjuk, hogy valamelyik megoldas 0, felirjuk a Viéte-formulakat:

X2=-a

al—4Ta+420

0=—

Utobbi masodfoku egyenletbdl ugyanigy megkapjuk, hogy a=12 (vagy 35).

Az oldalak ismeretében kiszamolhatéak a haromszog szogei is.

35

12

tgf=
B=71,08
A beirt kor sugara a szogfelez6k metszéspontja, O. C cstiicsbol indulé szogfelezd 457,
a B csuticsbdl induld §=35,54°, COB szog pedig 99,46°. OB szakasz hossza szinusz

tételbdl:

zin4s° OB
5in99,.46° 12

8,6=0B
Legyen a beirt kor CB oldalra esé érintési pontja T! [gy végiil BOT haromszogbél:

sin 35,54 °=—
8.6

—
I
[@a1

Megjegyzés

A masodik megoldas hosszabb és koriilményesebb az els6nél, hatranya az is, hogy
a szinusz tételt haszndlja, igy a kerekitésbdl eltérések adoédhatnak. Ami mégis
vonzéva teszi a megoldast az az, hogy amikor a koordinatageometria nyelvére
fogalmazunk at egy feladatot, a megoldas kézzelfoghatdva, kozelivé valik:

abrazoljuk az adatokat, és mar latjuk is a megoldast.



OKTV 2009/2010.1./1./2.

Egy derékszogli haromszog atfogojat a beirt kor érintési pontja két szakaszra osztja.
Bizonyitsa be, hogy a haromszog teriiletének szamértéke egyenld ezen két szakasz

hosszanak a szorzataval!

I. megoldas

2. abra
Az abra jel6lései alapjan a bizonyitandé allitas:
Tapc=AF-FB=x"(c-x)
(1)Ko6rhoz kiilsé pontbol huizott érinték hossza egyenlé.

(2)EODC négyszog négyzet, mivel 2-2 szomszédos oldala egyenld, és minden szoge

derékszog.
(1)-bdl kovetkezik, hogy:

AE=AF=x, BD=BF=c-x,
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igy tehat:
CE=Db-AE=Db-x,CD=b-AE=c-x.

(1)-bdl és (2)-bdl kovetkezik, hogy:
CE=CD=r

Ezen 0sszefiiggdsekbdl kifejezhetd x és c-x az ABC haromszog oldalaival:

b4+c-a

-

X=

A két szakasz szorzatanak eredményeként kapjuk a haromszog tertiletét:

. _ bic—a ate-b c+(b—al-e—(b—a) c®’—(b—a)® c*-b%+2ba-a®
x(e-x)=—3 2 4 s 4

Mivel a2+b2=c?, ezért c2-a2-b2=0, tehat

2ab b
x-(c-x)= : =E?,

ami pedig a derékszogli haromszog tertilete.
II. megoldas
Az els6 megoldas jeloléseit és megdallapitasait felhasznalva felirjuk, hogy:
AE=AF=x=b-r
BD=BF=c-x=a-r
Kifejezhetjiik c oldalt a sugdarral, és a masik két oldallal:
c=AF+FB=AE+BD=b-r+a-r=a+b-2r
Adjuk hozza c oldalhoz a sugar kétszeresét, majd emeljiink négyzetre!
(c+2r)?=(a+b)?
c?+4r?+4rc=a?+b?+2ab /-c?=a%+b?

4r2+4-4rc=2ab

8



ath

-
r

r-(r+c)=

Tudjuk, hogy:
c(c-x)=(b-r)(a-r)
Beszorzas és kiemelés utan:
c(c-x)=ab-r(a+b-r)
c-(c-x)=ab-r(a+b-2r+r) /c=a+b-2r
c-(c-x)=ab-r(c+r)

Mivel ab a tertilet kétszerese, r(r+c) pedig egyenld a tertilettel, az allitast

bizonyitottuk.
III. megoldas

Az eddigiekhez hasonléan az els6é megoldas jeloléseit és megallapitasait
hasznaljuk, de most a és b oldalakat irjuk fel r, x és c segitségével:

a=r+c-x

b=r+x
frjuk fel ABC teriiletét két kiilonboz6 médon! Elészér a harom deltoid
tertiletosszegeként. Felhasznaljuk, hogy a deltoid tertilete egyenl6 két nem egyenld
oldalanak, és az azok altal bezart sz6g szinuszdnak szorzataval, ami esetlinkben a

két oldal szorzata, hiszen a kozbezart sz6g mindig 907, és sin 90° = 1,

T1+T2+T3=rx+r(c-x)+r?
T1+T2+T3=rx+rc-rc+r?
T1+T2+Ts=r(c+r)

Tertlet a befogdk szorzatanak feleként:

(r+c—x)ir+x) riéroe—refrotxe—x-

T= =

-~
£ 2

2T=r?4rc+xc-x?=r(r+c)+x(c-x) /-T=r(c+r)
T=x(c-x)

9



Megjegyzés:
Ha megelégsziink az els6 két megoldasal, nem dertl ki, hogy r(c+r)=x(c-x)=T. Ez
azért fontos, mert igy képletet kaptunk a derékszogli haromszog teriiletére

beirhat6 korének sugaraval és atfogdjaval kifejezve.

OKTV 2008/2009.1./1./1
Bizonyitsa be, hogy a kocka élébdl, lapatlgjab6l és testatléjabdl haromszog

szerkeszthetd, és ennek a haromszoégnek van két egymasra merdleges silyvonala!

[.megoldas

Legyen a kocka éle a hosszi. A lapatld ekkor v2-a, a testatld pedig +3-a

hosszlisagd. A harom pozitiv szam koziill barmely ketté6 0sszege nagyobb a

harmadiknal, igy a hdromszog szerkeszthet6. Mivel
a?+(V2-a)?2=(/3 -a)?
Pitagorasz tételének megforditasa szerint a hAromszog derékszogd.

Készitsiink abrat, rajzoljuk be a sulyvonalakat, a sulypontot és az oldalfelezd

pontokat!

H
L
V3a
L K
[
a
S
M
D - -
V2a B
3. abra

10



Ha megmutatjuk, hogy a HSD sz6g derékszog, akkor bizonyitottuk az allitast.

Mivel derékszogli haromszog kortilihaté korének sugara az atfogo felével egyenld

(Thalész-tétel), és az atfogbéhoz tartozo sulyvonal is e kor egy sugara,

T

KH=KB=KD=

"
-
r

SD szakasz a sulyvonal kétharmada, mivel a stlypont a stlyvonalat 2:1 aranyban

osztja ugy, hogy a hosszabbik rész van a csucs feldl.

3z 3o

Sp==. —_v3e
3 3

(3N ]

[rjuk fel MDH haromszogre a Pitagorasz-tételt!

—_—

a2+ (22)2=HM2

HS szakaszt SD-hez hasonl6an kapjuk:

HS:E . 'y"gﬂ:'\."gﬂ
3 2 3
Mivel
oSy (Ey2=320 50 o
3 3 g g i

igaz a Pitagorasz-tétel megforditasa, tehat a hAromszog derékszogu.

II. megoldas

A haromszog szerkeszthet6ségének bironyitasaig ugyanugy jarunk el, mint az els6
megoldasban, belatjuk azt is, hogy a haromszog derékszogli. Haszndljuk itt is
ugyanazokat a jeloléseket!
Helyezziik a D csucsot a Descartes-féle koordinatarendszer origdjaba! A cstcsok
koordinatai ekkor:

H(0, a)

D(0, 0)

B(v/2a, 0).

11



Az ismert képlet segitségével konnyen kapjuk a sulypont koordinatait:

'\-,."EE Jird
S(E2 &y,

3°3

Készitsiik el HS és D5 vektorokat!

ES.' — (1.- ; E, g
Mivel
E+90c= 23_.-:, ﬂfﬂ),
és

HS+90° -\2=DS5,
a két sulyvonal meréleges egymasra, az allitast igazoltuk.
III. megoldas

A masodiktdl abban tér el, hogy DS és HS vektorok merdlegességét skaléris szorzas

segitségével igazoljuk:

HS1 DS1+HSy D5,=|HS| " |DS|- cos @

[57]
[57]

=+ _;E §=|ﬁ| : |E| cos @

wWedoow

o
o

0=|HS| - |DS| cos @
Mivel a bal oldalon 0 &ll, a vektorok hossza pedig nem 0, ezért
O=co=sg@
90°=¢.

Megjegyzés:
Azért érdemes koordinatageometria feladatot csinalni a példabol, mert igy a

sulypont sokkal egyszertibben kiszamithaté.
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OKTV 2010/2011.1./1./6.

Igazolja, hogy ha valamely haromszog teriilete % teriiletegység, akkor Keriilete 3

hossziisagegységnél nagyobb!
[.megoldas
Hasznaljuk a megszokott jeloléseket, legyenek a haromszog oldalai: a, b, c; az
oldalakhoz tartozé magassagvonalak: m,, mp, mc!
A haromszog teriilete felirhaté egy oldal és a hozza tartor6 magassag szorzatanak
feleként. Ennek alapjan a mi esetiinkben:
a - my=b'mp=c'm.=1.
[rjuk fel az oldalak és ahozzajuk tartozé magassagok altal alkotott szamparokra az

aritmetikai és geometriai kozép kozti egyenl6tlenséget!

a—mﬂ ;
S =42 rmg

b_mb !
= bm

c—mc ;
S =AM

Az els6 megallapitast felhasznalva kapjuk, hogy
a+ m, =2
c+m, =2
A harom egyenletet 6sszeadva:
a+m,+b+m,+c+m_ =6

(a+b+c)+(mat+mp+me) = 6.

Derékszogli haromszogben az atfogd mindig nagyobb barmelyik befogénal. Az

alabbi abraharmasrol leolvashato, hogy

a=my
b=m,

C=Ma.

13



4. abra
Egyenl6ség nem allhat fenn egyszerre, igy 0sszeadva a fenti egyenl6tlenségeket
adédik, hogy

a+b+c=mp+me+me.
Ezt felkasznalva, kettével valé osztds utdn a bizonyitandé allitast kapjuk:
2:(a+b+c) =6
at+b+c =3

II. megoldas

Hasznaljuk az els6 megoldas jeloléseit, és vezessiik be s-t, ami legyen a keriilet fele.

[rjuk fel a haromszog teriiletére a Héron-képletet, majd alakitsuk at!

%:*st (s—a)(s—b)(s—c) /reciprok

14



= = 2.
2_1,-'m /()%s

1

45:':3—&}':3—}:1}(3—:}

A nevezdben taldlhaté harom pozitiv szamra felirjuk a szamtani és mértani

kozepek kozti 0sszefliggést:

VG a)G B —o) £ T /O

(s—a)(s—b)(s— )= @

(s—a)(s—b)(s— o)<

b |
21| m

Eredményiinket a Héron-képletbdl kapottal egyesitve kapjuk:

= =4s /s34
TEs N
—
a[27
|7 =S /2
4""_?
[—-2=2s=K
Bt 4

-
r

Mivel * ??' 2 =3,22=3, ezért az allitast igazoltuk.

II
N
[Il.megoldas
Fogalmazzuk at a feladatot a kovetkezé modon: T=% esetén mennyi a haromszog

minimalis kertilete?

Tudjuk, hogy azonos teriiletli haromszogek koziil a szabalyos haromszog kertilete
a legkisebb. Ha a fél egységnégyzet teriileti szabalyos haromszog Kkeriilete
nagyobb, mint 3, az allitast igazoltuk.

Szabalyos haromszog teriiletébdl az oldal hossza:

T=22 .52
4

A kertilet pedig:
K=3a=3,22=3.

15



Megjegyzés:

(1) A harmadik megoldasban tudottnak veszem, hogy azonos tertleti
haromszogek kozill a szabalyosnak a legkisebb a keriilete. Ez Kiss Gyorgy
KoMaLban megjelent irasanak tizenharmadik allitasa .

(2) Az utols6 megoldds megmutatja, mennyire le tudja egyszerlsiteni a

feladatmegoldast a példa szovegének atfogalmazasa.

GMSM 2010./11./G/4.

(at+h+cilat+h—c)

Egy haromszég oldalai a, b, c; teriilete t= -. Mekkora a haromszog

legnagyobb sz6ge?
I. megoldas

Eszrevessziik, hogy a szamlaloban két szam 6sszegének és kiilonbségének szorzata

all, alkalmazzuk a nevezetes azonossagot.

let+b+ellatb—c)

Barmely haromszoégben a koszinusz-tétel szerint:
c?=a2+b2-2abcosy

Ezt c2 helyére irva, és a négyzetre emelést elvégezve kapjuk, hogy:

_a: +2ab+b%—a®-bi+2abcosy

T

2ab +2ab cosy

T=

ab{1+cozy)
T=——7—

-

Mivel haromszog teriilete:

abeiny

. ]
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ezért

1+ cosy=siny

l=cosy +siny /()2

1=sin *y +cos %y +2sinycosy
Felhasznaljuk, hogy
1=sin *y +cos %y,
Es mindkét oldalbél kivonunk 1-et.
0=2sinycosy

Egy szorzat akkor 0, ha legalabb az egyik tényez6 0, tehat vagy siny=0, vagy

cosy=0. Mivel egy haromszog szogeirdl van sz, csak az utobbi eset lehetséges. Igy:

cosy=0
v=90°

Derékszogli haromszogben pedig a derékszog a legnagyobb.

II. megoldas.

Az els6 megoldashoz hasonléan alkalmazzuk a nevezetes azonossagot:

_':a+b}1—|::
T s

T

A négyzetre emelés utan:

_a:+ 2abh+b®—c®
4

T

A teriiletet felirjuk két tort 6sszegeként:

2ab at+b?-¢?
T=""+

4 2

Tudjuk, hogy derékszogli haromszogben fenall:
ah

-
=
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Ezek szerint kellene, hogy:

B

=0.

Ami viszont Pitagorasz tétele miatt teljesiil. A hdromszo6g legnagyobb szoge tehat

90°.

GMSM 2011./1./SZ/5.
Az ABCD négyzet oldala 6cm. A BC oldal P pontja C-td], a DA oldal Q pontja A-t 2cm

tavolsagra van. Az AP és a BQ metszéspontja R, a CQ és a DP metszéspontja S.

Szamitsa ki a PSQR négyszdg tertiletét!

I. megoldas

5. abra

Szamoljuk ki APD haromszog teriiletét! AD alapja 6, magassaga szintén 6, igy a

terilete:

£
TA]:'D:T =18

Szamoljuk ki, majd adjuk 6ssze ARQ és QSD haromszogek tertleteit! ARQ. QSD,
APD haromszogek hasonléak, mivel szogeik megegyeznek. Igy oldalaik és
magassagvonalaik aranya is megegyezik.

a9
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4-4
Tosp=7 =8

Targ+Tosp=2+8=10

Ezt az 6sszeget APD haromszog teriiletébdl kivonva kapjuk a keresett tertiletet.

Tpsqr=Tarp — (TargtTqsp)=18-10=8.

II. megoldas

6. abra

Szamoljuk ki PQRS-en Kkivili teriletet! Tggpen = Tgappr, hiszen négyzet

kozéppontjara kozéppontosan szimmetrikusak, igy elég egyiket kiszamolni:
TQABPR:TQAB+TA.BF - Taer
QAB és ABP derékszogli haromszogeknek ismerjiik a befogdit, tehat teriileteiket ki

tudjuk szamolni:

26 46
ToaptTags=7 1+ =18

ABR magassagvonalat (T pontban metszi AB-t) kiszamolhatjuk a parhuzamos

szel6k tételébdl. E16szor QAB, majd PAB szogszarra irjuk fel a tételt:
Z_RT
& TB

4 RT

&—TE

Az egyenletrendszert megoldva kapjuk, hogy: TB=4, és RT==,

!
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ABR teriilete:

Minden sziikséges adat ismeretében PSQR teriilete:

Tpsqr=TaBcp 2" Toappr=36-27(18-4)=8.

III. megoldas

7. 4abra
APB és QCD haromszogek egybevagoak (két oldal és a kozbezart szog egyenld), igy
teriiletiik is egyenld. A négyzetébdl kivonva az egyik kétszeresét APCQ teriiletét
kapjuk.

=
Tapcq=Tascp-2" Tage=6 6—2- T:12

Huzzunk QB-vel parhuzamost QD felez6pontjaba, legyen ez a metszéspont E, CB
oldallal vett metszéspont F, tovabba QS EF=G ,és RPn EF=H!

Ha egyenl6 tavolsagra 1évé parhuzamokat egymast6l ugyanakkora tavolsagra 1évd
parhuzamosokkal metszilink, a keletkezd paralelogrammak teriilete megegyezik.
Ezért Toryuc=Teups, masrészt Typeq=Trusc=Tupcs-

De TircqtTrusctTupcs=Tapcq = 12, ezeért egy ilyen paralelogramma terilete
12:3=4. QR atlo ARGQ-t két részre osztja, SP pedig HPCS-t felezi. Kovetkezik, hogy
TAQR:TSPCZZ-

A sziikséges adatok ismeretében PSQR tertlete:
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Megjegyzés:

Sok olyan tertiletszamitasos feladat van, amelyet tobbféleképpen meg lehet oldani.
Ezt azért valasztottam, mert harom olyan megoldasa van, amelyekben az
alapotletek ,jellegzetesek”: haromszogek hasonldsaga, parhuzamos szel6k tétele;
O0sszes teriiletb6l a kérdéses tertiileten kiviili kivonasa; adott teriilet kétszer

szamolasa, majd kivonasa; atdarabolas.
Egyenletek, egyenlGtlenségek

OKTV 2004/2005.1./2./1

Oldja meg a val6s szamok halmazan a kévetkez6 egyenletet:
3 x3 i
log; - log, x-log; =="+log, x

[. megoldas

x> 0 alogaritmus értelmezési tartomanyanak megfelelGen.
Alogaritmus és a hatvanyozas azonossagainak segitségével alakitjuk az egyenletet:

1 3 1 1

(log; 3+log;, ;] -log, x-(log; x*+log, ﬁ)z Jtlog,x
-1 1 1
(1+logyx™) log, x-(Blogy x-2)=-+log, x
11
log, x-log, xlog; x-3log,; x4+-=-+log, x

-log, xlog, x-3log, x=0

-log,xlogyx=3log;x /: (-logyx),ha-logsx = 0
log,x= -3
1
X ==
8

Meg kell még vizsgalni a -log;x=0 esetet. Az egyenletbe x=1-et helyettesitve

azonossagra jutunk, tehat ez is megoldas.
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II. megoldas
Az els6 megoldastdl abban tér el, hogy
-log, xlog,x-3log,x=0
sor utan szorzatta bontunk:
log,x(log,x +3)=0.
Egy szorzat értéke akkor 0, ha legalabb az egyik tényez0 0.

log,x=0

X1=1

log,x= -3

X2==

Megjegyzés:
(1) A két megoldas 1ényegileg nem tér el egymastol.

(2) A logaritmus azossagait mas sorrendben alkalmazva udjabb megoldasok

adhatok.

(3) Az els6é megoldasban elkeriilhet6 a nullaval valé osztas, ha példaul log,x-et

atirjuk harmas alapu logaritmusra, majd leg;x-re 4j ismeretlent vezetiink be, és

szorzatta bontunk.

(4) Azért valasztottam ezt a feladatot, és azért ezt a két megoldast mutattam meg,

mert Ugy gondolom, kozépiskolaban ez keriilhet el6. Fontos megmutatni a

szorzattd bontdsos megoldast, mivel el6fordulhat, hogy mas feladatot masként

nem tudnak majd megoldani.

OKTV 2006/2007.1./1./2.
Oldja meg az

(x2+6x)2-36=(x+3)2+27

egyenletet a pozitiv szamok halmazan!

I. megoldas
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(x2+6x)2=(x+3)2+63
[(x+3)* — 9]°=(x+3)2+63
Erdemes (x+3)2-re 4j ismeretlent bevezetni: legyen (x+3)2=a. Ekkor:
(a-9)?=a+63
a’-19a+18=0
A masodfoku egyenlet megold6képletébdl:
a1=18; a;=1
A visszahelyettesités utan:
(x+3)%=18
x+3=3V2
x1=3v2- 3
X2=-3v2- 3
(x+3)2=1
X3=-2
X4=-4
Egyediil x; pozitiv szam, igy csak 3v/2- 3 megoldas.
II. megoldas
(x24-6x)2-62=(x+3)2+27
(x2+6x+6) (x2+6%-6)= x2+6x+9+27
Vezessiink be x2+6x-re 4j ismeretlent! Legyen x2+6x=Db!
(b+6)(b-6)=b+36

b2-b-72=0
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b1=9
b,=-8

Visszahalyettesités utan az els6 megoldashoz hasonléan az x1=3V2- 3, xp=-3/2- 3,

x3=-2, xa=-4 eredményeket kapjuk, a feladat feltételeinek egyediil az x; felel meg.
III. megoldas

Mindkét el6z6 megoldasban hasznaltuk a masodfoku egyenlet megoldéképletét (a

masodikban 6tszor). Probaljuk meg a képlet nélkiil!
Az els6 megoldashoz hasonléan jarunk el a (a-9)?=a+63 sorig. Innen:
(a-9)2-a=63
(a-9)2%-a=64-1
(a-9)2%-a=(1-9)2-1
Az a tehat lehet 1. Visszahelyettesitésbdl kapjuk a -2, -4 eredményeket.
Bontsuk fel a 63-at mashogyan!
(a-9)2-a=63
(a-9)2-a=81-18
(a-9)2-a=(18-9)2-18

A 18-bdl kapjuk a masik két lehetséges megoldast: 3v/2- 3,- 3y/2- 3. Csak 3v/2- 3 j6.

Megjegyzés:

A harmadik megoldasban azért nem kell tovabb vizsgalni, hogyan bomlik még fel a

64, mert az egyenlet negyedfoku, és mind a négy gyokot megtalaltuk.
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OKTV 2008/2009.1./1./3.

Ha x, y, z szamok eleget tesznek az
x+3y+5z2=200

és az

X+4y+7z2=225
egyenletnek, akkor mennyi a
K=x+y+z
Kkifejezés értéke?

I. megoldas

Eszrevessziik, hogy, ha az els6 egyenletet harommal, a masodikat kettével
szorozzuk, akkor az ismeretlenek egytitthatoinak kiilonbsége 1 lesz, igy a keletkezd

egyenleteket egymasbdl kivonva megkapjuk K értékét.
3x+9y+15z=600
2x+8y+14z=450
x+y+z=150
II. megoldas

Készitsiink az egyenletrendszer egylitthat6ibdl és a konstansokbo6l kibdvitett

[l 3 5 E-GG]
1 4 7 225

A Gauss-eliminacio 1épéseinek segitségével olyan alakra hozzuk a matrixot, hogy az

egyltthatématrixot!

elsé sorban minden egytitthaté egy legyen.

El6szor vonjuk ki a masodik sorbdl az elsét!
[1 3 5 E-Clﬂ]
0 1 2 25

25



Most az els6bdl a masodik kétszeresét.
1 1 1 150
L 1 2 25 ]
Leolvashat6 az x+y+z=150 megoldas.
I1I. megoldas

Fejezziik ki y-t és z-t csak x-szel!

Az egyenl6 egylitthaték médszerét alkalmazzuk, hogy z eltlinjon az els6é egyenletet

héttel, a masodikat 6ttel szorozzuk.
7x+21y+352=1400
5x+20y+35z=1125
A két egyenletet kivonjuk egymasbol, az eredményt y-ra rendezziik:
2x+y=275
y=275-2x.

Hasonlé médon kapjuk z-t is, az els6 egyenletet most néggyel, a masodikat pedig

harommal kell szorozni:
4x+12y+20z=800
3x+12y+21z=675
x-z=125
z=x-125.
Végiil helyettesitsiik be a kapott eredményeket!

K=x+275-2x+x-125=150.
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GMSM 2010./1./G/3.

Oldja meg a kovetkezo egyenlotlenséget:
(14+x)?* <4/(1—x2)*
[. megoldas

Atalakitas utan:

(1+x)% < |(1-x7)

Az egyenl6ség két oldalan all6 kifejezést egy-egy fliggvényként fogjuk fel. Az alabbi

abrarol konnyen leolvashaté az egyenl6tlenség megoldasa:

x=0

és

x#=-1

8. dbra
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II. megoldas

Az egyenlGtlenséget négyzetre emeljiik (megtehetjiik, mivel mindkét oldal pozitiv,

vagy 0), majd 0-ra rendezziik és szorzatta bontjuk.
1+ </(1—x%?
(1+x)*<(1—x%?
(1+x)*—(1—x%?% <0
w4 a6t 4% +1-x%-2x%-1<0
4x348x +4x <0
4% (x*+ 2x+1) <0
4x (x+ 1)2<0

(x+1)2 nemnegativ, tehat 4x negativ, igy x<0. Mivel az egyenl6ség nincs

megengedve, x+-1.

Megjegyzés:

A Dbevezetésben mar emlitett tipusfeladat a fenti: egyenletmegoldas
fiiggvényabrazolassal vagy az algebra eszkozeivel. Ugy gondolom, ez az a
feladattipus, amelynek két megoldasat mindenképpen érdemes megmutatni a
kozépiskoldban is. Mivel a megolddasok menete teljesen eltér egymastél, a
»gyengébb képességli” didkokat sem zavarja dssze.

Sokan azt mondjak, amikor megkérdezik t6liik, mit szeretnek a matematikaban,
hogy az egyenleteket kedvelik. Ha feladjuk nekik ezt a feladatot (nem muszaj
egyenl6tlenségként), és esetleg nem sikerilil szorzattd bontaniuk, valésziniileg
kapva kapnak majd a fliggvényabrazolés megoldason; igy két legyet lithetiink egy
csapasra: biztosabbak lesznek abban, hogy szeretik az egyenleteket, megnyilik egy

ut a fliggvények felé...
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Egy kombinatorikai feladat

GMSM 2011./1./G/2.

Hany olyan 4 jegy(i szam van, amelyben van ismétl6d6 szamjegy?

[. megoldas

Dolgozzunk esetszétvalasztassal! El6szor hatarozzuk meg, hogy milyen lehet a
szam alakja (jeloljiik betlikkel a szamjegyeket ugy, hogy azonos betiik azonos
szamjegyeket, kiillonb6zbéek pedig egymastdl eltéré szamjegyeket jelentsenek),
majd nézziilk meg, milyen szamjegyek Kkeriilhetnek az egyes betlik helyére.
Figyeliink arra, hogy az ezresek helyén nem allhat nulla. Végiil adjuk 0ssze az
esetekbdl ad6dé megoldasszamokat!

(1)mind a négy szamjegy megegyezik

a szam alakja lehet: aaaa

esetbdl ad6dé megoldasok szama: 9-1=9

(2) harom szamjegy megegyezik

a szam alakja lehet: aaab, aaba, abaa,baaa
esetbdl ad6dé megoldasok szama: 9-9-4= 324

(3) pontosan két szamjegy egyezik meg

a szam alakja lehet: aabc,abac, abca, baac, baca, beaa,
esetbdl ad6d6é megoldasok szama: 9-9-8- 6= 3888

(4) két kiilonbbz6 szamjegybél all

a szam alakja lehet: aabb, abba, abab
esetbdl ad6d6 megoldasok szama: 9-9-3= 243

Osszesen: 9+324+3888+243= 4464 olyan szam van, amelyben van ismétl6dé
szamjegy.

II. megoldas

Ne azokat az eseteket szamoljuk meg, amikor van ismétl6dd szamjegy, hanem
azokat, ahol minden szamjegy kiilonb6z6!

Az ezresek helyén 9 féle szamjegy allhat (a nulla nem), a szazasokén szintén 9 (az
el6z6td] kiilonbozd), a tizesekén 8, az egyesek helyén pedig 7.

Ez 0sszesen 9-9-8- 7= 4536.
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Osszesen 9000 négyjegy(i szam van, ezért ezekbdl a kiilonb6z jegyekbdl alldkat
kivonva megkapjuk a megoldast.

9000-4536=4464 olyan szam van, amelyben van ismétl6d6 szamjegy.

Megjegyzés:

Az els6 megoldas részfeladatait meg lehet oldani mashogyan is, azért nem irtam le
ezeket, mert mas volt a célom. Ezzel a két megoldassal azt akartam megmutatni,

hogy a feladat atfogalmazasa mennyiben megkdnnyitheti a megoldast.

Szamelmélettel kapcsolatos példak

OKTV 2009/2010. I1./3./1.

Igazoljuk, hogy végtelen sok olyan derékszogli haromszég van, amelyben az
oldalhosszak relativ prim egész szamok, és az atfogé hosszabdl barmelyik befogd
hosszat levonva egy-egy kobszamot kapunk.
I. megoldas
Hasznaljuk a szokdasos jeloléseket; irjuk fel, és alakitsuk at Pitagorasz tételét!

c?=a?+b?

c2 - a2=h2

(c-a)-(c+a)=b?
A feladat feltételei szerint (c-a) kobszam. Legyen ez az érték 1! Ekkor c=a+1. [rjuk
ezt be a Pitagorasz-tételbe, és fejezziik ki a oldalt!
(at+1)2-a?=b?
2a+1=Db2

_':n:—‘l

Meg kell vizsgalnunk, (c-b) milyen feltételek mellett lesz kobszam.

c-b=a+1-b=""t41-p=2 20T

-

[rjuk fel (b-1)-et 2k s alakban, és legyen s paratlan!

(b—1)"

-

=1 (2K -5)2=2-1-22k-52=2 2k 1-g2,
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Ez akkor kébszam, ha 3|2k-1, és s kobszam.k=2 és s=x3 j6, ha x paratlan. Igy

b=4x3+1, a=8x%+4x3 és c=8x%+4x3+1 alakban el6allitottuk az oldalakat, és mivel

végtelen sok paratlan pozitiv szam van, végtelen a megoldasok szama is..
II. megoldas

A pitagoraszi szamharmasok azok a pozitiv egészekbdl allé (a,b,c) szamharmasok,
amelyek kielégitik a c2=a2+b? diofantoszi egyenletet. Azokat a megoldasokat, ahol
(ab,c)=1, tehat a szamok paronként relativ primek, primitiv pitagoraszi
szamharmasoknak nevezziik. A feladat feltételei alapjan ezek kozott Kkell
keresniink a megoldast. Az egyenlet Osszes alapmegoldasat a kovetkezd
egyenletrendszer adja:
a=2mn
b=m?2-n?
c=m?2+n?,
ahol m,n pozitiv,kiilonb6z6 paritasu egészekre teljesiil, hogy m=n, (m, n)=1.
[rjuk fel a két kiillonbséget!
c-b= m?+n?-( m?-n?)=2n2
c-a= m?+n?-2mn=(m-n)?
Ezek szerint 2n2-nek, és (m-n)-nek kobszamnak kell lennie. Ha m-n=1 és n=2x3,
teljesiil a feltétel barmely pozitiv egész x-szel. b=4x3+1, a=8x6+4x3 és
c=8x%+4x3+1 tehat végtelen szamu megoldast ad, de nem az 6sszeset.

Az 6sszes megoldast a kanonikus alak segitségével kapjuk:

Jorg, +1 da, 3
n=2"%7".p "% . p, . . p T

m-n=q,>F: -q,%= - - q,

Ap; — kés q; — k primek, ai-k és (Bj-k tetszbleges pozitiv egészek.

Megjegyzés:

A masodik megoldasban az 6sszes megoldasra is adok képletet, a feladat csak azt

kérte, mutassuk meg, hogy van végtelen ilyen szamharmas.
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OKTV 2004/2005.1./1./1
Melyek azok a 10-es szamrendszerbeli haromjegyli pozitiv egész szamok,
amelyeknek szamjegyei koziil valamelyik a 3-as, tovabba a szamjegyek 6sszege és
szorzata egyenld?
[. megoldas
A feltételek szerint felirhatjuk, hogy:

3+a+k=3ak.
,Valasszunk” a 3 mellé egy a+0 szamot (az 6sszeg mindenképpen nagyobb lenne
0-nal), és keressiink hozza egy megfeleld k-t!

3+a=3ak-k

3+a=k(3a-1)
A bal oldalon all6 6sszeg a=3-t6l kezdve mindig kisebb lesz, mint a jobb oldalon
allé 3a-1, az osztas utan tehat k értékére 1-nél kisebb tortet kapunk. Igy csak a=1,
2 jo megoldasok, hozzajuk k=2, 1 felelnek meg.
Hat olyan tizes szamrendszerbeli haromjegy(i szdm van, amely megfelel a feladat

feltételeinek: 123,132, 213,231,312 ésa 321.

II. megoldas

Megint abbél indulunk ki, hogy:
3+a+k=3ak.

Végezziink ekvivalens atalakitasokat; el6szor vonjunk ki az egyenket mindkét
oldalabdl a-t és k-t!

3=3ak-a-k /-3

9=9ak-3a-3k /+1

10=9ak-3a-3k+1
10=(3a-1)(3k-1)

Tudjuk, hogy a,k € Z=(3a-1)és(3k-1) € E, és azt, hogy a szorzat mindkét tényezdje
harommal osztva 2-t ad maradékul. fgy a 10 a 2-5 szorzatra bomlik, ami azt jelenti,

hogy a=1 vagy 2, és b=2 vagy 1. A keresett haromjegy( szamok tehat: 123, 132,
213,231,312 ésa 321.
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III. megoldas

A kiindul6 egyenletet az 6sszeadas asszociativ tulajdonsaganak felhasznalasaval a

kovetkezd alakban irjuk fel:
3ak=3+(a+k)

Eszrevessziik, hogy (a+k)-nak oszthaténak kell lennie 3-al. Figyelembe véve még

azt, hogy 1=a+k= 18, a+k értéke 3, 6,9, 12, 15 és 18 lehet. Ezeket az egyenletbe

helyettesitve kapjuk a-k keletséges értékeit: 2, 3, 4, 5, 6, 7.

Tekintsiik a  keletkezett (a+k, a-k) szamparokat egyenletrendszerek
eredményeiként, majd oldjuk is meg ezeket! Csak a+k=3, és a-k=2 esetén kapunk

a két ismeretlenre egész megoldast: a=1,2; b=2,1.

A 3, 2, 1 szamokbol képezheté haromjegyli szamok: 123, 132, 213, 231, 312 és a
321.

OKTV 1995/1996.1/1./4.

Bizonyitsa be, hogy barmilyen pozitiv egész n-re az
14+2+43+..4+n

0sszeg nem végzddhet a 2, 4, 7, 9 szamjegyek egyikére sem!

I. megoldas

Mivel azt szeretnénk megallapitani, mi lehet az els§ n szdm Osszegének utolso

szamjegye, az egyszerliség kedvéért érdemes modulo 10 szamolni.

Szeretnénk, hogy valahany 0sszeadast elvégezve az 6sszeg ugy végzédjon egy mar
el6fordult jegyre, hogy amikor a kovetkezd 6sszeadast végezziik, ugyanazt a 0-9
kozti szamot adjuk hozza mint legutéobb. Ugyanis ha az addig kapott sorozatban
nem szerepelnek a ,tilos” szamjegyek, akkor ezt kovetéen sem fordulhatnak mar

el6.
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0+1=1 5+1=6 0+1=1

1+2=3 6+2=8 1+2=3
3+3=6 8+3=1 3+3=6
6+4=0 1+4=5 6+4=0
0+5=5 5+5=0 0+5=5
5+6=1 0+6=6
1+7=8 6+7=3
8+8=6 3+8=1
6+9=5 1+9=0
5+0=5 0+0=0

A huszonegyedik 0sszeadas ugyanaz, mint az elsd, és az egyenléség jobb oldalan

sehol sem all 2 ,4,7 vagy 9, igy az allitast igazoltuk.
II. megoldas

Irjuk fel a szamtani sorozat 6sszegképletét az els6 n szamra!

nin+1) nZ+n

S:

Tegylik fel indirekt médon, hogy:
S 2-re végzddik— n2+n 4-re
S 4-re végzddik— n2+n 8-ra
S 7-re végzddik— n2+n 4-re
S 9-re végz6dik— n2+n 8-ra

Most pedig foglaljuk tablazatba n, n? és n2+n lehetséges végzddéseit!

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
n? 0 1 4 9 6 5 6 9 4 1
n%+n 0 2 6 2 0 0 2 6 2 0
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Azt tapasztaltuk, hogy n?+n sem 4-re, sem 8- ra nem végzddhet, igy négy
feltevésiink koziil egyik sem igaz, az els6 n szam 0sszege nem végzddheta 2,4, 7,9

szamjegyekre.

Befejezés

Dolgozatomban olyan versenyfeladatokbdl valogattam, amelyek
véleményem szerint tobbnyire tipikusak. Vagy azért, mert mindig van két (vagy
tobb) megoldasuk, vagy azért, mert a megoldashoz vezet6 gondolatmenetben
olyan 6tlet van, ami mas feladatok megoldasakor is alkalmazhat6. A bevezetésben,
és a példakhoz flizott megjegyzések tobbségében is probaltam ravilagitani arra,

miért érdemes egy feladatot tobbféleképpen megoldani.

A munkanak szamomra harom kiemelt hozadéka volt: egyrészt
osszefoglaltam, rendeztem a témaval kapcsolatos tudasomat és gondolataimat,
masrészt sokat tanultam, harmadrészt elhataroztam, hogy a tobbféle megkozelitést

tanarként is alkalmazom.
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