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Bevezetd

"A matematika bizonyos tekintetben mindig is
az 0sszekotd kapocs szerepét jatszotta

a kiilonb6z6 tudomanyok, valamint

a tudomény és a miivészet kozott."

(Rényi Alfréd)

Egyetemi éveim alatt sokszor el6fordult, hogy azt kérdezték t6lem, mi koziik van egy-
mashoz a matematikidnak és a foldrajznak. Volt amikot ez szamomra is kérdéses volt,
de miutan végig hallgattam egy félév térképészeti bevezet6t rajottem, igen is sok koziik
van egymashoz. Igy szakdolgozatom téméjanak valasztasaban az motivalt, hogy olyan
kapcsolodasi pontot taldljak a matematika és a foldrajz vildga kozott, amirél nem olyan
gyakran hallunk, ugyanakkor érdekes és matematikailag jol megkozelithets. Ezért don-
tottem a térképészet, mint a geometria egy alkalmazasi teriilete mellett. Vagyis a ma-
tematika valoban 0sszekdts kapocs a kiilonb6z6 tudomanyok kozott. Szakdolgozatom
irdsa nagy élmény volt szdmomra. J6 érzés volt megfogalmazni azokat a definicidkat,
melyek leirjak az egyes vetitések 1ényegét és mibenlétét, illetve a bizonyitasok készi-
tése kozben rajonni apro osszefiiggésekre. Ugy vélem, ez altal is megtanultam jobban

gondolkodni.

Az els6 fejezetben kimondunk néhany definiciot, melyek sziikségesek lesznek a ké-
sGbbiekben el6keriils allitasok és tételek bizonyitdsdnak megértéséhez. FEzt kovetGen
bevezetésre keriil a pont korre vonatkozd hatvanya és a hozza kapcsolodo allitasok.
Példaul belatjuk, hogy egy pont korre vonatkozé hatvianya nem fiigg a szel6 meg-
valasztasatol. A harmadik fejezetben hipergémbdkre vonatkozéan kimondunk néhany

allitast és azok kovetkezményeit. A szakdolgozat matematikai tartalméanak f6 része



az inverzi6, amit a negyedik fejezetben targyalunk. Ezen fejezetben kimondjuk, majd
bizonyitjuk a hipersik és hipergdmb inverzére vonatkozo allitdst. Az 6todik fejezet-
ben definiadlasra keriil a sztereografikus projekcio, melynek térképészeti jelentGségét az
utolso fejezetben lathatjuk. A hatodik, s egyben a szakdolgozat utols6 fejezetében sor
keriil a foldrajzi bevezetére, ezt kovetSen a sztereografikus projekcio térképészeti je-
lentGségét, a centralis hengervetiilet, a Lambert- féle teriilettartd6 hengervetiilet és a
centralis sikvetiilet definiciojat és jellemz6it targyaljuk. Kiszamoljuk a sztereografikus
projekcid és a centralis sikvetiilet tavolsagtorzitasat, majd lathatunk ezekre néhany

példat is.



1. Definiciok, jelolések

Ebben a fejezetben azokat az alap definiciokat mondjuk ki, melyekre az alabbiakban

targyalt tételek és bizonyitasuk megértéséhez sziikségiink lehet.

1.1. Definicié. A G hipergdmb azon pontok halmaza R-ben, melyek egy adott (r €

R™ sugari) tdvolsdgra vannak a p kozépponttdl, vagyis
G={zeR’:|p—z||=r}.

1.2. Definicié. A gomb az euklideszi tér részhalmaza, igy orékél eqy tdvolsdgot. Be-
vezethetd ugyanakkor egy gombi tavolsag, amely szerint két pont tdvolsdga a gomb

kézéppontiatol a pontokba mutato vektorok szdge.

1.3. Definici6. A pi,...,pr € Re-beli vektorok linearisan fiiggetlenek, ha \ip; + ... +
Nepr = 0 csak dgy teljesil, ha minden \; = 0 skaldrok, ahol i =1, ..., k.

1.4. Definicié. Egy linedris altér tetszdleges eltoltjdat affin altérnek nevezziik.

1.5. Definicié. Egy affin altér dimenzidja a linedris altér dimenzidgja. A (d — 1) di-

menzidju affin alteret hipersiknak nevezzik.

1.6. Definicié. Legyen d > 2, G C R? hipergimb, melynek kézéppontja P, sugara r és
S C RY affin altér, melyre 1 < dimS < d. Jeldlje Q € R? a P pont merdleges vetiiletét
S-en. Ha d(P,Q) =r, akkor a GNS = Q. Ekkor azt mondjuk, hogy S érinti G-t a Q
pontban, ha dimS = d — 1, akkor S a G hipergomb QQ-beli érinté hipersikja és ToG-vel
jeloljiik.

1.7. Definici6. Eqgy A C R? halmaz affin burka az a tartalmazdsra nézve legkisebb
affin altér, amely A-t tartalmazza. Jelolése: <A >



1.8. Megjegyzés. Tetszdleges halmaznak egyértelmien létezik affin burka: az dsszes

ot tartalmazo affin altér metszete.

1.9. Definicié. Homotécianak nevezziik a P kézépponti, A ardnyid nagyitdist vagy ki-

csinyitést. Jelolése: Hpy.
1.10. Definicié. Egy R?- beli gorbén ¢ : [a,b] — RY folytonos leképezést értiink.

1.11. Megjegyzés. Ismert, hogy differencidlhato gérbének tetszdleges pontjdaban értel-

mezhetd az érintdje.



2. Pont korre vonatkoz6 hatvanya

Ezen fejezetben targyaljuk a pont korre vonatkozé hatvanyat, illetve hozza kapcsolo-

déan kimondunk néhany allitast.

2.1. Definici6. Adott egy G kir és eqy QQ pont. Legyen e a G kir eqy szeldje, mely
illeszkedik a Q) pontra, Ay és Ay pedig e N G pontjai. A Q) pont G kirre vonatkozo
hatvanya hq (Q) = |QA:| - |QAs]. (2.1. dbra)

2.1. abra. Pont korre vonatkoz6 hatvanya

2.2. Allitas. A Q pont G kérre vonatkozd hatvdnya nem fiigg a szeld megudlasztdsdtol.

Bizonyitds: FEl6szor tekintsiik azt az esetet, amikor () a G kdr egy belsd pontja. Legyen
G-nek Q-n atmend egyik szelGje e;. Az Ay és As pedig e; N G pontjai, illetve legyen
G-nek -n atmend egy mésik szelGje eo. A By és By pedig az e; N G pontjai. Ekkor a

() B A3 haromszog hasonl6 a (Q A By haromszoggel, mert (Q-nal 16v6 szogiik csicsszogek,



igy nagysaguk megegyezik, illetve a By és az A; csticsndl 1évE szogek is megegyeznek
a keriileti szogek tétele alapjan. Igy a haromszogek két-két oldalanak aranya és az
ezek altal kozrezart (Q-nal 16v6) szog egyenls. Vagyis a |QAs| / |QBs| = |QB| / |QA],
amibdl atrendezve kapjuk, hogy |QA; |- |QAs| = |QB;]| - |QBs|. Ebbdl kovetkezik, hogy

a pont korre vonatkozo hatvanya nem fiigg a szel§ megvalasztasatol. (2.2. abra)

2.2. dbra. A 2.2- es allitas bizonyitasanak elss esete

Tekintsiik azt az esetet, amikor ) a G kor egy kiils6 pontja. Legyen G-nek Q)-n
atmend egyik szelGje e;. Az Ay és A pedig e; N G pontjai, ahol Ay a QQ-hoz kizelebbi
pont. Tovabba legyen G-nek ()-n atmend egyik érintGje es, az E pedig az e; N G
pontja. Jelolje FA;Q szoget o, A1QE- t pedig . Tudjuk, hogy ugyanazon ivhez tartozo
keriileti szogek nagységa egyenld, vagyis FA1Q< = QE A< = a. Tovabba A1QE< =
AyQE< = v. Ezért A EQ és EA,Q s76g is egyenls. Igy az A;QFE haromszog hasonlo
az EAy(Q) haromszoggel, amibdl kovetkezik, hogy |QA|/|QFE| = |QE|/|QAs|. Ezt
atrendezve kapjuk, hogy |QA:| - |QAs| = |QFE] - |QF|, amibdl kovetkezik, hogy F =
A; = A,. Tehéat a pont korre vonatkozo hatvanya nem fiigg a szel6 megvalasztasatol.
(2.3. 4bra)

O

2.3. Definici6. Kor normalegyenlete: k (z,y) = Az? + By* + Cx + Dy + E = 0, ahol
a fbegyiitthatok, vagyis A és B =1 és a jobboldal egyenld 0-val.



2.3. abra. A 2.2- es allitas bizonyitdsanak mésodik esete

2.4. Tétel. Adott eqy G kor és egy Q pont. Legyen k (x,y) a G kér normdlegyenlete,
ekkor he (Q) = k (Q).

Bizonyitds: Adott egy G kor és egy ) pont. Jelolje C' a kor kozéppontjat, A; és
A pedig a C-n és (Q-n atmend e szel6 és a G kor metszéspontjait, ahol A; a (Q-hoz
kozelebbi pont, tovabba legyen d = d(Q,C) = |CQ|, r pedig a kor sugara. Ekkor
he (Q) = QA - |QAs| = (d+7) - (d=r) =d® = r* =d (Q.C)" —r*.

Legyen ¢ = (q1,q2), ¢ = (c1,¢2) Q-ba és C-be mutatéd helyvektorok. Ekkor a jobb
oldalt tekintve kapjuk, hogy k (Q) = k(§) = k (g1, q2) = (1 — 1)* + (2 — ¢2)* — 1% =
(§-0) —r*=d(Q.C) —r*

Tehat hg (Q) = k(Q).



3. Gombok

A késGbbiekben bevezetésre keriil6 inverzio el6készitése képpen az alabbi fejezetben

kimondunk néhany allitast és azok kovetkezményeit hipergémbokre vonatkozoan.

3.1. Definicié. A v,,...,v, € R? affin 6sszefiiggdek, ha léteznek i, ..., \y € R, nem
mind 0 skaldrok, amelyekre S°F \wv; =0 és S5 A = 0.

3.2. Definici6. A vy, ...,v, affin fiiggetlenek, ha nem affin dsszefiiggdek.

3.3. Allitas. Ha Py, ..., P, € R? pontok affin figgetlenek, akkor Po?l,Po_Pg, ...,Po_Pk

vektorok linedrisan fiiggetlenek.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy MPyPi+...+ M\ Py Py = 0. Szeretnénk belatni, hogy ekkor
M= =M= 0.A0= N (p =)+t A (B, — 1) = A, — (SN 2y
A pontok affin fliggetlenségéhdl kovetkezik, hogy A\; = 0 minden i-re.

O

A kovetkezd linearisalgebrai allitast hasznéljuk, de nem bizonyitjuk.

3.4. Allitas. Legyen 1 < k < d. Ekkor tetszdleges k R?- beli hipersikra (azaz (d —1)
dimenzids affin altérre), ha a normdlvektoraik linedrisan fiiggetlenek, akkor a metszetik

egy (d — k) dimenzids affin altér.

3.5. Allitas. Legyen d > 1 és tegyiik fel, hogy Py, Py, ..., Py affin figgetlen pontok R%-
ben, ahol k < d. Ekkor van olyan hipergimb R-ben, amely illeszkedik mindegyik P,
pontra. Az ilyen hipergombok kézéppontjai egy a (Py, Py, ..., Py) affin altérhez képest

merdleges kiegészitd dlldsi (d — k)- dimenzids affin alteret alkotnak R%-ben.



Bizonyitds: Vegyiik Py és P; pontparhoz tartoz6 H; felez6 meré6leges hipersitok, ahol
i =1,....k Egy C € R? pont akkor és csak akkor lehet kdzéppontja a P; pontokon
athalad6 hipergombnek, ha ez a C' pont egyenld tavolsagra van a P; pontoktol, vagyis
mindegyik H;-hez hozzatartozik. A H; hipersikok normélvektorai linearisan fiiggetlenek
a pontrendszer affin fiiggetlensége miatt (3.3-as allitas), igy az S = (-_, H; affin altérre

dimS = d — k a 3.4-es allitas miatt. Az S-beli vektorok merd6legesek az Osszes PP,

vektorra, ezért S és (P, P, ..., Py) merdleges kiegészits affin alterek.
]

3.6. Kovetkezmény. Bdrmely d-dimenzids R-beli szimplexnek pontosan eqy koriil-
irt hipergémbje van, vagyis egy olyan Re-beli hipergémb, amely illeszkedik a szimplex

csucsaira.

Bizonyitds: Adottak a szimplex csicsai, vagyis d+ 1 affin fiiggetlen pont, ekkor k£ = d.
A 3.5-0s &llitas miatt van olyan hipergémb, mely illeszkedik mindegyik P; pontra, sét,
az ilyen gémbok kozéppontjai egy d — d = 0 dimenziés affin altéret alkotnak. Ez egy
pont, amib6l kovetkezik, hogy pontosan egy ilyen gémb létezik.

Ol

3.7. Kovetkezmény. Legyen E C R? affin altér, dimE =k, ahol 1 < k < d, illetve
G C E tetszileges (k — 1)- dimenzids gimb, tovibbd P € R\ E tetszdleges pont.
Ekkor egyértelmien létezik egy k-dimenzids G hipergomb, melyre teljesil, hogy G C G
és P e G.

Bizonyitds: Tekintsiik eldszor a d = 3, k = 2 esetet. Adott egy G kor és G sikjara (E-
re) nem illeszkedd P pont. Valasszuk ki Ay, A, A3 pontokat a G-bdl tigy, hogy azok affin
fiiggetlenek legyenek. Ekkor Ay, Ay, A3 és a P pont- a 3.5-6s allitas miatt- meghataroz
egy G gdémbot, ami illeszkedik erre a négy pontra. Tekintsiik G és F metszetét, ami egy
G’ kor. Azt kell belatni, hogy ez a G’ kor megegyezik a G korrel. Tudjuk, hogy G’ C E,
tovabba A;, Ag, Az € G/, igy a 3.6-0s kovetkezmény miatt kapjuk, hogy G’ = G. Ebbdl
kovetkezik, hogy G’ = G C G és persze P € G.

A fenti, létezést bizonyité gondolatmenet kénnyen altalanosithato tetszéleges d-re

és k-ra.

10



Be kell latnunk még, hogy ez a G egyértelmi. Legyen E = aff (E U {P}), vagyis
egy k+1 dimenzios affin altér. Ekkor E- ban adott & + 2 affin fiiggetlen pont, melyekre
a 3.6-0s kovetkezmény szerint pontosan egy gémb illeszthetd.

O
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4. Inverzid

Bevezetjiik az inverziot és megismerjiik annak legalapvet&bb tulajdonsagait. Ez a feje-
zet a dolgozat matematikai tartalmanak 6 része, amely felhasznélasra keriil a késébbi,

térképészeti témaju fejezetekben.

4.1. Definicié. (Inverzid) Legyen d > 1 és G C RY rigzitett hipergomb, melynek

kézéppontja P, sugara r. A G hipergombre vonatkozd inverzion azt a
oc: R*\ {P} — R\ {P} (4.1)

leképezést értjiik, amelynél tetszdleges X # P pontra

7”2

P (4.2)

oa(z) =p+ (z—p)-

Vagyis valamely A # P pont inverze (azaz a G hipergémbre vonatkozd inverzképe) a

P kezdépontu A-n dthalado félegyenes azon A’ pontja, melyre teljesiil, hogy
d(P,A)-d(P A" =r* (4.3)

P-t az inverzid polusanak, a G-t pedig az inverzid alapgémbjének nevezziik. (4.1. dbra)

4.2. Allitas. (Hipersik inverze) Legyen H C R? egy hipersik. Ha o P € H, akkor

oc (H\{P}) = H\ {P}, ha pedig P ¢ H, akkor o (H) U {P} halmaz pedig P-n

athalado hipergomb, melynek P-beli érintd hipersikja pdarhuzamos lesz a H hipersikkal.

Bizonyitds: El6szor tekintsiikk a d = 2 esetet. A P € H esetben az allitas trivialis.
Tegyiik fel, hogy P ¢ H. Jelolje T a P merGleges vetiiletét H-n. Persze P # T. Legyen
T’ pont a T inverzképe. Ekkor d (P,T)-d (P, T') = r?, illetve minden A € H pontra és

12
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4.1. abra. R%-beli G-re vett inverzio

annak A’ inverzképere teljesiil, hogy d (P, A)-d (P, A') = r?. Vagyis d (P, T)-d (P, T") =
r?=d(P,A)-d(P,A"). Ezért d (P, A) Jd(P,T) = d(P,T") /d (P, A'). Ebb&l kivetkezik,
hogy az APT és az T'PA’ haromszogek hasonloak, mert két-két oldalhosszuk aranyai
megegyeznek és az ezek altal kozbezart szog (P-nél 1évs szog) egyenls. Tehat az TP A’
haromszoghen az A’ cstcsnal derékszog van, igy az A’ pont illeszkedik egy [P,T"] at-
mérGji Thalész-korre. Megforditva, e kor barmely P-t6l kiilonb6z6 B pontja elGall
valamely H beli pont (ami nem mas, mint (P, B) egyenes és H metszéspontja) inver-
zeként. Végiil ennek a kornek a P-n atmend érintGje meréleges lesz a (P, T) egyenesre,
vagyis parhuzamos H-val. (4.2. 4bra)

Az altalanos eset bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy a G-bdél és a H-bol allo rendszer
forgasszimetrikus a (P, T) egyenesre. Ezért ha megforgatjuk e koriil az egyenes koriil
kapjuk a d > 3 esetet.

O

4.3. Allitas. Legyen d > 2 ési = 1,2-re G; C R? hipergomb, melynek kézéppontja P,,

sugara r;. Fkkor az aldbbi dllitasok ekvivalensek:
G11Gy (4.4)

d(Py, Po)* =17 +13; (4.5)

13



Pl i
7 <

4.2. abra. Az 4.2- es allitas bizonyitasa (d = 2 eset)

he, (Py) =715 (4.6)

ha,(Py) =73, (4.7)

Bizonyitds: 4.4 = 4.5: Legyen GG1 LG5, ekkor tetszéleges A € G1NG4 ponttal a P AP,
haromszognek A-nal derékszoge van. Igy a Pitagorasz-tételt alkalmazva kapjuk, hogy
d(Py, Py)? =ri+ri.

4.5 = 4.4: Mivel d(Py, P;)* = r} + 13 , ebb6l kivetkezik, hogy

|7’1—7"2‘ <d(P1,P2)<7"1+7°2.

Ekkor G1 N Gs egy a (Py, P») egyenesre merdleges hipersikban fekvd (d — 2)-dimenzios
gomb. Igy valasszuk az A € Gy N Gy pontot és alkalmazzzuk 14 a Pitagorasz-tétel
megforditasat. Az A731 és A_Pg vektorok merélegesek a TxG; és a T4Go hipersikokra,
vagyis a két vektor ezen hipersikok normalvektorai lesznek, ezért G LGSs.

4.5 = 4.6: Adott GGy és G5 hipergémb. Legyen e a P;-bél a Gy érintési pontjaba
huzott szakasz. Ekkor 73 + e = d(Py, P»)%. A 4.5 &llitasbol kovetkezik, hogy e = r?

tovabba, hogy e = r;. Ezért az érintési pont eleme lesz a G hipergémbnek. Vagyis

14



hg,(P) = r2.
4.6 = 4.5: Adott G és G, hipergdmb. Legyen az A € GG; a G érintési pontja és
e a P-bél az A érintési pontba huzott szakasz. Ekkor e = ry, amibd§l kévetkezik, hogy
e? = r? tovabba, hogy 73 + €? = d(P;, P,)?. Vagyis teljesiil a 4.5-6s 4llitas.
A 4.5 & 4.7 ekvivalencia az el6z6ekhez hasonldéan bizonyithato.
O

4.4. Allitas. Bdrmely G-t6l kiilonbozé G' C R? hipergimbre a oc(G') = G’ akkor és
csak akkor, ha G' LG.

Bizonyitds: =

Adott G, G’ hipergbmbok és A; € G'-re legyen Ay € G’ a (PA;) egyenes és G’
méasik metszéspontja. Tegyiik fel, hogy az A; ¢ G N G, ekkor og(A;) = As, mert
oa(Ar) # Ay, de og(Ay) € (PA,) félegyenes és 0g(A;) € G/, mert 0¢(G") = G'. Igy
|PA;| - |PAy| = r?, amib6l kovetkezik, hogy hg (P) = 2. A 4.3-as allitas miatt pedig
kovetkezik, hogy GLG".

P

Adott G, G’ hipergbmbok és A; € G'-re legyen Ay € G’ a (PA;) egyenes és G’
masik metszéspontja, illetve jelolje F a G és G’ egyik metszéspontjat. Tegyiik fel, hogy
az Ay ¢ GNG'. Ekkor |PA;|-|PAy| = |PE| = r? mert GLG'. Az inverzi6 definiciojat
hasznalva pedig adodik, hogy |PA;|-|Pog (A1)| = r?. Vagyis |PA;|-|Pog (Ay)| =1 =
|PA;| - |PAs|, amibdl kovetkezik, hogy o¢ (A1) = As. Tehat o¢(G') = G'.

0

4.5. Allitas. Ha G, és Gy kézos P kézépponti ry €s ro sugard R%- beli hipergombik,
akkor 0, 0 0G, = Hp,, 2 R\ {P}).

v

TQ 7,,2
_ 1 2 _
UGQOUGl_p+(p+(X_p)' 2_p)‘ 2 2
(x=p) (p+(x—p)- s p)
(x—p)
2
r T
_ B 72
((X p) (x—p)2>



(x—p)-ri-rs
_p+ )Ty i _

_p)2. _p). "
(x—p)" (x—p) (x—p)2-(x—p)2

=p+(:—j>2~(x—p)

Vagyis valoban egy P kézéppontu, (ro/r1)? aranyd homotéciarél van szo.

O

4.6. Allitas. Tetszdleges A\ #0-raogoHpy = Hpy/n00g. Specidlisan og feleserélhetd

a P kiozépponti kdzéppontos tiikrozéssel.

Bizonyitds: A definiciobol kovetkezik az allitas.

Nézzik elGszor a bal oldalt:

ogoHpy=p+(P+A(x—p)—p): =

7,2 7“2

:p—l-)\(x—p)-m:p—i—(x—p)-—:

—p+ 1/ (x—p)

Tekintsiik a jobb oldalt:

,
Hpipoog=p+1/\- <P+(X—P)'—p)2_P> =

—p+1/A (x—p) ——

Vagyis og o Hpy = Hpy/y 0 0g.
O

4.7. Allitas. (Hipergomb inverze) Adott eqy G C R? hipergomb. Legyen G' C R?
hipergomb. Ha P € G', akkor a (G'\ {P}) halmaz G-re vett inverze egy hipersik, amely
pdrhuzamos a T,G" hipersikkal, ha pedig P ¢ G' ,akkor a G’ inverze egy hipergémb.

Bizonyitds: A ogoog = idga\ (py - ami kozvetleniil kovetkezik az inverzié definiciojabol

- és a 4.2-es allitasbol kovetkezGen a P € G’ esetben teljesiil az allitas.
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Tegyiik fel el@szor, hogy a P a G’ hipergomb egy kiils§ pontja, ekkor P-nek G'-re
vonatkoz6 hatvanya nagyobb, mint 0, vagyis hg (P) > 0. Legyen G a P kbzéppont,
he (P) sugaria hipergémb, ekkor a 4.3-as allitas miatt a G'LG és igy a 4.4-es allitas
miatt a 05(G') = G'. Ezért a 4.5-0s allitast felhasznalva og (G') = og (05 (G')) =
0g ooz (G") = Hpy2n,,p) (G') valoban egy hipergdmb.
Ha pedig P bels6 pontja G’- nek, akkor valasszuk G- nak a P kozéppont,
—he (P) sugart hipergdmbot. A P-b6l G'-héz huzott szelGszakaszok ellentétes
irdnyitastuak és szorzatuk abszolat értékben pont a G sugaranak négyzete, ezért
a 05(G") = Hp_1(G'). Ezutan az el6zéekhez hasonléan, de most a 4.6-os alli-
tast is felhasznilva a o¢ (G') = o (Hp-1(05(G")) = (Hp_100g00g) (G') =
Hp,2/h,,p) (G') egy hipergémb.
U

A kovetkezd allitast kimondjuk, de nem bizonyitjuk.

4.8. Allitas. Az inverzid szégtartd, vagyis barmely két R beli metszé gorbe szige

megegyezik az inverzképeik szégével.
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5. Sztereografikus projekcio

5.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy d > 2, legyen G C R¢ hipergémb, E € G tetszileges
régzitett pont, és H C R? az a hipersik, amely E-vel dtellenes D pontban érinti a G
hipergémbiot. A G hipergomb E pontbol torténd sztereografikus projekciojdn azt a

v (G\{E}) = H

leképezést értjiik, amelyre az E, tetszdleges A #+ E € G és annak v (A) képe kollinedris.
A v (A) pont szikségképpen az (E,A) egyenes és a H hipersik metszéspontja. Ez a
metszéspont létezik, mert H||TpG- vel és nyilvinvald, hogy ez a v leképezés egy bijekcid
a (G\{E}) halmaz és a H hipersik kizott.

A sztereografikus projekcit egy alapvets térképészeti eszkoz. Mint az alabbi allités-
bol kideriil, nem mas mint egy megfelel6 gombre vett inverzio. Igy az el6z6 fejezetekben

felallitott elmélet alkalmazhato ra.

5.2. Allitas. A sztereografikus projekcid megegyezik eqy olyan G* gombre vett inverzid-
nak a (G \ {E}) halmazra vald leszikitésével, melynek polusa az E pont, alapgombjének

sugara pedig egyenld a G gémb dtmérdjével.

Bizonyitds: Ennél az inverzional a pontok inverzképei valoban az F pontbol induld
félegyenesen talalhatoak és a 4.7-es allitas miatt igaz, hogy a (G \ {£}) halmaz inverz-
képe a H sik.

O
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6. Foldrajzi bevezetd, alkalmazasok

Ebben a fejezetben bevezetiink néhany- a térképészet szempontjabol fontos - alapfo-
galmat, definiciot. Bemutatjuk az el6z6 fejezetekben targyalt sztereografikus projekcio
alkalmazasat, illetve kiegészitjiik néhany mas vetiilettel. A témakor foldrajzi megkoze-

litésében és annak feldolgozasaban segitségiinkre voltak a [2], [3], [4] konyvek.

A Foldon egy pont foldrajzi helyét féldrajzi szélességgel és foldrajzi hosszusdggal
adhatjuk meg. A Foldet helyettesité gombon legyen a forgastengellyel egybeesé at-
mérs egyik végpontja az Eszaki, a mésik végpontja pedig a Déli polus. A foldgdomb
kozéppontjan atmend és erre az atmérSre merdleges sik az Eqyenlitd sikja. Ez a gobmb-
bél az Egyenlitdnek nevezett f6kort metszi ki. Az Egyenlitére meréleges, a polusokon
atmené f6kordk a hosszusdgi korok vagy délkorok, merididnok. A kezdG hosszusagi
kor a Fold felszinén 6nkényesen kijelolt ponton, a greenwichi obszervatoriumon (Royal
Observatory, Greenwich) halad keresztiil. Az Egyenlits sikjaval parhuzamos sikok pe-
dig kimetszik a szélességi koréket vagy mas néven parallelkdroket, melyek kiilénb6z6
sugari gombi korok. A kezdd szélességi kor nem maéas, mint az Egyenlits.

A térkép egy ¢ : U — V bijektiv leképezés, ahol U a gémb, mig V' egy feliilet
(példaul egy sik vagy henger stb.) egy része. A szélességi- és hosszuisagi korok U-ba es6
részeinek képei V-ben megadjék a térkép fokhdlozatdt.

A térképpel kapcsolatban felmeriil6 legalapvet&bb kérdések:
e Mennyire torzitja a szogeket?
e Mennyire torzitja a tavolsigokat?

e Mennyire torzitja a teriileteket?

Hogy néz ki a fokhalozat, vagyis mik a szélességi- és hosszusagi korok képei?
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e Mit érdemes vele abrézolni?
e Hogyan érdemes megvélasztanunk a vetités polusat?

A térkép készitGjének torekvése arra iranyul, hogy olyan fokhélézatot készitsen,
amely a tavolsagtartas, a szogtartas vagy a teriilettartas kovetelménye koziil az egyik-
nek megfelel, de a masik kettGben minél kisebb torzitast érjen el, vagy pedig olyat,
amelyik egyik kovetelménynek se felel meg ugyan, de mindhadromnal csak minimélis a
torzitas.

A fokhalozat jellege alapjan beszélhetiink valodi és képzetes vetiiletekrsl, melyeket
a szélességi- és hosszisagi korok képeivel, valamint az altaluk bezart szoggel definidl-
hatunk az aldbbi modon:

Valodi vetiiletnek nevezziik azt a vetiiletet, melynek fokhaldzatara teljesiil az alabbi

harom tulajdonsag:

o a szélességi korok képei vagy koncentrikus kordk illetve korivek, vagy parhuzamos

egyenesek;
e a hosszusagi korok képei vagy egy ponton athalado, vagy parhuzamos egyenesek;

e a hosszusagi korok és a szélességi kordk képei mindeniitt merdlegesen metszik

egymast;

6.1. Megjegyzés. Bizonyos térképeknél - majd latunk rd példdt - a hossziisdgi és szé-
lességi koroket elforgatva eqy segéd koordindtarendszert kapunk, melyre nézve a térkép

lehet valodi vetilet.

Képzetes vetiiletnek azt a vetiiletet nevezziik, mely nem valodi vetiilet, vagyis ha a
fokhalozatra illetve a segédfokhaldzatra a fenti harom tulajdonsag koziil legalabb az

egyik nem teljesiil. [5]

6.1. A sztereografikus projekcié alkalmazasa a térké-

pészetben

A sztereografikus projekcio definiciojat lasd az 5. fejezetben.
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6.1. dbra. Sztereografikus projekcio

6.2. Megjegyzés. 6.1- es dbrdn lathato térképnél a polus a Déli sark, illetve a kapott
kép nem a teljes foldgomb (minusz a pdlus) képe, csak az Eszaki sark korili valamekkora

gombsapké.

Ezt a projekciot kezdetben csillagaszati térképek készitésére alkalmaztak és maéar
Hipparkhosz (i.e. 160 — 125) is ezt alkalmazta az égbolt dbrazolasara. A Fold abrazo-
lasara elGszor Reinerszoon Gemma Frisius (1508 — 1555) hasznélta. Magyarorszagon
az 1900-as évekig geodéziai (foldméréstani) vetiiletként hasznaltak, az egyetlen kikotés
az volt, hogy a hossztorzulas nem haladhatja meg a kilométerenkénti 10 cm-t.

Valasszuk az Eszaki vagy a Déli polust a vetités polusanak, ekkor a sikra torténd
vetités soran a kapott fokhéalozat egy wvalddi vetiilet, ami ebben az esetben egy olyan
térképet jelent, ahol a hosszisagi korok képei egyenesek, melyek egy pontban metszik
egymast, vagyis egy sugarsor részei, mig a szélességi korok képei koncentrikus korok
(igazolhato, lasd az 4.7-es allitast). A vetitési pontot kivéve minden pontot tudok
abréazolni, tulajdonsagai kozé tartozik még, hogy szogtartd (lasd az 4.8-as allitast).
Az Eszaki polust valasztva vetitési pontnak a Déli polus koriili teriileteket érdemes
abrazolni, mert itt még viszonylag kicsi a hossztorzulas.

Altalaban véve, a polust annak fiiggvényében érdemes megvalasztanunk, hogy a
Fold melyik részét szeretnénk abrazolni. Célszerti mindig a vetitendd pont &atellenes

(foldrajzi nyelven: ellenlabas) pontjat polusnak valasztani. Az ellenldbas pont az adott
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ponthoz képest szélességi kore és hossziisigi kore szempontjabol is az ellentétes félgém-
bon fekszik. Szélességi kérének értéke megegyezik az eredeti pontéval, mig hossztusagi
korének értékét megkaphatjuk, ha 180°-bdl kivonjuk az eredeti pont hosszusagi korének
értekeét. (6.2. abra)

<

mellettlako

L e o meaa T

X ellenlabas

[

6.2. abra. Nevezetes pontok

6.3. Feladat. Mi az ellenldbas pontja Budapestnek, ha az é.sz. 47°29" és k.h. 19°02’-

-

nél fekszik? Az ellenldbas pontja a Csendes-dcedn teriiletén taldlhatd a d.sz. 47°29" és
ny.h. 160°98"-nél.

6.4. Feladat. Mi az ellenldbas pontja Punta Arenasnak (Chile), ha a d.sz. 53°10" és
ny.h. 70°56'-nél fekszik? Az ellenldbas pontja Oroszorszdigban a Szajin- hegységhez kdzel
az €.sz. 53°10" és k.h. 100°34’-nél taldlhato.

6.5. Megjegyzés. (Sztereografikus projekcid hibaszdmitdsa)
Tekintstink a Déli polus koril eqy o gombi sugari gombsapkdt.( A gombi tdvolsdg
definicidjdt lasd az 1.2-es pontban.) Definidlunk egy mennyiséget, amely megadja, hogy

ezen sapkdn belil mekkora a sztereografikus projekcio tavolsdgtorzitdsa.

Legyen G az O kézéppontti, r sugari gomb, a Déli polust jelélyik D- vel, P a G egy
tetszdleges pontja, tovdabbd D és P pont tdvolsdga- az 1.2- es definicio szerint- pedig §.

Vegyik [DP] gombi szakasz képét, melyet jeldljink x1- gyel, tovdbbd legyen ugyan ezen
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gombsapkan D' és P tdvolsdga szintén 6. Vegyiik [D'P’] gombi szakasz képét, melyet
jelolyiink xo- vel.

Jellemezzik az o gombi sugarid sapka §- hoz tartozd hossztorzuldsdt a t(a,d) =
2(ed) o immal. Kiszdmolva:
mlas) szammal. Kiszamolva.

2r - [tan 22 — tan ¢ tan 20 — tan ¢
t((l/,(S): [ 2 2} — 2 2.

2T-tang

Ezen kifejezés hatdrértéke, ahogy 6 — 0 :

atd a
tan 5 tan 5

limt (o, 0) = 5
2

'ta

[=INICS
I
I
—
2
5\
/N
|2
N———
—
I
[S—

(6.5. dbra)

Pl

6.3. dbra. Sztereografikus projekcié hibaszamitasa

6.6. Feladat. Mely o értékekre teljesiik, hogy 1 < % < 1,01 ¢
COS 5
Az % barmely o értékre nézve nagyobb lesz, mint 1.
COos b

A kérdés, hogy mikor lesz % < 1,01. Az egyenldtlenséget dtrendezve kapjuk,
COS 5
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hogy

L. 2(5) = ! < feos (5)] = < 11,4212°
101 cos” { 5 101 cos | 5 « , .
A Féldon 1°- nak 111 km felel meg, ekkor 11,4212° = 1267, 7532 km-t jelent. Vagyis
az 1 szdzalékos hibahatdr kb. 1268 km- t jelent.

6.7. Példa. Egy Budapest kérili akkora gombsapkdt tudunk sztereografikus projekci-

dval 1 szdzalékos tdavolsdgtorzitassal dbrdzolni, melynek szélén van Pdrizs (Franciaor-

524g).

6.8. Feladat. Mely o értékekre teljesiik, hogy 1 < —4— < 1,1 ?

c052<%)
Az % bdrmely o értékre nézve nagyobb lesz, mint 1.
COSs 5
A kérdés, hogy mikor lesz @ < 1,1. Az egyenldtlenséget dtrendezve kapjuk,
2
hogy

1 1
1< cos? (%) N (ﬁ) < ‘cos (%)‘ — o < 35,0968°.

A Foldon 1°- nak 111 km felel meg, ekkor 35,0968° = 3895, 7448 km-t jelent. Vagyis
a 10 szdzalékos hibahatdr kb. 3896 km- t jelent.

6.9. Példa. Egy Budapest kériili akkora gombsapkdt tudunk sztereografikus projekcio-

val 10 szdzalékos tdvolsdgtorzitdssal dbrdzolni, melynek szélén van Kartim (Szuddn).

A sztereografikus projekciot altalaban félgdmb vagy annal kisebb feliilet dbrazola-

sara alkalmazzék.

6.2. Centralis hengervetiilet

6.10. Definicié. Legyen G C R® gombfeliilet, C a G kizéppontja, és H C R3 az
a henger, mely tengelye pdrhuzamos az Eszaki és Déli polust dsszekotd eqyenessel €s
az Egyenlité pontjaiban érinti a foldgombit. A G gomb C pontbdl torténd centrdlis
hengervetiiletén azt a

o (G\{E,D}) - H

leképezést értjik, melyre tetszdleges P € G és annak ¢ (P) képe eqy C-bdl induls fél-

egyenesre esik.
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6.4. dbra. Centralis hengervetiilet

6.11. Feladat. Fejezzik ki a o leképezést vektorokkal!

Legyen @ a C origébdl, vagyis a Fold kozéppontjdbdl induld, az Eszaki és Déli polu-
son dtmend tengellyel parhuzamos és az Eszaki pdlus irdnydba mutaté egységvektor, P
a gombfelilet egy tetszdleges pontja, P-be mutato helyvektora p, illetve ¢ (p) a p hely-
vektori pont képének a helyvektora. A p vektor w-val parhuzamos komponense felirhato
p| = (U - p) - u alakban, illetve - ra merdleges komponense pi = p'— (U - p) - 4 alakban.
A (p)=A-p.

Keressiik \- at. Tudjuk, hogy |(Ap) | = 1, tovdbbd (A\D), = A (p1), vagyis kivetkezik,

L

hogy A = 17

Tehdt ¢ (p) = A -p = |;T£L\ P = m. Vagyis ahhoz, hogy a P pont képe a
hengerre essen a p vektort ﬁ szorosdra kell nagyitanom. (6.5. dbra)

6.12. Feladat. Az eldzd feladatban kapott ¢ (p) vektort adjuk meg koordindtdkkal!
Adott az @ := (1,0,0) koordindtdji egységuektor és a P := (x,y,z) koordindtdji
pont, melynek helyvektora p. Keressik ¢ (p) := (p1, ps, p3) vektor koordindtdit.
Tudjuk, hogy ¢ (p) = m. Azu-p=1-24+0-y+0-2z=ux, ebbdl kivetkezik,
hogy az x - U := (z,0,0), tovdbbd p— (z-u) := (0,y,2). A p— (x-U) hossza egyenld

\/m- Tehdt a ¢ (ﬁ) = <\/y:+z2’ \/yg—i—z27 \/y§+z2)'
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Egyenlitdé

6.5. dbra. Centralis hengervetiilet vektorokkal

Az, hogy milyen szélességekig tudok vetiteni, fiige a henger magassagatol. Amikor
az Bszaki és Déli polust Osszekots szakasz és a henger magassaga megegyezik, akkor
a hosszusagi kor felét tudom csak vetiteni, méghozza a 45. szélességi korig. A torzitas
mértéke pedig a polusok felé haladva egyre nagyobb.

Ha a henger tengelye és az Eszaki és Déli polust Gsszekoto egyenes parhuzamos,
tovabba végiil a henger palastjat egyik alkotoja mentén felvigjuk, akkor a gémbnek

hengerre torténé vetitése soran a képekre a kovetkezd allitasok lesznek jellemzdéek:

1. a hosszisagi korok képei parhuzamos egyenesek
2. a szélességi korok képei parhuzamos szakaszok
3. a hossztsagi és a szélességi korok képei derékszdgben metszik egymast

4. fontos, hogy érinté hengernél az Egyenlit§ (vagy az érintett kor) hossza megy-

egyezik a képének a hosszaval, vagyis itt hossztarto
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Fontos megjegyezniink, hogy ez a fajta vetiilet tetszGleges szélességi kor mentén

megtartja a tavolsag-aranyokat.

6.3. Lambert- féle teriilettartd hengervetiilet

6.6. abra. Lambert-féle teriilettartd hengervetiilet

6.13. Definici6. Legyen G C R?® gombfeliilet, C a G kézéppontja, és H C R® az a
henger, mely tengelye pdrhuzamos az Eszaki és Déli polust dsszekiti eqyenessel és az
Eqgyenlité pontjaiban érinti o foldgombot. A G gomb Eszaki és Déli pdlusdt dsszekotd
tengelyérdl az Egyenlitdvel parhuzamos vetitd sugarrakkal torténd vetiletén, vagyis a

Lambert- féle vetiiletén, azt a

¢: (G\{E,D}) — H

leképezést értjik, melyre tetszdleges P € G és annak ¢ (P) képére a Py (P) egyenes

merdlegesen metszi az [ED] szakaszt.

6.14. Feladat. Adjuk meg a fent emlitett ¢ leképezést vektorokkal!

Legyen @ a C origdbdl, vagyis a Fold kézéppontiabdl induld, az Eszaki és Déli polu-
son dtmend tengellyel parhuzamos és az Eszaki pélus irdnydba mutatd eqységuektor, P a
gombfeliilet eqy tetszdleges pontja, P-be mutatd helyvektora p, illetve ¢ (p) a p helyvek-

tori pont képének a helyvektora. A p vektor u- val pdrhuzamos komponense megegyezik
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a ¢ (p) pdrhuzamos komponensével, vagyis ¢ (]5')” =pj = (u-p) - u. Tovdbbd p" merd-
leges komponense felirhatd p; = p'— (u - p) - 4 alakban, illetve ¢ (p) = X - pL. Tehdt
@ (p) = p) + A - P alakban adhatd meg.

Keressiik, hogy A mivel egyenlé’. Tudjuk, hogy o (p) | = |X-PL] =1 = X-|pL],
amibdl kovetkezik, hogy A\ = il ﬂ|

Tehdt ¢ (P) = pij + o1 - P = P + &4 = (U'@'U+%-

Egyenlitd

6.7. abra. Lambert-féle vetiilet vektorokkal

6.15. Feladat. Az eldzd feladatban kapott ¢ (p) vektort adjuk meg koordindtdkkal!
Adott az @ := (1,0,0) koordindtdji egységvektor és a P := (x,y,z) koordindtdji
pont, melynek helyvektora p. Keressiik ¢ (p) := (p1, p3, p3) vektor koordindtdit.
Tudjuk, hogy ¢ (p) = (4 - p) - u—l—‘p(ﬂ Aztu-p=1-2+0-y+0-2=ux, ebbdl

kovetkezik, hogy az x - := (x,0,0), tovdbbd p— (x - 4) := (0,y,2). A p— (x - d) hossza

egyenld \/y? + z2. Tehdt a ¢ (p) := <95 \/yg+zz’ \/y§+zz)

A vetiilet neve J.H. Lambert (1728-1777) német matematikus, fizikus, csillagisz és
térképész nevéhez fiizédik. Erre a vetiiletre jellemz6, hogy a poélusok felé a szélességi

korok képei kozel keriilnek egymashoz, itt a hosszisagok és a szogek nagy torzulast
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szenvednek, vagyis leginkdbb az Egyenlit6 és kornyékének abrazolasara alkalmazhato,
rdadasul az Egyenlitén hosszisagtarto.

Ez a fajta vetiilet szintén valodi vetiilet, mert ha a henger tengelye és az Eszaki
és Déli polust 0sszekdto egyenes parhuzamos, tovabba végiil a henger palastjat egyik
alkot6ja mentén felvagjuk, akkor a gombnek hengerre torténd vetitése soran a képekre

a kovetkezd allitasok lesznek jellemzGek:

1. a hosszisagi korok képei parhuzamos egyenesek
2. a szélességi korok képei parhuzamos szakaszok

3. a hosszusagi és a szélességi korok képei derékszdghben metszik egymast

6.16. Megjegyzés. Ismert, de nem bizonyitjuk, hogy ez a vetiilet terilettarto.

6.4. Centralis sikvetilet

6.17. Definicio. (Nyilt félgomb centrdlis projekcidja) Legyen G C R® gombfeliilet, C
a G kézéppontja, és S C R3 a gémb egy érintdsikja. Az adott S sikkal pdrhuzamos és
C-re illeszkedd S’ sik a gombfeliiletet két félgombre osztja. A G gomb C pontbdl térténd
centrdlis hengervetiletén azt a  leképezést értjik, mely az S N G pontot tartalmazo
nyilt félgombit leképezi az S sikra, tovdbbd teljesil, hogy P € G és annak ¢ (P) képe
eqy C-bdl indulo félegyenesre esik.

6.18. Feladat. Adjuk meg a leképezést vektorokkal!

Legyen @@ a C origdbdl, vagyis a Fold kézéppontjdbol induld, az Eszaki és Déli poluson
dtmend tengellyel parhuzamos és a Déli polus iranydaba mutato egységuektor, P az SN
G pontot tartalmazo nyit félgomb egy tetszdleges pontja, P-be mutato helyvektora p,
illetve v (P) a p helyvektori pont képének a helyvektora. A p vektor i- val parhuzamos
komponense pj = (u-p) - u. Tovdbbd p merdleges komponense felirhato pi = p —
(@ - p) - U alakban, illetve ¢ () = X - P olyan vektor, melynek pdirhuzamos komponense
(A 'ﬁ)H) =|(@-(\-p)) Ul =1 alakban adhatd meg.

Keressiik, hogy A mivel egyenld. Tudjuk, hogy |- (A-p)| = N|u-p] = 1, amibdl
kdvetkezik, hogy A = Iﬁlﬂ'

Tehdt ¢ (p) = Iﬂ%ﬂ p= %. (6.8. dbra)

1 hosszisdgu. Tehdt
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P, ¢ (p)

o (P)

s ®(p),

6.8. abra. Centralis sikvetiilet vektorokkal

6.19. Feladat. Az el6z6 feladatban kapott ¢ (p) vektort adjuk meg koordindtdkkal!
Adott az v := (1,0,0) koordindtdju egyséquektor és a P = (x,y,z) koordindtdji pont,
melynek helyvektora p. Keressiik ¢ (p) := (p1, p2, p3) vektor koordindtdit.

Tudjuk, hogy ¢ (p) = g Az - p] = Va2 = |z|, ebbdl kivetkezik, hogy ¢ (p) =

6.20. Megjegyzés. (Centrdlis sikvetilet hibaszdmitdsa)

|
o 3

Y
|z fa] |

(o) =

8

Tekintstink a Déli polus koril eqy o gombi sugari gombsapkdt.( A gombi tdvolsdg
definicidjdt lasd az 1.2-es pontban.) Definidlunk egy mennyiséget, amely megadja, hogy

ezen sapkdn belil mekkora a centrdlis sikvetiilet tdvolsagtorzitdsa.

Legyen G az O kézéppontti, r sugard gémb, a Déli polust jeldljik D- vel, P a G egy
tetszdleges pontja, tovdabbd D és P pont tdavolsdga- az 1.2- es definicid szerint- pedig §.
Vegyik [DP] gombi szakasz képét, melyet jeldljink x1- gyel, tovdbbd legyen ugyan ezen
gombsapkdn D' és P’ tdvolsdiga szintén §. Vegyiik [D'P’] gombi szakasz képét, melyet
jeloljiink xo- vel. Ekkor x1 = r - tand, illetve xo = r - [tan (o + 0) — tan «|. Jellemzzik
az « gombi sugari sapka 6- hoz tartozo hossztorzuldsdt a t (o, d) = 2uled) oo immal.

2 (a75)
Kiszdmolva:
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H 5)_x1(a,5)_tan(a+5)—tana
@ a2 (a,0) tan d '

Ezen kifejezés hatdrértéke, ahogy 6 — 0 :

tan (o +0) —tana  tan(a+0J) —tana 0 , 1

lim (e, 0) = tan 0 B ) tand T cos? ()

(6.9. dbra)

6.9. abra. Centralis sikvetiilet hibaszamitasa

6.21. Feladat. Mely o értékekre teljesiik, hogy 1 < Wl(a) < 1,01 ¢

Az m bdrmely o értékre nézve nagyobb lesz, mint 1.

A kérdés, hogy mikor lesz m < 1,01. Az egyenldtlenséget dtrendezve kapjuk,
hogy

1 1
101 < cos® (a) = (ﬁ) < |cos ()| = a < 5,7106°.

A Foldon 1°- nak 111 km felel meg, ekkor 5,7106° = 633, 8766 km-t jelent. Vagyis
az 1 szdzalékos hibahatdr kb. 634 km- { jelent.
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6.22. Példa. FEgy Budapest korili akkora gémbsapkdt tudunk centrdlis sikvetilettel 1

szdzalékos tdvolsdgtorzitdssal dbrazolni, melynek szélén van Bukarest (Romdnia).

6.23. Feladat. Mely « értékekre teljesiik, hogy 1 < —5— < 1,1 ¢

1
cos? ()

Az m barmely o értékre nézve nagyobb lesz, mint 1.

1
cos?

A kérdés, hogy mikor lesz 2@ < 1,1. Az egyenlitlenséget dtrendezve kapjuk, hogy

1 1
1< cos® (a) = (ﬁ) < |cos ()] = o < 17, 5484°.

A Foldon 1°- nak 111 km felel meg, ekkor 17,5484° = 1947, 8724 km-t jelent. Vagyis
a 10 szdzalékos hibahatdr kb. 1948 km- t jelent.

6.24. Példa. Egy Budapest korili akkora gémbsapkdt tudunk centdlis sikvetiilettel 10

szdzalékos tdvolsdgtorzitdssal dbrdzolni, melynek szélén van Madrid (Spanyolorszdg).
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