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1. fejezet
Bevezet6

Dolgozatom témavalasztasanak okat egy rovid, és nem teljesen pontos
idézettel foglalhatndm Gssze, mely egy népszert televizios sorozatra utal: "A
masodrendd gorbék mindeniitt jelen vannak." Ez valéban igaz is, hiszen méar
az altalanos iskolaban is taladlkozunk veliik, noha ekkor még nem kell a dié-
koknak tudniuk, hogy ez valéban az. Viszont a téma, még ha nem is végig
nevesitve, de matematikai tanulmanyainkat végigkiséri. Mint a dolgozatom-
bol is latszodni fog, szinte nincs olyan évfolyam vagy egyetemi félév, ahol ne
bukkannénak fel (ha masképp nem, kor képében).

A maésik dolog, amit indokolnom kell: Miért igy dolgoztam fel ezt a té-
mat? Miért nem koncentraltam egy fajta gorbére (mondjuk a korre, vagy
csak a parabolara)? Vagy miért nem koncentraltam egy, a masodrendii gor-
bék szempontjabol specialis téméara (pl. koordinata-geometria, projektiv geo-
metria). A valasz: mert igy épiil fel az anyag. Igy Osszefiiggéseiben lathato,
hogy a gorbéknek milyen hasonl6 és eltérd tulajdonsagai vannak. Ezen kiviil
a masodrend gorbék ilyetén valo feldolgozasahoz nagy ihletet kaptam az
egyik, itt a Mi egyetemiinkon elvégzett gyakorlatomon.

A masodrendi gorbék tehat mindenhol szerepelnek, még ha nem is hasz-
naljuk igy a megnevezésiiket, de még a vald életben is sziikségiink van rajuk.
Ha egy kertet akarunk felasni, akkor akaratlanul is a forditott aranyossagot

hasznaljuk: ha toébben csinaljuk, el6bb végziink, a forditott ardnyossag pedig
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a képe révén a hiperbolahoz kéthets. Mikor a csillagaszok és tudosok kutat-
jak az 1j életformakat és 1j civildziokat az tirben, akkor nekik is sziikségiik
van a masodrendi gérbékre: gondoljunk csak a parabolaantennara. Emellett
a fizikusok és a csillagaszok egy tovabbi mésodrendd gorbének is igen nagy
hasznat latjak a bolygomozgasok tanulméanyozasakor: ez az ellipszis. Tehat a
matematika és a masodrend gérbék nélkiil ezen tudomanyok is igen nehezen
tudnanak mikodni.

Dolgozatomban tehét 1épésrél lépésre végigveszem a koz- és a felsGoktatas
évfolyamait és féléveit, hogy hol, milyen formaban, és milyen mélyen talal-
kozhat egy atlagos, de a matematika iranyaba érdekl6dd didk a méasodrendi
gorbékkel. Az altalanos iskoldban még csak egy szemléletes képet igyekez-
nek kialakitani a tanarok a masodrendid gorbékrél, ezért inkabb példakon
keresztiil vezetik be a fogalmakat, a forditott ardnyossagra nagy hangsulyt
fektetnek, azonban még ezt sem kotik 6ssze konkrétan a hiperbola fogalmé-
val, mert a feladatokban nem mindig jelenik meg a gorbe.

Kozépiskoldban mar elGtérbe keriilnek a pontos és fontos definiciok és té-
telek, mert a kialakult szemléletes képre mar lehet épiteni. Ebben a korban a
didkokban mér megvan a kell§ felkésziiltség a pontosabb, szakszertibb fogal-
mak befogadéaséra. Véleményem szerint mar itt is be lehetne mutatni (f6leg
a koordinata-geometriai részben vagy az utan), hogy vajon miért ennyire ha-
sonloak a gorbék. Miért csak egy el§jelben tér el az ellipszis és a hiperbola
egyenlete, esetleg van-e koziik egymashoz. Sajnos a tananyag nagysaga és az
id6 sziikossége miatt ezen dolgok bemutatasara nincsen mod és lehetdség.

Az egyetemen a definiciok és az Osszefiiggések pontos ismerete az elvaras
és csak ez elfogadhaté. Nekiink tanarszakosoknak nem csak a kozoktatas-
ban leadando torzsanyagot kell ismerniink, hanem annél tobbet, az anyag
hatterét is muszaj érteniink, tudnunk. Ugyanis, ha jon egy okosabb gyerek,
aki belekérdez a mélyebb 0Osszefiiggésekbe, nem mondhatjuk neki azt, hogy
nézzen utana, hanem valamit mondanunk kell, Gtmutatast kell adnunk, hogy
merre kutakodjon.

A dolgozatombdl is latszodni fog az anyag felépitése: az els§ fejezetben
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még inkdbb az abrak és a kevés definicio lesz a jellemzd, kés6bb egyre tobb
lesz a definicio, és a végén eljuthat az Olvaso az Osszefliggés megtaldlsaig:
Miért ilyen hasonloak a gérbék? Ezen kiviil egy kicsit tul is 1épiink a tanar-
szakosok szamara az alapképzésben kotelez6 anyagon, hogy én is igyekezzek
fenntartani az Olvaso érdeklGdését ezen csodélatos téma irant, és 6nalld to-
vabbolvasasra buzditsam.

A dolgozat elkészitésében sokat segitett, és nagy koszonettel tartozom
kitarté6 munkajaért, amivel a legnagyobb elakadasaimon is tillenditett: Sze-
ghy Davidnak, a Geometria tanszék oktatojanak. Illetve az oOtletért kiilon
koszonet illeti Korandi Jozsefet, a Matematikatanitasi és Modszertani Koz-
pont oktatojat, aki az altala szervezett gyakorlattal nagy 16kést adott a mi
elkésziiltéhez.

Az el6bb emlitett személyeken kiviil szeretném megkdszonni egyetemi ok-
tatoimnak is, hogy nyilvanossa tették el6adasuk jegyzetét vagy vazlatat, ezzel

is hozzajarultak a dolgozatom elkésziiltéhez.



2. fejezet

Altalanos iskola

Ebben a fejezetben azok a masodrendi gorbék szerepelnek, mellyekkel
egy atlagos altalanos iskolasnak talalkoznia kell, mire a 8 osztalyt elvégzi.
Els6ként a korrel taldlkozik a diak. Mivel ezen alakzat egészen a hetedik
évfolyamig végigkiséri geometriai tanulmanyait, ezért a fejezet els6 részében
mi is a korrel foglalkozunk. Ezutén visszatériink hatodik osztélyban, ahol a
hiperbolaval taldlkozik a didk, ami, mint a forditott aranyosséag fiiggvényének
képe jelenik meg. Ekkor még csak annyit mondanak neki, hogy ez a hiperbo-
la, de az alakjan kiviil massal nem foglalkoznak. Az altalanos iskola utols6
évében megjelenik a fiiggvényabrazolasok kozott a masodfoku fiiggvény is.
Itt még csak annyit mondanak egy nyolcadikosnak, hogy ez egy parabola.
A tulajdonsagaira vonatkoz6 informacié atadasara - néhany kivételtdl elte-
kintve, de azt is csak szemléletesen - a kozépiskolaban keriil sor. Ott mar

részletesebben fog szerepelni a parabola.

2.1. A kor

Ebben a fejezetben megismerkediink azon alap dolgokkal, amiket egy &l-
talanos iskolasnak nyolcadik végére a korrdl el kell sajatitania. Ekkor a kor-
r6l még nem mint masodrendti gorbérdl beszélnek a tanarok, hanem inkabb

csak, mint mértani alakzatrol. Most mi is ennek a fényében vizsgaljuk a
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kort ebben a fejezetben, masodrendi gérbe mivoltardl majd a kozépiskolai
résznél beszéliink. A tanarok az altalanos iskola végére kialakitanak a korrél
és részeir6l egy szemléletes képet a didkokban. Ebben az életkorban ez telje-
sen megfelels, ezen alapokra tudnak majd a kdzépiskolai tanarok épitkezni.
Példanak okaért emlithetném, hogy kiilonbséget tesznek érintés és metszés
kozott. "Az érint6 olyan egyenes, mely csak érinti a kort, nem metszi. Vagy-
is az érintének és a kornek csak egy k6zos pontja van." Ezen pontositanak
a kozépiskoldban és az egyetemen, hogy az érinté is metszi a kort, de csak
egy metszéspontjuk van. Itt mar nem tesznek kiilonbséget érintés és metszés
kozott. Ennek megforditdsa nem feltétleniil igaz: ha egy egyenesnek és egy
parabolanak csak egy metszéspontjuk van, az nem feltétleniil érints, mert a
parabola tengelye is ilyen egyenes. Frre a probléméara késébb ki fogok még
térni (Id. 3.14 definicio és a rakovetkezd rész).

Otodikben kezdenek a didkok - komolyabban - megismerkedni a korrel.

Els6ként a kort, mint mértani helyet tanuljak.

2.1. Definici6é (Ko6rvonal). Egy adott ponttdl adott tdvolsdgra lévd pontok

halmaza a stkban a korvonal.

Ezen kiviil az alapfogalmak csak szemléletes, rajzon bemutatott definici-
oval szerepelnek (atmérg, koriv, korlap, korcikk, stb.). A két kor kolesonos
helyzetérdl is beszélnek 6todikben, de csak egy nagyon egyszerd feladaton
keresztiil mutatjik be a lehetséges eseteket!. Feladatként azt adjak, hogy
adott egy szakasz valtozo hosszal, és rajzoljunk a végpontjaiba két kort, ugy,
hogy 0, 1 vagy 2 kozos pontjuk legyen. A feladatot és megoldasét a kivetkezs

dbra szemlélteti.

o (o CF

ISokszini 5. 82. old.
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Ezekb6l mar a didk kénnyen megérti, hogy ha két kér metszi egymast,
akkor két, ha érintik egymast, akkor egy, egyébként pedig nulla kdzos pontjuk
(vagyis metszéspontjuk) van.

Hatodikban mar ismerds alakzatként tér vissza a kor. Ekkor a diakok-
nak meg kell tanulniuk, hogy a kor tengelyesen szimmetrikus alakzat. A
didkok ezen kiviil megismerkednek a sokszogek koréirhato korével. A kor
huarjaval és érintGjével is talalkoznak. Ezen fogalmakat szemléletesen egy fel-
adaton keresztiil vezetik be: rajzoljunk egy kort, és gy egy egyenest, hogy
annak a korrel 0, 1 vagy 2 metszéspontja legyen.

Hetedik osztalyban a didkok kib&vitik a sokszogek koréirhato korérdsl
sz0l6 ismereteiket. Megtudjak, hogy igen speciélis sokszog, a haromszog koré
is lehet kort irni, s6t a haromszogbe bele is irhatd kér. Magérol a korrél, mint

alakzatrol az 0j informacié a keriiletének és teriiletének kiszdmitasi modja.

2.2. Allitas (A kor keriilete, teriilete). Egy r sugart kor
keriilete: K = 2rm;

teriilete: T = r27w

A teriiletre vonatkozo allitast egyszerti modszerekkel be is bizonyitjak?. A
kort vagjuk fel parossok, egyenls korcikkre. A kort daraboljuk at ezen korcik-
kek segitségével egy paralelogramméba (persze a paralelogramma két alapja
nem lesz egyenes). Ennek a paralelogramménak a teriilete meg fog egyezni
a kor teriiletével, mert az egész kort felhasznaltuk. A paralelogramma egyik
oldala a kor keriiletének a fele, a magassaga pedig pont a kor sugara. Most
irjuk fel ennek a paralelogramménak a teriiletét, melyet tigy kapunk, hogy a
paralelogramma egyik oldaldt megszorozzuk a magassaggal. Itt most:
T=r- 2’”7“ = r-r-7 = r’r. Vagyis megkaptuk a kor teriiletére vonat-
koz6 Osszefiiggést. A kor keriiletérsl szold allitast altalanos iskolaban nem
bizonyitjak.

Nyolcadik évfolyamon a kort mar csak "segédeszkozként" hasznaljak,

vagyis 1j dolgot nem kell r6la megtanulni, de példaul a Pitagorasz-tétel

2Sokszinid 7. 309-311. old.
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gyakorlo feladatai kozott®, vagy a térgeometriai részben bizonyos kor ala-

pi alakzatok felszinének és térfogatanak szamitasakor sziikség van ra’

, ezért
lényegében a didkok az altalanos iskolara befejezik a korrel vald ismerkedést.
Tovabbi tulajdonsagait és a korrel kapcsolatos tételeket méar a kozépiskolai

tanaroknak kell megtanitaniuk.

2.2. A hiperbola

Az els6 igazan 1j masodrendii gérbe, amivel megismerkednek a kisdidkok:
a hiperbola, mint a forditott arényossig képe. Ebben a fejezetben errdl
a gorbérdl igyekszek kialakitani egy szemléletes képet, épp gy, mint azt az
altalanos iskolaban a matematikatanarok teszik. Nézziink egy mintafeladatot

arra, hogy a hiperbolat hogyan vezetik be.

2.3. Feladat. ° Egy it épitésének foldmunkdit 3 gép 8 nap alatt tudja elvé-

gezni.

a) Szamitsuk ki, hogy hdny nap alatt végezné el ugyanezt a munkdt 1; 2;

3; 5; 6; 8; 12; 16 ugyanilyen munkagép!

b) Milyen kapcsolat van a munkagépek szima és a munkavégzés ideje ko-

20tt?
¢) Abrdzoljuk az sszetartozd értékeket koordindta-rendszerben!

A feladat megoldasat kezdjiik azzal, hogy megnézziik, hogy mit mond az

egyenes- és mit a forditott ardnyossag definicioja.

2.4. Definicio (Egyenes aranyossag). Két vdltozé mennyiséget eqymdssal
eqyenesen ardnyosnak mondunk, ha az eqyik mennyiséget (x) valahdnyszoro-
sdra vdltoztatjuk, a mdsik mennyiség (y) is ugyanannyiszorosdra vdltozik. Ez

figguénnyel leirva: y = a - x, ahol a # 0.

3Sokszintd 8. 142. old.
4Sokszind 8. 178. old.
5Sokszini 6. 237. old.
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2.5. Definici6 (Forditott aranyossag). Két vdiltozo mennyiségel eqymdssal
forditottan ardnyosnak mondunk, ha az eqyik mennyiséget (v ) valahdnyszoro-
sdra vdltoztatjuk, a masik mennyiség (y) reciprokszorosdra valtozik. Fiiggvény

formdjdaban: y = g, ahol a # 0.
x

Az egy nagyon fontos kikotés, hogy forditott aranyossag esetén a 0 nem
szerepelhet az értékek kozott®. En ezt tgy magyaraznam ebben a korban,
hogy annak semmi értelme, hogy egy munkat 0 darab ember, gép, csap,
stb. végezzen, mert akkor a munka sose késziil el. Ezért nem értelmezziik a
fliggvényt (és az aranyossagot) a 0 helyen.

A feladat megoldasat kezdjiik azzal, hogy végiggondoljuk, hogy melyik

fajta ardnyossagrol beszéliink. Ha a munkagépek szamét valtoztatjuk, akkor
a sziikséges id6 azzal ellentétesen valtozik. Ha tobb a gép, kevesebb id§ kell,
és viszont. Vagyis a feladatot a forditott aranyossag alapjan tudjuk megol-
dani. Ezzel a b) kérdést méar meg is valaszoltuk. Az a) kérdést egy-két gyors
szamitassal megvalaszolhatjuk.
Ha 3 gép 8 nap alatt végez az tuttal, akkor 1 gép 8 -3 = 24 nap alatt vé-
gez. Miért van ez igy? Mivel forditott aranyossagrol beszéliink, ezért nézziik
meg mit mond: ahanyszorosara valtozik az egyik mennyiség annyiad részére
valtozik a maéasik. Jelen esetben: 3 - % = 1 darab gép van, ezért a napok
szama: 8 : % = 8.3 = 24. A to6bbit ugyanigy kell kiszamolni. 3 - % =2
gép 8 : % = 12 nap alatt végez, 3 - % =5 gép 8 : g = 4,8 nap alatt végez,
3-%:3-2:6gép8:2:4napalattvégez,3-§:8gép8:§:3nap
alatt végez, 3 - % =3-4=12 gép 8 : 4 = 2 nap alatt végez, 3 - % = 16 gép
8: % = 1,5 nap alatt végez. Ezeket az adatokat abrazoljuk egy grafikonon.
A c) részfeladatra a kovetkezd oldal tetején 16vs abra adja meg a valaszt. Az
abrazolasnal az x tengelyen a gépek szaméat, az y-on pedig a sziikséges id&t
jelenitem meg.

Ugyan ekkor még nem minden feladatnal jelenik meg konkrétan a gorbe
is az dbran (mert esetleg nem lenne értelme a racionélis vagy irracionalis

értékeknek), de most a szemléltetés kedvéért igy jelenitjiik meg a fiiggvényt.

6Sokszini 6. 233. old.
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Amikor olyan feladat keriil el§, hogy az abran a hiperbola megjelenik, akkor
a didknak a tanar csak annyit mond, hogy ez egy un. hiperbola. A gorbe
tulajdonsigairol ekkor még sz6 sem esik, mert ekkor nem a pontos definici-
ok, hanem csak egy szemléletes kép kialakitasa a feladat a hiperbolarol. A
tulajdonsigait részletesen majd 9. és 11. osztalyban kell tanitani, ahol a
szemléletes kép mar nem lesz elég, hanem pontos defnicidknak és tulajdon-
sagoknak kell a hiprboldhoz kapcsoldédniuk. Viszont 8. osztalyban kiegészits
anyagként szerepel a hiperbola, és néhény tulajdonsiga. Ezeket f6leg ma-
tematika tagozatos vagy jobban haladé csoportoknak akar mar ott el lehet
vezetni” Hatodik osztalyban més mésodrendii gérbe nincsen, egészen nyol-

cadikig nem is fordul el6 masik.

2.3. A masodfoku fiiggvény

Nyolcadik osztalyban a fliggvényabrazolasi feladatok kdzott szerepel egy
nagyon érdekes példa. Ebben a masodfoku fliggvénnyel, és annak képével, a
parabolaval ismerkedhet meg a didk. A témakor el6tt mar megismerkednek a

hatvanyozassal, valamint a kéttagt Osszeg, a kéttagi kiilonbség négyzetével

7Sokszint 8. 270-272
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is. Ugyanakkor nyolcadikban a didkok még csak ismerkednek a méasodfoki
fiiggvénnyel, mert csak egyszert fliggvényabrazolasokkal taldlkoznak.
2.6. Feladat. Abrdzoljuk a kivetkezd fiigguényeket koordindta-rendszerben!
a) fla) =
b) g(z) =2 +3
c) h(z) = (z —1)?
d) i(r) = —z?

A feladat megoldasa értéktablazattal (ami nyolcadik osztalyban még meg-
engedett) konnyd. A kovetkezd abra mutatja, hogy a fiiggvények hogyan

néznek ki.

Az altalanos iskolasnak ekkor a mésodfoku fiiggvényrsl még csak néhany
alapvetd tulajdonsagot kell tudnia® (a nevén kiviil, hogy parabola; érték-
készlet, tengelymetszet, menet, szélsGérték). Viszont ezen tulajdonsagokat

ugy kell ismernie, hogy tudja, hogy ezek nem minden parabolara érvényesek

8Sokszinii 8. 265-268. old.
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ugyanigy. Példaul a lefele nyil6 parabola esetén ne mondja azt, hogy a fiigg-
vény értékkészlete a pozitiv szamok halmaza, vagy egy olyanhoz, melynek
nincs tengelymetszete, ne keressen tengelymetszetet. A parabola (illetve a
méasodfoku fiiggvény) tovabbi tulajdonsagait (hogy bizonyos specialis para-
bolak (vagyis az y = 2px?) paritasit tekintve paros, ha az origdbban van a
csucsa; hogy mi az, hogy fokuszpont, vezéregyenes; stb.) majd csak kozépis-
koldban kell megismernie.

Mivel az alaptulajdonsagok (értékkészlet, tengelymetszet (bizonyos spe-
cialis esetekben), menet, szélséérték (bizonyos esetekben) az abrakrol leol-

vashatok, igy ezek részletezésébe itt nem megyiink bele.

2.4. Osszefoglalas

Otodik osztalyban talalkoznak a didkok el6szor komolyabban mésodren-
dii gorbével, mikor megismerkednek a korrel. Hatodik évfolyamban talal-
koznak elsGként a hiperbolaval, de ekkor még csak érdekességként hangzik el
a neve, mert inkdbb a forditott aranyossag megtanitasa a lényeg, mint a hi-
perbola megismertetése. Hatodikban és hetedikben tovabb bévitik isme-
reteiket a korrgl. Nyolcadikban a parabola szerepel masodrendii gorbeként
a tananyagban (valamint kiegészité anyagként a hiperbola).A kor egészen
kilencedikig nem keriil el§, csak segédeszkozként. A személyes véleményem,
amivel a matematika iranti érdekl6dés ébren tarthatd, hogy, mivel nyolca-
dikban mar tanulnak a didkok hatvanyozni, érdemes nekik elmondani, hogy
ezek a gorbék Gn. "mésodrendi gorbék". El is lehet magyarazni, féleg a
parabolanél még konnyt is, hogy azért hivjuk igy 6ket, mert a leird egyenlet-
ben van masodfoku tag. De elvarni t6liik, hogy ezt vissza is tudjak mondani,
hiba lenne. Ilyenkor még csak érdekességként szabad elhangzania ennek.

A masodrendii gorbék "negyedik" fajtaja, az ellipszis nem keriil el§ al-
talanosban. Ezzel a méasodrendd gorbével a didkok el6szor 11.-ben fognak

talalkozni, igy tulajdonsagait is csak ott tanuljak.



3. fejezet
Kozépiskola

Ebben a fejezetben kicsit tovabb lépiink a mésodrendii gorbék vilagaban.
Megismerkediink a gorbék néhany tovabbi tulajdonsigaval, a kornek tjabb
tulajdonsagaival (kozépponti és keriileti szogek, koriv hossza, sth.) és sze-
rencsénk lesz talalkozni a negyedik mésodrendd gorbével is, az ellipszissel.
Az altalanos iskolaban a didkok 6todikben taldlkoztak "elGszor" a korrel,
hatodikban elGszor a hiperbolaval és nyolcadikban elGszor a paraboléval.
Kilencedikben, mikor tjra eldkeriilnek a méar emlitett gérbék, akkor ki-
csit mas sorrendben taladlkoznak veliik ismét: els6ként a parabola, utina a

hiperbola és végiil a kor. Ezért valtoztattam meg én is a sorrendet.

3.1. A masodfoku fiiggvény mélyebb tulajdonsa-
gai

Kilencedikben tér vissza a mésodfoku fiiggvény a fiiggvényabrazolasi
feladatok kozott, egy egész fejezet keretében'. Ekkor méar elvaras, hogy a
didk tudja, hogy a fiiggvény képe a parabola. Azt is tudnia kell, hogy mit
jelent, hogy ez egy péros fiiggvény, ugyanis a péaros fiiggvény definiciojat az

f(z) = 2? fiiggvényen at vezetik be.

1Sokszint 9. 90-94.0ld.

14
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3.1. Definicib6. Azokat a fiigguényeket, amelyeknél az értelmezési tartomany

minden elemére f(—x) = f(x) teljesil, pdros figguényeknek nevezziik.

Tizedik osztalyban fog a parabola tjra el6keriilni. Ekkor is a masodfo-
ka figgvény képeként szerepel, valamint a vazlatos képét segitségiil fogjuk
hivni a masodfoki egyenl6tlenségek megoldasanal. Ekkor megismerik a di-
akok a méasodfok fiiggvény altalanos hozzarendelési szabalyat, valamint az

abrazolasanak egy j6 modszerét:

3.2. Definici6. A mdsodfoki fiigguény hozzdrendelési szabdlya dltaldnos eset-
ben:
[ R—=R, f(z)=az’+br+c, ahola € R,a#0,b;c € R

Célszert a masodfoku fiiggvények hozzarendelési szabalyat teljes négyzet
alakra hozni: f: R = R, f(z) = a(r —u)*+v, ahola € R,a # 0,u;v € R. A
normal parabolat ekkor a-szorosara nytjtjuk, és a cstcspont a C'(u; v) pontba
kertil.

Ekkor atismétlik a zérushely fogalmat?, amit mér kilencedikben mar de-
finialtak®. Azért most kell ismételni, mert a mésodfoktt egyenlet (de f6leg az
egyenlStlenség) megoldasanal fontos lesz tudni, hogy az abrazolt parabolanak
hol vannak (ha egyaltalan vannak) zérushelyei. Eddig elég volt az, hogy ha
a fiiggvény abrajarél megkozelité pontossaggal meg tudtdk mondani, hogy
hol a zérushely. De az egyenlGtlenségek grafikus megoldésanal fontos, hogy

pontos abrat készitsiink.

3.3. Definici6 (Zérushely). Azt az x valds szdmot, ahol f(x) =0, a figg-

vény zérushelyének nevezzik.

Ezutan megtanitjuk a didkoknak, hogy a mésodfoku fiiggvénynek legfel-
jebb 2 darab zérushelye lehet, a parabola elhelyezkedésétdl fiiggGen. Ezt egy
egyszer(, vazlatos dbraval konnyen bemutathatjuk, ez nem igényel kiiléno-

sebb feladatot, a fliggvények tanitisa soran éppen eleget gyakoroljak a pontos

2S0kszinii 10. 60. old.
3Sokszind 9. 81. old.
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fiiggvényabrazolast. A méasodfoku egyenlGtlenségek megoldésanak abrazola-
sakor sem kell pontos fiiggvénygrafikon, csak a zérushelyek szamat illetGen

legyen pontos.

3.2. A tortfiiggvény, mint hiperbola

Kilencedikben a didkok a parabola utan a hiperbolédval is djra talalkoz-
nak?. A hiperbola els6 megjelenitésekor vissza lehet utalni a 6-os tananyagra,
hogy ez nem olyan nagy tjdonsig, mint amilyennek elsére gondolnank. Hi-
szen a forditott aranyossagnak is ez volt a képe, csak akkor még nem mindig
tudtuk a gorbét kirajzolni. Az els6 fiiggvény, amit tortfiiggvényként ismerni
kell (a pontos abrajaval egyiitt) az f(z) = 1 fiiggvény. Ezen a fiiggvényen
keresztiil be lehet vezetni a tortfiiggvény alapvets tulajdonsagait. Els6ként

megallapitjuk, hogy a tortfiiggvény paritasidra nézve paratlan.

3.4. Definicid. Azokat a fiigguényeket, amelyeknél az értelmezési tartomdny

minden elemére f(—x) = —f(x) teljesil, pdratlan figguényeknek nevezzik.

Azt, hogy mikor csokken vagy ndvekszik egy fiiggvény, mar régebbrdl
tudjuk (ez 8. osztidlyban tananyag®), tehat itt csak meg kell dllapitani a
monotonitast: mindkét lehetséges intervallumban csokken. A szélsGérték fo-
galma is mar altalanosban szerepel, igy itt csak meg kell allapitani, hogy
nincsen szélsGérték. Az értékkeészlet (és az értelmezési tartomény is) az abra-
r6l konnyen leolvashat6: mindkettd a valos szamok halmaza, a nullat kivéve.
A konvexitas definicidja itt csak szemléletesen szerepel: "ha tudok egyenest
htazni dgy a gorbe két pontja kozott, hogy az a gorbe felett legyen végig,
akkor konvex fiiggvényrdl beszéliink". Ezen fliggvénynek a konvexitasat csak
a pozitiv agra vizsgaljuk®.

A hiperbola, mint masodrendid gorbe tulajdonsagairol itt nem esik sz6.
Azok majd a késGbbiekben keriilnek eld.

4Sokszinid 9. 98-104. old.
5Sokszini 8. 255-258. old.
6Sokszind 9. 99. old.
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Ezutan a gorbét a legkiilonb6z6bb modon transzformaljak a feladatok,
egyre inkdbb eltavolitva a gorbét a forditott ardnyossagnal tanult képétol.
Kilencedikben mar az is cél lehet, hogy egy alakzat ne csak egyetlen fiigg-
vényhez kapcsolodjon, hanem t6bbhoz is, de a fiiggvényhez ismerjiik az elne-
vezését is. (pl. a forditott aranyossigrol beszélve tudnia kell a didknak, hogy
a képe egy hiperbola, de ha kérdezik, hogy tud-e még olyan fliggvényt mon-
dani, aminek a képe hiperbola, akkor ugorjon be a tortfiiggvény). Mar ebben

az évfolyamban fontos megjegyezni, hogy egy fiiggvény tipusnak nem csak
1

x?

egy képe van. A racionalis tortfiiggvénynek épp tgy egyenlete az f(x) =

mint példaul a g(z) = x1_+21’ vagy a h(z) = 2 +b.

3.3. A kor a kozépiskolaban

A kozépiskolai évek alatt a kor sokkal nagyobb hangsilyt kap, mint alta-
lanosban. Ezt jelzi az is, hogy jelentGsen tobb tétel és definicio kapcsolodik
hozza, és az id6 elérehaladtéval egyre tobb informaciot kell megjegyezni rola.
Végre pontosan is megismerkedik a didk a kor kiilonb6z6 részeinek a defi-
nicidival és a hozzajuk kapcsolodo tételekkel (mi az hogy kor, mi az érintd,
milyen kapcsolat van a kor egy-egy érintGje és szelGje hossza kozott, stb.)

Elsgként a didk (nagyon helyesen) megismerkedik a korvonal, zart korlap,

nyilt korlap pontos fogalmaval”.

3.5. Definici6é. Azon pontok halmaza a sikon, amelyek a sik eqy adott O
pontjdtol adott r tdvolsdgra vannak, egqy kor(vonal). Jelekkel: {P‘ |OP| = r}.
(Kilencedikben ezt a fajta jelolést a tankonyv nem haszndlja)

Azon pontok halmaza a sitkon, amelyek a sik egy adott O pontjatél adott r
tdvolsdgndl nem nagyobb tdvolsdgra vannak, az O kézépponti, r sugard zdrt
kirlap. Jelekkel: {P OP| < r}

Azon pontok halmaza a sikon, amelyek a sik egy adott O pontjatél adott r

tdavolsdgndl kisebb tdvolsdagra vannak, az O kézépponti, r sugard nyilt korlap.

Jelekkel: {P 0P| < 7’}

7Sokszind 9. 134. old.



3. FEJEZET. KOZEPISKOLA 18

Ezutan kovetkezik az érinté pontos definicioja és két fontos tétel, amit az

érintdrsl tudni kell.

3.6. Definici6 (Erint&). A kor érintdje a kor sikjdnak olyan egyenese, mely-

nek pontosan eqy kézos pontja van a korrel.

3.7. Tétel. A kir minden pontjiba pontosan eqy érintd hizhato.

Az érintési pontba hiuzott sugdr merdleges az érintdre.
3.8. Megjegyzés. A tétel bizonyitasa kozépiskolaban nem szerepel.

A korok kolesonos helyzetére, amit altalanosban csak egy egyszeri fel-

adaton keresztiil mutattak be, most mar csak megjegyzésként hivatkoznak®.

3.9. Megjegyzés (Korok kolcsonds helyzete). Egy sikban elhelyezkedd
két kornek 0, 1 vagy 2 kozos pontja lehet; ha egy kozos pontjuk van, akkor a

két kor érinti egymast.

A kort geometriai alakzatként a kozépiskola elsé két évfolyaman renge-
teg dologra hasznaljak. Ezek a tulajdonséigok, illetve tételek nekiink, akik
a kort, mint masodrendd gorbét vizsgaljak, 0j informéciét nem hordoznak,
ezért ezek csak emlités szintjén szerepelnek itt. A kornek ezen kiviil renge-
teg 14j tulajdonsagat is megismerik a didkok. Els6ként kib&vitik a sokszogek
koré és a sokszogekbe irt korokrsl® szolo tudast azzal, hogy megtanitjak az
érinté- és hirnégyszog!? fogalmat. A Thalesz-tétel és bizonyitasal! is a kor
ben 1év6 speciélis szogek (kozépponti-, keriileti szogek) is szoba keriilnek,
illetve az ezekhez kapcsolodo tételek is szerepelnek a tananyagban'?. Ehhez
kapcsolodva vezetik be a példaul a koriv fogalmat is precizen. A kort ugy is
hasznaljak a kozépiskoldban, mint egy olyan alakzat, melynek bizonyos pont-

jaibol egy szakasz adott szogben latszik (ez lesz a latokoriv). A kor specialis

8feladat: Sokszinti 5. 82. old.; megjegyzés: Sokszind 9. 135. old.

9Sokszint 9. 137-140. old.

0Erint6sokszog: Sokszint 9. 145-146. old.; Harnégyszog: Sokszint 10. 117-121. old.
1 Sokszintd 9. 141-143. old.

1280kszinti 10. 109.-116. old.
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részeinek nagysiga (korcikk, korgytrd, stb.)'? is része az anyagnak, némelyik
csak érettségi el6tt; ezek f6leg a térgeometria szempontjabol érdekesek.
Kilencdikben, tizedikben (és tizenkettedikben) a korrdl ezt kell
megtanulni. Viszont a tizedik év végén a korrel, mint mértani hellyel befejezik
az ismerkedést. Tizenegyedikben visszatér, de akkor mar a koordinata-
geometria témakorében, ahol mar valodi masodrendii gorbeként vizsgaljuk,

nem csak gy, mint geometriai alakzat.

3.4. Koordinata-geometria

A tizenegyedik évfolyamon tanitand6 geometria anyagot teljes egészé-
ben a koordinata-geometria oleli fel. Viszont itt az "igazi" geometridt mar
csak segédeszkozként hasznaljuk, az alakzatok inkdbb lesznek koordinatak-
bol, szamokbol, egyenletekbdl &ll6 absztrakt alakzatok, mint igazi képek.
De természetesen nem szabad Ggy nekiallni a koordinata-geometriat tanulni
és tanitani, hogy nem tudjuk elképzelni, illetve lerajzolni a feladott felada-
tot. Ez nagyon sokszor nem csak hogy segit, hanem egyenesen ez vezet ra a
megoldas menetére minket. Ezért mondhatjuk, hogy a geometria itt inkabb

segédeszktz, mint 6nallo, Gj ismereteket nytjté tudomanyag.

3.4.1. A kor

A kor't lesz kovetkezs fejezetiink témdaja. Megismerkediink a kor egyen-
letével és néhany egyéb érdekesség is kideriil réla. A kor, mint alakzat, ter-
mészetesen a koordinata-geometridban is ugyanaz, mint a "normél" geomet-
ridban. A sikban (és ezért a koordinata-rendszerben is) meg lehet adni egy
kort a kozéppontjaval és a sugaraval.

A két pont tavolsagara vonatkozd képlet alapjan a kor egyenlete kénnyen

meghatarozhato.

13Q0kszint 12. 87-91. old.
14GQokszint 11. 225-243. old.
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A két pont tavolsaga alapjan a P(x;y) pont akkor és csakis akkor illesz-
kedik a k korre, ha |[KP| = \/(z —u)? + (y — v)? = r, ahol K(u;v) a kor
kozéppontja és r € R a sugar. Mindkét oldalt négyzetre emelve kapjuk a kor

egyenletét: (v —u)? + (y —v)? =%

3.10. Definicié (A kor egyenlete). A P(x;y) pont akkor és csakis akkor
illeszkedik o K(u;v) kizépponti, r sugari korre, ha az x és y koordindtdk

kielégitik a kivetkezd egyenletet: (x — u)? + (y — v)? = r2.

Ezt rendezve és
a négyzetre emeléseket elvégezve kapjuk a kor egyenletének dltaldnos alakjdt:

22 + 9y — 2uxr — 2vy +u? +0? —1r? =0.

3.11. Megjegyzés. Ha a kor kozéppontja az origd, akkor az egyenlet:

2% + y? = r? alakira egyszeriisodik.

Természetesen az alakzatok kolesénos helyzetérdl itt sem szabad meg-
feledkezni. A kovetkezd allitds meghatarozza nekiink, hogy a koordinata-
geometridban hogyan kaphatjuk meg a két alakzat metszéspontjanak koor-
dinatait: két alakzat kozos pontjat a két alakzat egyenletébdl allo egyen-
letrendszer megoldésai adjak, ugyanis a kozos pontok koordinitai mindkeét
egyenletet kielégitik, tehat mindkét alakzaton rajta lesznek.

A kolesonos helyzetrdl szolo rész vizsgalata kozben egy tjabb érdekességre
bukkanhatunk. A két kornek két metszéspontja lehet legfeljebb, és a két pont
egyértelmien meghataroz egy egyenest. Mikor a megoldas soran a két kor
egyenletét kivonjuk egymésbol, akkor egy kétismeretlenes lineéris egyenletet

kapunk. Ezekbdl a kévetkez6 allitas vezethetd le:
3.12. Allitas. Ez az egyenlet a két kor kozos szels egyenesének az egyenlete.

Itt felmeriilhet kérdésként, hogy mi a helyzet akkor, ha két, egymast
nem metsz6 kor egyenletét vonjuk ki egyméasbol. Hiszen ekkor is egy line-
aris egyenletet kapunk, tehat valamiféle egyenest kellene kapnunk. Ez az
egyenes lesz majd a két kor hatvanyvonala, mely majd az egyetemen fog
elkeriilni részletesen, ezért részletezni is csak ott fogjuk (I1d. 4.5 defini-

ci6). Itt a hatvanyvonal és a hatvanypont iranyaba tovabb lehetne lépni,
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mert az ehhez sziikséges tudasunk megvan, de az nagyon messzire vezetne
a koordinata-geometriatol. De érdekességként, fakultidciokon elhangozhat,
hogy mit értiink pont korre vonatkozé hatvanyan, illetve, hogy mit értiink

két kor hatvanyvonalan.

3.4.2. A parabola

Ebben a részben a parabolaval’® ismerkediink meg még kozelebbrsl, mint
eddig. Az eddigi fejezetekben sok sz esett mar a parabolérol, mint a ma-
sodfoku fliggvény képérsl. Most nem csak, hogy részletesen megismerkediink
a parabola fogalméval, de végiil a masodfoku fiiggvénnyel valoé kapcsolatara

is adunk egy 1j magyarazatot.

P

3.13. Definicié (A parabola). A parabola azon pontok halmaza a sikon,
amelyeknek a sik egqy d egyenesétdl (vezéregyenes) és eqy d-re nem illeszkedd

F pontjdtdl (fokuszpont) vett tdvolsiga egyenld.

3.14. Definicié. A parabola érintdje olyan egyenes, melynek a paraboldval
egyetlen kozds pontja van, de az egyenes nem pdrhuzamos a parabola tenge-

lyével.

Mivel ez a definicié nem teljesen egyértelmii, ezért megadnak egy masik
definiciot is, ami egyértelmiisiti az el6z6t. (Be lehet bizonyitani, hogy a két

definici6 ekvivalens.)

3.15. Definicié. A parabola érintdje olyan egyenes, melynek a paraboldval
egyetlen kozos pontja van, és a parabola 6sszes tobbi pontja az egyenes dltal

meghatdrozott eqyik félsikban van.

A parabola elég specialis masodrendii gérbe abbol a szempontbol, hogy
a helyzetétsl és allasatol fiiggGen mas és més az egyenlete. Ezt bizonyitja
az alabbi definicio is, mutatva, hogy hanyféleképpen lehet felirni a parabola

egyenletét.

15Q0kszint 11. 244-252. old.
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3.16. Definicié (A parabola egyenletei). (A jelolések magyardzata:
F: fokuszpont, d: vezéregyenes, t: tengely, T: tengelypont, p: paraméter)

1. t:y=0,T=(0,0); F=(0,%);2>0;,d:y=—% akkory= %pr.
Ez a parabola tengelyponti egyenlete.

2.t:y=0, F=(0,-2), akkor y = — =2

2 2p

2

3. t:x=0, F=(%0), akkorx:%pgﬂ

4. t:x=0, F=(-%,0), akkor x = —2ipy2

5. Ha a T(u,v) és F(u,v+3%),d:y=v—25, akkor azy —v = %p(x—u)Q
egyenlet a p paramétertd, T (u,v) tengelyponti, y tengellyel parhuzamos
tengelytd, "felfele nyilo" parabola egyenlete, melynek F a fokusza és d a

vezéregyenese.

Mar emlitettiik (1d. 2.3-as fejezet bevezetdje), hogy a méasodfoka fiiggvény

képe parabola. A kovetkezd tételek magyarazatot adnak ra, hogy miért.

3.17. Tétel. Minden, a valds szdmokon értelmezett mdsodfoku fligguény gra-
fikonja olyan parabola, melynek tengelye pdrhuzamos az y tengellyel.

Az f : R = R, f(z) = az? + bx + ¢, a > 0 mdsodfoki fiiggvény grafi-

b? Z;l“c) tengelyponti, =

7 2a

konja az y tengellyel parhuzamos tengelyi, T(—%, —

paraméteri parabola.

3.18. Tétel (Az el5z6 tétel megforditasa). Bdrmely, az y tengellyel pdr-
huzamos tengelyd paraboldhoz pontosan eqy, a valds szdmokon értelmezett

masodfoki fiigguény tartozik, amelynek a grafikonja az emlitett parabola.

3.19. Megjegyzés. Az el6z6 két tétel bizonyitdsa megtalalhato a Sokszind

matematika 11.-ben'®

3.20. Tétel (Az el6zs két tétel egyiitt kimondva). Jeldlések: M: a va-
los szamokon értelmezett mdsodfoku fiigguények. P:y tengellyel pirhuzamos

tengelyd paraboldk.

16S0kszint 11. 251. old.
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Tétel: Az M és P halmazok elemei kélcsondsen eqyértelmd modon meg-
feleltethetdk egymdsnak, azaz minden M-beli fiigguényhez pontosan eqy P-beli
parabola tartozik, amely a tekintett fiiggvény grafikonja; és forditva, minden
P-beli paraboldhoz pontosan eqy darab M-beli fligguény van, amelynek grafi-

konja a tekintett parabola.

3.4.3. Az ellipszis

A kovetkezGekben egy "0j" masodrendii gorbével ismerkediink meg, ez az
ellipszis'?. Itt els6ként a definicioval talalkozik a diak, és nem az alakjaval és
specidlis egyenletével, mint a parabolanal, mikor még csak a mésodfok fiigg-
vény képét parositjuk hozza. Mivel nagyon 1 gorbér6l van szo, ezért itt még
csak nagyon keveset kell tudniuk a didkoknak az ellipszisrdl (a kozépszinti
érettségihez rdadéasul az ellipszisrdl és a hiperbolarol koordindta-geometriai

szempontbol semmit nem kell tudni).

3.21. Definici6 (Az ellipszis). Az ellipszis azon pontok halmaza a sikon,
amelyeknek a sik két adott Fy, Fy pontjdtdl (fokuszpontok) vett tdvolsdgissze-
ge, melyet jeloljon 2a, dllandds, ahol |F1Fy| < 2a.

3.22. Megjegyzés. 1. Az F1F; szakasz O felezGpontja az ellipszis kozép-
pontja.

2. Az ellipszis tengelyesen szimmetrikus az FiFy egyenesre és az FFy

felez6merdlegesére is.
3. Az ellipszis ezért kozéppontosan is szimmetrikus az O kozéppontra.

4. Az ellipszis F1 F, egyenesre illeszkedd A és B pontjainak tavolsaga a

definicié kovetkezményeként 2a; ez az ellipszis nagytengelye.

5. A nagytengely O-ra illeszkedd felez6 merélegesének az ellipszishez tar-
tozo C és D pontjai altal meghatarozott szakasz az ellipszis kistengelye,
hossza 20.

17Sokszini 11. 253-255. old.
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6. Az F1P és F5P a P ponthoz tartoz6 vezérsugarak.
JGIOléSUk |F1P| =T és ’F2P| = 79.

Ezutan az ellipszis egyenletét vezetjiik be, ezt specidlisan arra az esetre
nézve, ha az ellipszis kézéppontja az origd, és a nagytengelyének egyenese az

x-tengely.

3.23. Definicio (Az ellipszis egyenlete). Ha O = (0,0), akkor az
i—z + ‘Z—; = 1 egyenletet az ellipszis kizépponti egyenletének nevezziik adott
Fi(—c,0), Fy(c,0), a®> = ¢® + b? adatok esetén.

3.4.4. A hiperbola

A hiperbola'®, mely kovetkezd fejezetiink targya, mar szintén tobbszor
szerepelt: el6fordult, mint a forditott aranyossag képe, a tortfiiggvény grafi-
konja. Ezuttal koordindta-geometriai szemmel vizsgalgatjuk. Végre megis-

e,

hiperbola egyenletével is.
3.24. Definicié (A hiperbola). A hiperbola azon pontok halmaza a sikon,
amelyeknek a sik két adott FyFy pontjdtdl (fokuszpont) vett tdvolsdgkilonb-

ségének abszolutértéke dllando. A két adott pont a hiperbola fokuszpontjai és

rdjuk az |F1Fy| > 2a dsszefiiggés teljesiil.

3.25. Megjegyzés. 1. Az F|F, szakasz O felez6pontja a hiperbola ko-

zéppontja.

2. A hiperbola tetszéleges P pontjat a fokuszpontokkal 6sszekotd szaka-

szok a P vezérsugarai: |FyP| = ry, |[FoP| = 79.
3. Az adott |y — 7o tavolsag jelolése 2a.

4. Az F1F; egyenesnek a hiperbolahoz tartozd A és B pontjaira teljesiil,
hogy AB = 2a, ez a hiperbola valos tengelye.

18G0kszind 11. 256. old.
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5. A hiperbola tengelyesen szimmetrikus az F}F, egyenesre és az Fi Iy
egyenesre merdleges, O-ra illeszked6 egyenesre is; ezért a hiperbola is

szimmetrikus kézéppontosan.
6. Az F1 I, felez6merélegese a képzetes tengely.

3.26. Definicié (A hiperbola egyenlete). Ha O(0,0) és a valds tengely

egyenese az x-tengely, akkor az "5—2 — z—j =1 egyenletet a hiperbola kézépponti

egyenletének nevezzik, ahol adottak: Fi(—c,0), Fy(c,0), c € R, a* = ¢* + V?,

és a fél valos tengely hossza a.

3.4.5. A masodrendi gorbék, mint kapszeletek

A kipszelet olyan stkgdrbe, mely egy egyenes kérkup és sik metszeteként
jon létre. Mind a négy masodrendii gorbe (kor, ellipszis, hiperbola, parabola)
elsallithatd, mint kapszelet, ahol a sik a kiipot nem a csiicsaban metszi. Ez
nem tételként (vagy allitasként) van kimondva'®, de egy abraval "bizonyitva"
van, hogy tényleg elgallnak. Ezen "4llitas" megerdGsitésre keriil az egyetemen,

akkor méar rendes allitasként szerepel.

1. A kor: vegyiik a sikot a forgaskip tengelyére merdGlegesen.

2. Az ellipszis: vegyiik a sikot gy, hogy a forgaskip tengelyére ne legyen
mer6leges és az alkotokkal ne legyen parhuzamos, valamint a metszGsik
és a tengely szoge legyen a kip nyilasszogének a felénél nagyobb. Ha
a metszGsik merdleges lenne a tengelyre, akkor visszakapnank a kort.

Ebbdl is latszik, hogy a kor az ellipszis specidlis esete.

3. A parabola: vegyiik a sikot tgy, hogy a metszGsik és a tengely szoge

legyen egyenld a kip félnyilasszogével.

4. A hiperbola: a metsz&sik és a tengely hajlasszoge legyen a kip félnyi-

lasszogénél kisebb.

19Q0kszintd 11. 257. old.
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Masodrendii gérbébdl igazabol nem csak ez a négy van, hanem van tovab-
bi 6t is (pl. két parhuzamos egyenes, stb.; ezeket 1d. a kiovetkezs fejezetben).
Ezeket azonban kozépiskolaban nem tanitjak (véleményem szerint helyesen,
mert a didknak elég azt megjegyeznie, hogy az egyenes egyenlete elséfok,
a tanitott gorbéké masodfoki.) Bevezethetnénk az egyenesre a masodfoku
egyenletet, mert megérthets lenne, hogy ha egy egyenesparunk van, akkor a
két egyenes egyenletének a szorzata adja meg az egyenespar leird egyenletét
és az masodfoki lesz, de ezzel a tobhséget csak Gsszezavarnank, hogy egye-
nesek vannak, mégis mésodfoki az egyenletiik, pedig ez a fejezet amugy se
konnyd. Viszont egy abraval ezeket is meg lehetne mutatni egy érdeklédGbb,
nyitottabb csoport szdmara, mert az 4bran nem olyan nehéz megérteni. Ha
a metszG sik, mely a kip csticsan megy at, és a kip tengelyének hajlasszogét
valtoztatom, akkor a metszet lehet két egyenespar, ha a hajlasszog a félnyi-
lasszognél kisebb; egy egybeesd egyenespar, ha a hajlasszog és a félnyilasszog
egyenld; és egyetlen pont, ha a hajlasszog nagyobb a félnyilasszognél. En-
nek ellenére ezeket nem mutatjak meg, ezért ezek targyalasat én is késGbbre
halasztom. Az egyetemi részben, mikor a koordinata-geometria ismétlésérsl

lesz sz0, kitérek a specidlis masodrendid gérbékre is.

3.5. Osszefoglalas

A kozépiskolaban mar sokkal fontosabb lesz, hogy a didk a megtanult
dolgok hatterét is értse, ne csak alkalmazni tudja azokat. FEzért sokkal tobb
a pontos definici6 és tétel. Végre megjelenik a negyedik masodrendii goérbe
is, az ellipszis, és a tobbinek mélyebb tulajdonsigaival is megismerkednek
a tanulok. A koordinata-geometriai részben méar érzékelhets, hogy a négy
méasodrendd gorbe valami moédon Gsszefiigg. Nem csak azért, mert mind
mésodfokt, hanem azért is, mert példaul az ellipszis és a hiperbola leiro
egvenlete kozel azonos. Ez a kor és az ellipszis viszonydban még jobban
lathato: az ellipszis kis-, és nagytengelyének hosszét is 1-nek valasztva kapjuk

a kor egyenletét. Tehat a két alakzat egyenlete nagyon kozel all egymashoz,
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a kor az ellipszis egy specidlis esete. Ez (és még sok mas is) eldre vetiti
azt, amit az Egyetemen tanitanak meg geometriabol, hogy ez a kapcsolat
nem is véletlen, mert projektiv szempontbol a négy kipszelet (kor, ellipszis,

hiperbola, parabola) egy és ugyanaz.



4. fejezet

Masodrendit gorbék az egyetemen

A kovetkez6 fejezetben a masodrendi gorbék azon tulajdonsagai fognak
el6keriilni, melyek az egyetemi tananyagban szerepelnek. A fejezet végén az
egyetemi anyagon tulmutato ismeretek is szerepelnek. A mar korabban leirt
definiciok és tételek, hacsak nem kiilénosen fontos, hogy tdjra szerepeljenek,
nem jelennek meg Gjra. Az el6zGekben attkeintett 12 év utén, az egyetemi
anyagra tériink. Itt mér pontos definiciékat tanitanak, és a ponttatlan defini-
ciokbol akado félreértésekre is igyekeznek ravilagitani. Ezen részben valaszt
kapunk a nagy kérdésre: miért hasonlitanak ennyire a mésodrendd gérbék
egymasra’

Els6ként természetesen a frissen érettségizett hallgatoknak sziikségiik van
arra, hogy attekintsék, hogy mit tanultak az elmult 12 évben, mit mondtak

el jol, és mit kevésbé jol?

4.1. Ismétlés: a kor

Ebben az alfejezetben a {6 hangsily az ismétlésen van. Fontos, hogy
a mésodrendd gorbékrsl megtanult dolgok djra a helyiikre keriiljenek. A
vonatkozo6 rész természetesen a legalapvetGbb mésodrendd gorbével indul,
a korrel. Ujra megtudjuk, hogy mit neveziink kornek, hogyan definialjuk a

bels6 és kiilsé pontot, és a kor és egyenes kolecsonos helyzetérdl is van pontos

28
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definicié, illetve az érint§ is ejtenek szot:

4.1. Megjegyzés. Ha az e egyenes és a kor O kozéppontjanak tavolsaga d,
akkor az e egyenes és a kor kozds pontjainak szama 0, 1 vagy 2, attol fiiggGen,
hogy d > r, d = r vagy d < r. Az e egyenest a kor érintGjének nevezziik, ha

az e egyenesnek és a kornek pontosan egy metszéspontja van.

Megtudjuk azt is, hogy két kor egy sikban egymaéashoz képest hatfélekép-
pen helyezkedhet el. Ez a hat helyzet a kévetkezs:

© ©
(o (e

A koOr tovabbi tanulményozasa soran ismét szoba keriilnek az érinték.

& @

Ennek sordn megismerjiik azon tételeket, melyek szerint a kor tetszdGleges
pontjaba hiizhato érint6, az érinté mer6leges az érintési pontba huzott su-
garra; minden kiils6 pontbol két érint6é hizhat6 a korhoz és ezen két érintd-
szakasz hossza megegyezik. Ezen tételek némelyike szerepelt korabban (ha
nem is ilyen pontosan, de utalnak rd). A kor egyéb részeirdl is megtanita-
nak 1j informéaciokat. A kozépponti- és keriileti szogek is elSkeriilnek ismét.
A kettd egymashoz valo viszonyarol szolo tétel is visszatér (vagyis, hogy az
ugyanazon ivhez tartozo keriileti szog feleakkora az ivhez tartoz6 koézépponti
sz0ghoz képest). A latokorivet is tjra definialjak.

Az els6 "aj" dolog, a "Pont korre vonatkozo hatvanya'-rol szolo tétel.
Ez és a tovabbi tételek a kés6bbiekben lesznek nagyon hasznosak, de mivel
az ismétlésben ide keriiltek, ezért most itt fogjuk targyalni ezt a részt. A

"Pont kérre vonatkozo hatvanya'-rol szolo tétel az "Erint6- és szelGszakaszok
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tétele"-re utal vissza. Azon tétel alapjan az érintGszakasz és a szelGszakasz
hosszat gy szamithatjuk ki, ha az érintési pontot E-vel a szel§ két végpontjat
A-val és B-vel, a kiilsé pontot pedig P-vel jeloljiik, hogy PE = /PA - PB.
Ezek alapjan mar kimondhatjuk a Pont korre vonatkoz6 hatvanyarol szolo
tételt.

4.2. Tétel. Az eldjeles tdvolsagokndl szamitott PA - PB szorzatot a P pont

korre vonatkozo hatvdanydnak nevezzik.

Egy félévvel késGbb ez a témakor Gjbol el6keriil, 4 ismereteket adva, most
az Osszefiiggések miatt folytassuk a hatvinypontokrol és hatvanyvonalakrol
sz0l6 témakor targyalast itt.

Az el6z6 tételre épiil a kovetkezd definicio.

4.3. Definicié. Adott eqy O kiozépponti, r sugari kér. A P pont hatvinya
PO? — 12,

4.4. Kovetkezmény. A PO? — r? értéke lehet
1. pozitiv, ha P nincs rajta a korlemezen;
2. nulla, ha P rajta van a korvonalon;
3. negativ, ha P a korlemezen van, de nem a korvonalon.

Két kor esetén mar vizsgalhatjuk ezt is, hogy hol leszenk (milyen geomet-
riai alakzaton) azok a pontok, melyeknek a két korre vonatkoztatott hatva-
nyuk megegyezik. Ez egy egyenes lesz, melyet a két kor hatvanyvonaldnak
neveziink. A kovetkezs tétel a hatvanyvonal két korhoz valo helyzetérdsl be-

szél.

4.5. Tétel (Két kor hatvanyvonala). Ha Oy # O,, akkor azon pontok
mértani helye, melyek hatvinya az Oy kézépponti, r sugari és az O ki-
zépponti, ry sugari kiérre megegyezik, az eqy az O105 egyenesre merdleges

egyenes.
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Bizonyitds. Ld.: ifj. Boroczky Kéaroly Geometria 2 Tanéar c. elGadésanak

neten talalhato jegyzete, 35. oldal.

Ennek a tételnek kibdvitett valtozata, ha nem két, hanem harom korrél

beszéliink, a kovetkez6:

4.6. Kovetkezmény. Ha O, Oy, O3 nem kollinearis, akkor pontosan egy
olyan pont van, melynek a hatvanya az O; kézépponti, r; sugari korre meg-
egyezik. (i=1,2,3)

Az allitas bizonyitasa egyszerii. Vegyiik fel a harom kort, és szerkessziik
meg az elsd kettének a hatvanyvonaldt. Majd a masodik és harmadik kor-
re vonatkozd hatvanyvonalat is megszerkesztjiikk. Mivel az O; pontok nem
kollinearisak, ezért a két hatvanyvonal nem lesz parhuzamos. Igy metszés-
pontjuk egy olyan pont lesz, amelynek hatvanya mindharom koérre egyenld
lesz. Az egyértelmiiség bizonyitasa: Ha P olyan pont, melyre a harom korre
vonatkoztatott hatvany megegyezik, akkor ennek rajta kell lennie az elsG ket-
t6, illetve a mésodik és a harmadik korok hatvinyvonalan is a hatvanyvonal
definici6ja miatt.

Természetesen a kor teriiletére vonatkozo osszefiiggés sem maradhat ki az
ismétlésbal.

A haromszogek ismétlésekor elGkeriil az in. Feuerbach-kor. Ez a specilis

kor kozépiskolaban csak emlités szintjén keriil el6, ha egyaltalan elGkeriil.

4.2. Ismétlés: masodrendii gorbék a koordinata-

rendszerben

Az ismétlés soran a koordinata-geometria és a masodrendd gorbék is is-
mét el6keriilnek. Mint mar utaltunk ra, a kozépiskolaban csak a négy valodi
gorbével ismeretetik meg a didkot. Mostmar ideje, hogy a didk megismerked-
jen az olyan gorbékkel is, amelyek masodrendiiek, de az alakjuk miatt nem

gondolnank, hogy mésodrenddek.
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Els6ként tekintsiik 4t sorban azon tételeket és definicidkat, melyeket a
parabolarol, az ellipszisrél és a hiperbolarél ismerni kell. A tananyag szerint
a rend mindharomnal ugyan az: els6ként a pontos definicidk, és utana a
kozépponti egyenletek. Ami Gjként hat, hogy azokkal az egyenletekkel is meg
kell ismerkedniiik a hallgatéknak, mikor a gorbe kozéppontja egy altalanos

pont, nem az origo6.

1. A parabola: Ha a cstucspont koordinatai: C(u,v), tengelye parhuzamos

az x tengellyel: (y —v)? = 2p(z — u)?

2. Az ellipszis és a hiperbola egyiitt: Ha a kézéppont C(u,v), és a fokuszo-

kat Osszekots egyenes parhuzamos az x tengellyel: (w;—;)z + (3’2—2”)2 =1

(Megj.: Ha "+", akkor ellipszis; ha "-", akkor hiperbola)

4.2.1. Kuapszeletek, masodrendii gorbék

Els6ként ismerkedjiink meg azzal, hogy mit neveziink &ltalanosan mésod-

rendd gorbének.

4.7. Definici6 (Masodrendii gorbe). Az ax®+bry+cy’+dr+ey+f =0

tipusi egyenlettel megadott alakzatokat mdasodrendid gorbéknek nevezzik, ha
a # 0 vagy b # 0 vagy ¢ # 0.

Ezzel 6sszefiiggésben kimondhatjuk a kovetkezd tételt is.
4.8. Tétel. A kupszeletek mdsodrendi gorbeék.
Ennek a tételnek a megforditasa is igaz, és szaimunkra inkadbb ez a fontos.

4.9. Tétel. Minden mdsodrendd gorbe a kévetkezdk eqgyike: ellipszis, kor,
tires halmaz, pont, parabola, eqgyenes, parhuzamos eqyenespdr, hiperbola, met-

520 eqyenespdr.

Bizonyitds. A tétel bizonyitasat 1d. késGbb

Hogy ezek mindegyike el6 is all, azt a kdvetkezd példa mutatja.
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4.10. Példa. a > 0,b>0,¢> 0,c1 #0,c0 #0,p # 0

1.

Kor: 22 +y? =1
. . z2 y2
Ellipszis: 75 + & =1

Parabola: y? = 2px

2

. 2
Hiperbola: Z; — % =1
Egyenes: 22 = 0
Metsz6 egyenespar: x2 — c2y? =0

Parhuzamos egyenespéar: z2 — c? =0

Pont: cf2? 4+ 3y =0

. Ures halmaz: Zz?+ 3y +1=0

33

Természetesen ezek nem feltétleniil egy adott mésodrendd gorbe legegy-

szer(ibb egyenletei. Példaul az egyenes egyenletét a legritkdbb esetben adjuk

meg mésodfokiuként, de ha most nem igy tennénk, akkor nem lenne igaz a

tétel.

Az els6 félévben zajlo ismétlés a masodrendd gorbék és a geometria szem-

pontjabol ezzel ér véget L. A kovetkezd részekben méar a masodrendii gorbék

kozotti kapcesolatra keriil a hangstly. A kozépiskolaban mar lattuk, hogy a

mésodrendd goérbék nem is olyan kiilonbo6z&ek, mint azt elsére gondolnank

(kinek jutna eszébe, hogy egy ellipszis és egy parabola hasonlithat egymas-

ra). A fejezet végére kideriil, hogy a két alakzat bizony sokkal kizelebb all

egymashoz, mint gondolnank.

'd. Kiss Gydrgy netes jegyzetében
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4.3. Affinitas

Ebben a fejezetben egy geometriai transzformécioval fogunk megismer-
kedni, az affinitassal. Azt mér tudjuk, hogy a kordk egymaéashoz hasonloak,
s6t, vannak koztiik egybevigbak is. Most az lesz a cél, hogy belassuk, hogy
nem csak két kor "ugyanaz", hanem affin értelemben a koér ugyanaz, mint az
ellipszis.

Els6ként ismerkedjiink meg magaval az affinitas fogalmaval.

4.11. Definici6 (Az affinitas). A sik egy onmagdra vett bijektiv transz-
formdcidja affinitds, ha tartja az egyeneseket, azaz ha barmelyik | egyenest

bijektiven és folytonosan képez le valamely I' egyenesre.

Az affinitas gyakran haszndlt tulajdonsagait a kovetkez§ lemma foglalja

0ssze.
4.12. Lemma. Ha ¢ a sik eqy affinitdsa, akkor
1. ¢ injektiv,

2. ha A,B,C,D eqy paralelogramma csicsai ilyen sorrendben, akkor ez
teljesiil a ¢p(A), d(B), d(C), (D) pontokra is,

3. pdrhuzamos egyenesek képe pdrhuzamos egyenes.

A kor és ellipszis kozotti, mar emlitett kapcsolatot a kovetkezd tétel is

megerdsiti.
4.13. Tétel. Kor affin képe ellipszis, ellipszis affin képe ellipszis.

Bizonyitds. Ld. ifj. Boroczky Karoly Geometria 2 Tanar cimt, interneten

megtalalhato jegyzetében 33. oldalon.

4.4. Projektiv geometria

Ebben a fejezetben elérkeziink a f6 kérdés megvalaszolasahoz: Véletlen-e,
hogy a négy (nem elfajuld) masodrendii gérbe mind alakjaban mind egyen-

letében ennyire hasonlit egymésra, vagy van valami koziik is egyméashoz. A
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témaval kapcsolatban mar tobb megfigyelést tettiink az elgzéekben, pl. kor
affin képe ellipszis, egy altalanos egyenletb6l minden gorbe kihozhatoé, stb.;
de a projektiv geometria végre vilaszt ad a mér kialakult sejtésiinkre: a négy
gorbe valami modon Osszefiigg. De ennél sokkal egyszertibb oka van annak,
hogy a projektiv geometria tudomanyaga létrejott. Azért foglalkozom ezzel
a témakorrel részletesen, mert a masodrendi goérbékre vonatkozo azon tétel
bizonyitasahoz sziikséges, hogy minden masodrendi gorbe elGallithato egy al-
talanos masodfoku egyenlethdl. Ehhez azonban mélyebben meg kell érteniink

a projektiv geometriat, és igy jutunk el a nagy kérdés megvalaszolasdhoz is.

4.4.1. A projektiv geometria bevezetése

Ebben a részben a projektiv geometria bevezetésérol lesz sz6, milyen alap-
vetd tulajdonsigai vannak a projektiv geometrianak, illetve, hogy a projektiv
sikot hogyan lehet beleilleszteni az euklideszi térbe.

A projekci6 sz6 vetitést jelent. A térbeli alakzatok sikon térténd abrazo-
lasdhoz kézenfekvs vagy a parhuzamos vagy a kdzéppontos vetités modszerét
alkalmazni. Az emberi szem altal a térbeli targyakrol alkotott kép a centralis
vetiiletnek felel meg. Ily modon f6ként a festészet és az épitészet szdmara mér
évszazadokkal ezelGtt sziikségesnek mutatkozott a centralis vetités torvény-
szeriiségeinek feltarasa. A centralis vetités Osszefiiggéseinek tanulmanyozasa
egy matematikai elmélet, a projektiv geometria, kialakuldsdhoz vezetett.

A kozéppontos vetités soran egy nagy probléméba iitkoziink. Ha parhu-
zamosan vetitliink, akkor két sik pontjai kézott 1étre tudunk hozni egy bijek-
tiv megfeleltetést (minden pontnak lesz pontosan egy képe); de kdzéppontos
vetitésnél ez nem lehetséges. Miért? Méar nagyon régen rajottek az embe-
rek, hogy "a parhuzamosok a végtelenben talalkoznak". Ezt hasznalja ki a
projektiv geometria: adjunk a parhuzamos egyeneseknek egy k6z6s metszés-
pontot. Legyen ez a pont egy végtelen tavoli pont (més nevén idealis pont),
ahol a parhuzamos egyenesek metszik egymést. Legyen adva egy S sik és egy
T ¢ S pont (tartopont, ami a vetitési centrum "szerepét jatsza"). A sik egy P

pontjahoz rendeljiik hozza a PT egyenest, és egy T-re illeszkeds e egyeneshez
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rendeljiik hozza az e NS pontot. Ez a hozzarendelés nem kolcsénosen egyér-
telmt. Ha egy T-re illeszked6 e egyenes metszi a sikot, akkor valoban e N .S
az az egyetlen sikbeli pont, akihez e-t rendeltiik, azonban az S sikkal parhu-
zamos T-re illeszked6 egyenesekhez nem tartozik pont és 6ket nem rendeltiik
hozza S beli pontokhoz sem. Ha most vesziink egy f C S egyenest és meg-
nézziik hogy a P,T egyenes mit csinal, ha a P, € f, n = 1,2... pont sorozat
kifut az f egyenes mentén a "végtelenbe" (azaz precizen a P, pontsorozatnak
nincsen torlodési pontja f-en), akkor nh—{{olo P,T éppen a T-re illeszkeds f-vel
parhuzamos egyenes lesz. Ez magyarazza, hogy az f egyenest le kell zarni egy
idealis ponttal, melyet a T-re illeszkedd f-fel parhuzamos egyenes reprezen-
tal. Mivel, ha f, g C S parhuzamos egyenesek, akkor az 6 idedlis pontjukat
ugyanaz a 1-re illeszkedd, veliik parhuzamos egyenes reprezentélja, ezért par-
huzamos egyenesekhez ugyanazt az idealis pontot fogjuk rendelni. Egy T-re
illeszkeds egyenest pedig egy iranyvektoraval fogunk megadni (ez a vektor
nem egyértelmi, hiszen ha v egy egyenes irdnyvektora, akkor minden v - \
(A € R, X\ # 0) is irAnyvektora lesz ugyanannak az egyenesnek). Hasonloan,
ha adott egy f C S egyenes, akkor hozza az f-re és T-re illeszkeds Sy sikot
rendeljiik, és egy T re illeszked6 F' sikhoz pedig az F'N S egyenest. Megint
nem lesz ez a hozzarendelés kodlcsonosen egyértelmt, hiszen a T-re illeszkedd
S-vel parhuzamos sikhoz nem tartozik egyenes, Viszont ebben a sikban van
az S sik Osszes idedlis pontjat reprezentald T-re illeszked§ egyenes, azaz ez a
sik felfoghato tgy, mint az idedlis pontok egyenesének a reprezentasa. Egy
egyeneshez rendelt T-re illeszked sikot a sik normélvektoraval irhatunk le
(ami megint csak nemnulla szamszorzotol eltekintve egyértelmii.)

A kovetkezd tétel az el6bbieket foglalja 6ssze réviden.

4.14. Tétel. A projektiv sikon az illeszkedésre vonatkozoan igazak az aldabbi

kijelentések.
1. Két ponthoz eqy és csak eqy egyenes illeszkedik.

2. Barmely két kiilonbozd egyenesnek pontosan egy metszéspontja van.
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4.4.2. Homogén koordinatak

Ez a rész a projektiv sik, és a benne lév§ alakzatok koordinatazasanak
problémajara fog ravilagitani. Megadja a valaszt arra a kérdésre, hogy a kii-
16nb6z6 alakzatoknak hogyan lehet a homogén koordinatas egyenletét felirni,
illetve az Euklideszi-sikbeli egyenletébdl a homogén egyenletét levezetni.

Latjuk, hogy a vektorok segitségével torténd leirasban két vektor ugyanazt
a pontot, vagy egyenest reprezetalja, ha a két vektor parhuzamos, azaz egy
nem 0 szdmszorosa az egyik a mésiknak. Kzért vezessiik be a kovetkezd

ekvivalenciarelaciokat:
v ~ w, ha létezik olyan \ # 0 szam, melyre v = Aw.

Egy v vektor ekvivalencia osztalyat jelolje [v]. Ezeket az ekvivalencia oszté-
lyokat fogjuk mi homogén koordinataknak nevezni. Ha dgy gondolunk egy
v # 0 vektorra, hogy 6 egy egyenest reprezental ami T-re illeszkedik, azaz az
S sik projektiv lezarasanak egy pontjat, akkor a [v] jel6lést fogjuk hasznalni.
Ha tigy gondolunk r& hogy v egy T-re illeszked$ sik normdalvektora, ami egy
egyenest reprezental az S sik projektiv lezarasan, akkor a [v]® jelolést fogjuk
hasznalni. Jelolje S az S sik projektiv lezarasat.

Konnyen belathaté, hogy ha [v], [w] € S, akkor a [v][w]egyenest a
[v x w]° reprezentalja, illetve forditva, ha [v]®, [w]® C S, akkor a [v]® N [w]°

pontot a [v X w]| reprezentalja.

Bizonyitds. A bizonyitashoz els6ként tudnunk kell, hogy vektoridlis szorzas-
nal a szorzatként kapott vektor mersleges mindkét eredeti vektorra. A pro-
jektiv sikban a két pontot jeldlje V., W, ezeket egy-egy egyenes reprezentalja.
Ezeknek az egyeneseknek az iranyvektorat nevezziik v-nek és w-nek. A két
pontot 6sszekotd egyenest az a sik reprezentélja, amely tartalmazza a T tarto-
pontot és a két pontot is. Ez az S sik parhuzamos a v és w iranyvektorokkal.
gy a stk normalvektora merdleges a két egyenes iranyvektorara. Ezért a sik
norméalvektora, ng parhuzamos a v x w vektorral, ami nem egyenlé 0-val,
mert a két egyenes iranyvektora nem parhuzamos egymassal, mert két kiilon-

b6z6 pontot reprezentalnak. Vagyis a két pont 0sszekotd egyenesét valoban
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a [v X w|® vektor reprezentalja.

Most lassuk az allitds masik felének a bizonyitasat! A két, projektiv sikbe-
li egyenest azok az S; és Sy sikok reprezentiljak, melyek tartalmazzak a T’
tartopontot és a S sikot e; illetve e, egyenesekben metszik. Ezért a [v]*-t
az S; sik n; normalvektora reprezentalja, a [w|®-t pedig az na reprezentél-
ja. A két egyenes metszéspontjat nevezziik el M-nek, ezt a TM egyenes
iranyvektora reprezentalja. (M lehet idealis pont is.) A TM egyenest rep-
rezentdlé vektorok mindegyike olyan, ami parhuzamos az S, illetve olyan,
ami parhuzamos az S, sikkal is. Vagyis a T M egyenest reprezental6 vektorok
merélegesek az ny és az ny vektorra is. A TM egyenes tehat parhuzamos az
n; X ny # 0 vektorral. (Azért nem nulla, mert a két norméalvektor nem pér-
huzamos egymassal és egyik sem nulla.) Tehét a két egyenes metszéspontjat
valoban az Gket reprezentald sikok normalvektorara merdleges vektor (vagyis

normalvektoruk vektorialis szorzata) reprezentalja.

Valasszuk meg az S sik és a T" pont helyzetét Ggy, hogy konnyebben sza-
molhassunk majd a reprezentans vektorokkal. A kanonikus x,y, z Descartes
féle koordinata rendszerben, legyen S et {z=1} és T = (0,0,0). Ekkor az
S sikot, kénnyen azonosithatjuk az x, y koordinata sikkal az (z,y,1) <> (z,y)
megfeleltetés segitségével. Ebbdsl adododan a kozonséges x,y sik egy pontja-
hoz (x,y) <> (z,y,1) <> [x,y, 1] homogén koordinata rendelhets hozza. Azaz
a két hozzarendelést kompondélva, a kdzonséges sikbeli pontokhoz, egyenesek-
hez, a kézonséges tér origora illeszkedd egyeneseit, sikjait rendeljiik hozza.

Ha vessziik az x,y sik egy f : ax+by+c = 0, egyenesét (ahol a®+b* > 0),
akkor (xo,v0) € f < axo+ byy + ¢ = 0 és az S sikon az (xg, 7o) pontnak az
(%0, Yo, 1) felel meg. Ha most vessziik az F' : ax+by+cz = 0 sikot, akkor SNF
egy egyenes lesz és (zg,yo, 1) € SNF < axg+byg+c-1=0< (x9,9) € f.
Tovabba az F sik illeszkedik az origéra, azaz ez lesz f reprezentansa. Az F
sik norméalvektora (a, b, ¢). Azaz egy x,y kézonséges sikbeli f : az+by+c =0
egyenesnek az [a, b, ¢|” homogén koordinéata felel meg. Konnyen lathato, hogy
av = (vg,v,) vektorral parhuzamos egyenesek ideélis pontjanak [v,, vy, 0] lesz

e

a homogén koordinataja és az idedlis egyenesé, pedig [0, 0, 1]
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Ha most tekintiink egy £ wf {(z,y) | E(x,y) = 0} egyenlettel adott alak-
zatot az x, y sikon, akkor egy [z, y, z] kozonséges pontot reprezentalé homogén
koordinata (azaz z # 0) egy alakzathoz tartoz6 pont homogén koordinétéja,
ha [z,y, z] ~ [f,%,l] > (f,g,l) < (f,%) SR (f,%) = 0. Azaz egy
alakzathoz tartozo egyenletbdl kaphatunk egy olyan egyenletet, amit a ho-
mogén koordinataknak kell kielégitenie ahhoz, hogy az altaluk reprezentalt
pont, az alakzathoz tartozzon. Az eljaras x és y helyett Z és £ -t kell az
alakzat egyenletébe frni. pl. 22+ 92 =1 — ‘z—; + Z‘Z’—j =1 ha ezt szebb alakra
hozzuk, és felszorzunk annyi z2-tel, hogy ne legyen z-vel valo osztas, akkor

az :1:2+y2:,22

egyvenletet kaptuk, de itt a felszorzas miatt 4j megoldaso-
kat is hozzavettiink, mégpedig pont olyan megoldasokat, ahol z = 0. Azaz
ideélis pontokkal bgvitettiik a megoldashalmazt. Ez azért van, mert az alak-
zat projektiv lezardsdnak egyenletét kaptuk meg igy, azaz az alakzat, idedlis
egyenesre esG torlodasi pontjait, is hozzavettiik az alakzathoz.

Konnyen lathato, ha € (z,y) = 0 egy mésodfoku egyenlet, akkor a homo-
gén koordinatas egyenlet, (ahol mar felszoroztunk, annyi z-vel, hogy senki
ne legyen leosztva z-vel) egy homogén masodfoku egyenlet lesz (azaz minden

tagban az z,y, z valtozok multiplicitassal vett szama épp 2).

4.4.3. Kanonikus alak

Az alabbi részben visszatériink arra, amit mar korabban (4.2.1 alfejezet)
emlegettiink, hogy minden masodrendii gorbe elGallithaté egy altalanos mé-
sodfokt egyenletbsl. A tétel bizonyitasahoz azonban sziikség van a kovetkezé
lemmara. A tétel bizonyitasa soran mar a projektiv geometria eszkozeit is
hasznaljuk, ezért szerepel itt ez a bizonyitas. A bizonyitas soran sziikségiink

lesz néhany linearis algebrai allitasra is.

4.15. Lemma. Ha A egy énadjungdlt (valds) mdtriz (AT = A), akkor a
sajatértéker valosak és taldlhato eqy olyan sajdtvektorokbol dllo bdzis, amely-
ben a bdzisvektorok ortogondlisak egymdsra. EbbOl kovetkezik az is, hogy a

sajdtvektorokbol dllo bazisban felirva a mdtrizot, az diagondlis alaki lesz. A
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sajatvektorok ortogonalitdsa miatt eqy ortogondlis transzformdcidval, diago-
ndlis alakra hozhatd az A mdtriz.
Bizonyitds. 1d.: Freud Robert: Linedris algebra, 246. oldal.

A lemma ismeretében mostmar nekikezdhetiink a 4.2.1 alfejezetben em-

litett tétel bizonyitadsanak.

Bizonyitds. Vegyiink egy aj 22 + 2a120y + agny? + 24137 + 2a93y + asz = 0
alaktt M masodrend( gorbét. Vegyiik ennek a projektiv lezarasat M, ami

ana? + 2197y + a20y? + 2a1372 + 2a03yz + az3z? = 0 alakt. Képezziik az

ai; Qa2
aiz2 A2

ondjungalt méatrixokat. Ekkor a masodrendid gorbe projektiv lezarasanak

a1; a2 i3

A= Q12 Q22 A3 71433:

@13 Ag3 G33

egyenlete

xAxT =0,

ahol x = (z,y, 2).

A tétel bizonyitasdhoz sziikésgiink lesz néhany, a kovetkezGekben megal-
lapitasra keriil§ dologra is. Legyen B egy 3 X 3-as, nem elfajuldé métrix, azaz
det B # 0. Ez felfoghato, mint egy R? — R3 leképezés, ami az origon atmend
egyenesekhez egyeneseket, az origora illeszked6 sikokhoz sikokat rendel. Azaz
ez a projektiv sik egy egyenestarto, bijektiv transzformaciojat adja. Mi lesz
ennél a transzformacional a M masodrendi gérbe képének leiré matrixa?

Ha [v] egy pont homogén reprezentansa, emlékezziink, hogy ez egy sor-
vektor, akkor (Bv')T e pont képéhez tartozé homogén koordinatak egy rep-
rezentansit adja meg. Azaz egy [w] pont 6sét a [(B~'wT)]T adja. Igy egy
[w] pont rajta van a M masodrendii gérbe képén, ha a [w] pont Gse rajta
van az eredeti méasodrendi gérbénken, azaz (B~'*wT)TA(B~'w?) = 0, tehét
[w] rajta van az A := (B~)TA(B~') 3 x 3-as matrix altal reprezentalt ma-
sodrendii gérbén. Vajon ez tényleg M képének a leiré métrixa? Ahhoz az

kellene, hogy ez a matrix szimmetrikus is legyen. Es ez tényleg az, hiszen
AT = (BT AB™))T = (BT)TAT(B™) = (B-)TA(B).
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Sziikségiink lesz még arra, hogy ha v az A méatrix egy 0 sajatértékhez
tartozo sajatvektora, azaz Av = Ov = 0, akkor Bv’ sajatvektora lesz az A
maéatrixnak, hiszen ABVT = BV AB1BvT = AB~ Y AvT = 0.

El6szor vizsgaljuk meg mit mondhatunk, ha det A = 0. Mivel A valos és
onadjungalt, igy a 4.15 lemma miatt 3 valos sajatértéke van. A sajatérté-
keket a det (A — AI) = 0 egyenlet megoldasai adjak. Mivel A = 0 értékre
det (A — A\I) = det A = 0, igy a 0 sajatérték lesz, ami lehet egyszeres, kétsze-
res vagy haromszoros sajatérték. Ha v egy sajatvektor a 0 sajatértékhez, azaz
AvT = 0, akkor vAvT = 0, azaz a v homogén koordindta altal reprezentélt

pont [v] rajta van a masodrendii gorbe projektiv lezarasian M-en.

1. Ha a 0 hdromszoros sajdtérték, akkor a lemma miatt A ortogonélis
alakja az azonosan (0 matrix azaz A maga is az azonosan 0 matrix kell
legyen, de ekkor nem egy mésodrenddi gorbét hataroz meg, azaz ez az
eset nem lehet, mert kikétés volt, hogy a méasodfoku tagok egyiitthatoi

nem mind nullédk, de ez ebben az esetben nem teljesiil.

2. Ha a 0 kétszeres sajdtérték, akkor van egy kétdimenzios S sajataltere,
azaz minden v € S, v # 0 vektor a 0 sajatértékhez tartozo sajatvektor
és igy [v] € M . Viszon S egy egyenest reprezentdl, ami ezek szerint
M része. Ennek az egyenesnek az egyenlete legyen ax + by + cz = 0.
Viszont ekkor ez az egyenlet "osztja" M egyenletét, azaz M egyenlete
(azx + by + c2) <Eix + by +Ez) = 0 alakt. Ha ezek koziil az egyik az
idealis egyenes azaz pl. az ax —i—gy + ¢z = 0 egyenletben @ = b =0,
akkor M egyenlete (ax + by + cz)¢ = 0. Viszont ekkor M egyenlete
nem lenne méasodfokd. Azaz mindkét egyenes valos lehet csak. Ekkor
ez a két egyenes vagy egybeesik, vagy parhuzamos, vagy egy metsz6
egyenespart ad. Ekkor nyilvanvald, hogy egybevagosagi traszformaci-
oval ez az 22 = 0, vagy % — c*y? = 0 alakra hozhato, ahol az utobbi
(x —cy) (x + cy) = 0 alakt, azaz az v + cy = 0 és © — cy = 0 egye-
nesek metszete. Ha a két egyenes parhuzamos, akkor egybevagosagi

transzforméaciokkal (forgatas és eltolas) elérhetd, hogy a két egyenes az
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y tengellyel parhuzamos legyen, és z + ¢ = 0, illetve x — ¢ = 0 alakra
hozhatok. A két egyenletet Gsszeszorozva kideriil, hogy a parhuzamos

egyenesek egyenlete is masodfoki: 2% — ¢ = 0 alaki lesz.

3. Ha a 0 egyszeres sajdtérték, akkor legyen v a hozza tartozd sajatvek-
tor. Ha a p egy olyan vektor, amely altal reprezentalt [p] € M, azaz
pAp” =0, akkor ap + v € M hiszen

(ap + pv) A(ap + BV)T = aszpT+2a6pAvT+ﬁ2vAvT = 04040,

ahol kihasznalasra keriilt, hogy egy szam egyenld a transzponéltjaval,
igy vAp! = (VApT)T = pATvT= pAvT, mivel AT = A. Ezek szerint
vagy csak 1 pontbol all M vagy ha van egy masik pontja is, akkor
van egy egyenese is, ekkor megismételhetjiik az el6z6 pontban leirta-
kat. Tehat elég megnézni azt az esetet, ha [v] = M. Nézziik meg azt
az esetet, ha [v] idealis pont, azaz v = (v,,v,,0) alaka, ekkor M az
iires halmaz lesz, hiszen a projektiv lezarasban M-ban csak egyetlen
pont van az is idealis. Tegyiik fel, hogy az egységhosszu sajatvektoro-
kat valaszjuk mindig. Ekkor egy z tengely koriili elforgatéassal (az zy
sik origoja koriili elforgatasnak felel ez meg) az 11j béazisban felirva A-t,
melyet jel6ljon ﬁ, tovabbra is det A = 0 és egyszeres sajatérték a 0,
de a hozza tartozo sajatvektorrol feltehetjiik, hogy v = (1,0,0) alaka
(azaz beforgattuk az eredeti sajatvektort, a pozitiv = tengely iranyéa-
ba). Ekkor AvT = 0 miatt Q11 = d12 = 13 = 0. Igy ebben a béazisban
M egyenlete Gool? + 2a937 + G33 = 0, ahol Z, 7 az elforgatéassal ko-
rabban kapott koordinata rendszer. Mivel ennek az egyenletnek nincs
megoldésa, igy ass # 0, hiszen (7,7y) = (0,0) nem megoldas. Feltehetd,
hogy asz3 > 0, kiilonben —1-gyel végigszorozzuk az egyenletet, s6t ass3-
mal ekkor le is oszthatunk, azaz a3z = 1 is feltehets. Ekkor azonban
Qg2 > 0, kiilonben lenne megoldésa az egyenletnek. Hasonldé meggondo-

las miatt, ha dae = 0, akkor as3 = 0 kiilénben a (0, —

as3 A
T ) megoldana

az egyenletet, raadasul linearis lenne és nem mésodfokt. Ha @y # 0,

akkor ¥ tengellyel parhuzamos eltolassal, a linearis y tag eltiintethets
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lesz. Osszefoglalva az egyenletiink

csy? +1 = 0;cy > 0 alakra hozhato.

Most vizsgaljuk azt az esetet, ha a v kozOnséges pontot hatdroz meg és
az M maéasodrendd gorbe egyetlen pontbél all. A koordindtarendszer
eltolasaval elérhetd, hogy ez az egyetlen pont az origo legyen. Az eltolt
mésodrendii gérbe A métrixara teljesiil, hogy: [0,0,1]A[0,0,1]7 = 0,
amibdl az3 = 0. Ekkor a gorbe egyenlete a kdvetkezdképpen néz ki:
a1170° + agy? + 2a10xy + 2a137 + 2a23y = 0. Mivel a [0, 0, 1] sajatvektor

is, ezért a masodrendt gorbe métrixa agy fog kinézni, hogy

aj; ajp 0
M= 1| a3 axp 0
0 0 0

vagyis az egyenlet: a; 22 + agy? + 2ap2y = 0. A bézist forgassuk el
az xy sikban az Ass-hoz tartozé sajatvektorok iranyaba, igy a métrix

diagonizalhato lesz, és gy fog kinézni, hogy:

A 0 O
M = 0 )\2 0
0 0 0

vagyis az egyenlet a \ 22 + \oy? = 0 alakra egyszeriisodik. Ezek utan
olyan Ay, Ao egyiitthatokat keresiink, hogy csak a (0,0) pont legyen
megoldés. (Ekkor a masodrendd gorbe valoban egyetlen pontbol fog

allni, és ezt az alakzatot leirtuk egy masodfoku egyenlettel.)

Ha valamelyik egyiitthato (pl. A;) 0, akkor az egyenlet a \oy? = 0
alakra egyszertisodik, de ennek végtelen sok megoldasa van, mert a

teljes x tengely megoldas lesz.

A masikra ugyanez elmondhato, ezért egyik egyiitthaté sem lehet nulla,
s6t azonos elGjeliek kell legyenek. Ha nem, akkor legyen Ao negativ.

Ekkor az egyenlet a?z? — b*y? = 0 = (ax + by)(ax — by) = 0 alaku lesz,
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ami viszont ketts egyenesnek az egyenlete, azaz nem csak a (0,0) lenne
megoldas. Tehat legyenek azonos elGjeliek, ekkor feltehetjiik, hogy
mindkettd pozitiv (ha mindketts negativ, akkor szorozzuk meg az egész
egyenletet —1-gyel.) Ekkor az egyenlet: a’z? + b?y? = 0 alaki lesz. Ez
nem bomlik fel két els6foki polinom szorzatara a valos szamtest felett,
ezért ez jonak tiinik. Az egyenlet atalakithato 22 + c*y?> = 0 alakra.
Ennek az egyenletnek (az egyiitthatok el nem tiinése miatt) csak a (0, 0)

pont lesz megoldésa.

Most vizsgéaljuk azt az esetet, amikor det A # 0. Ha egy eltolast hajtunk
végre, azaz x = x' + ¢, y = y' + d helyettesitést, vagyis eltoljuk az origdt a
(¢, d) pontba, akkor az eredeti egyenletiink a1y (2')° + ags (i) + 2a102"y +
+(2a11¢ + 2a12d + 2a13) ¥’ + (2a12¢ 4 2a90d + 2a93) y' + konst. = 0 alaki lesz.
Ha a linearis tagokat szeretnénk eltiintetni, akkor a 2a;;c+2a12d+2a13 = 0 és

2a15¢+ 2a99d+ 2a93 = 0 egyenleteket kell megoldanunk amiket 2-vel leosztva,

-]

egyenletet kapjuk. Ha a;3 = a3 = 0 akkor az eredeti egyenletben nincs line-

éppen az

A33 :

aris tag. Ekkor nem kell az eltolast végrehajtani, hanem rogton vizsgalhatjuk
az egylitthatokat, hogy melyik(ek) nulla(k). Ha a3 vagy ass valamelyike nem
0, akkor pontosan akkor megoldhat6 az egyenlet, ha det As3 # 0.

o Tegyiik fel el6szor, hogy a linearis tag eltiintethetd, akkor a linearis

tagok eltlintetése utan kapott egyenlethez tartozé matrix

an a2 0O
a2 azp 0
0 0 ass3

alakd. Ekkor, det A = ags - det A3z miatt azz3 # 0, és latjuk, hogy
det A3z # 0 is adodik. Mivel A3y onadjungalt és valos, igy a lemma

miatt a sajatvektorai egymaésra merdélegesek, és az origo koriili a szdgi
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forgatassal, melynek 2 x 2-es matrixat jeldlje ¢, elérhetd, hogy ezek ép-
pen a koordinata tengelyekkel parhuzamosak legyenek. Ekkor azonban

a mésodrendd gorbe matrixa

a;n a2 0
¢,1:04 ¢*OI
1 a1z az 0 1
0 0 ass3

alaku lesz. Azaz

¢zo¢A33 ¢*0¢
ass3

alaki, ahol a 2 x 2-es fels§ blokk diagonalis lesz, hiszen pont beforgattuk

a sajatvektorokat a tengely iranyaba. Igy ebben a bazisban

C1 0 0
0 Co 0
0 0 ass

alakil, azaz c;72 + 4> + asz = 0 alak lesz. Itt ass # 0 miatt felte-
hetd, hogy az3 = —1, mert leoszthatunk —ags3-mal. Azaz a kovetkezs

egyenleteket kapjuk:

2 52
= - 32—2 =1, a,b > 0 ellipszis;
T

T E 1, a,b > 0 képzetes ellipszis (iires halmaz);
a
T » oy
S E 1, vagy — ¥+b_2 =1, a,b > 0 hiperbola.

e Ha a linearis tag nem tinik el, akkor det As3 = 0. Azaz van 0 sa-
jatértéke Ass-nak. Ha a 0 kétszeres sajatérték, akkor Ass a 0 matrix,
de ekkor det A = 0 lenne, ami ellentmondas. Azaz Ass-nak pontosan
egyszeres sajatértéke a 0. Hasonldan az el6z6 részhez a sajatvektorok
merdlegesek és a beforgatas utdn az Gj bazisban a méasodrendi gorbe
matrixa

0 0 a3
0 @y a3

@13 da23 (33
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alaktl. Azaz Qgl? + 20137 + 2937 +azs = 0. Mivel det A = —aga2; # 0,
fgy Gy # 065 a15 # 0. Igy 7 linearis tagja egy eltolassal megsziintethetd
és Qoo (y’)2 + 2a,37 + aj; = 0 adodik, ahol T = 2’ — 2‘%’% eltolas utan a
masodrend(i gérbénk az 1j koordinata rendszerben ays (y’)2+2813x’ =0

alakil lesz. Amit Ggo-vel leosztva (y')* = 2pa’, p # 0 alaki lesz.

4.4.4. A kupszeletek projektiv egyenlGsége

Ebben a részben elérkeziink végre oda, ahova elindultunk. Mi kéze van
egymashoz a kornek, az ellipszisnek, a paraboldnak és a hiperboldnak? A
kérdést mar egy ideje keriilgetjiik, de konkrét vélaszt még sose kaptunk. Azt
tudjuk a koordinata-geometridbol, hogy az ellipszis és a hiperbola nagyon
hasonlit az egyenletében. Tudjuk koordinata-geometridbol, hogy a kor egy
specidlis ellipszis. Az egyetem 6ta tudjuk, hogy a masodrendii gérbék alapja
ugyanaz az egyenlet. A projektiv geometria pedig valaszt ad nekiink arra,
hogy a négy nem elfajulé masodrendii gorbe projektiv szempontbhol ugyanaz.

Ezen megallapitasunkat igazolja a kovetkez6 rész.
4.16. Tétel. Barmely kupszelet projektiv képe ugyancsak kipszelet.

Bizonyitds. A kupszelet homogén egyenlete nem elfajulé masodrendii egyen-
let. Egy projektiv transzformaciot a homogén koordinaték linearis fiiggvé-
nyeivel adunk meg, igy az 0j gérbe egyenlete is masodrendii és nem elfajulo
lesz. Nem elfajulé méasodrendd goérbékrdsl viszont mar lattuk (a kanonikus

alakrol sz0l6 részben), hogy kipszeletek.

4.17. Tétel (F6tengelytétel harom valtozéban). Egy i,j,k ortonormdlt
bazisban tekintsiik az ax® + By* + 722 + dvy + ewz +wyz kifejezést az (v,y, 2)
pont fligguényeként, ahol az eqyiitthatok valamelyike nem nulla. Ekkor létezik
olyan 1',j', K" ortonormadlt bdzis, melyben ri+yj+zk = 'V +y'j + 2’k esetén

ax?® + By* +v22 + 0wy + exz + wyz = o2 + By + 2

Bizonyitds. A bizonyitas megtalalhatéd ifj. Boroczky Kéaroly Geometria 3

Tanér cimi, interneten fellelhets jegyzetében a 25. oldalon.
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4.18. Tétel. Bdrmely kipszelet az R2-beli eqységkirvonal projektiv képe.
4.19. Megjegyzés. Masszoval barmely két kupszelet egymas projektiv képe.

A bizonyitas soran fel fogjuk hasznélni, hogy két projektiv transzformécio

kompozicioja is projektiv transzformacio.

4.20. Definicié (Projektiv transzformaécio). A projektiv sik dnmagdra
vett bijektiv leképezését projektiv transzformdcionak nevezziik, ha bdrmelyik

kollinedaris ponthdrmas képe szintén kollinedris ponthdrmas.

Bizonyitds. Azonositsuk R?-t az R3-beli ¥ = {(z,y,1) : x,y € R} sikkal, és
tekintsiik benne a I kipszeletet, amely egy nem elfajulé masodrendii gérbe a
projektiv sikon. A harom valtozos fétengelytétel miatt talalhato olyan i/, j', k/
ortonormalt béazis, melyben a I" homogén egyenlete o/z"? + By ++'2"? = 0,
ahol o/, 5',~" egyike sem nulla. Ha o/, 3',7 egyiitthatoknak mind ugyan az
elgjele, akkor a baloldal vagy mindig pozitiv, vagy mindig negativ tetszs-
leges 2',y, 2" € R3\(0,0,0) esetén, igy a ktipszeletnek nem volna pontja.
Tehat az o, 5, egyiitthatok koziil kettd azonos elGjeld. A koordinata-
tengelyek cseréjével elérhetd, hogy o/, 5" > 0 és 7/ < 0, tehat |7'|-kel valo

12 12

osztds utdn az egyenlet — + 32—2 — 2 = 0 alakba irhaté, ahol a,b > 0.
a

Vag%is a 22’ = 2V +yj +K :2',y € R? sikban a I' homogén egyenlete
azgz;—,2 + %—/2 — 1 = 0 ellipszist hatarozza meg, azaz R3 origojan és a I' gérbei
pontjain atmend egyenesek altal meghatérozott "kup" metszete Y'-vel egy
ellipszis 2lesz. 2Tehét el6szor alkalmazunk egy, a Y-beli egységkorvonalat a

Y-beli po + i 1 egyenletii [y ellipszisbe viv6 affinitast, masodszor alkal-
mazzuk az R? egy egybeviagosagat, mely a Y-beli I'y ellipszist a X'-beli I'-nak
megfelels a—/; + b_/; = 1 egyenleti ellipszisbe viszi, végiil pedig alkalmazzuk a
Y-t ¥-ba képezd kozéppontos vetitést a R origojabol. Igy a kompozicio egy
az egységkorvonalat I'-ba viv6 projektiv transzformacio.

Az el6z6 tételt kicsit Osszefoglalva: a parabola olyan ellipszis, melyhez

a parabola tengelyének ideélis pontjat is hozzavettiikk. A hiperbola olyan

ellipszis, amelyhez a hiperbola két asszimptotajanak idealis pontjait vettiik
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hozza. Ezt ugy is fogalmazhatnank, hogy a harom kupszelet kézott annyi a
kiilonbség, hogy az ellipszinek és az idealis egyesnek nulla; a parabolanak és
az idedlis egyenesnek 1; a hiperbolanak és az idedlis egyenesnek 2 metszés-
pontja van. Most, hogy méar nem kell kiilon-kiilon megnevezni a ktpszeletet,
hanem &altalanossagban tudunk réla beszélni, elég bizonyos dolgokat korokre
belatni, mert projektiv transzforméacioval egymasba vihetGk a kipszeletek.
A projektiv transzformécionak fontos tulajdonsaga, mely a definiciobol is
kovetkezik, hogy érintét érintébe visz; illetve, hogy illeszkedés tarto. Eppen
ezért lesz elég, hogy bizonyos allitasok bizonyitasat csak korre nézziik meg.
A kor ugyanis projektiv transzformaciéval atviheté barmelyik kuapszeletbe,
és a kor érint6i a kupszelet érintGibe mennek at. Az érint6k metszéspontjai
pedig tovabbra is metszéspontok maradnak.

A kovetkezs két tétel a kuipszeletek egy-egy érdekes tulajdonsagara mutat
ra. Azért szerepelnek itt, hogy lassunk példat arra, hogy a kupszeleteknek
vannak olyan tulajdonsagai, melyek a fajtajuktol fiiggetlenek, és ezen allité-

sok bizonyitasat igy elég korre megadni.

4.21. Tétel (Brianchon-tétel). Legyenek az 1,2,3,4,5,6 egyenesek eqy
kipszelet érintdi, valamint legyen Q;; az i €s j egyenes metszéspontja minden
1 # j esetén. Ekkor a QQ12Q4s5, Q23Qs6, Q34Q61 egyenesek egy ponton mennek
dt.

4.22. Tétel (Pascal-tétel). Legyenek az 1,2,3,4,5,6 eqy kipszelet pontjai,

valamint legyen e;; az i €s j pontok egyenese minden i # j esetén. Ekkor az

€12 M eys, €a3 N €56, €34 N €51 pontok eqy egyenesre illeszkednek.

4.23. Megjegyzés. A tételek bizonyitasa megtalalhato a Hajos-konyv 508.
(Pascal) és 501. (Brianchon) oldalan.

4.5. Osszefoglalas

Az egyetemi évek alatt a hallgato eljut odaig, hogy a négy (nem elfajulo),

de a képzeleteiben kiilonféle masodrendi gorbét osszekapcsolja, és végiil mér
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egyféle, altalanos kiapszeletnek tekinti. ElGszor ott meriil fel a hasonlésaguk,
mikor kideriil, hogy mindegyik egy altalanos masodfoki egyenletbdl kihozha-
t0. Aztan ott is el kell gondolkodni, mikor kideriil, hogy az ellipszis és a kor
affinitdssal egymasba vihetdk (illetve a parabolak egymésba, és a hiperbolak
egymasba vihetSk). Végiil a valodi igazsag ott deriil ki, mikor bebizonyitjuk
a projektiv geometridban, hogy a négy kupszelet mindegyike visszavezethetd

az ellipszisre.



5. fejezet

Kor- és kupszeletsorok

A kovetkez§ fejezetben kicsit tovabblépiink a tanarszakosoknak kotele-
78 egyetemi tananyagon, hogy a kordket és kupszeletek Osszefiiggéseiben
is vizsgalhassuk. A korsorokrol szold rész tételei és definicidi, illetve to-
vabbi érdekességek a korsorokrol megtalalhatdé Hajos Gyorgy: Bevezetés a
geometridba cim konyvében. A kupszeletekrsl szold rész tételei és defi-
nicioi, illetve a témakor bévebb kifejtése megtalalhatéd a kovetkezd helyen:

http://abrgeom.uw.hu/segedanyagok /kiegteljes.pdf

5.1. Korsorok

Ebben a koroket egymashoz vald viszonyukban vizsgaljuk. Olyan alak-
zatokat fogunk vizsgalni, amelyeknek az egyenlete tetszGleges A\, Ao valos
szamokkal, mint egyiitthatokkal A1 k1 + Aoky = 0 alakban irhatok. Ezeket az
alakzatok Osszességét fogjuk korsornak nevezni. A korsor elemei kozé tarto-
zik, az 6t meghatarozo két kor, vagy egy kor és egy egyenes is. A korsorok
témakorét néhany feladaton keresztiil kivinom bevezetni.

Els6ként emlékezziink arra, hogy egy O(O,,0O,) koézéppontu, r sugari
kornek hogyan irjuk fel az egyenletét: (z — O,)* 4+ (y — O,)? —1r* =0
A bal oldalt kétvaltozos fiiggvényként kezelve, nevezziik el k(x, y)-nak. Vagy-
is a kor olyan pontokbol all, melyekre {(x,y)|k(x,y) = 0} teljesiil. Egy tet-

20
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sz6leges P(x,y) pontnak a kor O(O,, O,) pontjatol vett tavolsaganak négy-
zetébdl kivonva a kor sugardanak négyzetét megkapjuk a P pontbdl hizott
érint6 hosszat (Pitagorasz-tétel).

Egy P(z,y) pontrol kénnyen eldénthetd, hogy a korhoz képest hogyan he-
lyezkedik el. Ha a pont koordinatait belehelyettesitjiik a k(x,y) fiiggvénybe,

és az érték
e (1.) pozitiv, akkor a P kiils§ pont
e (2.) nulla, akkor a P a koron van rajta
e (3.) negativ, akkor a P bels§ pont.

5.1. Feladat. Mikor metszi kér kir eqymdst merdlegesen?

A definicid alapjin két kor akkor metszi eqymdst merdlegesen, ha a met-
széspontba (M ) hizott érintdk merdlegesek egymdsra. Viszont ha az érintdk
merdlegesek eqymdsra, akkor az érintdk dtmennek a mdsik kér kozépontjan
(vagyis ki-hez huzott ey érintd dtmegy az Og-n, és forditva). A definicic
alapjin ki L ke < MO, L MOy <= MOy az Oy pontbol a ki korhoz hizott
érintdszakasz. Mivel az MOy tdvolsdg megegyezik az ro-vel, a Pitagorasz-tétel
alapjdn a kovetkezd Gsszefiiggést kapjuk: r3 = k1(Os), ahol ki(Os) jelili az
Oy pont ki korre vonatkoztatott hatvdnydt. Tehdat két kor akkor merdleges
eqymdsra, ha a mdsodik kor kizéppontjinak koordindtdit belehelyettesitve az

elsd kor egyenletébe, a mdsodik kor sugardnak négyzetét kapjuk eredményiil.

5.2. Feladat. Most vegyiink két kort, és vonjuk ki az eqyenleteiket eqymdsbil.
Igy eqy egyenes eqyenletét kapjuk meg (kivéve, ha a két kir koncentrikus, mert
akkor kiesik a linedris tag), ez lesz a hatvanyvonal egyenlete. Legyen az O a
hatvanyvonal egy olyan pontja, mely a korokon kivil van, azaz beldle hizhato
érintd. Ha az érintd szakasz R hosszdval rajzolunk egy kért, akkor ez az
O kézépponti, R sugari K kér merdlegesen metszi mindkét kort (mert a
kézéppontot beirva a kérok egyenletébe, éppen a sugarakat fogjuk kapni).
Kivetkeztetés: a hatvdnyvonalon bdrhogy vdlasztunk egy olyan O pontot,

mely a korokon kivil helyezkedik el, abbol hizva a két kirhéz eqy-eqy érintét,
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€s az érintési pontokon keresztil felvéve az O kdézépponti kért, az eredeti

kdroket merdlegesen metszi az 1ij kor.

5.3. Feladat. Tekintsiik a két kér egyenletét, és vegyiik a linedris kombind-
ciojukat gy, hogy a sulyok dsszege 1 legyen. Kérdés: Milyen alakzatot fog
adni az aky + (1 — a)ky = 0 egyenlet?
A kifejezést felbontva a kdvetkezd alakhoz jutunk:

a(@®+y*+..)+ (1 —a)(x?+y*+...) =0, vagyis formdlisan eqy kir egyen-
letél fogjuk kapni, hiszen x* + y*> + --- = 0 alaki lesz a kifejezés. Most a
képzetes kordket is kornek tekintjik, vagyis ha olyan kor egyenletéhez jutunk,
amelyben a sugdr négyzete negativ, azt is kérnek szamitjuk. Ha most felirjuk
az 0sszeqbdl keletkezett kor egyenletét, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:
(2 — (a0, + (1 —a)P))*+ (y— (a0, + (1 —a)P,))* —C =0, ahol C € R és
VC az dj kir sugara. Ennek a kérnek a kézéppontjaba mutats vektort meg-
kaphatjuk gy, hogy vessziik az aO + (1 — «)P wvektort, és ez az OP egyenes
eqy pontjaba mutat. Vagyis az Gsszeqbdl keletkezett kér kozéppontja rajta van

a két eredeti kor kozépponljdl osszekiotd egyenesen.

5.4. Feladat. Vegyiink két kirt (ki ka), és a hatvdnyvonalukat (h). A h-n
vegytink eqy P pontot, mely a kordkon kivil helyezkedik el, és abbil rajzoljunk
eqy kort (K) gy, hogy ki-et és ko-t is merdlegesen messe. A merdleges-
ség miatt, és a kettdvel ezeldtti feladatbol tudjuk, hogy ez azt jelenti, hogy
ki(P) = R?, illetve ko(P) = R?, ahol R a P pontbdl a ky és ky kérikhiz
hiizott érintdszakasz.
Most tekintsik a k' : aky + (1 — a)ky = 0 kort, ha ez kér. Ez pontosan akkor
merdleges K-ra, ha k'(P) = R%. Ldssuk be, hogy merdleges lesz!

ak(P) + (1 — a)ke(P) = aR? + (1 — a)R? = R?. Tehdt az sszegkir

valdban merdleges lesz a K (P, R)-re.

5.5. Feladat. Fbben a feladatban vegyink két kort (ki,ks), és vegyink két
masik kort (K1, Ks), amik merdlegesek az elézd korokre.  Vegyik mindkét
korpdrnak a linedris kombindcidjdt: oky + (1 — a)ks, illetve SK; + (1 — fK>)
alakban. Az elézd feladat alapjin tudjuk, hogy aky + (1 — a)ky L K, illetve
aky + (1 — a)ky L Ky, valamint, hogy ak; + (1 — a)ke L fK1 + (1 — SK>).
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A kovetkeztetés: a k; kérsor bdrmely eleme merdleges a K kirsor barmely
elemére. (i=1,2,...,n,7=1,2,...,k)

Az egymasra mer6leges korsorok annyira fontosak, hogy kiilon nevet is
kaptak:

5.6. Definici6. A két, eqymdsra merdleges korsort eqymdshoz konjugdlt kér-

soroknak nevezzik.

Az eddigi feladatokban, ha két kor egyenletének linearis kombinaciojarol
volt sz0, a két sily Osszege mindig 1 volt. Most vizsgaljuk meg azt, hogy mi

van akkor, ha a két sily Osszege mas, nem 1.

5.7. Feladat. Tekintsiik az ak, 4+ Bky = 0 egyenletet, ahol o+ B # 0. Ekkor
leoszthatjuk az egyenlet mindkét oldaldt a+ B-val, és igy az a%_ﬁkﬁ—c%ﬁl@ =0
egyenlethez jutunk, ami a korsor eqy elemének eqyenletét adja, hiszen a sulyok
osszege 1.

Probléma akkor van, ha o« = —f. Ekkor a két kér linedris kombindcidja
gy néz ki, hogy: aky — aky = 0. Ezt leosztva a-val (amely nem lehet nulla,
mert kilonben nem lenne értelme a feltevésnek) a ki — ko = 0 egyenlethez

gutunk, melyrdl tudjuk, hogy a hatvdnyvonal egyenlete.

Ebbdl levonhatjuk kovetkezményként azt, hogy a hatvanyvonal, ami egy
egyenes (de tekinthets egy végtelen sugari kornek is) szintén része a korsor-
nak. Itt felmeriilhet a kérdés, hogy van-e a korsorban még egy egyenes? A

kérdésre a valaszt a kovetkezd tétel, és bizonyitasa adja meg.
5.8. Tétel. A kdrsor elemei kizitt két egyenes nem lehet.

Bizonyitds. Ha az aq, as, By, B2 értékparok a korsor két egymastol kiilonbozé
egyvenesét adnak, akkor ezekre egyrészt

arky + agky = Ly

Prk1 + Baka = Lo

teljesiilne, ahol L, Ly valamilyen linearis kifejezések, masrészt az «, S szam-

parokbol képzett 2 x 2-es matrix determinansa nem nulla volna, hiszen az
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oy B1 = ag : [y ardnypéarbol az is kovetkezne, hogy a két egyenlet egymas
konstansszorosa. Vagyis L; = Ly = 0 volna, azaz ugyanarrdl az egyenesrdl
beszélnénk. Mivel a determinans nem nulla, ezért az egyenletrendszerbdl ky
és ko kifejezhets, s ezért mindketté Ly és Lo szamszorosainak Osszege, tehat
linearis kifejezés. Ez azonban lehetetlen, mert k; és ko egyszerre nem lehet

egyenes.

Az utolso feladatbol levonhato kivetkezményként egy masik tétel is.

5.9. Tétel. Ha a korsor két eleme olyan kor, amelyeknek van hatvdnyvonala,

akkor ez a hatvanyvonal is eleme a korsornak.

Bizonyitds. Legyen k1 = 0 és ko = 0 a két kor egyenlete. Mivel a korsort ez a
két kor is meghatarozza, a korsor definicioja folytdn a k1 — ko = 0 egyenletd

hatvinyvonal is a korsorhoz tartozik.

Osszegzés képpen elmondhato tehat, hogy a ky és ky korok altal meghata-
rozott korsor elemeinek egyenlete ak; + Bko = 0 alaka, ahol o®+ 5% # 0. Ezen

kiviil a korsorba egy darab egyenes tartozik bele, ez a két kor hatvanyvonala.

5.2. Kupszeletsorok

A projektiv geometriarol szol6 részben bebizonyitottuk mar, hogy a korok
és a kupszeletek projektiv szempontbdl megegyeznek (1d. a 4.18 szamu tételt
és a hozzatartozo bizonyitast). Most felmeriilhet kérdésként akkor, hogy a
kupszeletekkel is lehet-e olyan szép dolgokat csinalni, mint a kérsoroknal.
Példaul, mikor meréleges egymasra két kupszeletsor; mi lesz, ha 0sszeadjuk
két kiapszelet egyenletét, stb.

Vegyiink a sfkban négy pontot, melyeket jel6ljon A, B, C' és D, gy, hogy
semelyik harom ne legyen kollinearis. Ezen a négy ponton at fel tudunk venni
két kapszeletet (G, Gs) gy, hogy csak ez a négy valos pont legyen a kozos
pontjuk. Ha felvesziink egy 6todik pontot, melyet jel6ljon P, a sikon, mely
az el6z6ektdl kiilonbozd, akkor pontosan egy olyan kipszelet lesz, mely mind

az Ot ponton at fog menni. A tétel, mely ugyanezt allitja megtalalhato a
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Hajos-konyv 499-500. oldalan. A P pont helyzetének valtoztatasaval egész
kuapszelet sorozatokat kapunk, melyek mindegyike tartalmazza a négy eredeti
pontot, de a sik barmely pontjara csak egy kupszelet illeszkedik.

Mint a korsoroknal, itt is adjuk Ossze két kupszelet egyenletét, lassuk igy

mit kapunk.

5.10. Definici6. Legyen Gy : apx;x = 0 és Gy : byxixr, = 0 két kiilon-
b62d kupszelet homogén koordindtdkkal adott egyenlete. Ebben az esetben az
oz, + Bbix;xr = 0 egyenlet is eqy kupszeletet hatdroz meg, ahol o és 3
valds paraméterek. Az igy meghatdrozott kipszeletek dsszességét nevezzik a

G és Gy dltal indukdlt kupszeletsornak.

P

kupszeletsorban az alapkupszeletek helyett két masikat valasztok ki, akkor
azok is ugyanazt a kupszeletsort allitjak-e el67 A kovetkezs tétel megadja a

valaszt a kérdésiinkre.
5.11. Tétel. A kipszeletsort barmely két eleme indukdlja.

Bizonyitds. Legyen K és Ky az indukélt kipszeletsor két kiilonb6z6 eleme

gy, hogy
Ky oGy + 511Gy
Ky : oGy + B2Go

(05N E%)

Ekkor # 0. A K és Ky gorbék altal indukalt kupszeletsornak

1 B2
YK + 0Ky = 0 egy tetszbleges eleme, amely a kovetkez§ alakban is irhato:

V(1G4 B1Ga) + §(aeGy + B2Ga) = (yaq + dag)Gy + (V1 + 6P2)Ga = 0.
Ez azt jelenti, hogy az elGbbi kipszelet a Gy és (G5 altal kupszeletsornak
az a AG1 + puGe = 0 tagja, ahol A = ~vay + dag és p = yB1 + 002. Ezen

Osszefiiggések ismeretében, ha Gy, Go-hoz megadjuk a A, pu szdmpart, akkor
kiszamithato a K, Ko-hoz tartozo v, 0 szampar és forditva. Ebbdl pedig mér
kovetkezik, hogy a G; és K; altal indukalt kiupszeletsor megegyezik. (i=1,2)

A fejezet bevezetGjében megéllapitottuk, hogy a sik azon négy pontjan
at, melyben a két indukalé kipszelet metszi egymast, minden kipszelet a

sorbol at fog menni. A kovetkezd tétel ezt az allitast erdsiti meg.
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5.12. Tétel. A G, és Gy kupszeletek kizos pontjin az dltaluk indukdlt kip-

szeletsor minden eleme dtmegy.

Bizonyitds. Mivel a koz6s pontokra teljesiil, hogy a;rx;xr = 0 és bjrx;xp = 0,

ezért a linearis kombinaciojukra is igaz, hogy aa;ix;xy + Bbyx;xr = 0.

Ezt a négy pontot, mivel ilyen fontos szerepet toltenek be, el kell nevezni:
6k lesznek a kupszeletsor alappontjai.

Megallapitottuk a bevezetében azt is, hogy az alappontokat leszamitva a
tobbi ponton csak egy kupszelet megy at. A kovetkezs tétel is ezt mondja
ki.

5.13. Tétel. Az alappontoktol eltekintve az oGy + Gy = 0 kipszeletsor
elemei egyrétien befedik a projektiv sikot, azaz a projektiv sik minden, alap-

pontoktdl kiilonbézd pontjan a kipszeletsornak pontosan egy tagja halad dt.

Bizonyitds. Legyen a P(x;) olyan pont, mely nem kozds pontja a Gy és G
kuapszeleteknek. Ekkor az x; koordinatédkat behelyettesitve v = a;x;z) és
0 = bypw;xg. v és 0 koziil legfeljebb csak az egyik lehet nulla. Ekkor az a @)
kupszelet, melyre teljesiil, hogy ay + 56 = 0, athalad a P ponton.

1. Ha v = 0, akkor § # 0 és kovetkezik, hogy 8 = 0. Ekkor a Q = G,
athalad a P ponton.

2. Ha 0 = 0, akkor v # 0 és kovetkezik, hogy a = 0. Ekkor a Q = G»
athalad a P ponton.

3. Ha vy #0és 9 # 0 akkor § = 0. Ekkor ay + 6 = 0-bol A #£ 0 és u # 0
miatt a % = —7 egyenlGséggel definidlt @ = oG + BG; 4thalad a P
ponton.

Mivel 5 pont egyértelmiien meghataroz egy kipszeletet, igy csak a fenti kip-

szelet halad 4t a P ponton, ezért lesz egyrétegt a fedés.

Természetesen még itt is lehetne tovabb lépni, de ennek a dolgozatnak ez

nem célja mar. A tovabbi lépések soran meg lehetne vizsgalni, hogy milyen
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specialis alakzatok lehetnek egy kipszeletsorban. Lehet-e valamilyen speci-
alis elhelyezkedést kipszeletsort generalni, stb. Ezzel a kis ismertetGvel a

kupszeletsoroknak (és a korsoroknak is) épp csak a felszinét vizsgaltuk meg.



6. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozatom {6 célja az volt, hogy bemutassam, hogy egy atlagos magyar
didk, akinek az érdeklgdését mar altalanos és kozépiskoldban felkeltik a ma-
tematika és a méasodrendid gorbék iranyaba, meddig tud eljutni. Igyekeztem
megmutatni, hogy milyen iskolai szakaszokban mennyi és milyen mélységi
tudassal rendelkeznek a didkok a témat illetGen. Bizonyos helyeken igyekez-
tem ravilagitani arra is, hogy milyen informéciokat hallgatnak el j6 vagy rossz
okkal; illetve hogy hol lehetne esetleg tobbet bemutatni, mint ami az adott
anyagban szerepel. Természetesen ezen megjegyzések csak az én szubjektiv
véleményemet tiikrozik, a megjegyzésekkel nem kividnom a koz- és a felsGok-
tatast leszolni. Ahogy haladtam elére az oktatas szintjein, gy igyekeztem
én is ragaszkodni az elvarasokhoz. Az altalanos iskolaban inkabb elnagyolva,
feladatokon keresztiill mutatjak be a kiilonb6z6 fogalmakat, hogy a didkok
egy szemléletes képpel felvértezve léphessenek tovabb. A kozépiskolaban és
f6leg az egyetemen mér a matematikailag pontos definiciok az elfogadhatok,
itt mar kevesebb a feladaton at bevezetett 0 fogalom. Az egyetemi részen
tiallépve igyekeztem megmutatni, hogy azzal, hogy a projektiv geometria be-
bizonyitotta, hogy a kupszeletek projektiv szempontbol egyenl6ek, nem ér-
tiink a témakor végére. A koroket és kupszeleteket egyméshoz viszonyitva is
lehet vizsgalni. A dolgozat utolso6 fejezete ezen vizsgalédasbol nyijtott egy

kis izelitst.

o8
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Remélem, hogy dolgozatommal sikeriilt a Kedves Olvasot végigvezetnem
a méasodrendid goérbék vilagaba vezets Ut elején. De ez az ttnak még csak
nagyon az eleje, hiszen innen még sok-sok tovabbi felfedezni valé van a mé-
sodrendti gorbék kozott, melyekre ennek a dolgozatnak a keretei mar nem

terjednek Kki.
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