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1. fejezet
Motivacid

Ahhoz, hogy a minket koriil vevd vilagot le tudjuk irni, hogy a benne megfigyel-
hets torvényszertiségeket meg tudjuk fogalmazni, elengedhetetlenck a fiiggvények.
Gyakran nem tudjuk pontosan hogyan néznek ki azok a fliggvények, amelyek leirjak
az éppen vizsgalt folyamatot. Csupan méréseink és megfigyeléseink alapjan tudunk
informaciokat a keresett fiiggvényrdl.

Ezért abban reménykediink, hogy ha elegend6 mérést, kisérletet hajtunk végre,
akkor ezen eredményeink alapjan képesek lesziink egy olyan fliggvényt késziteni,
amely a lehetd legjobban kozeliti a folyamatot ténylegesen leir6 fliggvényhez.

Atalaban ezeket a fiiggvényeket polinomokként szoktuk keresni. Ennek hatte-
rében az &ll, hogy a polinomok szamos ,szép” tulajdonsidggal rendelkeznek, mint
példaul folytonosak, végtelen sokszor folytonosan differencialhatoak, stb.

Tovabba teljesitik a kovetkezd tételt, amely egyben a szakdolgzat kozponti gondo-
lata is. Az elkdvetkezSkben tobb bizonyitéast is adunk majd erre a tételre, amelyeken

keresztiil modszert is kapunk arra, miként is kell ilyen polinomokat késziteni.

1. Tétel (Weierstrass approximacios tétele). Ha f € Cla,b], akkor minden ¢ > 0-

hoz van olyan p polinom, amelyre
[f(z) —p(z)| <e (1.1)
minden x € [a, b]-re.

Az egyik legismertebb megoldéas arra, hogy adott pontokon athaladé polinomot
készitsiink, az agynevezett Lagrange-féle interpoldcids polinomok.

Legyenek f értelmezve az [a, b] intervallumon, tovabbé legyenek
a<zg<r1<...<x,<0b (1.2)

adott pontok. Valamint definialjuk l;(z)-t a kévetkezé modon,

W)= J[ —= (1.3)




Ekkor [y, ..., [, olyan n-edfoku polinomok amelyekre

1, hak=y
zk<xj>={ 0 ekt (1.4
) a j’

Utobbibol kovetkezik, hogy f(zx) - lx(xx) = f(x). Konnyen meggondolhatd, hogy

ha vessziik a kdvetkezs Osszeget:

Lu(z; /) = flae) - () (1.5)

Akkor az igy kapott polinom rendelkezni fog azzal a tulajdonsaggal, hogy megegyezik
f-fel minden z; pontban. A fentebb definialt L, (z, f) polinomot nevezziik az f
fiiggvény xo, . .., x, pontokhoz tartoz6 Lagrange-polinomjanak.

Ahogy lattuk az igy elkészitett polinom ténylegesen megfelel az elvarasainknak,
a megfelel6 helyeken azt az értéket veszi fel amit kell. A kérdés csupan az, hogy
az igy készitett L,(z) vajon minden fliggvény esetén jo kozelitést ad-e, illetve az
alappontok szamanak novelésével csokken-e a hiba mértéke.

Bizonyithatd[] hogy abban az esetben ha a {£k/n : 0 < k < n} pontokat vessziik
alappontoknak, tovabba kozelitendd fliggvény elég sokszor differencidlhatoé azon az
intervallumon ahol a kozelitést végezziik, akkor elég nagy n-re a Lagrange-polinom
egyre jobban fogja kozeliteni a fliggvényt.

Az is megmutathato, hogy abban az esetben, ha a kozelitendd fiiggvény nem
differencialhat6 az intervallum minden belsé pontjaban, példaul az |z| fiiggvény a
[—1, 1] intervallumon, akkor kozelités sem lesz megfelels. Az |x| esetén az alappontok
szamanak novelésével a Lagrange-polinom erés hullamzasba kezd, és egyatlan nem
konvergél a fiiggvényhez.

Osszegezve az eddigicket, olyan eljarasokat és ezek segitségével olyan polinomo-
kat keresiink, amelyek tetszdSleges, intervallumon folytonos fiiggvényt megfelelGen
kozelit, tovabba az alappontok szamanak ndvelésével a fliggvénytsl valod eltérés egy-

re kevesebb lesz.

HLTS] 11.16. Megjegyzés



2. fejezet

Kozelités torottvonalfiiggvénnyel

A |LTS] konyvben talalhato bizonyitas lépéseit kovetve, elészor fel kell hasznal-

nunk Heine tételét.

2. Tétel (Heine-tétele). Ha f folytonos az [a, b] intervallumon, akkor f egyenletesen
folytonos |a, b]-n.

Mivel f folytonos fliggvény az [a,b] intervallumon, akkor az egyeneltes folyto-
nossag definicidja szerint minden rogzitett € > 0-hoz létezik olyan 6 > 0, hogy ha
z,y € la,b], |r —y| <0, akkor |f (z) — f(y)]| < e.

Legyen n € N rogzitett, ekkor létezik olyan 4, hogy ha |x — y| < §,, akkor
|f(z) = f(y)| < 5. Bzt kévetSen definiéljunk, egy &,-nél finomabb felosztast az
[a, b] intervallumon. Legyen zo = a < 1 < x5 < ... <z = b, ahol minden 7 esetén
teljesiil, hogy |z;_1 — 24| < 0.

Ezen felosztas mellett készitsiink egy ¢ torottvonalfiiggvényt, amely teljesiti,
hogy minden [x;_1, ;] intervallumon linearis, tovabba g (z;) = f (x;). Jeloljik ¢
meredekségét az [z;_1,x;] intervallumon my, illetve legyen my = 0. Megmutatjuk,
hogy az igy készitett ¢ fliggvénnyel tetszélegesen kozelithets az f fiiggvény. Va-
lasszunk ki egy tetszéleges (x;, z;41) intervallumot, melynek egy belss pontja legyen

z. Akkor az |f (2) — g (2) | tavolsag a kovetkezs képpen hatarozhaté meg:

F(z) = (f (@) +migq - (2 — )] . (2.1)

-~

9(2)

m;.1-et helyettesitve kapjuk:




Egyszert atalakitasokkal a kdvetkezd alakhoz jutunk:

FE) = F o) = (f (@) = f (@) ———| < . (2.3)

Mivel minden € > 0 esetén létezik olyan n € N, hogy % < g, ezért a g torottvonal-
fiiggvénnyel tetsz6legesen kozelithets az f fliggvény.

A torottvonal tényleges elkészitéséhez felhasznéljuk a [LTS| konyvben talalhato
18.16.4-es példat. Definialjuk a ¢; fliggvényeket a kovetkezd modon:

{ 0, ha z < x;_4

i (z) = (2.4)

(mi - mi—l) : (I - %‘—1)7 ha x > ;4

Ha 6sszeadjuk a fent definidlt ¢; fliggvényeket

Y= Z%‘; (2.5)
i=1

akkor egy olyan ¢ tordttvonalfiiggvényhez jutunk, amely teljesiti, hogy minden
[z;_1, ;] intervallumon a meredeksége m;. Ezen fiiggvény segitségével nem nehéz
elkésziteni a fentebb definialt g-t, hiszen g = ¢ + f (a). A kiévetkezs lépésben egy
olyan polinomot keresiink amely jol kozeliti g-t. Ehhez elGszor az kell, hogy meg-
mutassuk minden ¢; fiiggvény is kozelithetd polinomokkal, az [a,b] intervallumon.
Rogzitsiik i-t majd hozzuk ¢;-t a kovetkez§ alakra:

m; —Mm;—

5 Sl =i + (2 = 2i1)) (2.6)

i (z) =

Az igy kapott alak ekvivalens a fentebb definialttal. A tovabbiakban hasznaljuk a

kévetkezd jelolést a; := ==L A megfelel§ kifejezést helyettesitve a
i (x) = a; - (Jo — 2] + (2 — 23-1)) (2.7)

kifejezéshez jutunk. Ezt a egyenletet tovabb rendezziik, akkor a
i () =a; |v —zioq| +a; - (T —2-9) (2.8)

alakot kapjuk. Ennek mésodik tagja mér polinom, azonban az els§ tag még nem.
Tehat keresniink kell egy olyan polinomot, amely jol kozeliti az |z|-et a [—1, 1] inter-
vallumon, vagyis minden € > 0 esetén teljestil, hogy |p (z) — |z|| < e. A bizonyitas-
hoz megoldjuk a [LTS| konyv 18.18-as feladatat, majd ennek segitségével belatjuk
az egyenletes konvergenciat.

Tekintsiik a kdvetkezd modon megadott fiiggvénysorozatot

po(z) =0, (2.9)



2> — pi(x)
5 .
A fliggvénysorozat minden tagja polinom lesz, igy ha megmutatjuk, hogy egyen-

Prt1(z) = palz) + (2.10)

letesen konvergens és hatarfiiggvénye éppen az |x|, akkor egy adott n > 0 kiiszob-
indextdl kezdve a sorozat elemei olyan polinomok lesznek amelyek teljesitik, hogy
V'm > n esetén |p, (x) — |z|| < e.

Felhasznélva, hogy 2% = |z|?, a p, (z) fiiggvénysorozat rekurziv képlete a kovet-

kez6képpen irhato at:

|z* — pj(x)
5

Ennek az atalakitasnak a segitségével mar konnyen igazolhatd a kévetkezd egyenls-

Pnt1(x) = pa(z) + (2.11)

ség:

ol = pasa(o) = (Je] = e (1= EE L) (2.12)

A egyenletben szerepld kifejezés a kovetkezd modon frhato at:

Pnta(z) =
= (o) + By o ) =
= pule) + 5 (jal = pule) - (fe] + pa(a)
vagyis eredményiil a
s (@) = pue) + 5 (Jel = pue)) - (12l + pu ) (213)

format kapjuk, amit a
x| + pplx
ol = puale) = (]~ ol (1 - LD

kifejezésbe helyettesitve, az

ol = ) = 5 (] = pa(a) - 1]+ (o) = (ha] = ) (1= 1

g

el )

Pn+1

(2.14)
egyenletet kapjuk. A baloldalon kiemelve |z| — p,(x)-et éppen a jobb oldalt kapjuk.
Ezt az eredményiinket felhasznalva megprobalunk felss becslést adni a |z|—p, (2)

értékére.

2
Ha a egyenletet alkalmazzuk minden |z| — p;(x) alaka tagra, akkor |z| — p, (x)
a kovetkezg formara frhato at:

(|| —po(z))- (1 _ M) . (1 _ M) o (1 _ w> (2.16)

2 2 2

|ﬂ—m@ﬁ4m—nﬂu»@—ﬁﬁﬁﬂ@5 (2.15)



Tudjuk, hogy po(x) = 0, ezért a szorzat els6 tényezGje helyett nyugodtan irhatunk
|z|-et. Rovidebb alakra hozva a kifejezést az alabbihoz jutunk:

n—1

] + pi(2)
ol = ) = b T (1 P2 (2.17)
i=0
Belatjuk, ha |z| < 1, akkor az 1 — M feliilrsl becstilhets 1 — %‘-Vel. Ko6nnyen
meggondolhato, hogy ehhez az kell, hogy 0 < p,, () < 1 minden z € [—1, 1] esetén.

Ennek bizonyitasira a kovetkezs segédallitast fogjuk felhasznéalni

3. Lemma. Legyenek p € R™ ésp < 1 akkor

D 1
0< -<1——)<—. 2.18
<p 5) <5 (2.18)
Bizonyitds. Induljunk ki a kovetkezd allitasbol
0<(p—12=p*—2p+1. (2.19)
Atrendezve az egyenlGtlenséget kapjuk, hogy
2
F=r(-5) <
P op(1-5) <2 2.2
p=5 =0 5) <5 (2.20)

Az utols6 egyenlelGtleség minden p € R esetén teljesiil, ha a 0 < p < 1 feltétel is

teljesiil akkor a szorzat pozitiv is lesz. O]
Teljes indukciéval megmutatjuk, hogy minden n € N esetén teljesiil, hogy

0 <pn(z) <z <1

A rekurziv egyenlet konnyen atirhato a kovetkezd alakba:
x? (2
Pos1(x) = 5 + pu(z) - (1 — #) :

Ezt a képletet hasznalva azt kapjuk, hogy p; (x) = z amelynek maximuma a [—1, 1]

2
intervallumon % Hasznalva a képzési szabalyt, a masodik tag a koévetkezé modon

kaphato meg:

2 2
~~ .

-

po(z) = s +pi(a) - (1 —pl(w)). (2.21)

<

N

p
Az utolsé tagra vonatkozo becsélnél felhasznaltuk a [} Lemma &llitasat és axzt,
hogy p1(z) < % Tehat po(x) < 1 is teljesiil. Tegytik fel, hogy p,_1(x)-re is igaz.
Megmutatjuk, hogy ekkor p,(z) < 1 is teljesiil.

x? 1 (T

pa(r) = F +paa(2)- (1 - p—é( )) <1 (2.22)
<~ - - _
<3 <3



Vagyis bebizonyitottuk, hogy Vn € N, Va € [—1; 1] esetén

||

<l =) <lol- (1- 1) (223)

Jelolje h, () a kovetkez6 fliggvénysorozatot:

ol (1B e (1-5)" haze(o]
() =l (1 > _{ —z-(1-35)" haze[-1,0) (224)

2
Ha meg tudjuk mutatni, hogy h,, () < 0, akkor minden € > 0O-ra van olyan kiisz6b-

index, hogy attol a kiiszobindextdl kezdve
|fon () = O] = |hn (2) | <e.
Vizsgaljuk elGszor h, (z)-et a [0, 1] intervallumon.
T n
By () | :x<1—§> , ha z € [0, 1].

Keressiik ennek a maximumaét:

A fiiggvények ott lehet szélsGértéke, ahol az els§ derivalt nulla, vagyis

(1 _ g)”l (1 _ (”‘2”) x) —0 (2.25)

Konnyen észrevehetd, hogy a szorzat elsé tényezGje minden z € [0, 1] esetén nagyobb,

mint 0, tehat elegendd csak a masodik tényezét vizsgalni.

1
(53 oo
n—+1
1= .

SIE
2 —_
n+1_x

Mivel ebben a pontban a derivalt elGjelet valt pozitivrol negativra, ezért ebben a
pontban a fiiggvénynek szélsGértéke, maximuma van. Elvégezziik h, (z) vizsgalatat

a [—1,0) intervallumon is. Itt a fiiggvény a kévetkezs alakban irhato fel:

h () = —a (1__73‘3)”.

8



Ennek a fiiggvénynek is keressiik az szélsGértékét.

(1)) -

:—<1+g)n+(—x)-

e (e () ).

Lokalis szélséérték ott lehet, ahol

(Hg)”_l. (_1 _ (“‘2”) x> —0 (2.26)

teljesiil. Hasonléan, mint az el6bb, itt sem kell vizsgalnunk az els6 tagot, hiszen

minden z € [—1,0) esetén nagyobb, mint 0. A masodik tagot vizsgalva

_1_(”‘;1).1«:07 (2.27)

2
n+1

A fiiggvénynek ebben a pontban is maximuma van, hiszen a derivalt pozitivrol

ebbdl

(2.28)

negativra valt, tovabba értéke megegyezik a masik maximumértékkel. Ezek alapjan

megéllapithato, hogy

2 1 " 2

hy (x) = 1= < : 2.29

xg[ljii{l] (z) n+1 ( n+1> n+1 ( )

Ebbdl kovetkezik, hogy h, () < nL—l—l’ mivel |z| — p,(x) < h, (x) teljesiil, azért igaz
lesz, hogy

2
— () < ——. 2.30
o]~ palz) < (2.30)

Ebbdl az allitasbol egyértelmien kovetkezik, hogy p,(z) < |z|. Hiszen |z| és p,(z)
is nem negativak, tovabba |z| > p,(x), ezért |z| — p,(z) = ||z| — pn(z)|. Tehat
|z = pn(z) < D (2)
|2 = pn(2)] < hn (2)

Mivel minden ¢ > 0-hoz 1étezik olyan n € N, hogy %H < g, ezért teljestl, hogy:
[lz] = pn(2)] <. (2.31)

Vagyis a p, (x) polinom sorozat eleget fog tenni az elvarasainknak, miszerint jol
fogja kozeliteni |z|-et a [—1, 1]-en. Jeldlje a tovabbiakban p a polinom sorozat egy
olyan tagjat amelyre teljesiil, hogy egy rogzitett € > 0 esetén |p (z) —|z|| < € minden
x € [—1,1]-re.



Valasszunk egy olyan r szamot amelyre teljesiil a kovetkezd z;_ 1 —r < a < b <

x;_1 + r. Akkor a kordbban meghatarozott
i (r)=a; |z —xiq| +a;- (x —x;q) (2.32)

fiiggvényre és a
T —Ti
¢ (x) =a;r-p <T> +a;- (x —xiq) (2.33)

polinomra teljesiilni fog, hogy
|gi (2) — i ()] <as|r - e (2.34)

minden z € [z;_1 — r,x;_1 + r]-re. Miven [a,b] C [x;—1 — r,x;_1 + 1], ezért az allitas

igaz lesz minden z € [a, b]-re is. Képezziik a ¢ polinomot a koévetkezs modon:

q = i% + f(a). (2.35)

Felhasznélva ¢ definiciojat a kovetkezd egyenlStlenség irhato fel:

Soa() =Y eila).

Felhasznélva a haromszog-egyenlGtlenséget a kovetkezd allitas is igaz lesz:

PIACEDIAC

A 234 egyendtlenséget vizsgalva latjuk, hogy minden i esetén egyértelmien

lg(x) —g ()| < (2.36)

< Z |gi () — i (2)]. (2.37)

létezik egy |a;| érték. Jelolje M az eléforduld |a;| értékek maximumat, akkor teljesiil,

hogy
Z|qz($)—gpz(:1:)| <n-M-r-e. (2.38)
i=1

minden z € [a, b]-re. Jelolje k € RT azt az e-t6l fliggetlen konstanst, amely teljesiti
a kovetkez6t:
n-M-r<k. (2.39)

Mivel a ¢ polinommal tetsz&legesen kozelitheté a g torottvonalfiiggvény, és a

g-vel tetszélegesen kozelithets az f fiiggvény, ezért teljesiilnek az alabbiak:

g (@) — f @) ] < Jg(@) — g (&) | +]g (&) — f(2) | < (k+1)-¢ (2.40)

-~ -~

<k-e €

minden z € [a, b]-re. Vagyis a ¢ polinommal jol kozelithets az f fliggvény.

10



3. fejezet

Bernstein-polinomok

1. Definicié (Bernstein-polinom). Legyen f értelmezve a [0, 1] intervallumon. Ak-

kor az f-hez tartozoé n-edik Bernstein-polinom (n € N) a kévetkezd alakban irhato

fel:

Bu(f.) - Zf (5) (1)ea-or 3.

A késsbbiekben belatjuk, hogy B, (f,z) polinomsorozat tart f-hez, tovabba, ha
feltessziik, hogy f folytonos is a [0, 1] intervallumon, akkor a Bernstein-polinomok
sorozata egyenletesen konvergal majd az f fliggvényhez.

Ahogy arrol olvashatunk a [3] konyvben, Bernstein a rola elnevezett polinomokat
akkor fedezte fel, amikor a kovetkezd valoszintiségi problémat vizsgéalta. Legyen
adott két esemény A és B, amelyek magukba foglaljak a teljes eseményteret, tovabba
legyen A bekovetkezésének valoszintsége = € [0, 1], ebbdl egyértelmien kovetkezi,
hogy B bekovetkezési valoszintisége 1 — x. Tehéat annak a valoszintsége, hogy az A

esemény pontosan r-szer kovetkezzen be, a kovetkezd alakban hatérozhato meg:

n
r

Prn() = ( )xru — ) (3.2)

Ha jobban megvizsgaljuk a fenti Osszefliggést, akkor lathatjuk, hogy az alab-
bi egyenldség teljesiilni fog, p,,(z) = py—rn(l — x). Ennek igazolasahoz elegendd

kibontani a binomialis egytitthatot.

n!

)l’r(l —)" = ———a" (1) =

rl(n —r)!

n

Pra(T) = <

:(n—n—i“)!r!(l — )T = (n " T) (1—=2)""a" = pprpn(l — )

r

Legyen az A esemény bekovetkezésének valoszintisége xr = 0, ekkor annak a
esélye, hogy A legalabb egyszer bekovetkezzen 0, hiszen A a lehetetlen esemény.

Azonban a B esemény bekovetkezési valoszintsége (1 — z) = 1. Vagyis annak a

11



valoszintisége, hogy B n kisérletbdl n-szer eléfordul 1. Ezt gondolatot behelyettesitve

a korabbi Osszefiiggésbe kapjuk a kovetkezét:

pn,n<1) - pO,n(()) =1 (33)

Az x =1 eset hasonléan bizonyithato.
Az elkovetkez6kben megmutatunk néhény olyan eredményt, amely arra motival-
ta Bernsteint, hogy bizonyitast adjon Weierstrass-tételére.

Vizsgéljuk tovabb a p,, kifejezést.

p;n(:c) = (n) (7“ M=) 2" (=D (n - 1) (1 — a:')"”"’l) (3.4)

r

Tudjuk, hogy ha p,,-nek az z € (0,1) pontban lokélis szélsGértéke van, akkor ott

Pra(z) =0.

Hozzuk rendezettebb alakra a derivaltfiiggvényt:

r

(n> 1 —2)" " r(1—2) +2(=1)(n—71)) =0 (3.5)

Végezziik el az utolso tényezGben a zardjelfelbontasokat és az Gsszevonésokat, igy a

kovetkezd eredményt kapjuk

CL) @5(1 - 2”""‘1 (r —nz) = 0. (3.6)

Tehét a derivalt értéke csak akkor lehet 0, ha z = ~. Az is konnyen megfigyelhetd,
hogy ebben a pontban a derivéaltfiiggvény elGjelet valt, mégpedig pozitivrol nega-
tivra, ami pontosan azt jelenti, hogy a p,, fiiggvénynek ebben a pontban lokalis
maximuma van.

Ha atrendezziink a maximumbhelyre vonatko egyenl&séget, akkor azt kapjuk, hogy
r = nx. Legyenek x és n rogzitettek, tovabba legyen r* € N és jelolje a kovetke-
z6t r* = |nz|. Ennek segitségével meghatarozhatjuk azt a p,-, fliggvényt, amely

maximaélis lesz rogzitett x mellett. Tekintsiik a kovetkezd Gsszeget

irC)xm — ) (3.7)

r=0
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Hajtsuk végre az alabbi atalakitésokat:

En: r(:L) 2 (1 — )" =

Az utols6 egyenletben értéke ténylegesen 1, errél konnyen meggyézodhetiink, ha

hasznaljuk a kévetkezd helyettesitést, s :=r — 1 és k:=n — 1. Ekkor

> ()t -ap

s=0
aminek értéke a binomiélis tétel alapjan éppen 1.

Ezek alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy elég nagy n-re, és rozitett x esetén a

r ny n—r
=27 ()x (1=2)
kifejezés értékét elsGsorban az Osszeg azon tagjai fogjak befolyasolni, amelyekben r
kozel van r*-hodl
A tovabbiakban a Bernstein-polinomok néhany fontos tulajdosagat mutatjuk

meg. Koénnyen meggondolhato, hogy a [0, 1] intervallum végpontjaiban ezek a poli-

nomok és az eredeti fliggvény helyettesitési értéke megegyezik azaz

B (f,0) = f(0)  Bu(f,1) = f(1).

Zf( ) Pran(0). (3.8)

Korabban lattuk, hogy minden r # 0 esetén a p,,(0) = 0, igy az Osszegben az

egyetlen nem nulla tag éppen

F(2)mao =1 (2) 1= s

Hasonlban igaz, hogy

n

Ba(F. 1) = 32 (%) pral). (3.9)

r=0

LA [3]-ban egy ehhez hasonlo gondolatmenet szerepel.
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Ebben az dsszegben éppen p,, (1) lesz egyediil nem nulla.

Az is konnyen igazolhato, hogy az f(z) = c konstans fliggvény is elgéllithato
ezen polinomok segitségével.

B.(f,x) = if <%) (:) (1 —z)" " =

Az utolsd szumma értéke 1 koszonhetSen a binomidlis tételnek.

Vagyis tényleg
teljesiil, hogy:

c- Z (:) 2(1—x)""=c ,azaz B,(c,z) =c (3.10)
r=0

J/

-~

=1
Miutan megmutattuk, hogy a konstans fiiggvényt elGallitjak a Bernstein-polinomok,
akkor logikusan az a kérdés kovetkezik, hogy vajon hogyan viselkednek az f(z) = z

fliggvény esetén.

Legyen f(x) = z, akkor a hozzéatartozo Bernstein-polinom a kovetkezs:

n

Bu(v,0) =Y (%) (n) 2 (1— )" (3.11)

r
r=0

Annak bizonyitasara, hogy ebben az esetben is az eredeti fiiggvényt fogjak els-
allitani, a kovetkezd atalakitasokat kell végrehajtani.

()

B (n—1)! B (n—1)! B
=D n—r—1+1" r-D!-(n—=1)—(r—-1)

_(n—1
\r—1)°
Vagyis a kordbbi egyenlet a kovetkezd alakba irhato at:

Bu(z,2) = xé (’;: i) 21— 2) (3.12)

Legyen s = r — 1, tovabba szumma felsGhatarat kicseréljiik n — 1-re, ekkor a
kovetkezd formahoz jutunk:

Buea) =2 S (” - 1> 2 (1 — )1 (3.13)
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A fenti egyeneletben a masodik tényezs egyenld eggyel a binomialis tétel miatt.
Az eddig latottak alapjan jogosan kovetkeztethetiink, arra hogy tetszéleges li-
nearis fiiggvény is elGallithaté a Bernstein-polinomok segitségével. Ehhez elegendd

megmutatni, hogy teljesiil a kivetkezo feltétel

Bu(Af + ng) = ABu(f) + p1Bn(9), (3.14)

vagyis mikor egy fiiggvényhez hozzarendeljiik a Bernstein-polinomjat, azt tekinthet-
jiik linearis leképezésnek.

Legyenek f, g a [0, 1]-en értelmezett fiiggvények, tovabba legyen A, u € R. Ekkor:
Ba(Af + pg,x) = 2:(; (Af (%) + g (%)) (Z) r'(1—z)"" =
=S () M)y o (5) () -
r=0 r=0
B () ()i () (7)o
r=0 r=0

= AB,.(f,z) + uB,(g, ).
A linearitason kiviil tovabbi fontos tuljadonsagokkal rendelkezik. Példaul:

4. Allitas. Legyenek f, g a [0, 1] intervallumon értelmezett fiigguények. Ha teljesiil,
hogy f(z) < g(x) minden x € [0,1] esetén akkor az aldbbi is teljesiilni fog minden
z € [0,1] esetén:

B,(f,x) < B,(g, ) (3.15)

Bizonyitds. A allitas helyessége konnyen igazolhat6. ElsS lépésben azt kell megmu-
tatni, hogyha valamilyen h [0, 1]-en értelmezett fiiggvény esetében teljesiil, hogy ha
h(z) > 0 minden x € [0, 1]-re akkor az is teljesiilni fog, hogy B, (h,z) > 0 minden
x € [0, 1] esetén.

Ez valoban teljesiil, hiszen ha h(z) > 0 akkor nyilvan teljesiilni fog, hogy h(%) >
0, ahol k£ € {0,1,...,m}. Ekkor viszont B, (h, x) egy nemnegativ tagokat tartalmazo
osszeg, vagyis By, (h,z) > 0.

Legyen f(x) < g(x), ekkor

g(x) — f(z) =0 (3.16)
Az el6bbi gondolatmenet alapjan, és felhasznélva a linearitast kapjuk, hogy

0 < Bu(g = f,2) = Bu(g, ) — Bu(f, ) (3.17)
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Az egyenlétlenséget atrendezve, éppen a bizonyitandé allitast kapjuk.

O

Lattuk, hogy konstans és linearis fiiggvényeket nem csak kozelitik, hanem el is
allitjak a Bernstein polinomok.

A kovetkezd 1épésben azt vizsgaljuk, hogy miként viselkedik egyéb esetekben.
Vizsgaljuk, hogy mit mondhatunk akkor, ha f(r) = x?. Ennek megmutataséihoz

elGszor a kovetkezs esetet kell vizsgalnunk:

B, (x <x _ %) g;) - Tno % T = 1 (:)x’”u ) (3.19)

Mivel szumma mogott 1évs kifejezés r = 0 és r = 1 esetén eredményiil 0-t ad, ezért

az r futdindex indithaté r = 2-r6l. Tovabbé a kordbban mar bizonyitott atalakités

alapjan kapjuk, hogy
r—1(n _7’—1 n—1 B
n r] n r—1)
_n—l r—1/n-1 _n—l n— 2 B
on n—1\r—1/ n r—2)
-0
n r—2
1 . 1 n—2 r n—r
Bn(x(x—ﬁ),x>:;(1—ﬁ)(T_Q)a:(l—x) : (3.20)

Definialjuk j a kévetkezd modon: j := r — 2. Helyettesitsiink be a fenti egyen-
letbe.

S

Vagyis

Vizsgéljuk meg ezt az esetétet egy kicsit masként is.

(- 1) e) = (s L) -



Az utolso egyenletet atrendezve kapjuk, hogy

1 1
Bn(xQ,x):Bn(:p<x——),x)—|——x:
n n
(1=5)
=(l—=)2"+ —u.
n n

Eredményként azt kaptuk, hogy a Bernstein-polinomok nem allijak els az x? fiigg-

vényt, de kovetkezd alakon

B, (2, x) =2 + %m(l — ) (3.21)

lathato, hogy ha n — oo akkor B, (2%, z) egyenletesen tart x-hez.

3.1. Az approximaciés tétel bizonyitasa

Bernstein-polinomokkal

A fenti példak jol mutatjak, hogy ezek a polinomok, képesek elGallitani egyes
fiiggvényeket, vagy kell6en kozeliteni azokat. Felhasznélva ezeket a példakat és
kovetve az [I]-ben talalhatoé bizonyitas lépéseit megmutatjuk, hogy tetszdleges f
[a, b]-on folytonos fiiggvényt tetszolegesen kozelithetiink.

Legyen h a [0, 1]-on folytonos fiiggvény. Felhasznalva a zart intervallumon foly-

tonos fliggvényekrdl szold Weierstrass-tételt definialjuk M-et a kovetkezSképpen.
M = maxo 1| h(z)|. (3.22)
Akkor kénnyen meggondolhat6, hogy minden s, ¢ € [0, 1] esetén telejsiil, hogy
IA(t) — h(s)| < 2M. (3.23)

Tovabba Heine-tételét . Tétel) alkalmazva kapjuk, hogy h egyenletesen foly-

tonos a [0, 1] intervallumon. Vagyis minden £ > 0 esetén léltezik § > 0 , hogy
IB(t) — h(s)| < g (3.24)

, ha
|t —s| <. (3.25)

Abban az esetben, ha [t — s| > 0 akkor rogzitett 5 mellett a fenti becslés nem

teljesiil. Ennek korrigalasédra hajtsuk végre a kovetkezs atalakitasokat:

_ _ 2
|t—s|25:|tf;3|21:@5—;)21 (3.26)
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Ezt kovetGen noveljik meg a|3.241 egyenlet jobb oldalat a kovetkezd kifejezéssel:
“(t—s)2 (3.27)

Az igy kapott becslés mér igaz lesz minden régzitett 5 > 0 mellett tetszbleges
s,t €0, 1]-re.
2M
Ih(t) — h(s)] < g + (=) (3.28)
Legyen s rogzitett. Vizsgaljuk a fenti becslést elGszor a h (t) > h (s) esetben, akkor

2M
+ W(t — S>2.

Vegyiik mindkét oldal Bernstein-polinomjat, tovabba hasznéljuk a . Allitast és a

h(t) — h(s) <

DO ™

Bernstein-polinomok linearitasat, ekkor azt kapjuk, hogy

Bu(h;s) — By(h(s); s) < B, (% s) + 25—]‘an ((t = 9)%s).

Felhasznélva, hogy ezek a polinomok elgallitjék a konstans fliggvényt (3.10] egyen-
let), az alabbi alakhoz jutunk:

2M
By(his) = h(s) < 5+ =By ((t = )% s)
Hansoloan biznyithato, hogy ha h (s) > h (t) ,akkor a

kifejezésen elvégezve a fenti mtveleteket, az aldbbihoz jutunk:

+ ﬂBn ((t — 5)%; s) )

5
h(s) — Bn(h;s) < 5T 5

Osszegezve a kapott eredményeket, azt mondhatjuk, hogy

|B,(h;s) — h(s)| < g + %S—AjBn ((t—s5)%s). (3.29)

Tudjuk, hogy (t — s)> = t*> — 2ts + s®>. Felhasznalva, a Bernstein-polinomok
linearitasat kapjuk, hogy

B, ((t—s)%s) = B, (t*,s) —2sB, (t,s) + s°B, (t, ) (3.30)
Tekintve a korabban kapott eredményeket, azaz
B, (*,s) ="+ %3(1 —3),
—2sB, (t,s) = —257,

s’B, (t,s) = §*
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Ezeket 6sszegezve kapjuk, hogy

B, ((t—1s)%s) = 5(1T_S) (3.31)

Az eredményt behelyettesitve az alabbi Gsszefliggéshez jutunk.

e 2M-s(1—s)
St (3.32)

Konnyen belathatjuk a két tagt szamtani-mértani kézép egyenlétlenség segitsé-

[Bn(h; s) = h(s)] <

gével a kovetkez§ Osszefiiggést

1
0<z(l—2x) < 1 (3.33)
Vagyis tovabb folytatva a becslést kapjuk, hogy
e 2M-s(l—=s) e 2M ¢ M

B,(h;s) —h <-4 — < - —— == . 3.34
[Balhis) = hs)l < 5+ —— 5 > Tz 2 g (3:34)

Definidljuk ey-at a kévetkez6 modon:

€

€= (3.35)

Ha el tudjuk érni, hogy Y
5,57 < &y, (3.36)

akkor megmutattuk, hogy a Bernstein-polinomokkal tetszélegesen kozelithetiink egy
a [0, 1] intervallumon folytonos fiiggvényt. A egyenletet atrendezve kapjuk,
hogy ha

n >

T (3.37)

legyen ng a feltételnek eleget tevs koszobindex, akkor teljesiil amit szerettiink volna,
vagyis:
|h(s) — Bpy(h, s)| < e. (3.38)

Felmeriilhet a kérdés, hogy mégis hogyan bizonyitottuk Weierstrass-tételét, hi-
szen a bizonyitas és a definiciok soran végig a [0, 1] intervallumon dolgoztunk. Persze
a valasz kézenfekvs, hiszen megfelel§ fiiggvénytranszformaciokkal, egy tetszdleges
[a, b] intervallumon értelmezett folytonos fliggvényt leképezhetiink a [0, 1] interval-
lumra.

Ebben a specilis esetben definialjuk a p,(z) polinomot, ugy hogy

pn(z) = By (f, H) : (3.39)

Az igy elGallitott p, polinom teljesiteni fogja, hogy minden £ > 0-ra és minden

x € |a, b] esetén egy elég nagy N kiiszobindextdl kezdve
|f(x) = pn(2)] <& (3.40)
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Utolso lépésként megoldjuk a [LTS| kényv 11.2,11.3 és 11.4-es feladatait.
11.2 Kozelitsiik az f(x) = |z| fiiggvényt [—1, 1]-ben a B, (f, x) Bernstein-polinomokkal
n = 4,5, 6-ra.

Legyen ¢ : [0,1] = R, g(x) = |2z — 1|. Konnyen ellendrizhets, hogy g éppen f

[0, 1] intervallumra transzformalt alakja.

n = 4-re

N

(1 —2)t = 1 — 4z + 62% — 42® + 2*

s
=}

W

- (1—a) = 27 — 62% + 62° — 22

s

IR B~ O
—_

W

2t (1—a)t = 227 — 22*

s
w

YRS
W

N— N

- (1—2)° = rt

Q

K
S~ N/ N7 N -7 N7 N

W

/\/\@/—\/—\
N N
8
(Y]

—
|
=
[N}

I
o

—2z4 + 493 — 20+ 1

n = 5-re

(@)

2 (1—2)° = 1 — 5z + 102% — 102° + 52 — 2°

s
=)

ot

ot (1—x2)t = 3v — 122% + 182° — 122" + 32°

Q
—_

222 — 623 + 621 — 22°

ot

23 (1—2)? = 22° — 4a* + 22°

Q
w

ot

xt-(1—a)t = 3zt — 32°

N
W

/‘\/‘\/‘\ﬂ/‘\/\
N
S
[\
—
—_
|
5]
S~—
w
Il

U Ot Ul ks UMW g Ot~ ol O
ot

D e W U U

28 (1—2)° = z°

S}

Q
7~ N/ N7 N7 N7 N N

ot

—2a0t + 423 — 22+ 1
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N
I
N
—
@

2% (1 -2 = 1—6z+ 1522 — 202% 4 152" — 62° + 2F

<
(=)

ot (1—2)° = 4w — 2027 + 402° — 402" + 202° — 42

Q

Q
DN D= DO

c?(1—2)' = 5% — 202 + 302" — 202° + 5a°

cat - (1—2) = 5x' —102° + 52°

Q

2 (1—2)t = 4a° — 428

Q
ot

/‘\/\/‘\ﬂ/\/‘\/‘\
N " N~
S
w
—

[—
|
)

S~—

w
Il
o

2t (1—2) = "

S}

Q
7~ N/ N/ N7 N7 N7 NN

DD DU D= W

A e A W A A A

426 — 1225 + 1024 — 220 + 1

0,84 0,81 0,81
0,64 0,6 0,61
4 4 047

0.2 0,2 0,2

-1 -0,5 0 0,5 1 -1 -0,5 0 0,5 1 -1 -05 0 05 1

3.1. abra. Az |z| fliggvény kozelitése Bernstein-polinomokkal n = 4,5, 6-ra.

11.3 Adjuk meg az f(x) = e** fiiggvény Bernstein-polinomjait [a, b]-ben.

11.4 Adjuk meg f(z) = cosx Bernstein-polinomjait [—’—2’, g]—ben.
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4. fejezet
Csebisev-polinomok

Felhasznélva a [2] konyv allitasat, legyen f(x) = a™, akkor létezik olyan P*
legfeljebb n — 1-ed foku polinom, amely a lehets legjobban kozeliti f-et a [—1,1]

intervallumon. Vagyis teljesiil, hogy

|f = Pl < |f = Pl (4.1)

Az igy elkészitett kiilonbségfiiggvény =" — P

¥ _1, maga is egy polinom, amely n-

ed foku, tovabba f6egytitthatoja 1. A készités modjabol az is kovetkezik, hogy ez a
fiiggvény lesz az 1 f6egyiitthatoju n-ed fokd polinomok koziil az amelyik a legkevéshé
tér el a g(z) = 0 fiiggvénytdl a [—1, 1] intervallumon. Ezért szokas a 0-t6l legkevéshé
eltérd polinomnak is nevezni.

Bizonyithato, a kovetkez6 egyenlGség:

1
" =P = o1 cos(narccosz), x € [—1,1] (4.2)

2. Definici6. Az n-ed fokiu Csebisev-polinomot a kévetkezd alakban adhatjuk meg,
és T, (x)-szel jeloljiik:
T,(z) = cos(narccosz), x € [—1,1] (4.3)
Felmeriilhet a kérdés, hogy ebbdl alakbol miként lehet elkésziteni az n-ed foku
polinomot. Ismert a kovetkez§ azonossag:

it | it
cosx = % (4.4)

tovabba tudjuk, hogy
e = cost +isint. (4.5)

Az is kdnnyen belathato, hogy

isint = v/ —sin®t = Vcos2t — 1. (4.6)

23



Jelole 6 = arccosx. A [2] definicion alkalmazzuk a [4.4] és egyenleteket,
ekkor azt kaptjuk, hogy:

T, (z) = cos(nbh) =

el 4 =m0 (cos® +isinf)" + (cosf — isin )"

2 2
(cos@ + v/cos? 0 — 1)" + (cos — +/cos?2 0 — 1)"
2

Végiil 6-t behelyettesitve azt kapjuk, hogy
T.(z) = <<x+\/x2—1> +(x—\/:1:2—1> > (4.7)

Az igy kapott kifejezés tényleg polinom, hiszen a gyokjel elttinik, ha paros kitevivel
rendelkezik, ha paratlan kitevén szerepel, akkor pedig van egy ellentétes elGjeli

parja, igy kinullazodik.

4.1. Az approximacios tétel bizonyitasa

Csebisev-polinomokkal

Legyen T,,+1(x) = cos ((2n + 1) arccos(z)) egy 2n+ 1-ed foktu Csebisev-polinom.
Koénnyen ellenérizhets, hogy T5,+1(0) = 0 azaz a polinom szorzatalakjaban szerepel
& szorzo tényezéként. Igy nyugodtan le is oszthatunk vele. Ezt kovetSen definialjuk
a kovetkezd 4n-ed foka polinomot.

Ko(a) = 1 <Cos ((2n + 193) arccos(a:)))2 | (48)

ahol

- /_1 (COS((Qn +1) arccos(a:))>2 . (49)

1 T

Ebbél nyilvan kdvetkezik, hogy

/1 K,(x)dx = 1. (4.10)

Mivel K, (z) péaros fiiggvény, ezért 7,-et szamithatjuk a kévetkezé modon:

- 2/01 (COS((2n+ 1)arccos(m)))2dx. (411)

T

A tovabbiakban arra lesz sziikségiink, hogy megmutassuk, hogy v, > n. Ahhoz,
hogy ezt megtehessiik sziikség van a kovetkezs egyszerti Osszefliggésekre:

1. arccosz = § —arcsinz, ha 0 <z < §
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2. sinx <z, hax >0

3. sinz > 2z, ha z € [0, %]

Els6 lépésként hasznaljuk az [I] Osszefiiggést.

- /01 (cos (2n+1) arccos(x)))Q L

T

_ 2/1 <cos (2n+1) (5 - arcsinx))) L.

X

Az igy kapott kifejezés szamlalojat tovabb alakitjuk a megfelel trigonometrikus

Osszefiiggések segitségével.

™

cos ((Qn +1) (g — arcsin x>> = cos <(2n +1) 5 (2n + 1) arcsin :v> =

= cos ((2n +1) g) cos ((2n + 1) arcsinz) + sin <(2n + 1)%) sin ((2n + 1) arcsin z).
Egyszertisitve az el6z6 egyenlGséget azt kapjuk, hogy

cos ((Qn +1) (g — arcsin x)) = (—1)"sin ((2n + 1) arcsinz) (4.12)

Vagyis

T

- 2/01 ((—1)"sin((2n+ 1)arcsinx))2 " (4.13)

A négyzetre emelés miatt a —1-szeres szorzo elhagyhato. Hasznéljuk a kovetkezd

helyettesitést arcsin x = %, ekkor az integralando kifejezés a kivetkezs alakban irhaté

fel: )
™ [sin ((2n+1)%
%:/ (sm ((2n + )2)) cos%dt (4.14)
0

ot
Sll’l2

Eddig ekvivalens atalakitasokat hajottunk végre, most alulrél fogjuk becsiilni a fenti

kifejezést.

2 2
™ (sin ((2n + 1)L t mat [sin ((2n+ 1)L t
/ (m((@t >2)> Cos—dt>/2+1<m((.nt >2)> cos — dt
0 sin 5 2 0 sin 2

>/2+ (n+1)§2)° 1 @n+1? = 2l
0 12 2 w2 2n+1 T

A mésodik becslésnél felhasznaltuk a 2] és a[3] Osszefliggéseket, tovabba azt a

tényt, hogy v = 2 és méar n = 1-re is

1 t T
=< —<1,hate |0
o SPg=hm G{’2n+1}
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A kapott eredményt felhasznalva konnyen megmutathatéﬂ hogy minden § €
(0,1) esetén,

/;Kn(x)dg;:/:%(COS((2n+1l,)arCCOS(x ) dr <+ /—dx<— (4.15)

Eddigi eredményeinket felhasznalva attérhetiink a Weierstrass-tétel bizonyitésara

(1] tetel). Legyen g egy a [—1, 1] intervallumon folytonos fiiggvény. Ekkor definialjuk

az f [—2,2] intervallumon folytonos fiiggvényt a kovetkezSképpen:

g(—=1) ,ha xe€[-2,-1]
f()=< g(z) ,ha z¢€(-1,1) (4.16)
g(1) ,ha z€]l,2]

Ekkor Heine-tétele . tétel) alapjan tudjuk, hogy f egyenletesen is folytonos a
[—2, 2] intervallumon. Ekkor minden € > 0 esetén létezik olyan 6 > 0, 0 < ¢ < 1
hogy ha z,y € [—2,2] és |z — y| < J, akkor

€
|[f(z) = Fy)l < 5 (4.17)

Definialjuk a kovetkezd legfeljebb 4n-ed foku polinomot (n € N).

/ 0 (t_x) dt. (4.18)

Alkalmazzuk P,-en a kévetkezs helyettesitést: u = (t — x)/3.

Pala) = [ G+ o)) d (4.19)
Felhasznélva a [4.10, egyenlGséget kapjuk, hogy
/ f(@) K, () dp = f(x). (4.20)
Legyen x € [—1, 1], és tekintsiik a kovetkezo kifejezést:
|f (2) = Pu ()],
a és ad.19 egyenleteket felhasznalva, az el6z6 kifejezés igy irhato fel:
2-2
[r@ran- [ seeorad. s
- 5
Valasszuk tgy d-t, hogy teljesitse a korabbi feltételt, vagyis
ha [z —y| < d, akkor |f (z) — f(x)] < g, (4.22)

illetve teljesiiljon a kovetkezd két feltétel is 0 < 2 — z, illetve —) > —2 — .
Felhasznélva a [LTS| 12.39-es és 12.40-es tételeit, megfogalmazhatjuk a kovetkezs
allitast.
LA 2] 1épéseit kovetve
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5. Allitas. Ha h(z) integrdlhatd, egy [a,b] intervallumon, amelyet felosztunk rész-

mtervallumokra az aldabbt mddon

a=ay<a1 <...<a,=b,neN,

akkor teljesiil, hogy

/abh (2) do = §/+ h(z) d. (4.23)

Ezen allitas felhasznéalasaval a [4.21] egyenlet igy irhato fel:

!f(x)—Pn(:v)|=‘/_3f(x) du+/ £ (2) Ko (1) dp +

/f —/f f -+ ) Ko (1) i

—x

P But ) K ( du/ £ G+ 2) Ko (1) dpl

_3
3

Ezt rendezve, illetve Gsszevonva a tagokat kapjuk, hogy

|f(z) = Pu(z) :‘( Uy ) ) f () Ky (1) dpt

+ f (@) Kn (1) — f Bp+2) K, (@) dpt

)—f(3u+fﬂ)Kn(u) dp

Ha a tagoknak egyenként veszem az abszolut értékét, akkor egy fels6 becslést kapok

|f () — P, (x) |-re, vagyis
|f(z) = Py(2)] < ( _3+ )f(q;) K, (1) du

+ [ (@) Ky (1) — f (Bu+ ) Ky (1) dpe

+( R 3>—f(3u+x)Kn(u)du

|
N
|
8
Wl

Felhasznalva, hogy K, (1) paros fiiggvény, illetve a |[LTS| 12.38-as tételének egyik

[o@arl< [To)
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tovabb folytathatjuk a becslést. Igy kapjuk a [2]-ben is szerepl alakot

|f(z) = Pu(z)] < </:+/ ) | F(2)| K (1) dpet

" / (@) — F Byt 2) [ Ko() dpit

* (/___;;)*LZ?}) 1F (3 + )| K (1) dps

Heine-tétele alapjan a jobboldali 6sszeg masodik tagjat feliilrél becsiilhetjiik az
(4.24)

Wl

e /3
5/ K (p) dp
-4

kifejezéssel. Ismét hasznalva K, (z) paritasat, illetve azt, hogy minden z € [—1, 1]

esetén nagyobb, mint nulla az is teljesiil, hogy

£ g € !
Ea(pydp <5 | Ka(p)dp.
-1

2 /-
A maradék két tag becslésénél is felhasznaljuk, hogy K, (i) paros fiiggvény. Jelolje
M az |f| fiiggvény maximumat a [—2,2] intervallumon. Igy fenti sszeg elsé tagja

(4.25)

[S[S9)

feliilrsl becstilhetd a .
201 [ Ko dp

5

3

kifejezéssel.
Az utolso tag becslésénél azt hasznéaljuk még fel, hogy = € [—1,1]. Hiszen ekkor

—2—x
3

2_
L —1.

— Imax

max

Azaz a harmadik tagra is hasznalhato a
1
2M/ K, (p)dp (4.26)
o)
3

becslés.
Osszegezve a eddigi eredményeket azt kaptuk, hogy

|f(z) = Pu(z)| < g/_l Ko, () dpp+2 - <2M/g Ka(p) du>

.

(4.27)

|eo

TV
<oM

=g

n

t\)l\lm <

Az els§ tagnél a egyenletet hasznaltuk fel, mig a masodik tagnal a [4.15]

egyenlGtlenséget, ennek eredményeként azt kaptuk, hogy
3
(4.28)

[F(2) = Pula)] < 5 +4M =,
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Ha n elég nagy és « € [—1, 1], akkor teljesiilni fog, hogy
|f(z) = Pu(x)| < e (4.29)

Ezzel bizonyitottuk az allitast a [—1, 1] intervallum esetén, természetesen a megfelels

atalakitasokat elvégezve az allitas igaz lesz tetszdleges [a, b] intervallumra is.
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