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Miért valasztottam ezt a témat?

Egészen fiatal korom oOta kornyezetem nagyon kreativnak tart. Mar altalanos
iskolaban kialakult bennem a matematika szeretete. Egyre tobb dolog érdekelt, de
nagyon sok esetben kérdéseimre nem kaptam kielégitd valaszt. A tandrdkon nem
kaptam kiemelt figyelmet, plusz feladatokkal nagyon ritkan tudtam foglalkozni. A
kozépiskoladban fakultacids csoportba jartam, hetente kettovel tobb orank volt két évig,
matematika versenyekre is jartam, de a versenyekre valo felkészitést egyik tanarom sem
akarta vallalni. Tobbek k6zott a matematika iranti érdeklddés mellett csalodottsagombol
fakadoan i1s az a gondolat fogalmazodott meg bennem, hogy tanarnak jelentkezzek.
Minél kozelebb keriiltem az érettségihez, annal konnyebben jottem ra tételek
bizonyitasara ondlldan €s valtak a feladatok egyre konnyebbé. Ez megerdsitette bennem
azt a gondolatot, hogy helyem lenne ezen a palyan.

Elsés kozépiskolasként ismerkedtem meg a Geogebraval, innentdl kezdve
sokféle feladatndl, 0j tananyagnal hasznaltam mind k&ézépfoki, mind felséfoka
tanulmanyaim soran. Nagyon sokszor gyorsan megkaptam egy-egy feladat megoldasat
otthon, majd az o6rdk ¢&s gyakorlatok alkalmaval a helyes eredményen kiviil a
megoldasig vezetd utat is kovetkezetesen vazoltam. Midta a Geogebrat hasznalom,
megfigyeltem, hogy elonyosebb helyzetben vagyok sokaknal, mert szdmomra nem
jelent gondot egy-egy feladat elképzelése, megjelenitése, Osszefiiggések észrevétele.
Természetesen a programot szabadidOmben is gyakran hasznalom, feladatokra és
tételekre keresek konnyen lerajzolhatdé megoldast, bizonyitast, amelyeket a
kezdblépések utan barki konnyen be tud fejezni, vagy végignézve azt valami Gjra johet
rd. Mivel egyre népszerlibb a Geogebra, a kivetitdk, interaktiv tablak is egyre
elterjedtebbek, €s a szamitogép-hasznalok tabora is igen népes, ugy gondoltam, én is
leirom ezzel kapcsolatos észrevételeimet, Otleteimet.

Szakdolgozatomban a Geogebra hasznalhatosdgat vizsgalom abbol a
szempontbol, hogy mutat-e valami érdekeset, ujat, szokatlant vagy meglepdt.
Szakdolgozatomban harom részegységet kiilonitek el. Mutatok nehezebb feladatokat,
melyek a megoldasat és bizonyitasat is jelentdsen segiti a program. Majd az ellipszis,
hiperbola és parabola részeit is megjelenitd szerkesztési feladatokrdl irok, melyek
beleférnének a kozépiskola tananyagéba, iskolankban azonban nem hallottunk roluk.

Végiil olyan egyszeriibb feladatoknal vagy bizonyitasnal hasznalhato szemléltetéseket



mutatok, melyek utan a tanuld gy érezheti, kielégité valaszt kapott, és talan az ora
hangulatat is kicsit javitjadk. Szakdolgozatommal a célom egy olyan munkat kiadni
kezeim koziil, melybdl a Geogebrat hasznald matematikatanarok Gtleteket merithetnek,
szerethetdbbé tehetik oraikat.

Ezuton szeretném megkdszonni Csikdés Baldzs tanar trnak, hogy vallalta a
témavezetést, a téle kapott tandcsokat, otleteket, észrevételeket és kritikédkat, melyekkel

hozzajarult munkam készitéséhez.

Néhany sz6 a Geogebrarol

A Geogebra egyre elterjedtebb dinamikus program a matematikatanarok, ¢€s
tanulok korében. Ingyenesen letdlthetd a geogebra.org internetes oldalrol. Széles korben
hasznalhat6 feladatok megoldéasara, ugyanis geometriai szerkesztéseket lehetové tevo
rajzlappal €s algebrai ablakkal is rendelkezik, innen ered a neve is.

Szakdolgozatom irdsa alatt a Geogebra 4.0.30.0-s verziot hasznaltam, az ennél
korabbi verzidkban nem biztos, hogy minden szerkesztés kivitelezhetd. Minden
szerkesztést alaposan részletezek, lépésenként reprodukalhatéva téve azokat, tovabba
minden feladathoz legaldbb egy dbrat csatolok is az ellendrzéshez. Munkdmban a
Geogebra altal hasznalt jeloléseket haszndlom, sokszor ugy irok le dolgokat, ahogy azt a
programba is beirhatjuk. A szerkesztéseknél tobbnyire a Geogebra automatikus
elnevezéseit hasznalom, de ahol ez zavard lehet, atnevezem Oket. A szakdolgozat
olvasata kozben javaslom a program szimultdn hasznalatdt. Munkdm megértése, a
feladatok elkészitése nem igényel jelentds jartassagot a program hasznalatat illetden, de
mindenképpen elony, ha az olvasé tudja, mit hol keressen, ugyanis néha bonyolultabb

eszkozoket alkalmaztam.



Valogatott versenyfeladatok

Az alabbiakban 7 olyan feladatot mutatok, ahol a Geogebra segitségével gyorsan
megoldhatunk nehezebb feladatokat. Valamennyi feladat szovege utan a programmal
valo megjelenités Iépéser kovetkeznek, azt kovetéen a feladat megoldasa vagy

bizonyitasa, végiil egy rovid dsszefoglalo, esetleg itmutatas orai alkalmazashoz.

C. 1037.

Egy félkor koré irt egyenldszarth haromszog alapja az atmérd egyenesére esik, szarai

pedig érintik a félkort. Az ilyen haromszogek koziil melyiknek legkisebb a teriilete?
A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel az A(1,0), B(-1,0) és C(0,0) pontokat.
Rajzoljuk meg a B-hez és A-hoz tartozo c félkorivet.
Vegylink fel egy D pontot c-n, €s az y-tengelyre vonatkozd D’ tiikorképet.

Huzzuk meg D-bdl és D’-bd1 a c-hez tartozo érintdket, a-t és b-t.

A

Vegyiik fel a és b metszéspontjat E-t, tovabba az x-tengely metszéspontjait a-val
és b-vel, F-et és G-t.

Rajzoljuk meg a CD szakaszt, d-t.

Vegyiik fel az EFG haromszoget, poligonl-et.

Mozgassuk D-t c-n, és figyeljiilk meg poligon] teriiletét.

A A

A késobbiekben vegyiik fel EFC korilirt korét, h-t, ha sziikséges.
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1. abra. KéMaL C. 1037. feladathoz magassagtétel



A feladat megoldasa:

D-t c¢c-n mozgatva megkaphatjuk az 0Osszes feladatnak eleget tevé hdromszoget
(amennyiben D nem esik a tengelyekre). A mozgatas soran poligonl teriiletét figyelve a

derékszogl egyenldszaru haromszog teriilete adodik a legkisebbnek.
Bizonyitas:

Az eredeti hiaromszog teriilete megegyezik a két részharomszog EFC és EGC
teriiletének 6sszegével. Az EFG haromszog szimmetridja miatt ezek teriilete egyenld €s
megegyeznek az eredeti haromszog teriiletének felével. Az EFC haromszog teriilete (D
a c-n B-hez legyen kozelebb) az EF oldalhossz és d magassadg szorzatanak fele, d

allando, tehat EF minimumat keressiik. Az EFC derékszogli haromszogben DC az

atfogohoz tartozd magassdg, a magassagtétel szerint: VED-DF =d, tovabba
ED+DF=EF miatt alkalmazhaté a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenldtlenség
EF minimumanak meghatdrozasdhoz. Amennyiben a tanuloknak nem jut esziikbe a
tétel, végezziik el a 9. Iépést is (h vagyis EF Thalesz-korének megjelenitése), mellyel a

két szakasz (ED és DF) mértani kozepét szemléltetjiik.
Osszefoglalas:

Altalaban a beirt kords feladatoknal elészor az alakzatot rajzoljdk meg, majd koriilbeliil
berajzoljak a beirt kort. Bar ez a feladat félkorrdl szol, lehet, hogy az eldbbiek szerint
jarna el tobb didk. Ha ily modon kozelitjiik meg a feladatot, az kevésbé célravezetd.

Gyorsan eredményre az érintési pont vizsgalataval juthatunk.

C. 1084.
Az y*=4x egyenletii parabola hiirjat a P(8;4) pont 1:4 aranyban osztja. Adjuk meg a hir

végpontjainak a koordinatait.

A feladat megjelenitése Geogebraval:



1. Vegyiik fel az A(8,4) pontot és irjuk a parancssorba: y"2=4x, ezzel felvessziik a
c parabolat.

2. Vegyiik fel a B pontot c-n és a C(0,0) pontot.

3. Alkalmazzunk centralis nyQjtast B-re és C-re, valamint c-re A-bol -4-es
arannyal, a képpontok B’ és C’, valamint a ¢’ parabola.

4. Mozgassuk B-t ugy, hogy B’ a parabola egy-egy metszéspontjanal legyen, ¢és

olvassuk le B koordinatait.
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2. abra. KoMaL C. 1084. feladathoz nytjtas
A feladat megoldasa:

Centralis nyujtast alkalmazva a parabola pontjaira megkapjuk azon B’ pontok képét,
amikre a BAB’ osztoviszony 1/4 (masképpen: amikre BB’-t A 1:4 aranyban osztja).
Ezen képpontok kozott keresiink olyan(oka)t, amely(ek) c-n is rajta van(nak). Vagyis ¢

€s ¢’ metszéspontjait keressiik. A ¢’ parabola egyenletéhez sziikségiink van a

talppontjanak C’ koordinatdira, ami (40,20). Ezt kell beirnunk ¢ egyenletébe a -4-es
nagyitdssal: az y’> =4x egyenlet valtozoit osszuk el -4-gyel, x helyébe x-40-et, y
helyébe y-20-at irva és a nevezokkel beszorozva: (y —20) = —4-4(x — 40)

A zarojeleket felbontva és ¢’ egyenletébe c-t beirva:



17 40y +400 = —4 - 4x + 640 = —4 - 1> + 640
5y% —40y —240=0

40+ /1600 + 4800

Vi 10
A kapott eredményt c egyenletébe irva két képpontot kapunk: (36,12), (4,-4). A

=418

képpontok parjait megkereshetjiik, ha a nyajtast elvégezziik visszafelé, A-t az origdba
mozgatjuk, a koordinatakat elosztjuk -4-gyel, majd A-t a helyére mozgatjuk. A
képpontok  dsképei:  (1,2), (9,6). A  keresett hurok  végpontjaikkal:
[(1,2),(36,12)1,[(9,6).(4.-4)].

Osszefoglalas:

A feladat megolddsa sordn minimalis koordinatageometridt hasznalni kell, de ezek
egyértelmiickké valnak az adott szituacidban, ellenben a komal.hu oldalon kozolt
megoldas kiinduld otlete is tavol 4ll a kozépiskolasokra jellemzd gondolkodastol,
miszerint pontparral szamolunk, ahol a pontpar eleget tesz egy kényszerfeltételnek is.
Ez a feladat jo lehet a tanulok vizsgalatdra aszerint, hogy inkdbb a mechanikusan
mindent kiszamold koordinatageometridt, vagy az Otleteket igényld sikgeometriat

részesitik eldnyben.

C. 1089.

A pozitiv koriljarasa ABCD négyszog teriilete 20, harom csicsanak koordinatai A(-

2;0), B(2;0) és C(2;4). Mennyi az ABCD négyszog keriiletének minimuma?

A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel az A(-2,0), B(2,0) és C(2,4) pontokat, tovabba ezektdl nem tul tavol
egy D pontot is.

2. Vegyiik fel az ABCD sokszdget, poligonl-et és a konnyebb kezelhetdség miatt
nevezzik at p-re.

3. Lépjink be a D pont tulajdonsdgaihoz, jelenitsiik meg nyomvonalat az alap

fiilon. Kattintsunk 4t a halado fiilre és a dinamikus szineknél a piroshoz irjuk be



a kovetkezot: (p-20)"2<0.1 Megjegyzés: az egyenldtlenség jobb oldalan allo
szam nullahoz kozeli kell hogy legyen, igy kapunk kiértékelhetd eredményt.

. Mozgassuk a sikon a D pontot. Mivel p az ABCD sokszog teriiletét adja, azon
pontok helyét fogjuk pirosnak latni, ahol a poligon teriilete koriilbeliil 20 egység.
Ha megsejtjik a mértani helyet, érdemes a kapott alakzat kornyékét

besatiroznunk, és tovabbi helyeken megnézniink talalunk-e ezen kiviil is jo

pontokat.

. Vegyiik fel az AB egyenest, e-t. Majd C-bdl allitsunk merdlegest e-re, f-et.

. Vegyiik fel a C kdzéppontu 372 (a programban 3*sqrt(2)) sugart g kort.

. Vegyiik fel f és g bal oldali (az e-nek azon oldalan levé metszéspontot, amely

nem tartalmazza B-t) metszéspontjat E-t, €s allitsunk merdlegest beldle f-re, igy

megkapjuk h-t.

. Tikrozziik C-t h-ra, majd az igy kapott C’-re és A-ra rajzoljunk egyenest, i-t.

Vegyiik i1 és h metszéspontjat F-et.



4. abra. KoMaL C. 1089. feladathoz keresett pont megszerkesztése

A feladat megoldasa:

Megkerestiik a D ponttal annak lehetséges helyeit, ha csak a teriiletet vessziik
figyelembe. 1-4. 1épések. Két egyenest kaptunk, de ezek kéziil a pozitiv koriiljaras miatt
csak az egyik jO, a fentiek szerint h. 5-7. lépések. Ezek utan az ACD azonos teriileti
haromszogek koziil keressiik a minimalis kertilet{it. Mivel az AC szakasz hossza adott,
az AD, DC tortvonal hosszdnak minimuma kell. Ez a 8. 1épés. Ezutan az alabbi

segédfeladatot alkalmazzuk.

Segédfeladat

Adott a sikon egy e egyenes ¢és az e altal hatarolt egyik félsikon A ¢és B. Szerkessziik

meg e-n azt a P pontot melyre az AP + PB 0sszeg minimalis.

A kozépiskoldkban gyakran elhangzé megoldas: Tiikrézziik B-t e-re, ekkor PB=PB’
AP+PB=AP+PB’. Mivel A ¢s B’ kiilonb6z6 félsikokon vannak, barhogy kotjiik dket
0ssze, az 0sszekotd vonal metszeni fogja e-t. Mivel két pont kdzott a legrovidebb ut az

egyenes, az AB’-re fektettet egyenes €s e metszéspontja a keresett pont.

A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel a sikon a C és D pontokat.

10



11.
12.

Vegyiink fel a C és D pontokon athalado6 e egyenest.

Vegyiik fel az A és B pontokat az e egyenes altal hatarolt egyik félsikon ugy,
hogy e-re vonatkozd merdleges vetiileteik a CD szaksz belsejébe essenek tgy,
hogy C-hez A merdleges vetiilete legyen kdzelebb mint B-¢.

Vegyiik fel a P pontot e-n tgy, hogy az elvélassza C-t D-tol.

Vegyiik fel az a szakaszt az A és P pontok kdzott, tovabba a b szakaszt B és P
kozott.

A parancssorban vegyiik fel a c=a+b szdmot.

Mozgassuk a P pontot C és D kozott, kozben figyeljiik ¢ valtozasat.

Mozgassuk P-t tigy, hogy c értéke a legkisebb legyen.

Vegyliik fel az APCZ = a és DPB/ = B szogeket.

. Mozgassuk a 3. Iépésben leirtak megszegése nélkiil az A ¢és B pontokat majd

keressiik meg a hozzéjuk tartozé minimalis c-t P-vel, és nézziik meg az o és f3

szOogek nagysagat. Parszor ismételjiik meg ezt a lépést.

Tukrozziik B-t e-re, az igy kapott B’-t és A-t kossiik 0ssze egy szakasszal, d-vel.

Vegyiik d és e metszéspontjat, T-t.

5. abra. Segédfeladat megoldasanak keresése

El szeretnénk érni, hogy a tanuldk rajéjjenek arra, hogy a feladat tengelyes tiikrozést
igényel. Megoldads: Nyilvdn ha a P az A és B merdleges vetiiletei altal hatarolt
szakaszon kiviil esnek, barmely kiilsé pontnal biztosan kozelebb van a nem tavolabbi
merdleges vetiilet, hiszen mindkét ponthoz kdozelebb vagyunk a haromszog-

egyenldtlenség miatt. Abban az esetben, ha A és B merdleges vetiilete egybeesik, a

11



keresett pont az elébbi ok miatt a legkdzelebbi. Ha az A és B vetiiletei nem esnek
egybe, egyetlen megfigyelhetd dolog marad, az egyenes €s a szakaszok altal bezart
szOogek nagysdgai, ehhez ugyanis nem kell 0jabb alakzatot felvenni. Mivel a
Geogebraval meg tudjuk keresni kozelitdleg P-t, le tudjuk olvasni azt is, hogy optimalis
helyzetben a szakaszok az egyenessel egyforma szdget zarnak be. Altalanos iskoldkban
tanitjak fizika oran a tiikrozést, igy ebbdl a gyerekek nagy része rdjon, hogy tengelyes
tiikrozésnél a beesd fény hajlasszoge megegyezik a visszavert fény hajlasszogével, tehat
tikkrozziikk B-t e-re. Most mar csak azt kell megmutatnunk, hogy valoban d és e
metszéspontja, vagyis T a legkdzelebbi. Ez utobbi nyilvan igaz, hiszen két pont kdzott a

legrovidebb Ut az egyenes.
Visszatérve a feladathoz:

A szimmetria miatt CF=AF, a feladatnal szerencsénk van F-fel, mert koordinatai

egészek, igy CF hossza v/5% +1° =+/26, a négyszog keriilete 8 +2-+/26 .
A feladat bizonyitasa:

Az ABC haromszog teriilete 8 egység, tehat ACD teriilete 12 egysé€g, ahol az egyik
oldal hossza 4+/2 , ezért az ehhez az oldalhoz tartozo magassag 3 V2. Az AC oldaltél a

B-vel ellentétes oldalon 3+/2 tavolsagra 1€vo egyenesen kell keresniink D-t. Ahogyan a

segédfeladatndl megmutattam a szimmetrikus haromszog esetén a legkisebb a kertilet.
Osszefoglalas:

A feladat megoldasanak kulcsa az volt, hogy a négyszdget haromszogekre bontottuk,
majd megkerestiik a legkisebb keriiletlit a megfeleld tertiletiiek kozott. A geogebra nagy
segitség lehet, ha a gyerekek még nem végeztek olyan feladatot, ahol azonos oldala és
azonos magassagi haromszogekkel kell dolgozni. A rajzlap besatirozdsa is minden

bizonyara emeli az 6ra hangulatat.

12



B. 4264.

Az ABC haromszog C cslcsanal 1év6 szoge 120°. A haromszog magassagpontja M, a
kortlirt korének kozéppontja O, a kor ACB ivének felezOpontja pedig F. Bizonyitsuk
be, hogy MF=FO.

A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel az A(0,0) és B(1,0) pontokat.

2. A parancssorban hozzuk Iétre az a és b egyeneseket: y=-x/sqrt(3), y=(x-
1)/sqrt(3). Vegyiik fel ezek O metszéspontjat is.

3. Rajzoljunk kort O kozépponttal A-n at, c-t, majd Vegyik fel az elsd
siknegyedben c-n a C pontot.

4. Rajzoljunk egyenest A-n és C-n at, d-t, majd erre allitsunk merdlegest B-bol, e-t.

5. Rajzoljunk egyenest B-n és C-n at, f-et, majd allitsunk erre merdlegest A-bol,
g-t.

6. Vegyiik az e és g egyenesek M metszéspontjat, majd rajzoljunk egyenest C-n és
M-en at, h-t.

7. Vegyik az A és B szakaszfelezd merdlegesét, i-t és annak elsd siknegyedbeli
metszéspontjat c-vel, F-et.

8. Kapcsoljuk be M nyomvonalat €s mozgassuk az elsé siknegyedben C-t.

9. Vegyikk az ACBZ =a (szine: kék), BACZ =B (szine: piros), CMB/ =y
(szine: piros, mérete: 60), AMC/ =6 (mérete: 60), CBAL =¢, valamint
AMBZ = ¢ (szine: kék) szogeket.

10. Ismét mozgassuk meg C-t az els@ siknegyedben, és figyeljilk meg a szogek

Osszefliggéseit.

13
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6. abra. KoMalL B. 4264. feladathoz latokorivek alkalmazasa
Az allitas bizonyitasa:

BACZ=CMB/Z ¢és AMCZ=CBAZ Mivel merdleges szar szogek, igy
AMBZ =180°-120°=60° A C pont c-n elfoglalt helyétdl fliggetleniil, vagyis M-bdl az
AB szakasz ugyanazon szog alatt latszik. A kertileti és kozépponti szogek tétele alapjan
az ABM koré rajzolt kor kozéppontjabdl AB 120°-0s szogbdl latszik, vagyis c-n van,
tovabba A-tol és B-tdl egyenld tavol, vagyis i-n, tehat az ABM koré rajzolt kor
kozéppontja F. EbbOl adodoan MF=AF. A keriileti és kozépponti szogek tétele alapjan
AOBZ = ACBZ =120°, tovabba az AB iv felezOpontja F ¢és O rajta van i-n, O és F

. °—-120° .
egymas AB-re vett tiikdrképei, tehat FAOZL =2 - w =60°. Mivel O-bol az AB

iv 120° alatt latszik, a feleakkora AF iv 60° alatt, tehadt FAO hdromszog szabalyos,
vagyis FO=AF=MF.

Osszefoglalas:

A feladat jo példa a latokorivek alkalmazaséara, tovabba inditéja is lehet azon
feladatcsokornak, melyekben a haromszog egy oldala régzitett, a harmadik cstcsbol
pedig ez az oldal adott sz0g alatt 1atszik, €s arra vagyunk kivancsiak, hogyan viselkedik

a haromszog magassagpontja, beirt korének kozéppontja.
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B. 4298.

Adott egy szabdlyos Otszog. Hatarozzuk meg azt a pontot, amelynek az Otszog

csucsaitdl valo tdvolsagainak az 6sszege minimalis.
A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel az O(0,0) pontot, €s az A4, (0,1) pontot.

2. Pozitiv koriiljarassal forgassuk el 4, -et 72°-kal, legyen ez a pont A4,, majd ezt
ismételjik meg még haromszor, legyenek a pontok sorrendben A4, A4,,A4;.
Vegyiik fel az 4, (i=1,2,3,4,5) pontok altal alkotott szabalyos otszoget is b,
oldalakkal.

3. Megjegyzés: amikor alsdindexes jeloléseket hasznalok i-vel kifejezve,
amennyiben i=1 all fenn és i-1-et kell meghataroznunk, i-1=5, valamint 1=5
esetén i+1=1 (vagyis modulo 5 szamolunk, de a 0 helyett 5-6t irunk).

4. Vegylnk fel az 6tszogon beliil egy B pontot, tovabba vegyiik fel a B 4,=a,

tavolsagokat.

5. Vegyiink fel egy h csuszkat 0.05-0s beosztassal, 4-t61 kezdve 10-ig. Tovabba a
parancssorban egy u=a l+a 2+a 3+a 4+a 5 szamot, majd egy v=(u-h)"2
szamot is.

6. Lépjiink be B tulajdonsagaihoz, jelenitsilk meg nyomvonalét az alap fiilon, majd
a halado fiilon a dinamikus szineknél irjuk a piroshoz v<0.01.

7. Allitsuk h-t 5.3-ra, kicsit nagyitsunk a képen. B-vel satirozzunk az 6tszogon
beliil. Egy korgylirtiszeri alakzat rajzolodik ki eldttiink. Ismételjilk meg az
eljarast kiilonb6zé h-kra, koztiik h=5.7, h=6.2, h=5-re, h=8-ra. El6fordulhat,
hogy tul széles alakzatot kapunk (vagyis nagy hibaval becsiiliink), ekkor a
dinamikus szineknél az egyenldtlenség jobb oldalara irjunk kisebb szamot.

8. Allitsunk be h=5.4-hez a piros szinnél v<0.002-t (vagy nagyitastol fliggden

egyeéb szdmot, ami esetén a piros sav keskenyebb).
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7. dbra. KoMaL B. 4298. feladat képe 5.4-es paraméterrel

9. Vegyikk fel minden 4, pontra az A, A4, , szakaszfelezOket, legyenek ezek
rendre c; egyenesek. A b, és ¢, egyenes metszéspontja legyen 7.

10. Vigyiik B-t az 4, 4,0 haromszog belsejébe ugy, hogy O-t6l a legtavolabb
legyen de még piros, c,-hez kozel. Allitsunk merélegest B-bdl c,-re,
legyen ez b.

11. Mozgassuk B-t 9. szerint ¢, -re. Allitsunk merélegest B-bol ¢, -re, c-t. Jegyezziik
fel c egyenletét, kiilon egyenesként hozzuk létre a parancssorban, legyen ez d.
Legyen tovabba d és ¢, metszéspontja D, valamint d és ¢, metszéspontja E.

12. A kép mozgatasa nélkiil allitsuk h-t 5.25-re, és satirozzunk a kiils6 piros sadvon

beliili részen (2 savot szeretnénk kapni).
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8. abra. KoMaL B. 4298. feladat képe 5.4-es €s 5.25-0s paraméterekkel

13. Allitsuk h-t 5.15-re és satirozzunk ismét. Mozgassuk B-t 9-szerint c,-re, és
jegyezziik fel b egyenletét, hozzuk Iétre illy modon a parancssorban e-t.

14. Mozgassuk B-t D-hez kozel c,-en, majd mozgassuk B-t tovabb gy, hogy a b

egyeneshez kozel maradjon D, de B ne 1épjen ki az 4, 4,0 haromszogbdl.

A feladat megoldasa:
A csucsoktol mért tavolsagok 6sszege a kozéppontban minimalis.

A fenti eljarast végigjarva az alabbit vehetjiik észre: Merdleges vetitésekkel c4-re majd

cl-re egyre kisebb lesz a tavolsagok Osszege.
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9. dbra. KoMaL B. 4298. feladat képe 5.4-es, 5.25-0s €s 5.15-0s paraméterekkel

Bizonyitas:

Legyen B az A4, 4,0 egyenloszari hiromszogben. (Amennyiben B egy masik
haromszdgben van, ciklikusan atbetiizziik a pont és egyenes 6tosoket.) Ekkor az alappal

parhuzamos B-n atmend egyenesen a ¢, altal kimetszett pont biztosan kozelebb van az
alap végpontjaihoz, ha B nincs c,-en. Rogzitsiik a B-n atmend 4, 4, egyenessel
parhuzamos egyenest, és alkalmazzuk 4, 4,B-re a segédfeladatot a 10. oldalrol
(Amennyiben B az 4, 4, egyenesén van és a segédfeladat nem alkalmazhato,
mindazonaltal az 4, B 4, tortvonal hossza allando, nem tud n6ni az eljaras altal, mivel a
pontok kollinearisak. Ekkor a segédtételt 4, A, -re kiilon kell alkalmazni.) Ily modon
az A B A, tortvonal hossza csokkent. Ezzel alkalmaztuk a segédfeladatot az A, 4;B
haromszogre is, mivel 4, 4, egyenese parhuzamos A; A, egyenesével. Tovabba a

rogzitett egyenes €sc, merdlegessége miatt A,-hez 1s kozelebb keriilt B, mivel 4, c,-
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en van. A tovabbiakban legyen a rogzitett egyenes ésc, metszéspontja B’. Szinte szorol
szora de mas felallasban:

B’ a T,T,0 egyenlOszari haromszogben van. Ekkor az alappal parhuzamos B’-n
atmend egyenesen a ¢, altal kimetszett pont biztosan kozelebb van, ha B’ nincs ¢, -en.
Rogzitsik a B’-n atmend 4, A, egyenessel parhuzamos egyenest, ¢és
alkalmazzuk 4, A;B-re a segédfeladatot. Ily modon azA4,B A, tortvonal hossza
csokkent. Ezzel alkalmaztuk a segédfeladatot az 4, 4,B haromszdgre is, mivel 4, A,
egyenese parhuzamos 4, 4, egyenesével. Tovabba a rdgzitett egyenes és c,
merdlegessége miatt A4, -hez is kdzelebb keriilt B, mivel 4, c,-en van. A tovabbiakban
legyen a rogzitett egyenes és ¢, metszéspontja B’.

Végtelen leszallassal tetszéleges B ponthoz megkaphatjuk B’-t és B’’-t, ha az aktudlis
B’’-re alkalmazzuk az eljarast. Eredményiil azt kaptuk, hogy a B pontok sora egyre
kozelebb keriil O-hoz. Ezek utdn evidens, hogy O a legkdzelebbi pont, és hogy 1étezik,
a bizonyitast indirekt modon is elmondhatjuk, ha feltessziikk, hogy egy masik a
legkozelebbi pont. Amennyiben B az 6tsz6gon kiviili pont volt, nem beszélhetiink

tartalmazo szimmetrikus hdromszogrdl, de a szarak egyeneseivel a gondolatmenet

eljatszhato.

Osszefoglalas:

A feladat tipikus példdja azon feladatoknak, ahol nehézségként tekintiink arra, hogy
nem tudjuk megmondani két altalanos helyzetli pontban az optimalizdlando fliggvény
értékeinek viszonyat. A Geogebra jelen esetben megmutatja, hogy ez nem is sziikséges,
igy tulajdonképpen a kordbban kozolt segédfeladatot ¢és néhol haromszog-
egyenltlenséget igényld feladatra redukaltuk segitségével a példat. Ezt a példat
tanulsdgossaga ellenére mas okbol is szakdolgozatomba valasztottam, a KéMal-hoz

ugyanis egy egészen mas bizonyitassal kiildte be témavezetom.

B. 4314.

Hérom koncentrikus kor sugara 1, 2, illetve 3 egység. A harom kordn gy valasztottunk
ki egy-egy pontot, hogy azok egy szabalyos haromszog csucsai legyenek. Mekkora

lehet ennek a szabalyos haromszdgnek az oldala?
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A feladat megjelenitése Geogebraval:

1.
2.
3.

Vegyiik fel az A(0,0) pontot, majd A kdzépponttal az 1,2,3 sugaru c,d,e koroket.
Vegyiik fel a B(0,1) pontot, valamint d-n C-t.

Alkalmazzuk a szabalyos sokszog funkcidot B-re €s C-re 3-mal, a haromszog
harmadik csucsa D.

Alkalmazzuk a mértani hely funkciot D-re és C-re. (Vagy kapcsoljuk be D
nyomvonalat és mozgassuk C-t.)

Alkalmazzuk a szabalyos sokszog funkciot B-re és A-ra 3-mal, a harmadik
csucs E.

Rajzoljunk E koré 2 sugara kort, f-et.

Huzzunk egyenest A-n ¢és E-n at, legyen ez g, e és f metszéspontja legyen F.

Alkalmazzuk a szabalyos sokszdg funkciot F-re és B-re 3-mal, a harmadik cstcs

legyen G.

10. abra. KoMaL B. 4314. feladat forgatasai

A feladat megoldasa:

A D-pontot a C pont B-koriili 60°-os elforgatasaval kapjuk, tehat a D pont lehetséges

képeihez B koriil el kell forgatnunk d-t 60°-kal. Ehhez elég d-nek A kozéppontjat
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elforgatni 60°-kal és innen 2 sugara kort rajzolni. Mivel ABE szabalyos haromszog, E
c-n van, innen 2 sugard kort rajzolva A-tdl legfeljebb 3 egységre lesz a kapott f kor
legtavolabbi pontja. Nekiink f és e metszéspontja kell, a korok kézéppontjai és sugarai
miatt pontosan egy k6zos pontjuk lesz, a két kor érintési pontja, ami a kdzéppontok

egyenesén, g-n van, A-t6l 3-szor akkora tavolsagra, mint E. Mivel E koordinatai

33 3

(cos30°, sin30°), G koordinatai (3cos30°, 3sin30°)=(7,5), ennek tavolsaga B-tol:

27 1

BN

4 4
Osszefoglalas:

A példa azon szerkesztési feladatok egyike, ahol az alakzatok jellemzd
tulajdonsagaiknak megfeleld geometriai transzformaciot végziink. Kozépiskoldkban
eléfordulhat, hogy egy-egy ilyen feladatot eldszor megold a tablanal a tanar. Gyakoribb
azonban, hogy a forgatds témakoréhez kapcsolodo feladatként tiizik ki. Csak ezutan
magyarazzak meg, vagy mondjak el a szerkesztés Iépéseit a didkok, gyakran nincs
alkalmuk vagy elég idejiik gondolkodni a megoldason. A Geogebra hasznédlataval nem
kell attol tartanunk, hogy hasonl6 feladatnal a tanulok nem jonnek ra a kulcsfontossag

¢szrevételre, hiszen a késziilo abra alapjan el tudjadk mondani a szerkesztés menetét.

Régi versenyfeladat

Egy pozitiv koriiljarasu ABCD hurnégyszog A és B csucsai a koriilirt kor egyazon

atmérdjének végpontjai. Az ABC és ABD haromszogek beirt korei kdozéppontjanak
tavolsaga 2 . Mekkora a CD oldal hossza, ha az AB oldal hossza 2?

A feladat megjelenitése Geogebraval:
1. Vegyiik fel az A(-1,0), B(1,0) és O(0,0) pontokat.

2. Rajzoljuk meg az O kozépponti egységnyi sugard ¢ kort. A masodik
siknegyedben c-n vegyiik fel D-t.
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3.

4.

Vegyiik az ABD ¢és DAB szogfelezoket, a-t és b-t, valamint metszéspontjukat,

E-t, és kapcsoljuk be annak nyomvonalat.

Mozgassuk D-t c-n, és figyeljiilk meg E nyomvonalat.

11. dbra. Régi versenyfeladat, a beirt kor kozéppontjanak fliggése a latokorivtol

9.

Vegyiik fel a D-n ¢s E-n 4thalad6 d egyenest és az x=0, e egyenest.

Vegyiik fel az F (0,-1) pontot, €s az F kdzéppontt sqrt(2) sugaru f kort.

Vegyiik fel az E kozéppontu sqrt(2) sugara g kort, €s annak f-vel vett jobb oldali
metszéspontjat, G-t. (Megjegyzés: D a masodik siknegyedben van.)

Vegyiik az F-en és G-n athalad6 h egyenest, ¢s annak masik metszéspontjat c-
vel, legyen ez C.

Vegyiik fel a GFE szoget, a-t és a CD szakaszt, i-t, mindkettd szine legyen piros.

10. Vegyiik fel a COD szoget, B, valamint a CO és OD szakaszokat, j-t és k-t.

11. Ismét mozgassuk meg D-t c-n.
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12. abra. Régi versenyfeladat, a latoszogek alkalmazésa a szokottol eltéréen

A feladat megoldasa:
DABZ + ABD/ =90° a feladat allitdsa szerint. A  szogfelez0k  miatt
EAB/Z + ABEZ = 45°, vagyis AEBZ =135° D-t6l fliggetleniil. Mivel az AB als6 ivet

az e egyenes ¢s a D-bol huzott szogfelezd is felezi, az F pont e-nek €s c-nek alsod

metszéspontja, az E-t tartalmazo F kozéppontl kor sugara\/z . Mivel EG=FG=EF=+/2 ,
EFG szabalyos haromszog, vagyis GFEZ = 60°. A D-ponthoz tartozd szogfelezOhoz
hasonldan viselkedik a keresett C-ponthoz tartozo szégfelezo is, igy a keresett C pont a
h egyenesen van. Mivel F-bdl a DC szakasz 60° alatt latszik, a kertileti és kozépponti

szogek tétele alapjan O-bol 120°-o0s szog alatt latszik a CD szakasz, helyzetétdl
fiiggetleniil. Mivel OC=0D=1, a koszinusz-tétel alapjan CD=4/3.

Osszefoglalas:

A példa egy masikféle tagja azon feladatcsokornak, melyekben a haromszog egy oldala
rogzitett, a harmadik csucsbol pedig ez az oldal adott szog alatt latszik, és arra vagyunk
kivancsiak, hogyan viselkedik a haromszog beirt korének kozéppontja. Tovabba a
latokoriven nem a pontot mozgatja, hanem a szakaszt, ami kozépiskolaban ritkan fordul
el. Erdemes megmutatnunk, hogy a keriileti és kozépponti szogek tétele alkalmazhato,

csupan egy O koriili forgatas kell, mely a szakaszt 6nmagaba viszi.
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Ellipszis, hiperbola, parabola

9.-es kozépiskolasként egy dupla ora keretei kozott azt a feladatot kaptuk, hogy
egyenként szerkessziik meg egy-egy ellipszis, hiperbola és parabola tobb pontjat, és
koriilbeliil rajzoljuk 1s meg Oket. Miutdn egy-egy pontpart, pontnégyest
megszerkesztettink és elegendd instrukciot kaptunk, hozzakezdtiink. Erdekesnek
talaltuk tobben, hogy korzdvel ¢€s vonalzoval csak pontonként tudjuk Oket
megszerkeszteni. Ezen o6ra utan kutakodni kezdtem, a wikipédian megtalaltam az
ellipszisszerkesztés modjat két gombostiivel, egy cérnaval €s ceruzaval, par héttel
késObb, mikor ismét felmeriilt bennem a megrajzolas kérdése, ratalaltam a Geogebrara.
Az akkori verzidban még csak 6t ponton athalad6 kupszelet lehetett rajzolni, valamint
egyenletét megadva, valamely késdbbi verziotol kezdve azonban fokuszokkal és
ponttal, valamint vezéregyenessel €s fokusszal is rajzoltathattunk kupszeleteket. Ebben
a fejezetben megmutatom, mi rejtézik a szerkesztések mogott, tovabba hogyan tudjuk

az egyikkel e kupszeletek részeit megmutatni.

Kupszelet 6t ponton keresztiil

A Pascal-tétel kimondja, hogy egy projektiv klipszeletbe irt hatszog szemkozti
oldalainak metszéspontjai egy egyenesre esnek, igy ha csak 6t pontot ismeriink ebbdl a
hatszogbdl, de kivalasztunk az egyiken athaladé oldalt, az oldalon levé masik pontot
megszerkeszthetjiik. Ezek utdn ezt az egyenest megforgatva a kupszelet Gsszes tobbi
pontjat megkaphatjuk. Mivel a projektiv geometria nem tartozik a kozépiskolas
tananyaghoz, ezért nem érdemes az Oran tobbet mondani magar6l a tételr6l vagy
bizonyitasardl, elég megmutatni a tételt, majd alkalmazasként a szerkesztést. A tétel
bizonyitasat megtekinthetjiik Hajos Gyorgy: A geometria alapjai cimli konyvének 508.
oldalan. Szt ejthetiink még arrél is, hogy ki lehet szamolni a kupszelet egyenletét az 6t
pont koordinatdibdl. A szamitas levezetését megtekinthetjiik Deli Aniké: Masodrendi
gorbek a projektiv sikon cimii 2011-es szakdolgozatanak 27. oldalatol (IV fejezet 2.
pontja).

Annak ellenére, hogy ez a szerkesztés nem arul el semmit a kupszelethez
kapcsolddo alakzatokrol (f6- és vezérkoreirdl, érintéirdl, kiilsé és belsdé pontjairdl,

tengelyeirdl), két okbol is illonek talaltam szakdolgozatomba. Egyrészt, ha az egyikféle
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szerkesztésrol irok, érdemes a masikat is megemliteni, hiszen barmelyik tanul6 a kezébe
veszi a programot, latni fogja, hogy ilyen is van. Masrészt a Geogebra tud valamit, amit
a kozépiskolasok még nem, és érdekesnek talalhatjak: Ha a beirt hatszog szemkozti
oldalaibol egyik par parhuzamos és metszéspontjanal a nem definialt felirat jelenik meg,
a program akkor is meghtizza az egyenest, rdadasul ez éppen parhuzamos lesz ezen

oldalakkal, s6t még a kapszeletiinket is jo1 meg tudja rajzolni.

Megjelenités a Geogebraval:

1. Vegyiink fel 6t pontot, A-t, B-t, C-t, D-t, E-t ugy, hogy barmely harom ne essen
egy egyenesre.

2. Vegyiik fel az F pontot E-t6] nem ttl tavol, tovabba a rajtuk athalado a egyenest.

3. Vegyiik a B-n és C-n athalad6 b egyenest, tovabba a €s b metszéspontjat, G-t.

4. Vegyiikk az A és B pontokon athaladdé c egyenest, a D-n és E-n athalado d
egyenest, tovabba ezek H metszéspontjat.

5. Vegyiik a C-n és D-n athalad6 e egyenest, tovabba a G-n és H-n athalado f
egyenest, ¢és ezek I metszéspontjat.

6. Vegyiik az A-n €s [-n 4&tmend g egyenest ¢és annak a-val valdo metszéspontjat, J-t.

7. Kapcsoljuk be J nyomvonalat, és mozgassuk az F pontot E koriil lassan.

13. ébra. Kupszelet 6t ponton at a pascal-tétel hasznalataval

25



A projektiv geometria megemlitése elott tegyiik fel a kérdést, hogy miikddik-e a
szerkesztés, ha c €s e parhuzamos, majd mutassuk meg ezt az esetet is a geogebraval:
Az elézdleg elkészitett geogebra fajlban definidljuk Gjra az elsd 1€pés 6t pontjat, legyen
az egyszerlség kedvéért A (0,0), B (3,0), D (2,1), E (1,1), C-t valtoztathatjuk, de ne
legyen semelyik harom pont egy egyenesen. Ekkor a G pont nem definidlt, a rajta 4t
huzott egyenes viszont létezik. Erdekességként megmutathatjuk még a C pont
kiilonbozd helyzeteinél a kupszeletet: legyen C (2.5,0.625), jarjuk koriil E-t F-fel, ekkor
a kupszelet parabola. (Megjegyzés: ha valamilyen okbol kifolyolag a C pontot nem
tudjuk Ujradefinidlni, ahogy egyszer megtortént velem, irjuk a parancssorba a
kovetkezot: érték[C,(2.5,0.625)] és a pont a helyére kertil.)

A C pontot a ¢ ¢és e egyenesek kozott a parabolatdl jobbra mozgatva ellipszist kapunk
képiil (vagy specialis esetben (1.5,-0.5) kozéppontu kort), balra mozgatva, de nem
atlépve a parabola masik agat, hiperbolat kapunk.

=l Szabad alakzatok

----- 3 D=(21)
----- 4 E={1,1)

----- 4 F=1(1.5092,1.4191)
-l Fliggd alakzatok

----- G = nem definialt

----- 5 H=(1.7236, 1.5955)
----- J 1=(1.206, 1.5955)
----- 4 J=1(0.3539, 0.4683)
----- J ay=0 2
----- J bhy=1

----- 4 c:0.4191x + 0.5092y = 0.0901
----- & d: -0.625x - 0.5y = -1.875

..... J ery=AE0EE

----- s 0.3 e egyenes: Egyenes H-n és G-n keresztiil

Egyenlety=kx+d

Parameéteres forma

B/ T T
Alakzat mutatasa 0 1 2
A% Felirat mutatasa
& Nyormvonal f

14

14. ébra. Kupszelet 6t ponton 4t parhuzamos oldal metszéspontjaval, G nem definialt

Ellipszis

Definici6: Az ellipszis azon pontok halmaza a sikon, melyek két adott ponttél mért
tavolsadgainak Osszege egy a két pont tavolsaganal nagyobb allandd. A két adott pontot

az ellipszis fokuszpontjainak hivjuk.
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A geogebraval torténd szerkesztés menete:

1. Vegyiik felaz F 1 (1,0) és F_2 (-1,0) pontokat.

2. Vegyiink fel egy a csiuszkit 1 minimummal, 10 maximummal, 0.1-es
beosztassal, értékét allitsuk 1.5-re.

3. Vegyiink fel egy F, kdzéppontu 2a sugart kort, d-t, €s rajta egy A pontot.

4. Vegyiikk az A-n ¢és F,—n athaladdé egyenest, b-t, valamint az A-n és F;—en
athalado egyenest, c-t.

5. Vegyiik A és F; felez6pontjat, B-t, tovabba az F; és F, felezOpontjat, O-t.

6. Vegyiik az A-hoz és F;—hez tartoz6 szakaszfelez6 merdlegest, e-t, €s annak b-vel
vett metszéspontjat, C-t.

7. Kapcsoljuk be B és C nyomvonalat és vezessiik végig A-t d-n.

8. Vegylink fel egy D pontot e-n, és vegyliik fel a DF, szakaszt, g-t, a DF; szakaszt,
h-t, a DA szakaszt, i-t s a CF; szakaszt j-t. Legyen piros szinili g és 1.

9. Vegyiik fel az F; kdozéppontu 2a sugart kort is.

a=15 c\b ‘

P

A f

34

15. abra. Ellipszis és meghatarozo adatai

Mit olvasunk le a 15. dbrarol, és mit kérdezziink a 1épések elott?
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A 3. Iépés utan mondjuk el, hogy A és F, kozott valahol lennie kell egy pontnak az
ellipszisbdl, hiszen kijjebb nem lehet a tavolsagdsszeg nagysdga miatt. Kérdezziik meg,
hogyan fligg a keresett pont helyzete A-t6l és F;-t6l. Ha megmondja valaki, hogy
egyenld tavol kell lennie mindkett6tél, tovabbmehetiink, ha sokdig nincs valasz,
vegylink fel egy tetszdleges pontot az egyenesen A ¢és F, kozott, jeloljik el a
tavolsagokat, €s frassuk fel a definicidt, valamint a 3. 1épés kdvetkezményét a valaszért.
Magatol értetddden elnevezziik a szakaszfelezd és a 4. 1épésben felvett pontokat, és
megnézziik azok viselkedését. A C pont a definicionak megfelelden viselkedik, vagyis
nyomvonala az ellipszis, a B pont viszont A-nak F;—re vonatkozé 0.5-0s nagyitasi képe

a szakaszfelez0 miatt, tehat d felére zsugoritott képe.

Az ellipszis mely meghatarozo adatai szerepelnek a 15. dbran és mit mondjunk még el?

1. Fokuszpontok: Fy, F,.

2. Kozéppont: O.

3. Vezérkorok: d, f.

4. Erintdk: e, ugyanis 1 kozos pontja van az ellipszissel, az érintési pont C. Ennek
bizonyitasa: vegyiink barmely mas pontot e-r6l, mondjuk D-t és nézziik meg,
teljesiil-e a definicid rd. Nyilvan nem, mert két pont kozott a legrovidebb ut az
egyenes, tehat a tdvolsagosszeg legalabb 2a minden e-beli pontra, egyediil C-nél
veszi fel a minimumot. Evidens, hogy az érintd az érintési pontbol a fokuszokba
hazott egyeneseknek kiilsé szogfelezdje a szakaszfelezd tulajdonsag miatt.

5. FoOkor: B nyomvonala, a szakaszfelezd tulajdonsdg miatt evidens, hogy a
fokuszokbol az érintdkre allitott merdlegesek talppontjai alkotjak, ugyanakkor
mivel felezépont, a nyomvonal egy O kdzéppontu a sugaru kor.

6. Bekapcsolva e nyomvonalat és A-t lassan végightizva d-n az ellipszis belseje
fehér lesz, a kiilsé pontok feketék. Ez aldtamasztja azt a definiciot, hogy: azon
pontok belsd pontok, melyek fokuszoktol mért tavolsdgaira igaz, hogy 2a-nal
kisebb az 6sszegiik, azok, amiknél az 6sszeg nagyobb ennél, kiilsé pontok.

7. Az x-tengely ellipszisbe esdé szakaszat nagytengelynek, az y-tengely ellipszisbe
esO szakaszat kistengelynek hivjuk.

8. Tetszdleges P kiilsé pontra igaz, hogy van olyan e érintd, amelyen rajta van,
tehat van egy olyan A, amelyt6l ugyanolyan tavol van, mint F,-t0l, ezt egy
korivezéssel meg is szerkeszthetjiik. Mivel F,-bels, P pedig kiilsé pont, az

ellipszis pedig zart, nyilvan minden P-hez két A, tehat két érintd tartozik.
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9.

Tetszbleges iranyu 1 egyenessel tudunk két parhuzamos érintét szerkeszteni. Fi-
bol egy m merdlegest allitunk I-re, majd m-re merdlegeseket allitunk a fokor és
m metszéspontjain at. Mivel m merdleges az érintOkre és atmegy Fi-en, a
metszéspont a fokoron lesz. Evidens tovabba, hogy valoban az érintok

parhuzamosak I-lel ugyanis mindharom egyenes merdleges m-re.

10. A koordinatatengelyek az ellipszis szimmetriatengelyei, az O pont az ellipszis

szimmetria kdzéppontja.

A fenti targyalas a definicobol vezet le mindent, annak az Otletnek a felhasznalasaval,

hogy a fokuszt korbejarjuk, és biztosan kizarjuk a téle 2a-nal tavolabb levd pontokat.

Nagy eldnye, hogy az ellipszishez kapcsolodd alakzatokat megismerhetjiik altala, és

nem igényel az alapdtleten kiviil egyéb otletet.

Hiperbola

Definici6: A hiperbola azon pontok halmaza a sikon, melyek két adott ponttdl mért

tavolsagai kiillonbségének abszolut érteke egy a két pont tavolsaganal kisebb allando. A

két adott pontot a hiperbola fokuszpontjainak hivjuk.

A geogebraval torténd szerkesztés menete:

I.
2.

Vegyiik felaz F 1 (1,0) és F_2 (-1,0) pontokat.

Vegyiink fel egy a cstszkat 0 minimummal, 1 maximummal, 0.01-es
beosztassal, értékét allitsuk 0.6-ra.

Vegyiink fel egy F, kozéppontt 2a sugaru kort, d-t, €s rajta egy A pontot.
Vegyiikk az A-n ¢és F,—n athaladdé egyenest, b-t, valamint az A-n és F;—en
athalado egyenest, c-t.

Vegyiik A ¢és F; felezOpontjat, B-t, tovabba az F; és F, felezOpontjat, O-t.
Vegyiikk az A-hoz ¢és F;—hez tartozd szakaszfelezdt, e-t, €s annak b-vel vett
metszéspontjat, C-t.

Kapcsoljuk be B és C nyomvonalat és vezessiik végig A-t d-n.

Vegyiink fel egy D pontot e-n, és vegyiik fel a DF, szakaszt, g-t, a DF, szakaszt,
h-t, a DA szakaszt, i-t és a CF; szakaszt J-t. Legyen piros szini g és 1. Vegyiik

fel tovabba a k=g-1+2a szamot.
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9. Vegyiik fel az F; kdozéppontu 2a sugart kort is.

a=0jéb
1.5
E 4
f
Ll
F 1
I12 - 1‘.5 -DI.5 EII.5 1 1 !5 é
1
-1
154
17. abra. Hiperbola aszimptotai
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10. Vegyiik az F;-bol d-hez huzott érintdket, l-et €s m-et, tovabba ezek d-vel vett
metszéspontjait E-t és F-et. A jobb atlathatdsag miatt rejtsiik el a két érintot.

11. Vegyiik E és F, szakaszfelez6jét, n-et és F €s F; szakaszfelezdjét, p-t. Legyenek
ezek kékek.

Mit olvasunk le a 17. dbrarol, és mit kérdezziink a lépések elott?

A 3. Iépés utan mondjuk el, hogy A ¢és F, egyenesén valahol lennie kell egy pontnak a
hiperbolabol. Kérdezziik meg, hogyan fligg a keresett pont helyzete A-t6l és F;-t6l. Ha
megmondja valaki, hogy egyenld tavol kell lennie mindkett6tdl, tovabbmehetiink, ha
sokaig nincs valasz, vegylink fel egy tetszdleges pontot az egyenesen, jeloljiik el a
tavolsagokat, €s frassuk fel a definiciot, valamint a 3. 1épés kovetkezményét a valaszért.
Magatol értetddden elnevezziik a szakaszfelezd €s a 4. 1épésben felvett pontokat, és
megnézziik azok viselkedését. A C pont a definicionak megfelelden viselkedik, vagyis
nyomvonala a hiperbola, a B pont viszont A-nak F;—re vonatkoz6 0.5-6s nagyitasu képe
a szakaszfelez6 miatt, tehat d felére zsugoritott képe. Kérdezziik meg, mi torténik, ha c
érinti d-t. Ha nem jon meg a valasz, kérdezziink rd a korhoz huzott érintd
szerkesztésére. Miutan rajottek, hogy ekkor c-re merdleges b is és e is, vagyis utobbi két
egyenes parhuzamos, nem beszélhetlink metszéspontrol. Az ezen helyzetekhez tartozo e
egyeneseket aszimptotaknak nevezziik, de mondhatjuk azt is, hogy végtelen tavoli

pontokhoz tartoz6 érintok.

A hiperbola mely meghatarozé adatai szerepelnek a 17. abran és mit mondjunk még el?

1. Fokuszpontok: Fy, F,.

2. Kozéppont: O.

3. Vezérkorok: d, f.

4. Erint6k: e, ugyanis 1 k6zos pontja van a hiperbolaval, az érintési pont C, ennek
bizonyitasa: vegylink barmely mas pontot e-rél, mondjuk D-t és nézziik meg k
segitségével, teljesiil-e a definicid ra. Nyilvan nem, ugyanis k-val a hdromszog-
egyenlbtlenséget irtuk fel az ADF, haromszogben, a definicid csak az elfajuld
esetben igaz, egyediil C-nél veszi fel a minimumot. Evidens, hogy az érint6 az
érintési pontbol a fokuszokba huzott egyeneseknek belsd szogfelezdje a

szakaszfelezd tulajdonsag miatt.
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10.

Aszimptotdk: Azon kozépponton athaladd egyenesek, melyekre a fokuszokbol
allitott merdlegesek a vezérkoroket érintik.

Fokor: B nyomvonala, mivel felez6pont, a nyomvonal egy O kdzéppontu a
sugaru kor, ugyanakkor a szakaszfelezd tulajdonsdg miatt evidens, hogy a
fokuszokbol az érintdkre allitott merdlegesek talppontjai alkotjak. Az
aszimptotdk miatti két rossz pont miatt nem kell aggodnunk, eljarasunkat a
masik fokuszpont-vezérkor parral is elvégezhetjiik.

Bekapcsolva e nyomvonalat és A-t lassan végightizva d-n az hiperbola belseje
fehér lesz, a kiilsé pontok feketék. Ez alatdmasztja a kdvetkezd definiciot: azon
pontok belsd pontok, melyek fokuszoktol mért tavolsagai kiilonbségének
abszolut értekére igaz, hogy 2a-ndl kisebb, azok, amiknél az Gsszeg nagyobb
ennél, kiils6é pontok.

Az x-tengelybdl a hiperbola altal kimetszett szakaszat valos tengelynek hivjuk.
A valos tengely végpontjabol arra merdlegest allitva az igy kapott egyenesbdl az
aszimptotdk a képzetes tengellyel azonos allasti €s azonos hosszl szakaszt
metszenek ki.

Tetszbéleges O-tol kiillonbozd P kiilsé pontra igaz, hogy van olyan e, amelyen
rajta van, tehat van egy olyan A, amelyt6l ugyanolyan tdvol van, mint F,-t6l, ezt
egy korivezéssel meg is szerkeszthetjik. Ha P valamely aszimptota O-t6l
kiilonbdzé pontja, egy érintét hizhatunk még innen, masiknak ugyanis a
tartalmazo aszimptotat kapnank. Ha P mindkét aszimptotan rajta van, vagyis
egybeesik O-val, mindkét érintdnek az aszimptotdkat kapndnk. Barmely mas
kiils6 P-re két érintd lesz, ugyanis a hiperbola egy aga két részre osztja a sikot,
¢s mivel a centrum kiilsd, egy tartalmazott pont pedig belsd, a korivezésnél két
metszéspontot kapunk.

Tudunk két parhuzamos érintét szerkeszteni tetszdleges 1 egyenessel, ha 1
meredekségének abszolut értéke nagyobb az aszimptotak meredekségének
abszolut értékénél. F;-bol merdlegest allitunk l-re, m-et, majd m-re
merdlegeseket allitunk a f0kor és m metszéspontjain at. Mivel m merdleges az
érintékre és atmegy Fi-en, a metszéspont a f0koron lesz. Evidens tovabba, hogy
valéban az érinték parhuzamosak I-lel ugyanis mindhdrom egyenes merdleges

m-re.
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A fenti targyalds a definicobdl vezet le mindent, az ellipszisre adott szerkesztés
mintajara. Nagy elonye, hogy a hiperboldhoz kapcsolodd alakzatokat megismerhetjiik
igy, egyediil a képzetes tengely targyalasa nem kovetkezetes a szerkesztés alapjan, de ha
tudjuk, hogy két tengely tartozott az ellipszishez, jogosan feltételezhetiink kettét a
hiperbolahoz is.

Megjegyzés: nem talaltam hétkoznapi eszkozokkel kivitelezhetd szerkesztési eljarast,
igy kozlok egyet: Az ellipszishez hasonloan kell egy ceruza és két gombostli, valamint
cérna helyett egy j6 mindségli zipzar. A zipzar sz€étnyild részéhez feliil egyik oldalra
szurjuk az egyik tiit, masik oldalan ennél 2a-val lejjebb, majd a ceruzat egyenesen tartva

széthiizzuk a zipzart.

Parabola

Definici6: Azon pontok halmaza a sikon, melyek egy adott egyenestdl ugyanolyan tavol

vannak, mint egy rajta kiviili adott ponttol.

Parabola szerkesztése geogebraval:
1. Vegyiink fel egy p csiszkit 0 minimummal, 5 maximummal, 0.05-6s
beosztassal, p értékét allitsuk 0.25-re.
Vegyiik fel az A (0,-p), F (0,p) és T (0,0) pontokat.
Allitsunk A-n keresztiil mer6legest az y tengelyre, legyen ez v.

Vegyiink fel egy B pontot v-n.

A I

Vegyiik fel a B-bdl v-re allitott merdlegest, a-t, tovabba az F-en ¢s B-n athalado

a egyenest.

6. Vegyiik fel F és B szakaszfelez6 merdlegesét, c-t, €s annak metszéspontjait a-val
és b-vel, C-t és D-t.

7. Kapcsoljuk be C és D nyomvonalat, majd mozgassuk a B pontot v-n.

8. Vegylink fel egy E pontot c-n, tovabba allitsunk merdlegest E-bol v-re, d-t.

9. Legyen d és v metszéspontja G, rejtsiik el d-t, tovabba vegyiik az EG szakaszt,

e-t. Tovabba az EF szakaszt, f-et és a BE szakaszt, g-t. Legyen piros szinii

eésg.

10. A parancssorban hozzuk létre a h=f-e szamot.
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11. Vegyiikk a v-re merdleges F-en dathaladd6 t egyenest, ¢és rejtsik el a

koordinatatengelyeket.

18. &bra. Parabola és meghataroz6 adatai

Mit olvasunk le a 18. abrarol, és mit kérdezzilink a 1épések elott?

A 4. 1épés utdn kérdezziink ra, hogyan definidljuk pont és egyenes tavolsagat. Miutan
megmondtak, hogy merdlegest kell allitani az egyenesre, végezziik el az 5. 1épést, majd
kérdezziink ra a kovetkez6 1épésre. Ha megmondjak, hogy B és F szakaszfelezdje kell,
mehetiink tovabb, ha nem, elevenitsiik fel a definiciot, €s kérdezziink ra azon pontok
halmazara, amelyek v-t6l vald tdvolsagahoz B-re van sziikségiink. Miutan felvettiik a C
¢s D pontokat, a nyomvonalakbdl leolvashatjuk, hogy C képe a parabola, D képe a

vezéregyenessel parhuzamos talpponti egyenes.

A parabola mely meghataroz6 adatai szerepelnek a 18. dbran és mit mondjunk meég el?
1. Fokuszpontok: F.
2. Vezéregyenes: v.
3. Talppont: O.
4. Erintdk: c, ugyanis 1 kozos pontja van a hiperbolaval, az érintési pont C, ennek
bizonyitasa: vegyiink barmely mdas pontot c-r6l, példaul E-t, ekkor E és v
tavolsdga kisebb, mint E ¢és B tavolsaga a pont és egyenes tavolsaganak

definicidja miatt. Evidens, hogy az érintd az érintési pontbdl a fokuszokba
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huazott egyeneseknek belsé szogfelezdje a szakaszfelezd tulajdonsdg miatt.
Megjegyzés: a v-re merdleges egyenesek nem érintdk, ugyanis nem lehet rajtuk
érintési pont a szerkesztési eljaras miatt, a kozos pont egy metszéspont.

5. Talpponti egyenes: D nyomvonala, v felére zsugoritott képe F-bdl a felezépont
tulajdonsaga miatt. Mivel b és ¢ merdlegesek €s metszéspontjuk D, a fokuszbol
az érintékre bocsatott merdlegesek talppontjai a talpponti egyenesen vannak.

6. Kapcsoljuk be ¢ nyomvonalat és mozgassuk meg b-t, a fekete pontok a kiilsd
pontok lesznek, a fehérek a belsok. Ez alatamasztja a kovetkezd definicidt: azon
pontok, melyek kozelebb vannak v-hez, mint F-hez, kiilsé pontoknak nevezziik.
Az F-hez kozelebbi pontok a belsé pontok.

7. A t egyenest a parabola tengelyének hivjuk, ez a parabola egyetlen
szimmetriatengelye.

8. Barmely P kiilsé pontbol huzhatunk érintdt, ugyanis a 6. pontban lattuk, hogy
mindegyiken athalad biztosan egy c egyenes. Mivel ¢ minden pontjara igaz,
hogy a hozza tartozd6 B-t6l és F-tél egyforma tavol van, korivezziink a PF
tavolsaggal, és vegyiik ennek a k kornek a v-vel vald metszéspontjait. Mivel P
kiils6, a fokuszpont tavolabb van téle, mint v, tehat v-nek és k-nak két
metszéspontja lesz. A metszéspontok ¢és a fokuszpont szakaszfelezd merdlegesei
adjak a keresett érintdket.

9. Barmely t-vel nem parhuzamos 1 egyeneshez szerkeszthetd egy vele parhuzamos
érintd, allitsunk F-bOl merdlegest l-re, m-et, majd vegyik m és a talpponti
egyenes metszéspontjat. EbbOol a pontbol merdlegest allitva m-re, I-lel

parhuzamos érintdt kapunk.

A két masik szerkesztéshez hasonldan itt is csak a definicidt hasznaljuk a
szerkesztéshez, ¢és ezzel megkapjuk a paraboldhoz kapcsolédod alakzatokat.
Erdekességként megemlithetjiik, hogy az ellipszisekre és hiperbolakra is adhatunk a
parabolaéhoz hasonld definiciot azzal a kiilonbséggel, hogy a ponttdl és egyenestdl mért
tavolsagok aranya konstans, vagyis a harom alakzat kozeli rokon, rdadasul ez utdbbit a
feladatmegoldasoknal hasznalt dinamikus szineknél latottakkal meg is nézhetik 6nalld

feladatkeént.
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Szemléltetések

Ebben a témakorben megmutatom, hogyan jon rd az ember a Pitagorasz-tétel
bizonyitasara, tovabba mutatok olyan egyszertibb feladatokat, ahol a megoldas magatol

adddik a jo megjelenités alapjan, viszont nehéz vagy sokaig tart nélkiile.

Pitagorasz-tétel bizonyitasahoz otlet

Tétel: Derékszogli haromszogben a befogdkra rajzolt négyzetek teriileteinek Osszege

megegyezik az atfogora rajzolt négyzet teriiletével. Masképp: ha a befogok oldalhossza

a és b, atfogojanak hossza c, akkor a® +b* =c”.

Ko6zépiskolaban a bizonyitashoz két a+b oldali négyzetet fedtiink le kétféle
képen: Egyikben a ¢ oldalhosszi négyzet ugy, hogy minden cslicsa a nagyobb négyzet
oldaléra esik, azokat ciklikusan a:b ardnyban osztva, tovabba 4 az eredetivel egybevagd
derékszoglh haromszog van. A masikban az egyik atlo mentén az a oldalu négyzet utana
pedig a b oldalu négyzet, tovabba két téglalap, mindkettd két az eredetivel egybevagd
haromszoggel lefedve, 0sszesen tovabbi néggyel. Mivel mindkét nagy téglalap teriilete
megegyezik, és mindkettdben ugyanazt a hdromszoget négyszer hasznaltuk, a maradék
részek teriiletei is megegyeznek.

A tétel bizonyitasa utan leginkabb az érdekelt, hogyan johet rd valaki, hogy éppen a+b

oldalu négyzetekre van sziikségiink?

A valaszt a Geogebra megadja: ,,elrontjuk a szemléltetést”

Vegyiik fel az A pontot az x tengely pozitiv felén, a B pontot az y tengely pozitiv felén,
a C pontot az origbban. Rajzoljuk meg az ABC haromszoget. Haszndljuk a szabalyos
sokszog funkciot C-re és B-re, majd A-ra és C-re végiil A-ra és B-re, mindegyiknél a
pontok szama 4. Azt tapasztaljuk, hogy az atfogoéra rajzolt négyzet egyik csucsa
valamely masik négyzet oldalan van mindig, tovabba a masik (a-tdl s B-tdl kiilonbozo)
csucs mindig a nem metszett négyzet tavolabbi oldalegyenesén van. Amennyiben a

befogok hossza egyenld, mindkét négyzet egy-egy oldalan van egy-egy csucs. Ez azt
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sugallja, hogy a hdromszog tobbszori felhaszndldsaval tovabba a négyzetek egyszeri

felhasznalasaval két nagyobb négyzetet le tudunk fedni.

19. abra. Pitagorasz tételének elrontott szemléltetése

Megjegyzés: Altalaban az atfogéra rajzolt négyzetet kifelé rajzoljuk a szemléltetésnél.
Amennyiben tesztelni szeretnénk, hogy a gyerekek rajonnek-e a bizonyitasra, érdemes a
beépitett szabalyos sokszOg funkcio helyett sajat eszkozt 1étrehozni, ami a két kért pont
utan egybdl a négyzetet rajzolja ki, ezaltal gyorsabbak vagyunk, nagyobb a hiba
lehetdsége. Ha az elsé pont helyett félrekattintunk, a masodikat pedig jol, elhitethetjiik,
hogy mindkettd rossz volt, ezutdn hibankat javitva az elsOre kattintva ,,véletleniil” egy

rossz négyzetet kapva reménykedhetiink, hogy egy diak bemondja, hogy igy is jo.
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Hangyak a rudon

A kovetkezd feladattal harmadéves egyetemistaként taldlkoztam, de véleményem

szerint szinte barmely korosztalynak feladhato:

Az egy méter hosszu vékony radra sok hangyat szérok, a hangyak csak a méterrud
iranyaval parhuzamosan, annak tetején haladhatnak, egymas mellett nem férnek el. A
hangyak egyszerre indulnak el valamely megengedett iranyba 1 cm/s sebességgel.
Mikor két hangya taldlkozik, mindkettd visszafordul, és rogton megy is tovabb. Ha egy
hangya eléri a rad végét, leesik. Ha a hangydk pontszeriiek és azonnal fordulnak,

meddig kell varnom, hogy a rudr6l mind leessenek?

A feladat megoldasa nem nehéz, de a gyakorlaton sokan mégis sokaig gondolkodtak, ¢és
a kovetkezOhoz hasonld kérdés meriilt fel: Mi van, ha egy hangya oda-vissza forog egy
szakaszon, mert mindig {itkdzik? Mivel mind magasabb évfolyamokat jartunk,
meglepett, hogy egy ilyen feladat nehézséget jelent, mikdzben a valaszra par masodperc
alatt r4jon az ember: az iitk6z¢és érdektelen, ugyanaz torténik, ha atsétalnak is egymason,
igy csak a leghosszabb Ut megtételére itélt hangyaval kell szamolnunk, mintha egyediil
lenne. Nyilvan a legrosszabb eset az, ha a rud egyik végérdl megy a masikra, azaz 100

masodperc alatt lesz iires a rud.

Miért nem jottek ra sokan a megoldasra gyorsan? A feladat nehézségét a rossz szemlélet
adja: Kombinatorikai feladatok soran gyakran kérdéses, hogy a dolgok egyformak vagy
kiilonbozoéek? Esetiinkben egyformaknak gondolnank dket, de az {itkozések miatt sokan
kiilonbséget tennénk kozottiik, igy a hangyaink szinesek. A szemlélet nehézségét adja,
hogy egy dimenzioban (egyenesen) akarjuk vizsgalni a hangydk iddben valtozo
helyzetét, holott két dimenzioban (sikon) kellene, igy egyik (altaldban az 1d6, de lehet,
hogy mindkettd) valtozonk megfigyelésénél jelentdsen torzitunk. Ezen torzitas
feloldhato a megfeleld szemléltetéssel, egy animacioval, mely soran a hangydk

helyzetét az 1d6 fliggvényében lerajzoljuk.
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Az animaci6 elkészitése a Geogebraval:

10.

11.

12.

13.

. A bedllitdsok menii cstiszka fiilén allitsuk be az egyszeri novekvo ismétlést.

Hozzunk Iétre egy t csiszkdt 0 minimummal, 1 maximummal, 0.0025-6s

beosztassal, 0.25-0s sebességgel.

. Vegyltk fel a kovetkezd pontokat: A (0,0), B (0,100), C (100,100), D (100,0), E

(0,100%*t), F (100,100%*t).
Vegyiink fel egy egyenest A-n ¢és C-n keresztiil, a-t, ¢s egyet B-n és D-n

keresztiil, b-t, tovabba a parancssorban az x=100 egyenest, c-t.

. Vegylink fel koriilbeliil 8 (lehetdleg 5-nél tobbet, de 12-nél kevesebbet) pontot

az x tengelyen 0 és 100 kozott valtozo, de ne til nagy vagy tal kicsi
tavolsadgokra egymastol (példat vehetiink a 21. abra szerint).

Az 5. pontban felvett pontokon keresztiil huzzunk parhuzamosokat egyenként
vagy a-val, vagy b-vel ugy, hogy kiilonb6z6 magassagokban messék egymast.
Vegyiik fel a 6. pontban felvett egyenesek elsé siknegyedbe esé metszéspontjait,

tovabba a c-vel €s y-tengellyel vett metszéspontjaikat.

. Az 5. 1épésben felvett pontoktdl a 6. pontban felvett egyenesek mentén vegylink

fel kiilonbozé szinli, de jol lathaté torott vonalakat ugy, hogy a
metszéspontokndl (7. pont) iranyt valtunk (cikkcakkban).

Rejtsiink el mindent, kivéve az 5. pontban felvett pontokat, és a 8. pontban
felvett torott vonalakat.

Vegyiink fel egy fehér (vagy a hattér szinével egyezd) szinli poligont a CDEF
pontokkal, 100-as atlatszatlansaggal, a halado fiilon 1-es réteggel.

Vegyiik fel az ABCD fekete szinli poligont 0-s atlatszatlansaggal az 2. rétegben,
tovabba egy fekete szakaszt E-n és F-en at ugyanebben a rétegben.

Hozzunk létre egy animal felirati gombot, €s a script részeébe irjuk a kovetkezot:
Erték]t,0]

Animal[t]

Inditsuk el az animaciot.
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Animal

@
1]

20. adbra. Hangyék a raddon animacié kozben

i

)

21. abra. Hangyak a rddon animacid végén

@

Animal
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Animacio egy hétkoznapi feladathoz

A lentebb bemutatdsra keriilo feladat nehezebb 9.-es feladatnak szamit a
gimnaziumban, ahol tanultam. Az esetszétvalasztds €s szoveges feladatokkal is tobb
osztalytarsamnak gondja volt, részben ezért, részben a feladat megoldasahoz sziikséges
1d6 miatt az ilyenekkel sok idonk elment. Tanitdsi gyakorlatom alatt egy hasonlo
feladatot lattam ugyanebben az iskolaban, de akkor csoportokban dolgoztak a gyerekek.
Sok 1d6 elment az értelmezéssel, majd felirtak a tanuldk az intervallumokhoz tartozo
egyenleteket, végiil egyszerre megoldottdk a tablaknal. Mivel a teremben interaktiv
tabla 1s volt, az az Gtletem tamadt, hogy egy ilyen feladat nagyszerii lenne olyan

példanak, ahol a vizualizalas sokat segit.

Esetszétvalasztos feladat: Egy medencébe 3 csapon engedhetiink vizet, és egy
szivattyaval engedhetjiik le. Az A csap egyediil 3, a B 5, a C 1 ora alatt toltené fel. A
szivattyll masfél ora alatt {iriti ki a teli medencét. Az els6 csap bekapcsolasatol szamitott
egy ora mulva a szivattyl bekapcsol, ha a medence nincs tele. Ha a medence két oraval
az elsd csap kinyitasa utdn nincs tele, minden csapot megnyitnak. Ha a medence
megtelik, mindent elzarnak.

Hany oraig tart az iires medence feltltése, ha az A és B csapokat nyitjuk meg

kezdetben majd az automatikara bizzuk a tobbit?
A feladat megjelenitése Geogebraval:

1. Vegyiik fel az A (0,0), B (1,0), C (1,1), D (0,1) pontokat.

2. Lépjink be a beallitdsok meniibe €s a csuszkaknal allitsuk be az ismétlésnél a
kovetkezot: novekvo (egyszeri).

3. Hozzunk létre egy t csuszkat 0 minimummal, 35/13 maximummal, 35/13000
beosztassal, értékét allitsuk be 0-nak.

4. Hozzuk létre az alabbi fliggvényeket:

f(x)Z%(x—1+|1—x

) g0, heo-T. j(X)=%(x—2+|2—x|) és

a(x)=g(x)+h(x)-f(x)+j(x)
5. Vegyiik fel az E (1,a(t)) és F (0,a(t)) pontokat.
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6. Vegyiik fel az ABCD poligont, szine legyen piros, atlatszatlansaga legyen 10.

7. Vegyiik fel az ABEF poligont, szine legyen kék, atlatszatlansaga legyen 75.

8. A két poligon kivételével minden alakzatot és a cstiszkat rejtsiik el.

9. Hozzunk létre egy animal felirati gombot. A gomb script meniijébe irjuk az
alabbit:
Erték]t,0]
Animal[t]

10. Inditsuk el az animaciot.

animal

22. abra. Hétkoznapi feladat animacié kdzben

Mit figyeliink meg az animacioén?
Az els6 intervallumban novekszik a vizszint, de nem lesz tele, a masodikban lassan

csokken, majd a harmadikban gyorsan emelkedik a vizszint.

Hogyan 0sztonzi ez a gyereket, mi ujat tanulhatnak igy?

A feladat megoldésa soran harom iddintervallumot kellene vizsgalnunk, de az animacio
egyértelmiien elarulja, hogy megoldast a harmadik intervallumban talalhatunk. Elsére
azt gondolhatjuk, hogy ez egy lényeges egyszeriisités, azonban a feladatot egyaltalan
nem oldotta meg helyettiink az animacio, de jelentésen modositotta azt. Animaciod

nélkiil 3 egyenletet kellene megoldanunk, és a megoldasokat Osszehasonlitani az
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értelmezési  tartomanyokkal, most viszont be kell latni, hogy az elsé két
iddintervallumban nincs tele a medence, tovabba kiszamolni, hogy a harmadik
intervallumban mikor lesz tele. Egyértelmii, hogy a harmadik intervallumbéli szdmolast
nem keriilhetjiik meg, de a gyerekeknek valasztasi lehetdséget adunk, szamolgathatnak,
mintha nem is lett volna animaci6, vagy valamilyen magyarazatot adnak a vizszintre.
Amennyiben megmagyarazzdk az elsd két intervallumbéli torténéseket, kozelebb

keriilnek az analizis mdédszereihez példaul a kdvetkezd frappans valasszal:

Csaljunk, cseréljiik ki a B csapot egy masik A-ra, igy a medencét csak gyorsabban
tolthetjiik meg. Mivel a két csapunk egyenként harom ora alatt téltené fel a medencét,
egyltt nyilvan masfél 6ra alatt. Evidens, hogy egy ora alatt nem lesz teli medencénk,
igy bekapcsol a szivattyl, ami a toltési sebességgel vezeti el a vizet, tehat a viz
mennyisége a kovetkezd egy oOraban valtozatlan lesz, igy kénytelenek vagyunk a
harmadik intervallumban szdmolni. Mivel csaltunk, roviditettiik a sziikséges 1d6t, ezért
az eredeti csapokkal lassabban menne a folyamat, ezért elég itt is a harmadik

intervallumban szamolni.

Ha a feladatot a gyerekeknek egyéni munkaként adjuk fel, vagyis indoklast irhatnak a
fiizetbe, vagy szamolgathatnak, egyénenként visszajelzést kapunk OoOtletességiikrol,
magabiztossagukrol, tovabba hogy inkdbb az analizis vagy az algebra modszereit

részesitik eldnyben.

Animaciot sok feladat megjelenitéséhez készithetiink a fenti minta alapjan, azonban
szem elott kell tartanunk, hogy egy-egy animacié amellett, hogy kicsit feldobja a
matekora hangulatat, ki is zokkenthet néhany tanulot. Az animaciokkal a gyerek
aktivitdsat szeretnénk elérni, gondolkozasmodjukat szinesiteni, képzelderejiiket
fejleszteni. Jol meg kell valasztanunk a feladatot, amit megjelenitiink, figyelembe kell
venniink a tanulok aktivitasat, tudasuk szintjét. Ha a csoport aktiv és van egy
animalhat6 feladatunk, tartsuk meg inkabb késdbbre, maskorra ezt a feladatot. Konnytli
feladatokhoz ne készitsiink animaciot. Ha rendszeresen van animacio, a gyerekek hozza

szokhatnak, €s a kivant hatas helyett az ellenkezdjét kapjuk.
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