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1. Bevezetés

LA nagy felfedezések nagy feladatokat oldanak meg, de minden
feladat megolddsdhoz sziikség van valamely kis felfedezésre.”

(Polya Gyorgy, a gondolkodas iskolaja)

Jelen szakdolgozat feladatmegoldasi modszerekrél szol, azon beliil f6leg
egyenlGtlenségek megoldasdhoz hasznalhaté technikakrol. Célja, hogy a ko-
zépiskolas didkok szaméara segitse a versenyekre valo felkésziilést, illetve hogy
tandraikat tamogassa a felkészitésben. ElsGsorban olyan tehetséges diakok-
nak sz6l, akik kezdG- vagy kozéphaladd szintd versenyzdk, és szeretnének
jobb feladatmegold6va valni. Néhany nemzetkozi didkolimpiai feladatot is
targyalni fogok, de ez a dolgozat nem didkolimpiai felkészités céljabol ké-
sziilt.

Témavalasztdsom oka, hogy tehetséggondozéssal szeretnék foglalkozni.
Engem is tehetséges didknak tartottak a tanaraim, bar a feladatmegoldas
technikijaban nem igazan jeleskedtem. Ezért személyes inditékom is volt.
Miért pont az egyenlGtlenségek témakorét valasztottam? Az algebrat min-
dig is szerettem, ennek egy szép és kiilonleges nehézségeket rejts teriilete az
egyenlGtlenségek. Egy egyenl6tlenséget gyakran sokféleképpen meg lehet ol-
dani, ezért ezek a feladatok félig nyitottak. Emiatt jo lehet&séget adnak arra
is, hogy heurisztikidkat alkalmazzunk.

Heurisztikus okoskodéason (tovabbiakban: heurisztikdn) olyan okoskodést
értiink, ,amely nem végleges és szigor(i, hanem csak atmeneti és plauzibilis
[vagyis hihetd], célja a kittizott feladat megoldasa” ([1] 17. o.). A heurisztikak
nagy el6nye, hogy rugalmasak, emiatt egy kis kreativitdssal tobb, egymaés-
tol tavoli teriileten is alkalmazhatok. Nem kell a matematika tobb tucat
szakteriiletének sok szaz térvényét megjegyezni, hanem elég néhany alapvetd
szabalyt ismerni. Ezért a konkrét, egyenlGtlenségek megoldasara vonatkozo
modszerek utan altalanosabb heurisztikakrol is sz6 lesz. Alkalmazasukat né-
hény feladaton keresztiil is bemutatom.

A maésik nagy elénye, ha egy didk nem csak konkrét technikidkat gya-
korol, hanem a heurisztikdkban is jaratos, hogy az utébbi hasznalatdhoz

mindig egy kicsivel tébb kreativitas sziikségeltetik (Id. a Polya-idézetet).
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A matematikatanitas végss célja szamomra az, hogy gondolkod6 embereket
neveljiink. Lesz, aki a tanitvinyok koziil matematikus lesz, de a tobbség &l-
taldban mas szakmat valaszt, ahol szintén nagy hasznat veszi majd a problé-
mamegold6 készségnek. Sokan lesznek programozok, mérnokok, cégvezetdk,
tanacsadok. Ha megtanitjuk &ket gondolkodni, azzal mér sokat tettiink a

személyes sikeriikért.
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2. Egyenl6tlenségek megoldasa

Az egyenlGtlenségek megoldasa sokszor azért kifejezetten nehéz, mivel az
egyenleteknél szokasos ekvivalens atalakitasokkal ritkdn jutunk eredményre.
Ha nem ismeriink egy konkrét egyenl6tlenséget, amire a konkrét feladatot
vissza tudjuk vezetni, akkor probalkozhatunk még becsléssel. Ezzel azon-
ban vigyazni kell, mert kénnyen kaphatunk olyan becslést, ami gyengébb
az eredeti allitasnal, és emiatt semmire nem megyiink vele. Az itt targyalt
modszereket hasznalva a legritkibb esetben kell becslésre hagyatkoznunk,
és némi taldlékonységgal a kozépiskolai versenyfeladatok tobbségét sikeresen
meg tudjuk oldani.

El6szor is azokat a matematikai ismereteket tekintjiik at, amit a verseny-
z6nek érdemes megszereznie, mielGtt gyakorolni kezd. Uténa a kiilonb6z6
feladatmegoldasi modszereket targyaljuk. Végiil egy-két heurisztika kovetke-
zik, ami megkoénnyiti az elindulést akkor is, ha még nem latszik a cél.

Munkam soran a legtobb feladatot és megoldast [2| konyvbdl vettem. Eb-
ben volt ugyanis a legtobb egyenl&tlenséges feladat Gsszegytijtve azon miivek
koziil, amiket be tudtam szerezni. A sajat munkam abbol allt, hogy a megol-
dasokat elemeztem, és felhasznalt modszerek szerint csoportositottam. Ezek
egy része szamomra ismert volt, egy masik részét mar korabban lattam, de
tudatosan nem alkalmaztam, és volt olyan is, ami az tjdonsag erejével ha-
tott. Ez utobbi heurisztika (Id. 5.2 utolsd harom bekezdése) elég ésszertinek
tlinik, de még sehol sem taladlkoztam vele korabban.

Nézziik tehat a modszereket, amiket fel tudunk hasznéalni az egyenlGtlen-

ségek megoldéasa soran!



3 A MEGOLDAST MEGKONNYITO ISMERETEK 6

3. A megoldast megkonnyité ismeretek

A kovetkez6 oldalakon olyan egyenlGtlenségeket és egyéb matematikai té-
teleket kozliink, amik vagy szerepelnek a kozépiskolas tananyagban, vagy
amiknek elfogadjak a hasznalatat a didkolimpian. Ezek tobbsége viszony-
lag egyszeriien bizonyithato. Itt a bizonyitdsukat nem ko6zoljiik, mert azok
konnyen hozzaférhet6k. A versenyeken a hangstly dgysem a tételek ismere-
tén, hanem azok kreativ alkalmazasan van. Ezért ahol sziikséges, ejtiink par
szot az emlitett tételek nemtrividlis felhasznalasarol is. Igyekeztem azokat a
tételeket Osszegytijteni, amiket a megoldott feladatok sorén fel is hasznalunk,

ezért kimaradt példaul a Jensen- és a Bernoulli-egyenlGtlenség is.

3.1. Négyzetszamok oOsszege

A legegyszertibb egyenlétlenség, hogy tetszéleges pozitiv n egészre és tetszd-

leges valos xy...x,-re

i+ .. 22 >0

Egyenl6ség akkor teljesiil, ha z; = ... =z, = 0. Az Gsszes tovabbi egyen-
16tlenség gyakorlatilag erre vezethetd vissza. Leggyakrabban a kévetkezd két

formajat hasznaljuk:

Természetesen nem csak négyzetszamok 6sszege, hanem tetszélegesen sok
nemnegativ szam osszege is nemnegativ lesz. Egyenl6tlenség mindkét oldalé-
hoz ugyanazt a szamot adva vagy kivonva ekvivalens allitast kapunk. Ezért

két egyenlGtlenséget Gssze is adhatunk:
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a>b,
c>d,

=a+c>b+d

(Persze fontos, hogy az egyenl6tlenségek megfelels oldalait adjuk ssze)

Kevésbé ismert, de ugyantgy helyes, ha egy egyenlGtlenség két oldalahoz
adjuk hozza egy egyenlet egy-egy oldalat. Tegyiik fel, hogy a, b, ¢ pozitiv,

0 <a< 7, ésigaz a kovetkezo két allitas:

1
2bc - sina < —(a* + b* + &%)

V3

2bc-cosa = b% + & — a?

Mivel minden tényezs pozitiv, a két kifejezést négyzetre emeljiik és Ossze-
adhatjuk:

1
4b%c* < 3 (@®+b0+ )P+ (W +F—ad”) =
1
g(a4 + b+ ¢t + 2a%0 + 267 + 2a° )+
+(a* + b* 4 ¢* — 2a2b* 4 20°c* — 2a*c?) =
4 4 8 4
g(a4 + ' + ') — §a2b2 + §b202 — §a202.

Mindkét oldalt beszorozzuk %—del:

30%c* < (a* + b + ') — a®b? + 20° 2 — Fa?,

amibdl adodik, hogy:

(@ — B2 + (02 — @) + (2 — a?) > 0.
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3.2. Az n-edik kozepek kozotti egyenlStlenség

Ez az egyenlGtlenségek egyik legfontosabb csoportja. Ha x4, ..., x, pozitiv

valos szamok, akkor

min(x;) S TogT T < /(= < e < $%+n+$" < max(z;).

Tn

Az egyenlGség akkor teljesiil, ha z; = ... = x,.

Egy komoly versenyen a kdzepeket nem elég kiilon-kiilon tudni, hanem fel
kell ismerni barmely kett6 kdzotti egyenlGtlenséghdl kihozhato egyéb formulé-
kat. Nehéz feladatoknal gyakran eléfordul, hogy a kozepek nem a megszokott

kontosiikben, hanem némileg mas formaban jelennek meg:

b2
(az ) > ab
<a—|—b—|—c>2< a?+b> +
3 - 3

(a+b)(é+%) > 4

3abe < a® +b® + &

Az els6 egyenlet a szamtani-mértani, a masodik a szdmtani-négyzetes, a
harmadik a szamtani-harmonikus, a negyedik pedig a mértani-kébos koze-
pek kozotti egyenlGtlenség atirasa. Néha egész varatlan helyzetben tudjuk

alkalmazni a kozepeket:

a+§+c>3 (1)

Itt a bal oldalt egy mértani kézép gyok alatti tényezGinek vessziik, ekkor

(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)§(

a jobb oldalon a szamtani kozepiik kobe jelenik meg. A szamtani-mértani
kozép kozotti egyenlGtlenség nagyon jol alkalmazhato szorzat Gsszegé, illetve
Osszeg szorzatta alakitasara. Ilyen atalakitast akkor érdemes végezni, ha
ismeriink valamilyen Gsszefiiggést a valtozok kozott.

A kozepekrsl még szo6 lesz a 4.3. fejezetnek az ,,1 kiemelése” részében.
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3.3. A Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség

Tetszéleges aq, ..., ay, by, ..., b, valds szamokra
(arby + ... + ab,)* < (af + ... +a2)(b] + ... + b2).

3.4. A rendezési tétel

Legyenek aq, ..., a,, by, ..., b, pozitiv valos szamok. Az a1b, + ... + a,b, Osszeg
maximalis, ha a; és b; egyformén szigoriian monoton noéve, ill.  csokkend
sorozatok, és minimaélis, ha a; és b; egyike szigortan monoton ng, a masik
szigortian monoton csokken.

Megjegyzés: ha a monotonitas szigorisagat nem koveteljiik meg, akkor
az allitas igaz marad azzal a kiilénbséggel, hogy az emlitett két szélsGértéken
kiviil lehetséges méas minimum és maximum is.

Ez az el6z6eknél talan konnyebben hasznalhato, mégis sokoldala tétel. A
nyilvanval6 felhasznaldsi modja, ha az egyenl6tlenség két oldalan a két so-
rozatot ugyanigy, ill. ellentétesen rendezziik. Az is elég nyilvanvalo, hogy
ha a maximumban a; és a; egyiitthatojat feleseréljiik (a;b; + a;b; helyett
a;b; + a;bi-t irunk), az eredmény kisebb lesz. Ezen kiviil még szamos nem
trividlis felhasznalasa is 1étezik az egyenlGtlenségnek. Példaul ciklikusan per-
mutilhatjuk az egylitthatokat. Vagy akar az 0sszes ilyen ciklikusan permutalt

tagbol képezett egyenlGtlenséget is 6sszeadhatjuk, ha éppen arra van sziikség.

3.5. A Nesbitt-egyenlStlenség

Ha a, b, ¢ tetszéleges pozitiv valos szédmok, akkor

a n b n c >3 @)
b+c a+c a+b 2
Ennek a két szamra vett esete:
a b
—4+=->2 3
;o2 (3)

altalanos formaja pedig:
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Ty T, n
+ ...+ > ,
s —x s—x, mn-—1

ahol s =21+ ... + x,,.

3.6. A haromszog-egyenl6tlenség ekvivalens formai

Legyenek a, b, c egy haromszog oldalai, és legyen a hdromszog nem elfajulo.

A kovetkezd harom allitas ekvivalens a haromszog-egyenlGtlenséggel:

1. a>|b—c¢|, b>|c—al, ¢c>]a—1D
2. (a+b—c)(b+c—a)(c+a—>b)>0
3. a=y+z, b=z+zx c=x+y,

ahol x, y, z pozitiv szamok.

Az utobbi két forméat elGszeretettel hasznaljak versenyfeladatokban, ezért
érdemes ket megjegyezni és felismerni. Ha olyan egyenlGtlenséget oldunk
meg, amiben hiromszog szerepel, jo heurisztika, hogy valoszintleg valahol fel

kell hasznélni a haromszog-egyenl6tlenséget vagy egy ekvivalens formajat.

3.7. Konvexitas, konkavitas

Ha egy egyenlGtlenségben fiiggvények szerepelnek, vagy vissza tudjuk Gket
vezetni fiiggvényekre, akkor nagyon hatékony eszkoz a konvexités-konkéavitas
vizsgalata.

Egy fiiggvény konvex (konkav) egy adott intervallumon, ha az intervallum

barmely x;, x, pontjara

o) + 1), gt (f(xl)-gf(wz) . f<w1-2“62)).

(Megjegyzés: szakirodalomtol fiigg, hogy az egyenlséget megengedik-e
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vagy sem. Mi azért engedjiik meg, mert — ahogy a példakbol is latszik —
sokkal t6bb az olyan feladat, ami az egyenl@séget is magéaba foglalja. Termé-
szetesen a ,szigort” konvexitast is lehet definialni, ekkor a méasodik derivalt
vizsgalatakor a szigori egyenlétlenség lesz a feltétel.)

Konnyen belathato, hogy egy konvex fiiggvénynél nem csak két pontra,

hanem tetsz6leges n pozitiv egészre igaz, hogy

> (27)

i=1

és konkav fliggvényre ellenkezd irdnyban igaz az egyenlGtlenség. Ez egy
rendkiviil hasznos tulajdonsag, amit szamos alkalommal fel lehet hasznélni a
feladatmegoldas soran. Viszont ezen definicié alapjan nehéz megallapitani,
hogy egy fiiggvény konvex-e, ezért hasznaljuk a kovetkezs tételt:

Egy differencialhato fliggvény akkor és csak akkor konvex (konkav) egy
intervallumon, ha a derivaltja az adott intervallumon monoton né (monoton
csokken), tehat ha a mésodik derivaltja > 0 (< 0) az intervallumon (adott
intervallumon monoton folytonos fiiggvény legfeljebb nullmértékid helyen nem
differencialhat6). A monotonitdsnak nem sziikséges szigorunak lennie (pl.
is szigoru egyenlGtlenség all.

Ezzel mar szamos fiiggvényrél meg lehet mondani, hogy konvex vagy
konkav-e. Példaul konvex az e” és a coshx a valos szdmokon, a sinhx az
x > 0 félegyenesen, a sinx a [(2k —1)m, 2k7] intervallumokon. Konkav az In x
az x > 0 félegyenesen, a sinh x az x < 0 félegyenesen, a sin x a [2k7, (2k+1)7]

intervallumokon.

3.8. Weierstrass-tétel

SzélsGértékek vizsgalatanal nagyon hasznos lehet a Weierstrass-tétel:

Egy folytonos fiiggvény tetszéleges [a, b] zart intervallumon felveszi a ma-
ximumat és a minimuméat. Ez f6leg akkor hasznos, ha tudjuk a fliggvényrdl,
hogy monoton nd, csokken, konkav vagy konvex, és be akarjuk latni, hogy az

adott tartoméany szélén lesz minimalis vagy maximalis az értéke.
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4. Megoldasi moédszerek

A kovetkezSkben néhany modszert mutatunk be konkrét példakon keresztiil.
Ha ezeket a megfelel§ sorrendben és jol alkalmazzuk, az altalaban elvezet a
megoldasig. Persze nehéz feladatokndl igy is kell &ltalaban egy vagy tobb
jo gondolat, mert a gondolkodas semmilyen modszerrel nem helyettesithetd.
A moédszerek viszont segitenek, hogy a gondolatainkat kénnyebben érvényre

tudjuk juttatni.

4.1. Helyettesités
Szimmetrikus helyettesités

Ezt a modszert leginkabb két esetben érdemes alkalmazni:
1. ha az 0j valtozok bevezetésével az egyenlet konnyebben kezelhets lesz,

2. vagy ha az eredeti valtozok kozott van valamilyen Gsszefiiggés, amit az

1j valtozokkal jobban ki tudunk hasznalni.

Mi most a 2. esettel foglalkozunk.
Feladat (|2] 165. o. E9.): Legyenek a, b, ¢ egy haromszog oldalai.
Bizonyitsuk be, hogy
(a+b)(b+c)(c+a)

fla,bc) = (a+b+c) >i' )

(Megjegyzeés: az f(a, b, c) is egyfajta helyettesités, ami nem csak kényelmi
okokat szolgél: egy versenyen id6t takarithatunk meg vele.)

Megoldas: Vezessiink be 1j valtozokat. Legyen

—a+b+c 7a—b+c 7a—|—b—c

at+btc O atbt+e T a+xbtc

Az 4j valtozokra teljesiil, hogy r + s +¢ = 1. Ezen kiviil a haromszog-

egyenlGtlenség miatt mindegyik pozitiv. (Ezt tehat még ki kell hasznalnunk
valahol! Tulajdonképpen azért is vezettiik be az 1j valtozokat, hogy ezt

megtehessiik.) Igaz a kovetkezd egyenldség:
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— 2
a+b €1 (a+0)

a+b+c a+b+c’
ebbdl kovetkezik, hogy

] =

1 1
f(a,b,c):§(1+r)(1+s)(1+t):§(1+1+rs+st+tr+rst) >

Trigonometrikus helyettesités

Akkor érdemes trigonometrikus helyettesitéssel probalkozni, ha masodfokt
vagy gyokos kifejezésekkel talalkozunk, mint példaul 1 — 22, 2241, Va2 + 22.
Mivel a szogfiiggvények kozott kapcsolat van, azt is érdemes megvizsgalni,
hogy milyen sszefiiggést talalunk a valtozok kozott.

Feladat ([2| 177. o. E27.): Lassuk be, hogy ha a, b, ¢, d pozitiv valos

szamok, akkor

Vab+Ved < /(a+d)(b+ o).

Megoldas: Elgszor is rendezziik egy oldalra a gyokoket: osszunk le a

jobb oldallal, majd parositsuk a szamlalokat a nevezdkkel!

a b d c
. . < 1.
\/a—i-d b+c+\/a+d b+c — (5)

Most észrevehetjiik, hogy

2 2
a . d _1
a+d at+d/|

Ugyanigy a masik két tényezére. Legyen az elsé gyok két tényezdje sin? o

és sin® B (0 < o, B < 5)! A kovetkez egyenltlenséget kapjuk:
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sinasin 8 + cosacosf < 1

= cos(a— ) <1,

amibgl mar kovetkezik az allitas. O

Fiiggvények helyettesitése

Az egyik legegyszertibb, de mégis sok esetben hatékony médszer, ha az eredeti
valtozo helyett valamelyik fliggvényét helyettesitjiik be. Példdul = helyett
T + l-et, x2-et, \/1-et sth.

Példa: Az (z — y)? > 0 egyenlStlenségbdl szamoljuk ki a szamtani és

mértani kdzepek kozotti egyenlétlenséget:

(r—y)?>0
=12 +y* > 2y
22 + 9
=
2

> xy.

Most helyettesitsiink be = és y helyére \/z-et és /y-t:

r+y

5 >/ Ty.

Szimmetrikus polinomok

Mivel a kovetkezG rész a szimmetriardl szol, természetesnek tiint, hogy a
szimmetrikus polinomok maradjanak utoljara. Harom valtozora az elemi

szimmetrikus polinomok a kévetkezdk:
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u=a+b+c,
v = ab+ be + ac,

w = abc.

Ha adott egy m-edfoku egyenl6tlenség, ami szimmetrikus a valtozokra,
akkor ki lehet fejezni az elemi szimmetrikus polinomok felhasznalasaval. Ez-
zel a problémat visszavezettiik egy n-edfoki egyenlet megoldésara, amit a

szokésos megoldasi modszerekkel vizsgalhatunk.

4.2. A szimmetria felhasznalasa

Minden olyan moddszert ide sorolunk, amikor vagy igyeksziink az egyenl6t-
lenséget a valtozok szerint szimmetrikussé tenni, vagy ha mar eleve szimmet-
rikus, akkor ezt kihasznalni. Természetesen a megoldasi modokat nem lehet
diszjunkt osztalyokba sorolni. A helyettesités kategoriaban is vannak olyan

fogasok, amik ide is tartozhatnanak, és késébb is lesz még ilyen.

Tegyiik hasonl6va!

A szimmetria egyik nyilvanvalé modja, ha egy egyenlétlenségben hasonlova
tessziik az Osszes szamlalot, az 0sszes nevezGt, vagy a szamlalokkal a nevezo-
ket. Bar ez egyszertien hangzik, a gyakorlati megvalositasa sokszor egyaltalan
nem trivialis. Alakitsuk at példaul a (2) Nesbitt-egyenl6tlenség bal oldalanak
tagjait kiilon-kiilon ([2] 163. o. ET.)

a a+b+c ]

b+c b+c ’
b _a+b+c ]
at+c  a+c ’
c _a+b+c ]

a+b  a+b

Ez nagyon j6 nekiink, mivel igy méar legalabb a szamlalok hasonlitanak
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egymasra, a 3 db —1-gyel pedig mar konnyen elbanunk. Ha kiemeljiik az
(a4 b+ ¢)-t, a kovetkez6t kapjuk:

(a+b+c)( ! + ! + ! )—3.

b+c a+c a+b

Ez mar majdnem jo, de a szamléalo és a nevez6é még mindig nem hasonlit

eléggé egymasra. Ezért a kovetkezs cselhez folyamodunk:

%((a+b)+(a+0)+(b+c))( ! + ! + ! )—3

a+b a+c b+c

Innen pedig egy egyszerii szamtani-harmonikus kézepek kozotti egyenlét-

lenségbdl kijon az eredmény.

Adjuk 6ssze!

Egy masik, kevésbé nyilvanvaldo modszer a szimmetridk felhasznalasara, ha
az Osszes, valtozok szerint szimmetrikus egyenlGtlenséget Gsszeadjuk. Egy
szép példa ennek a megoldasi moédnak az alkalmazasara:

Feladat ([4] 28. o.): Lassuk be, hogy egyforman rendezett a; és b; soro-

zatokra

a; b; a;b;

PSS PrED D

és ellentétesen rendezett sorozatokra a mésik irdnyban érvényes az egyen-
16tlenség (Csebisev).

Megoldas: legyenek a; és b; egyforman rendezett sorozatok. Vegyiik a

paronkénti Osszegiiket! A rendezési tételnél mar emlitettiik, hogy ha tetszd-

legesen permutaljuk a sorozatokat (pl. ciklikusan), az eredmény kisebb vagy

egyenld lesz, mint az eredeti Gsszeg:
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a1b1 + ...+ anbnz ale —+ ...+ anbl
arby + ... +apb,> a1bs + ... + a,bs

arb; + ... +ap,b,> a1b, + ... + apnb,_1

Adjuk most 6ssze mindegyik egyenlGtlenséget, ekkor a jobb oldalrol csak
az eredeti permutaci6 fog hianyozni. Ezért ezt is adjuk hozza a kapott egyen-

16tlenség két oldaldhoz:

Clel + ...+ (lnbn = a1b1 + ...+ anbn.

Kiemelés utan a kévetkezot kapjuk:

n(albl + ...+ anbn) Z (al + ...+ an)(bl + ...+ bn)

Tegyiik szimmetrikussad az egyenlGtlenséget! Ha n-nel leosztunk, akkor

mondjuk az a; + ... + a, ala beirhatjuk a nevezébe:

a + ... +ay,

(a1b1 + ...+ Clnbn> Z
n

(by + ... + by)

A jobb és bal oldalon van még egy-egy tényezG, aminek ,nincs nevezgje”,

tehat ezeket is nyugodtan leoszthatjuk n-nel:

a1b1 + + anbn S ap + + Qyp, b1 + + bn

n n n

g

Ezzel megkaptuk a Csebisev-egyenlGtlenséget abban az esetben, ha a; és b;
egyforman rendezett. Vajon az ellentétesen rendezett forméjat is meg tudjuk
hasonlé médon kapni? Természetesen, a kifejezések teljesen szimmetrikusak:
csak a > jelet kell < jelre cserélni, ha most az eredeti sorozatokat ellenté-
tesen rendeztiik. Ugyanezzel a gondolatmenettel belathatjuk tehat a masik

egyenlGtlenséget is, tjfent kihasznalva a szimmetriat.
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Homogén fiiggvények

Kissé tobb eszkozt igényld, de nagyon hatékony moédszer a kdvetkezs. Egy
fiiggvény homogén, ha rendelkezik a kévetkezé szimmetriaval: barmely ¢ # 0
valos szamra f(tzy,...,tx,) = t*f(z1,...,z,), ahol k tetszéleges valos szam.
Ekkor f-et k-adfoki homogén fiiggvénynek is nevezziik. Ha egy fiiggvény
homogén, akkor a valtozoit le tudjuk normalni (azaz leosztani ugyanazzal a
szammal), hogy azok valamilyen specilis egyenlGségnek eleget tegyenek.

Itt az alapgondolat az, hogy elég az Aallitdst egyetlen t értékre belatni,
utana a képlet miatt teljesiil az Gsszes tobbire is. Ezért mar az elején a t
megfeleld megvalasztasaval ,be tudjuk allitani” a valtozokat gy, ahogy az
nekiink a megoldéas szempontjabol kényelmes.

Persze figyelni kell arra, hogy az egyenl&tlenség mindkét oldala ugyan-
olyan fokt homogén egyenlet legyen! Ha az egyik oldalon konstans all, akkor
a masik oldal csak nulladfokd homogén egyenlet lehet. A k = 0 esetben ter-
mészetesen barmilyen nemnulla szdémmal megszorozhatjuk az osszes valtozot,
az nem fog gondot okozni. Ha k # 0, és ez mindkét oldalra ugyanakkora,
akkor a t-vel valo beszorzaskor az eredetivel ekvivalens egyenlGtlenséget ka-
punk.

Amit mi véalaszthatunk meg szabadon, az az, hogy milyen egyenlség
teljesiiljon az x;-kre (csak egy ilyet adhatunk meg, de abban nem kell minden

valtozonak szerepelnie). Példaul az egyik szokdsos normalas, amikor

T+ ...+x, =c,
(a c-t altalaban az egyszertiség kedvéért 1-nek szoktuk vélasztani). Egy
maésik lehetdség, hogy a szorzatuk legyen konstans:
Tyt Ty = 1.

Egy nagyon hasznos modszer, ha az egyik véaltozot allitjuk be, a tobbi

valtozonal pedig az ettdl valo eltérést jeloljiik valamivel:

r1=1, x9o=14aq,...,2, =14+ a,.
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Példa: Oldjuk meg normaléas felhasznilasaval a Nesbitt-egyenl&tlenség

ekvivalens alakjat:

1 1 1 9
fla.b,c) <a+b+c><a+b+a+c+b+c)_2

Megoldas: Mivel

1 1 1
ta,tb,tc) =(t th+t -
f(aa 7C) (a+ +C)(t@+tb+ta+tc+tb+tc)

1 1 1 1
t b - = b
(a+ +C)t(a—|—b+a+c+b+C) f(a7 70)7

ezért ez egy nulladfokia homogen fiiggvény (persze ezt is varjuk, mert az

egyenlGtlenség mésik oldalan egy konstans, g all). Tehat beszorozhatjuk tgy
a valtozokat, hogy a + b0+ ¢ = 1 teljesiiljon. Ekkor a szamtani-harmonikus

kozepek kozotti egyenlétlenséghdl kovetkezik, hogy

f(abc)—1+1+1> ) = )
U a+b atce bdeT (a+b)+(ate)+(b+e) 2a+btc)

ami pontosan a bizonyitando allitas. U

Nagysag szerinti rendezés

Egy fontos, gyakran hasznélt modszer szimmetrikus fiiggvényeknél a kovet-
kez§. Tegyiik fel, hogy f(x1,x2, ..., z,) szimmetrikus a valtozoi szerint. Ekkor
feltehetjiik, hogy z; < z9 < ... < z,, hiszen barhogy permutéljuk a valto-
zokat, az egyenlség tovabbra is igaz marad. Ezt is alkalmazni fogjuk a
kovetkezd példaban.

Feladat ([2] 166. o. E10.): Bizonyitsuk be, hogy

a® +b* + ¢ + 3abe > ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(c + a). (6)
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Megoldas: Az egyenl6tlenség szimmetrikus a, b, c szerint, tehét felte-
hetjiik, hogy a < b < c¢. Mivel mindkét oldal homogén harmadfoku fiiggvény,
norméalhatjuk 6ket tgy, hogy a = 1 legyen. Ekkor legyen b = 1 + = és
¢ =1+ y. Vegyiik észre, hogy x és y nem lehet negativ! Behelyettesitve a

valtozokat és egyszertisitve:

Pi(l+2)* + (1+y)° +3(1+a)(1+y) >
>1+z2)2+2)+(1+2)1+y)2+z+y)+1+y)(2+y)
S 1+(1+3z+32° +2%) + (1+ 3y + 3> + ) + (3 + 37 + 3y + 3zy) >
>243z+ 22+ (1+z+y+ay)2+x+y) +2+3y+12

A tényez6k kifejtése és Osszevonasa utén a kovetkezét kapjuk:

23+ + 327 + 32y + 3y* + 62+ 6y +6 >
> 2%y + xy® + 227 + day + 2y + 62 + 6y + 6
(:):U3+y3+x2+y22x2y+xy+xy2.

Rendezziink egy oldalra, és alakitsuk szorzatta az z2y, xy? tagokat:

P a? —ay+y? — oyl +y) >0.

Az 22 és 13 tagokat felbontjuk szorzatra:

(z+y)(2® — 2y +9°) +2° — oy +9° —ay(z +y) > 0.

Az els6 tag masodik tényezdje megjelenik az utana kovetkezs 6sszegben is.
Nagy a késztetés, hogy azt is kiemeljiik. Azonban a megmaradé —xy(z+y) <
0, igy nem tudnank a bal oldalt jol becsiilni. Emeljiik inkabb ki az utols6
tagot:

(x +1y)(2* — 2y +y* — xy) +2° — 2y + 32 >0,
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azaz

(z+y)(z—y)’+2°—zy+y*>0.

A maésodik tényez6 most is kisértetiesen hasonlit az utédna koévetkezs
Osszegre. Ezuttal viszont tudunk mit tenni. Kivonunk és hozzdadunk xy-

t a bal oldalhoz. Igy a kiemelés utan a nemnegativ xy marad hatra:

(x+y+1D)(z—1y)?*+ay>0.

Mivel minden tényezé és tag > 0, ezért ez mindig teljesiil. Ezzel belattuk
az allitast. O

Valtozok kozotti kapcsolat

A szimmetriat ugy is felhasznalhatjuk, ha észrevesziink valamilyen kapcsola-
tot az ismeretlenek kozott. Nem is mindig kell 4j véltozokat felvenni. Példaul
a (2) Nesbitt-egyenl6tlenség bizonyitasahoz vegyiik észre, hogy ha a, b, ¢
pozitiv egész, akkor (a,b,c) és (1/(b+c), 1/(c+a), 1/(a+ b)) egyforman

rendezett sorozatok. Ekkor

a b c b c a
- + > - - ,
b+c a+c a+b " b+c a+c a+b

a b c c a b
- + > - + ,
b+c a+c a+b " b+tc at+c a+b

A két egyenlGtlenséget Osszeadva:

a b c
2 + + > 3,
b+c a+c a+bd

tehéat

a . b . c >3
b+c a+c a+b 2

(Itt szintén hasznaltuk azt a triikkot, hogy két szimmetrikus egyenlétlen-
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séget adtunk Gssze.) A két sorozat, amit Osszehasonlitunk, lehet sokféle, pl.
a; és 1 — a;, vagy sin(x;) és 1/sin(z;) stb.
4.3. Atalakitasok

Ebben a részben néhany nemtrividlis dtalakitast szeretnék bemutatni.

Az ,,1” kiemelése

Egy gyakran hasznalt, de explicite ritkan tanitott modszer, amikor egy a
szamot felirunk 1 - a formaban, vagy amikor n-et felirjuk 1-esek Gsszegeként,

és behelyettesitjiik egy ismert képletbe.

Példa: a Cauchy-Schwarz-egyenlGtlenségnél az egyik sorozat helyébe ir-

junk csupa 1-est:

(- 14 .. 4a,-1)* < (af+...+a2)(1*+ ...+ 1%)

Vonjunk gyokot, és osszuk le mindkét oldalt n-nel:

@+t [a? + ...+ a?
n - n ’

Igy megkaptuk a szamtani és négyzetes kizepek kozotti egyenlstlenséget.

Feladat ([2] 175. o. E23.): Lassuk be Carlson 2. egyenl&tlenségét:

2
7r
(ay+ ... +a,)? < 5 (af +4a3 + ... +n’a?). (8)

Megoldas: Irjuk fel a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséget a;-re és 1-re:

1 172 1 1
(ay+...4a,)? = (a101 o + . Fanc, - - ) < (aid + ...+ aicd) (? +...+ —2> :
1 n 1 n

ahol a ¢;-k tetszéleges nemnulla valés szamok. Ha az el6z6 egyenletbe

c; = i-t helyettesitiink, akkor a jobb oldal legutolsé tényezGje az els6 n szam
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’ , . .. ’ P 2 ’
négyzetének reciprokosszege lesz. Ha n — oo, akkor a tényezd — 7. Véges

n esetén nyilvan nem lehet egyenl6ség. Tehat azt kaptuk, hogy

2
(a1 4 ... +a,)* < % (af 4+ 4a3 + ... +n’a}) ,

ami a bizonyitando allités. U

Az atalakitasok soran sokszor hasznos, ha ismeriink néhany triikkos kép-
letet:

A+ 4+ —ab—bec—ca=
1
a2+62—§(a2+62—02) =
a*—(b—c)=(a—b+c)at+b—c).
Itt nem a konkrét képletek memorizalasan, hanem az elv megértésén van

a hangsily. Az elsé az (a — b)? kifejtésének altalanositasa harom véltozora.

Ugyanugy igaz n db valtozora is:

T A X2 Ty T Ty —...— T T = [(xl —29)? + (9 — 23)% + .+ (T — x1)2] )

N | —

A masodik arra példa, hogyan alakithatunk &t egy kétvaltozos kifeje-
zést haromvaltozossa. A harmadik hasznos lehet olyan feladatoknél, ahol
a haromszog-egyenlGtlenséget kell kihasznalni. Tovabbi hdrom nagyon egy-

szerd, de anndl hasznosabb egyenl&ség:

(a+b)* = (a—b)*+ dab
a® 4+ b* = (a — b)* + 2ab
a® +b* = (a +b)* — 2ab.

Ezek segitségével barmikor at tudjuk alakitani egymasba az (a+b)?, (a —
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b)? és a® + b? kifejezéseket. Erre meglehetGsen gyakran van sziikség. Példaul
a (6) feladatban —xy-t alakitottunk at +zy-n4, ahol az egyenlGtlenség miatt
kifejezetten a pozitiv alak kellett nekiink. Hasonlé okokbél pozitiv x, y
esetén az (x + y)%-et sokszor érdemes atalakitani (z — y)2-té, mert ez behoz

egy +4zy-os tagot, mikézben az (r — y)? tovabbra is > 0.
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5. Heurisztikak

Ahogy a bevezetGben megemlitettiik, heurisztikan olyan megoldéasi modszert
értiink, ami nem teljesen egzakt, viszont rugalmas, ezért sok esetben jo ki-
induldépontot ad a megoldashoz. Példaul fiiggvényegyenletek megoldasanal a
leggyakrabban hasznélt heurisztika, hogy bizonyos egyszeri értékeket, pél-
daul 0-t és 1-t helyettesitiink be, és ezekbdl a specialis esetekbdl probalunk
meg valamit kihozni. A siker nyilvan nem garantalt, de az esetek nagy ré-
szében értékes tampontokat ad az ilyen kezdeti vizsgalodas.

Hasonl6é heurisztikak az egyenl&tlenségek megoldasénal is vannak, és se-
githetnek akkor is, ha egyébként nincs 6tletiink az elinduldshoz. Ezek kozott
tobbrél mar volt sz6 a megfelel6 helyen, de most rendszerezve is szeretném

Osszefoglalni a modszereket.

5.1. Kérdések

Az egyik legsokoldalubb heurisztika, ha kérdéseket tesziink fel. Mit tudunk
x-r6l? Mik a kezdeti feltételek? Hogyan tudnank egyszertisiteni? Mire emlé-
keztet? Minél nagyobb? Minél kisebb? Milyen tételeket ismerek? Mi lenne,
ha...? Pl. mi lenne x = 0 esetén? x = 1 esetén? Mi lenne, ha 6sszeg helyett
szorzatot irnank, vagy forditva? A kérdésfeltevés nagy elénye, hogy még
a legreménytelenebbnek ting helyzetben is tudunk kérdést feltenni. Ezen
kiviil rendszerezettségre szoktatjuk magunkat, és hogy olyan szempontbol
is megvizsgaljunk egy kérdést, ami amigy nem jutna esziinkbe. A kérdés
gondolkodasra, az Osszefiiggések feltardsara késztet. Sok heurisztika kérdés

forméajaban is megfogalmazhat6. Lassuk Gket!

5.2. Hol van egyenlgség?

A legtobb egyenlGtlenség nem szigori, azaz létezik olyan eset, amikor egyenld-
ség all fent. Ez fogodzot jelent nekiink, és ha rajoviink, hogy ez mikor teljesiil,
a feladat megoldasa sokszor jelent&sen leegyszertisodik. Ez a vizsgalat még
akkor is segithet, ha szigoru egyenlGtlenség all fent! Ha a becslés éles, akkor

kell lennie olyan esetnek, amikor a két oldal kozotti kiilonbség tetszileges
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nemnulla valosnél kisebb lehet. Ez a helyzet a (8) Carlson-egyenlgtlenségnél
is. A 72/6 elég kiilonos szam ahhoz, hogy ne véletleniil szerepeljen itt, ezért
a becslés valoszintleg éles. Ha ismerjiik a négyzetszamok reciprokosszegét,
akkor mar talalunk Osszefiiggést a jobb oldal két tényezGje kozott. Ha még
azt is megsejtjiik, hogy az n — oo hatarértéknél (és x; = ... = x,, esetén)
egyenld lesz a két oldal, akkor a Cauchy—Schwarz-egyenlGtlenség alkalmazasa
is esziinkbe juthat.

Léassuk ennek a heurisztikdnak egy gyakorlati alkalmazésat!

Feladat ([2] 170. o. E21.): Adott egy haromszog a, b, c¢ oldalakkal és T
teriilettel. Lassuk be, hogy

a? +b* + 2 > 43T, (IMO 1961, Weitzenbdck-tétel) (9)

Megoldas: Mikor lesz egyenlGség? Valodszintileg akkor, ha a hiromszog

oldalai egyenlk. Valoban, ekkor

T = 5 3= c’,

4N3T = 4/3 - \/_c 2 _ 3¢,

V3e ¢ V3,
4

Most mér csak azt kell belatnunk, hogy més haromszog esetén a jobb
oldal kisebb lesz, mint a bal. Hogyan fejezziink ki egy szabalytalan harom-
szoget egy szabalyos segitségével? A szimmetridk részben mar volt szd arrol,
hogy ha az egyik valtozot megvélasztottuk gy, ahogy nekiink tetszik, a tobbi
valtozonal mar csak az ettdl valo eltérést kell vizsgalni. Ennek mintajara ta-
laljunk ki két valtozot a haromszog ,szabalytalansdganak” leirasara! Legyen
az AB szakasz fix, és mozgassuk a C pontot! Ezt a szimmetria miatt megte-
hetjiik. A haromszog teriiletét legkonnyebben a ¢ oldallal és a C-bél induld
magassaggal tudjuk kifejezni. Ezért a két valtozo jelentse a szabélyostol valo
eltérésiiket! A magassagvonal egy ¢/2 — x és ¢/2 + x hosszisagu szakaszra
osztja c-t. Az x jeloli tehat a c-vel parhuzamos eltérést. Az y pedig jelolje

a ra merdlegest: a C' ponthoz tartozé magassag hossza legyen v/3/2¢ + .
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Ekkor

2 V3 ?
a?+ 0?4+ & — 43T = (g—x> +<y+70> +

2
2 3 3
+ <§+x> +<y+§c> +02—2\/§c<y+§0>=2$2+292207

azaz valoban teljesiil az allitas, és csak akkor van egyenlGség, ha x =y =

0, tehat ha a haromszog szabalyos. Il

Abbdl, hogy mikor teljesiil az egyenlGség, azt is meg tudjuk sejteni,
hogy melyik egyenl6tlenséggel lehet megoldani. Példaul a (4) feladatban a
haromszog-egyenl&tlenséget hasznéljuk, tehat nyilvan csak akkor van egyen-
16ség, ha a haromszog elfajuld (ennyi azonban nem elég, az is kell, hogy az
egyik oldal 0 legyen). A Nesbitt-tipust egyenlGtlenségek akkor teljesiilnek
egyenlGséggel, ha 1 = ... = x,,. EbbG6l mar sejtjiik, hogy kozepek kozotti
egyvenlGtlenségre vissza lehet Gket vezetni.

Erdemes tehat tudni, melyik képletnél mikor 4ll fent az egyenlGség, és
hogy mik tartoznak egy ,ekvivalenciaosztalyba”. AlapvetGen csak két egyen-
16tlenség 16g ki a sorbol: a Cauchy—Schwarz (ahol akkor egyezik meg a két
oldal, ha az egyik szamsorozat a méasik tobbszorose), és a rendezési tétel (ahol
Ty, + x;y; = x;y; + v;u; pontosan akkor, ha z; = x; és y; = y;). A tobbinél
az Osszes valtozd egybeesése sziikséges.

A négyzetszamok 0Osszegénél az kell, hogy minden tag 0 legyen, a ko-
zepeknél és a konvexitdsnél elég, ha mindegyik ugyanaz a tetszGleges valos
szam. Helyettesitésekkel viszont at lehet vinni az egyik tipust egyenlGtlen-
séget a masikba. Példaul a (6) feladatban eredetileg akkor volt egyenldség,
haa=0=c Eztegya=1 b= 1+2z, ¢ = 1+ y transzforméacioval
atvittiik egy olyanba, ahol z = y = 0 esetén teljesiil. Ezt tehat mar nem
kozepekre, hanem négyzetszdmok Osszegére kellett visszavezetni. Ugyanigy

jartunk el a (9) feladatnal is. Erdemes lenne tovabbi vizsgalatnak alavetni azt
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a kérdést, hogy melyik egyenlGtlenséget melyikre lehet atalakitani, és milyen

modon. Erre azonban jelen szakdolgozat keretein beliil nincs lehetGség.

5.3. Bontsuk fel a feladatot kisebb részekre!

Ez egy elég gyakran hasznalt heurisztika. Két altalam ismert valfaja van. Az
egyiknél tébb parhuzamos allitasra bontjuk fel az eredeti allitast. A méasiknal
a részek egymasra épiilnek, és csak ha az egyiket belattuk, kezdhetiink neki
a masiknak. Van, ami nem tartozik tisztdn egyikbe sem, példaul a teljes
indukcio. Most mindkét fajtara mutatok példat.

Feladat ([3] 24. o. 148.): Lassuk be, hogy tetszdleges n > 2 egészre

Vnl > /n.

Megoldas: Elszor is tiintessiik el az 0sszes gyokot, azaz emeljiink 2n-
edik hatvanyra! FEzutan alkalmazzuk a heurisztikat, probaljuk meg az n!
tényezdit parositani, mint ahogy Gauss hires, az els§ n szam Osszegérdl szolo

bizonyitasaban is szerepel. Ezt kapjuk:

(nh(n!)=[1-n]2-(n—=1)]...[k-(n—k+1)]..[n- 1] > n".

Figyeljiik meg, hogy a bal oldalon n db tényez6 all, és a jobb oldalon is
n-szer szoroztuk Ossze n-net. Ha be tudnénk latni, hogy a bal oldal minden
tényezdje legalabb n (és valahol nagyobb), akkor megoldanank a feladatot.
Szerencsére éppen ez a helyzet. Az elsG tényezére igaz, és b > a esetén ha
ab > n, akkor (a+1)(b—1) > ab > n. Az a < b esetekre pedig a szimmetria

miatt mar kévetkezik az allitas. O

Ez arra volt példa, amikor sok parhuzamos részre bontjuk fel az allitast,
most lassunk egy feladatot a masik tipusbol!

Feladat (2| 177. o. E26.): adott a sikon az n > 2 db pont alkotta
véges P halmaz. A sik egy e egyenesére jelolje S(e) a P pontok e egyenestdl
vett tavolsagainak Osszegét. Legyen F azon egyenesek halmaza, amikre S(e)

minimalis. Bizonyitsuk be, hogy 1étezik E-ben olyan egyenes, ami két P-beli
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ponton is atmegy.

Megoldas: Ez a feladat els6 ranézésre nagyon nehéznek tiinik. Nem lat-
szik, hogy az allitdsnak teljesiilnie kellene, még azt sem tudjuk, hogy van-e
egyaltalan olyan egyenes, ami atmegy P-beli ponton. Ez adja nekiink az
Otletet: bontsuk fel a feladatot! Elgszor vizsgaljuk meg, hogy van-e olyan
egyenes, ami legalabb egy ponton atmegy, és ha taldlunk ilyet, akkor pro-
baljunk olyat keresni, ami két ponton is dtmegy. ElGszor keressiink tehat
olyat, ami legalabb egy ponton atmegy. Gyakori triikk, hogy taldlunk egy
Jrosszat", és azt ,megjavitjuk”. Tegylik fel, hogy egy kiszemelt e egyenesre
S(e) miniméalis, de nem megy at egy ponton sem. Ez csak gy lehetséges,
ha e mindkét oldalan ugyanannyi pont van. Ha ugyanis egyik oldalon t&bb
lenne, akkor feléjiik parhuzamosan eltolva az egyenest csokkenthetnénk S(e)
értékét. Ha pedig ugyanannyi van, akkor eltolhatjuk az egyenest addig, amig
az els6 pontot el nem éri, mert ekézben S(e) valtozatlan marad.

Ezzel a feladat egyik részét megoldottuk. Mar csak azt kell megmutatni,
hogy ha van olyan E-beli egyenes, ami atmegy egy P-beli ponton (legyen
ez Py), akkor van olyan is, ami kett6n megy at. Az elgbbi eltolas mintajara
most elforgatjuk az egyenest. Legyen az elforgatas szoge ¢, és legyen P, a P
halmaz k-adik pontja. Jeloljiik ¢p-val azt a szoget, amikor az egyenes &tmegy
a k. ponton (k > 0). Legyen py = | P FPy|. Ekkor ¢ szgnél a pont egyenestdl

vett tavolsaga:

d(pe, ) = pr - sin(p — @i),

a tavolsagok Osszege pedig

n—1
S(e,p) = pelsin(e — ¢i)].
k=1

Mikor lesz ez a fliggvény minimalis? Sejtésiink szerint az egyik g-ban.
Valoban, ez a fiiggvény szinuszfiiggvények linearis kombinacidja. A szinusz-
fiiggvény konkav a [0, 7] intervallumon. Konkav fiiggvények linearis kombiné-
cioja is az, tehat az S(e, ) fiiggvény minden [¢g, @i + 1] zart intervallumon

konkav. Ezen kiviil a Weierstrass-tétel miatt az adott intervallumon felveszi
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a minimumat. A minimum a konkavitas miatt nem lehet az intervallum bel-
sejében, tehat csak a hataron lehet, azaz pi-ban vagy ¢r + 1-ben. Az S(e, p)
tehat valamelyik ¢p-ban lesz minimélis, azaz van olyan egyenes F-ben, ami

két ponton megy at. U

5.4. A képzelSers szerepe

Egy feladat — f6leg egy bonyolultabb feladat — megértésében sokat segit,
ha tudjuk valamilyen moédon abrézolni, megjeleniteni. Ez a megjelenités
leginkédbb vizualisan torténik, bar ez nem sziikségszeri (a szoveges feladat,
talalos kérdés jo példa egy-egy probléma szoveges megjelenitésére). Ez a
vizualis megjelenités lehet egy rajz, abra vagy a sajat képzelGerénk.

Ilyenkor tulajdonképpen az torténik, hogy egy konnyen atlathato modellt
alkotunk az eredeti feladatrol. Egy modell nem tiikrozi a teljes valosagot,
s6t néha torzit is (jo példa egy geometriafeladat kézzel készitett rajza). A
lényeges aspektusokat viszont kiemeli. Példaul nehéz egy haromszog harom
szogfelezGjét igy megrajzolni, hogy egy pontban messék egymast, de minket
nem a konkrét elhelyezkedésiik, hanem egyméshoz vald viszonyuk érdekel
(t.i. hogy a haromszog egy-egy csticsabol indulnak, és egy pontban metszik
egymaést). A rajzolas sokat segithet abban, hogy jobban megértsiink egy els6
pillanatban bonyolultnak tiing feladatot.

Egy jo abra remek lehetséget ad arra, hogy — ahogy Poélya Gyorgy is
leirja — Osszefiiggéseket keressiink a valtozok kozott. Vagy akar arra is, hogy
megsejtsiink valamit, bar egy esetleges abrabol csak 6vatosan szabad komo-
lyabb kévetkeztetéseket levonni.

Még jobb eszkoz a képzelGerénk, ha van, mert sokkal gyorsabb, mint a
rajz, és részletgazdagabban tudunk vele helyzeteket megvizsgalni. A képzels-
er6 a legjobb eszkoz arra, hogy a ,mi lenne, ha...” tipusi kérdéseket feltegyiik
és megvalaszoljuk. (Akinek kevésbé fejlett a képzelGereje, az kombinélhatja
rajzolassal is, ha az segit.)

Persze itt is 6vatosnak kell lenniink. A képzelGerénk kevésbé fix, mint
a rajz, tehat szabadon varialhatjuk példaul egy haromszog szogét. Viszont

épp emiatt nem szabad vakon elhinniink mindent, ami ,latszik”, hogy ugy
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van. Sejtések megfogalmazasira és dsszefliggések felismerésére viszont kivalo
eszkoz.

Lassuk, hogyan alkalmazhatjuk a képzelGer6t feladatok megoldasanal!

Feladat: Adott egy egyenlészari haromszog, AB = BC. Elindul egy
repiil6 A-bol B-be. Ugyanabban a pillanatban elindul egy masik repiilé B-
b6l C-be. Mikor lesznek a legkozelebb egyméshoz?

Megoldas: A feladat geometriai megoldasa elég komplikalt. Probaljuk
meg fizikafeladatként megoldani, ahogy ezt a feladat kifrasa is sugallja. Le-
gyen v az egyik repiil§ sebességvektora, v a masik repiil6é. Képzeljiik bele
magunkat az els repiilégép helyzetébe!!

Hogy néz ki innen a masik repiilégép palyaja? Ez egy egyenes, ami jo
esetben nem megy at a mi repiil6gépiink pontjan (ez mindig teljesiil, ha
a haromszog nem elfajuld). A konkrét egyenest gy kapjuk meg, ha a B
pontbdl egyenest hiizunk a vy — v; szakasz iranyaba.

Hol lesz a legkisebb a tavolsaga t6liink? Ott, ahol a két repiil6gépet
osszekits szakasz merdleges a palya egyenesére. Ugy is mondhatnank, hogy
ahol a két repiil6t 0sszekdtd szakasz hosszdnak id§ szerinti derivaltja zérus,
vagyis ahol a mésik repiil§ sebessége merdleges erre a szakaszra. Kzt kénnyen
megkapjuk, ha vessziik a repiil6gépiink P; pontjabol a masik gép e, palya-
egyenesére vett merdleges talppontjat. Konnyt belatni, hogy ez pont félaton

lesz a kezd&- és végpont kozott. U

Egészitsiik ki!

A képzelGerének szamtalan felhasznalasi modja létezik. Itt nem tudunk
mindegyikre kitérni, csak megemlitjiik még egy gyakori felhasznalasiat. Ez
az, amikor az abrat vagy a képletet kiegészitjiik valamivel. Példaul ha az
egyenl6tlenségben megjelenik a cos®x fiiggvény, akkor érdemes megnézniink,
hogy ki tudjuk-e hozni valahogyan a sin’z-et valamelyik méasik tagbol, hogy

a kettG Osszege 1 legyen. Nagyon gyakori a modszer geometriafeladatoknal,

'Ez meglehetésen bevett moédszer a fizikaban. Albert Einstein is feltette maganak a
kérdést: mit 14t az, aki meglovagol egy fénysugarat? Ma méar tudjuk, hogy hétkdznapi
fogalmaink szerint ezt nem lehet megvélaszolni, de a relativitdselmeélet felfedezésében a
kérdésnek fontos szerepe volt.
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amikor példaul egy sokszoget atdarabolunk egy mésikba, vagy amikor az
abrankat gy egészitjiik ki, hogy az jelent&sen megkonnyiti a feladat megol-
désat. Természetesen mint minden heurisztikdhoz, ennek az elsajatitasahoz

is sok gyakorlasra van sziikség.

5.5. Felcserélések

Egy altalanos heurisztika, amikor a képlet egy részét , kicseréljiik” mas, kénnyeb-
ben kezelhets dologra. A kapott egyenlGtlenség természetesen mar nem lesz
azonos az eredetivel, de becslésre jol tudjuk hasznalni.

Példaul: van olyan tobbtagu Gsszeg, ami lathatoan sokkal szerencsésebb
lenne, ha a tagok kozott nem Osszeadas, hanem szorzés lenne? Esetleg for-
ditva? Akkor valoszintileg kézepekkel jol meg tudjuk oldani a feladatot. Pél-
daul ha nézziik a (3) kétvaltozos Nesbitt-féle egyenlStlenséget, akkor latszik,
hogy z és 1/x szorzata 1. Ebbdl megsejthetd, hogy szamtani-mértani kozepek
kozotti egyenlGtlenségekkel konnyedén kijon a megoldas. Vagy az (1) egyen-
I6tlenség bal oldalan sokkal jobb lenne nekiink, ha szorzat helyett 6sszeadas
szerepelne, mivel a + b + ¢ az Osszegiik. Ez is jo megfigyelés ahhoz, hogy
megsejtsiik a kifejezés jobb oldalét.

Egy masik forméja a felcserélésnek, ha vessziik tobb tort osszegét, de az
egyes szamlalok ,nem a jo” nevezével vannak parositva. Ez arra invital min-
ket, hogy a rendezési tételt alkalmazzuk. Példaul a (7) egyenlGtlenségeknél is
azt hasznaltuk fel, hogy a nevez6khoz a ,nem megfelel§” szamlalok tartoznak,
és a rendezési tétellel  kicseréltiik” 6ket a megfelel szamlalokra. Hasonlé mo-
don a trigonometrikus helyettesités résznél az (5) egyenlGtlenségben Osszesen
négy tényezs szerepel, de érdekes parositasban. Ha felcseréljiik az a szam-
laloja tényez6t a c¢ szamlaloju tényezdvel, akkor szdmtani-mértani kézepek
kozotti egyenlGtlenséggel mar kijon a megoldas. A rendezési tétel lehetvé
teszi a cserét, ugyanis tekinthetjiik a négy tényezét két ellentétesen rendezett
sorozatként, amit azonosan rendezetté tesziink. (Az egyik sorozatnak az a és

a ¢, a masik sorozatnak a b és a d szamlaloju tényezSket tekintjiik.)
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