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Eloszo

Szakdolgozatom célja a hiperbolikus sikgeometria Cayley—Klein-féle modelljének
bemutatdsa és a legalapvetobb trigonometriai tételeinek targyaldsa. Azért valasztottam ezt
a témat, mert mindig is érdekelt, hogy vajon milyen 4j vildgot fedezett fel a XIX. szdzad
legkivalobb magyar matematikusa, Bolyai Janos.

Mint ismeretes, Bolyai Janos 1832-ben, Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz
matematikus pedig 1829-ben publikélta el6szor elméletét, ami arra a kérdésre adott nemle-
ges valaszt, hogy vajon az euklideszi geometria parhuzamossagi axiémadja levezetheté-e a
tobbi axioméabol. A kor matematikusainak nagy része sokdig idegenkedett elfogadni, hogy
a parhuzamossagi axioma tagaddsdra is fel lehet épiteni egy geometriai elméletet, melyet
aztan hiperbolikus geometridnak neveztek el. Azonban az 1870-es évek elejére E.
Beltrami, A. Cayley és F. Klein munkdassdga alapjan az euklideszi geometridban sikeriilt
egy modellt adni a hiperbolikus geometridra, melyet késobb Cayley—Klein-féle gobmbmo-
dellnek neveztek el. Szamomra egyetemi tanulmédnyaim sordn valt vildgossd, hogy azért
vdratott magéra tobb évtizeden 4t ezen modellnek a felfedezése, mert a megalkotdsdhoz

projektiv geometriai eszkozoket is alkalmazni kell.

Szakdolgozatom elsd fejezetében ismertetem a hiperbolikus sikgeometria axidmait.
A misodik fejezetben térek rd a sikgeometria Cayley-Klein-féle kormodelljének bemutata-
sara. Sor keriil annak igazoldsara, hogy ebben a modellben teljesiilnek a hiperbolikus sik-
geometria axiomai, azonban ehhez projektiv geometriai tételeket is alkalmaznunk kell.

A harmadik fejezetben azt vizsgdlom, hogy a modellbeli haromszogek oldalai és
szogei kozott milyen Osszefiiggések éllnak fenn. Ehhez azt hasznalom ki, hogy azon mo-
dellbeli szogek, melyek csucsa a modellkor kozéppontja, az euklideszi sikon valédi mére-
tilkben latszanak. A Cayley-Klein-féle modellben tobbek kozott levezetésre keriil a szi-
nusztétel, valamint az oldalakra és a szogekre vonatkozo koszinusztétel is. Ezen trigono-
metriai tételek esetében azt lathatjuk, hogy a modellbeli 6sszefiiggések a gombi geometria-
ban ismeretes tételekhez hasonlé alakot 6ltenek azzal a kiilonbséggel, hogy hiperbolikus
fiiggvények szerepelnek benniik a szogfiiggvények helyett. A dolgozat végén a modellbeli

kor keriiletét leird formulat is igazolom.

Ezuiton is szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Verhdczki Laszlonak a

szakdolgozatom megirdsa sordn nyujtott segitségéért és a konzultaciokért.



1. A hiperbolikus sikgeometria axiomai

Euklidesz i.e. 300 koriil az Elemek cimli munkdjaban a korabeli geometria egy pre-
ciz Osszefoglalasdt adta meg. Euklidesz felismerte, hogy ehhez sziikség van bizonyos
»alapigazsagokra”, ugynevezett axiomakra és alapfogalmakra. Alapfogalomnak nevezziik
az elmélet olyan objektumait, amit nem kivanunk definidlni, viszont minden késébbi defi-
niciéban épiteni szeretnénk rd. A sikgeometria alapfogalmai a pont, az egyenes és a sik.
Axioémdknak a bizonyitds nélkiil igaznak elfogadott egyszeri allitdsokat nevezziik. Bar-
mely allitast vagy tételt logikai iton ezekre prébalunk visszavezetni. Euklidesz az axiomait
posztulatumoknak nevezte.

Az axiomak Osszessége alkotja az euklideszi geometria axiomarendszerét. Alapveto
kovetelmény egy axiOmarendszerrel szemben, hogy ne legyen ellentmonddsos, azaz ne
lehessen egy allitast és annak tagaddsat is az axiomakbol levezetni. Ezen kiviil fontos még
a fiiggetlenség kérdése. Egy axidmarendszer kidolgozadsanal torekedni szoktak arra, hogy
az axiomak fiiggetlenek legyenek egymastdl, azaz egyik axidma se legyen levezethetd a
tobbi axiomabdl. Ha valamely axiéma nem volna fiiggetlen, azaz le lehetne vezetni a tobbi
axioma felhasznaldsaval, akkor az az igymond axiéma felesleges lenne.

Euklidesz 6t darab posztuldtumot fogalmazott meg. Az 6todik posztuldtuma a parhu-
zamos egyenesekre vonatkozott:

,Ha egy egyenes mdsik kettot tigy metsz, hogy a metszo egyenes ugyanazon oldaldn

beliil keletkezo két sz0g Osszege a derékszog kétszeresénél kisebb, akkor a két egye-

nes hatdrtalanul meghosszabbitva azon az oldalon taldlkozik, amelyik oldalon az a

két szog van, amelyeknek osszege két derékszognél kisebb.”
Ezen posztulatum alapigazsagként valo kezelését mar Euklidesz kortérsi is megkérddjelez-
ték. Tulzdsnak tartottak egy ilyen erds dllitast axiomdanak tekinteni. Felmeriilt a kérdés,
hogy nem fiigg-e a tobbi axiomatdl. A fiiggetlenség kérdésének bizonyitasa érdekében ne-
ves matematikusok évszazadokon keresztiil prébdlkoztak a parhuzamossagi axiéma igazo-
ldsaval. Abban reménykedtek, hogy az elsé négy posztuldtum alapjan levezethetd a parhu-
zamos egyenesekre vonatkozé posztulatum.

Egészen a XIX. szdzad elejéig eldontetlen kérdés volt a parhuzamossigi axiéma
fiiggetlensége. Ekkor Bolyai Janos magyar és Nyikolaj Ivanovics Lobacsevszkij orosz ma-
tematikusok a parhuzamossdgi axioma tagadasin alapul6 elméletet dolgoztak ki egymdstol

fiiggetleniil. Lobacsevszkij, a kazanyi egyetem professzora 1829-ben publikdlta eldszor



elméletét. Bolyai Janos eredményei édesapja, Bolyai Farkas Tentamen cimii latin nyelvii
tankonyvének a fiiggelékeként, latinul appendixeként jelent meg 1832-ben. Ezért ma is
Appendixként emlegetik.

Mindketten a parhuzamossigi axiéma helyett annak tagadédsat vették az axiomak
kozé és ezzel ellentmonddsmentes elmélethez jutottak. Ebbdl pedig mar kovetkezik, hogy a
parhuzamossagi axioma nem kovetkezik a maradék axiomakbol, valamint az is, hogy az
euklideszi geometridn kiviil mas geometriai elmélet is kidolgozhat6. A parhuzamossagi
axioma tagaddsan alapul6 geometridt hiperbolikus geometridnak nevezziik.

D. Hilbert, német matematikus 1899-ben az euklideszi geometria elsé olyan axio-
marendszerét adta meg, amely teljes mértékben megfelel a mai tudomanyos igényeknek.
Axiomait tartalmuk alapjan ot csoportba lehet sorolni: illeszkedési, rendezési,
egybevagodsagi, folytonossagi és parhuzamossagi axiomak.

G. D. Birkhoff, amerikai matematikus 1930-ban javasolt egy nagyon erds axidomat,
amely egy tavolsagfiiggvény létezésén alapult. Ez az ugynevezett vonalzy axidma a
Hilbert-féle axiomak koziil tobbet is helyettesit: a folytonossagi axiémakat, valamint a ren-
dezési és az egybevagdsagi axiomak egy részét.

A hiperbolikus sikgeometria axiomarendszerét fel lehet épiteni a Hilbert-féle axio-
marendszer bizonyos éllitdsait, a Birkhoff-féle axiomét és a pairhuzamossagi axiéma taga-

dasat véve alapul. A szakdolgozatomban ezt az utat kovetjiik.

1.1. Sikgeometriai alapfogalmak és illeszkedési tulajdonsagok

Legyen adott egy Y halmaz, amelyet nevezziink siknak. Az Y elemeit nevezziik
pontoknak és jeloljiik latin nagybetiikkel dket. Az Y részhalmazait alakzatoknak mondjuk,

melyek koziil bizonyos kitlintetett alakzatokat egyeneseknek neveziink. Jellésiikre latin
kisbetiiket haszndlunk. Az egyenesek 0sszességének halmazit jeldlje €.

Azt mondjuk, hogy az A pont illeszkedik az e egyeneshez, mas széval az A pont raj-
ta van az e egyenesen, ha A eleme e-nek.

Amennyiben C és D kiilonboz6 pontok, jelolje <C; D> azt az egyenest, amelyhez
C és D is illeszkedik. Ha f és g egyeneseknek van k6z0s pontja, akkor a két egyenest met-
szOnek nevezziik, a kozos pontjukat pedig metszéspontnak hivjuk.

Kollinearisnak neveziink harom pontot, ha egy egyenesre illeszkednek.

Ezen fogalmak bevezetése utdn megismerkedhetiink a hiperbolikus geometria axi-

omaival.



1.2. A hiperbolikus sikgeometria axiomarendszere

Az els6 két axioma a Hilbert-féle illeszkedési axiomdk koziil a sikra vonatkozdak:
I. Létezik a sikban harom olyan pont, amelyek nem kollinedrisak.

II. Barmely két ponthoz egy és csakis egy egyenes illeszkedik.

A harmadik axiémat a Birkhoff-féle vonalzé axiéménak nevezziik. A szokdsoknak
megfelelden jelolje R a valds szamok halmazat.

ITII. Adva van egyolyand : Y XY — R val6s fiiggvény, amelyre teljesiil a ko-
vetkez0 feltétel: TetszOleges g egyeneshez létezik olyan & : g = R bijekcio,
hogy barmely g-re illeszkedd A, B pontokra teljesiil:

1$C4) — §(B)| = d(4; B).

TetszOleges A és B pontok esetén a d(A4; B) nemnegativ szimot a két pont tavolsa-
ganak mondjuk.

A vonalz6 axiéma felhasznaldsdval definidlhatjuk a ,kozte levés” fogalmét, majd
az elsd hdrom axiéma segitségével preciz meghatarozasat tudjuk adni a szakasz, a félegye-

nes, a félsik, a z4sz16 és az egybevagdsagi transzformdacié fogalmanak.

Definicié: Legyen adva harom kiilonb6z6 pont: A, B és C. Ekkor azt mondjuk, hogy a B
pont az A és C pontok kozott van, ha a harom pont kollinedris és fenndll a
d(A; B) + d(B; C) = d(4; C) 6sszefiiggés. Ekkor azt is mondhatjuk, hogy a B pont el-

valasztja egymastol az A és C pontokat.

Definicio: Legyen adva két kiillonb6z6 pont: A és B. Az A és B végpontokkal meghataro-
zott AB szakaszon azt az alakzatot értjiik, amelyet az A és B pontok, valamint a koztiik
fekvé pontok alkotnak. A d(4; B) szdmot az AB szakasz hosszdnak mondjuk és erre az

AB jelolést is alkalmazzuk.

Definicié: Legyen adva harom nem kollinedris pont: A, B és C. Ekkor AB, BC, AC szaka-
szok unidjaként nyert alakzatot az A, B és C csucspontok dltal meghatarozott harom-
szognek, illetve haromszogvonalnak nevezziik. Az egyes szakaszok a hdromszog olda-

lai.

Definicié: Legyen adva két kiilonboz6 pont: A és B. Ekkor az A kezdGpontid és a B pontot
tartalmazé [A; B> félegyenesen azt az alakzatot értjiilk, amelyet az <A; B> egyenes

azon pontjai alkotnak, amelyeket A pont nem valaszt el a B ponttdl.
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Definicio: Legyen adva egy e egyenes és arra nem illeszkedd két kiilonb6zé pont: A és B.
Azt mondjuk, hogy az e egyenes elvdlasztja egymastdl a két pontot, ha e egy belsd

pontjdban metszi az AB szakaszt.

Az altalunk leirt axiomarendszer negyedik axidémdja, az ugynevezett Pasch-féle

rendezési axidma:
IV. Ha adott egy haromszog és egy egyenes, amely nem megy 4t a hiromszog
egyik csucspontjdn sem és metszi a hidromszog egyik oldalit, akkor az

egyenes metszi a hdromszog még egy oldalét.

Definicio: Legyen adva egy e egyenes és egy arra nem illeszkedo A pont. Az e egyenessel
hatarolt és az A pontot tartalmaz6 félsikon azon pontok halmazat értjiik, amelyeket az e

egyenes nem véalaszt el az A ponttdl. Jeloljiik ezt félsikot [e; A>-val.

Definicié: Egy félegyenesbdl és egy félsikbol all alakzatpart zaszlonak neveziink, ameny-

nyiben a félegyenest tartalmazza a félsik hataregyenese.

Definicio: Egybevagésagi transzformacion (egybevagdsagon) az olyan ¢:Y — Y bijektiv
leképezést  értjiik, amelynél tetszOleges A,B €Y  pontokra fenndll a

d(A; B) = d(@(A); @(B)) Osszefiiggés és egyenest egyenesbe képez.

Az 6todik axidéma, az igynevezett egybevagdsagi axioma:
V. Ha adva van két tetszoleges sikbeli z4sz16, akkor egyértelmiien létezik egy

olyan egybevagdsagi transzformécid, amely az elsd z4szl6t a mésikba viszi.

A hatodik axiéma a hiperbolikus sikgeometridban érvényes parhuzamossagi axio-
ma:
VI. Ha adott egy g egyenes €s egy arra nem illeszkedd P pont, akkor legalabb

két olyan egyenes van, amely 4thalad a P ponton €s nem metszi g egyenest.

Azt a matematikai elméletet, ami a fent felsorolt axiomdkon alapul hiperbolikus

sitkgeometridnak vagy Bolyai-Lobacsevszkij—féle sikgeometridnak nevezzik.

1.3. Amodellek szerepe

Egy matematikai elmélet axiomarendszerében szerepld allitdsok az elmélet alapfo-

galmaira vonatkoz6 Osszefiiggéseket irnak le. Ha megadunk konkrét fogalmakat és a koz-



tiikk 1év6 kapcsolatokat, amelyekre érvényesek az axidmarendszer allitasai, akkor az axio-
marendszer egyik modelljét adjuk meg. Egy elméletnek természetesen tobb modellje is
lehet.

A hiperbolikus sikgeometridnak is tobb modelljét meg lehet konstrudlni az euklide-
szi sikgeometridban. Koziiliik a legismertebbek kozé tartozik a Cayley-Klein-féle kormo-
dell és a Poincaré-féle kormodell.

Szakdolgozatom témdja a Cayley-Klein-féle kormodell dltalinos bemutatdsa, vala-

mint benne a trigonometrikus 6sszefiiggések levezetése.

2. A Cayley-Klein-féle kormodell

2.1. A modell értelmezése

A Cayley-Klein-féle kormodell megkonstrudlasahoz vegyiink az euklideszi térben
egy 2 sikot és azon tekintsiink egy O kozéppontd, r sugari korvonalat. Jeloljiik ezt
K(0; r)-rel. A modellbeli sik legyen az ¥ = {P € ¥| d(0; P) < r} halmaz, vagyis egy
nyilt korlemez, melyet a K(O; r) kdrvonal hatérol.

A modellbeli egyenesek legyenek a kor hurjai. A har végpontjai természetesen nem
tartoznak az egyeneshez, hiszen a korvonal nem tartozik a modellhez. Ha g az euklideszi
sikon egy tetszOleges egyenes, akkor az dltala meghatarozott modellbeli egyenest jeloljiik
g-mal, amelyre teljesiil, hogy § = g N Y. Ha g egyenes nem metszi a K(0; r) kérvonalat

az euklideszi sikon, akkor nem hatdroz meg modellbeli egyenest.

z

1. abra. A Cayley-Klein-féle kormodell
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A kovetkezOkben megadjuk a modellbeli tavolsagfiiggvényt. Legyen k egy rogzitett
pozitiv valds szam.

Legyenek A és B a modell két kiilonbozo pontja. Tavolsaguk értelmezéséhez tekint-
siik a g =< A; B > egyenest az euklideszi sikon. A K(O; r) korvonal és a g egyenes met-
széspontja legyen U és V az euklideszi sikon. Ekkor a d tavolsigfiiggvény értéke az (A; B)

pontparra vonatkozdan legyen:
~ k
d(A4;B) = 5 |In(UVAB)|;

ahol k az eldre rogzitett szam; (UVAB) a kollinedris pontnégyes kettosviszonyat; [n pedig a
természetes alapu logaritmusfiiggvényt jeloli. A d tavolsagfiiggvény értéke barmely (A; A)
pontparon legyen d(4; A) = 0.

Az ily moédon definialt tdvolsagfiiggvénynek van értelme a modell barmely két

pontjara alkalmazva. Az A és B pontok minden esetben U €s V pontok kozott fekszenek,

(UVA) _ UA UB

igy az (UVAB) = Ve — av BY

kettOsviszony értéke egy pozitiv valés szam, aminek

vehetjiik a természetes alapu logaritmusat. (A kifejezésben UA az UA szakasz hosszat jelo-

li.)

A d tavolsagfiiggvény értéke fiiggetlen attél, hogy a korvonal és az egyenes met-
széspontjai koziil melyiket véalasztottuk U-nak és V-nek. A kettdsviszonyrdl tudjuk, hogy

fenndll rd a kovetkez6 Osszefiiggés:

Vegyiik mindkét oldal logaritmusat, majd abszolut értékét. Ily médon adddik, hogy:

IIn(UVAB)| = = [In(VUAB)}| = |-~ In(VUAB)| = |In(VUAB))|.

1
1 —_
| "wuap)

A d tavolsagfiiggvény szimmetridjanak igazoldsa hasonlé médon torténik. Kettds-

viszonyrdl a kovetkezd Osszefiiggést kell ismerni hozza:

Mindkét oldal logaritmusét, majd abszolut értékét véve azt kapjuk, hogy:

IIn(UVAB)| = In(UVBA)~1| = |- In(UVBA)| = |In(UVBA)|.

1
1 —| -
Yuvea)
Ily médon teljesiil a d(A; B) = d(B; A) osszefiiggés.



2.2. A hiperbolikus sikgeometria axiomarendszerének teljesiilése a mo-

dellben

Az elébb definidlt rendszert akkor tekinthetjilk a hiperbolikus sikgeometria egy
modelljének, ha a benne meghatarozott fogalmakra és a koztiik el6fordulé kapcsolatokra

teljesiilnek a hiperbolikus sikgeometria axidmarendszerének axiémai.
Az éltalunk megadott 1. és II. axiomdk nyilvanvaldan teljesiilnek a modellben.

A III. axiéma igazoldsdhoz barmely egyeneshez kell taldlni egy olyan ¢ bijektiv
figgvényt, amely teljesiti a Birkhoff-féle vonalz6 axioma feltételét. Ehhez vegyiink egy
tetszéleges g egyenest a 2 euklideszi sikon, amely két pontban metszi a K(O; r) kérvona-
lat. A két metszéspontot jeloljiik U-val és V-vel. A g egyenes dltal meghatarozott modell-
beli egyenest jeldljiik §-mal, amelyre igaz, hogy § = gNY. Legyen a £ : § — R leképe-
z€s az a fiiggvény, amely barmely P € § pont esetén a £(P) = g-ln(UVP) értéket veszi
fel.

Ha a P pont befutja a § modellbeli egyenes pontjait, akkor az (UVP) = % 0SZtoVvi-
szony befutja a pozitiv valds szamok halmazat. Tetsz6leges t € (0; o) valds szdm esetén
egyértelmiien taldlunk a § egyenesen egy olyan Q pontot, melyre teljesiil, hogy
(UVQ) = t. Mivel a természetes alapi logaritmusfiiggvény a (0; o) intervallumon szigo-
rdan monoton novekvo, ezért a ¢ fiiggvény bijektiv.

Vegyiink a g egyenesen két pontot. Ezek legyenek A és B. Teljesiil rdjuk az alabbi
Osszefiiggés:

wva)| k
V)| =2 m@VAB);

k K K
£ - £ = |5+ Inwva) =3 - ln(UVB)| == ‘m

() = ¢(B) = d(4; B).

Ezek alapjan a modellben igaz a vonalz6 axidma.
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A IV. axiéma igazoldsdnak alapja az, hogy
minden modellbeli szakasz az euklideszi sikon is az,
hiszen egy C pont pontosan akkor van A és B pontok
kozott a modellben, ha C euklideszi értelemben is az
A és B pontok kozott fekszik. Ebbdl kovetkezik,
hogy a modellbeli haromszogek az euklideszi sikon

is haromszogek. Tehat addédik, hogy a modellben

teljesiil a Pasch-féle rendezési axioma is.
2. abra. Pasch—féle axioma teljesiilése

2.3. Az egybevagosagi axioma modellbeli teljesiilésének igazolasa

Az egybevagdsagi axidoma igazoldsiahoz sziikséges a 2 euklideszi sik idedlis ele-
mekkel torténd kibévitése. Az igy keletkezd projektiv sikot jelolje . Az idedlis pontok
értelmezése €s a projektiv sikra vonatkoz6 alapfogalmak a Hajos Gyorgy altal irt [3] tan-
konyv 44. pontjaban részletesen ki vannak fejtve.

Az egybevagdsagi axidoma igazoldsdhoz olyan egybevagdsagi transzformaciét kell
taldlni a modellben, amely egy tetszOleges zdszl6hoz egy masik, elére adott zaszI6t rendel
hozza. llyen transzformaciot a projektiv transzformaciok, mas néven a kollinedciok segit-

ségével lehet konstrudlni.

Definicié: A X projektiv sik kollinedciéjan egy olyan k : ¥ — X bijektiv leképezést értiink,

amely egyenest egyenesbe képez, azaz egyenestarto.

Az axiéma teljesiilésének megvizsgaldsa elott sziikséges a kollinedcidval kapcsola-

tos néhany fogalom és tétel targyaldsa.

Tegyiik fel, hogy rogzitve van a X projektiv sik egy homogén koordinitdzdsa. Mint
ismeretes ilyen koordindtdzashoz jutunk, ha vessziik a 2 sik egy derékszogili koordinata-
rendszerét és a X projektiv sik dgynevezett analitikus modelljét. A ¥ projektiv sik pontjai-
hoz rendelt meghatdroz6 vektorok és a homogén koordinatak értelmezése megtaldlhatd a
Hajos Gyorgy altal irt [3] tankonyv 44.3. pontjaban.

Ekkor a meghatdrozé vektorok alapjan barmely P € X pontnak megfelel az eukli-

deszi tér U szabad vektorainak terébdl egy egydimenzids altér. Ha x egy meghatarozo vek-

tora a P pontnak, akkor a pontnak az Rx = {/1 - X | AE ]R} egydimenziés altér felel meg.
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Definicio: Tekintsiink a V vektortéren egy &: U — U linedris izomorfizmust. A & linedris
izomorfizmus altal induk4lt X-beli kolline4cién azt a k : £ — X leképezést értjiik, amely
tetszOleges x € VU (g * Q) vektor esetén az x altal meghatdrozott pontot a & (g) altal

meghatdrozott pontba képezi.

Az al4bbi fontos tételt bizonyitds nélkiil mondjuk ki.

Tétel: A projektiv geometria alaptétele
A X projektiv sik tetszéleges k : £ — X kollinedcidjdhoz létezik olyan &: UV = V line-

dris izomorfizmus, amely éppen a K kollinedciot indukdlja.

Tétel: A X projektiv sik tetszleges k kollinedcidja kettSsviszonytarto.

Bizonyitas:

A projektiv geometria alaptétele alapjan létezik olyan &: UV — U linedris izomorfizmus,
amely k-t indukalja. Legyen A, B, C és D a X projektiv sik négy kiilonbozd, kollinedris

pontja. Ezen pontok meghatdroz6 vektorait jeloljiik rendre x, y, z és w vektorokkal. Ek-
kor a C és D pontokat meghatdroz6 vektorokat felirhatjuk x €s y linedris kombindicidja-
ként, azaz z = Ay x +puy -y és w = A, - x + u, - y teljesiil, valamely A4, pq és 1,, u,

egyiitthatokkal. Mint ismeretes, ekkor az (ABCD) kettOsviszonyra teljesiill az

/ /

(ABCD) = 2. £2 5sszefiiggés.
PR

3. abra.
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A Kk leképezés az A, B, C és D pontokat képezze az A’, B’, C’ és D’ pontokba. Ezen

pontok meghatdrozé vektorai:

Z2=§@) =M -x+m-y) =22 +p-y;

w=w)=¢(A x+pry)=do 2+ y.

Mindezek alapjan a képpontok kettdsviszonyara adddik, hogy

wapcp) =2 _ apcp).
A Ay

A kolline4ciokra vonatkozéan igaz az alébbi tétel is.

Tétel: A 5 projektiv sikon legyen adva az Aq,A,, As, A, és By, By, B, B, dltaldnos helyzetii
pontnégyesek. Ez azt jelenti, hogy a pontnégyesek pontjai koziil semelyik hdrom nem
kollinedris. Ekkor egyértelmiien létezik olyan k : X — X kollinedcié, amelyre teljesiil,
hogy k(A;) = B; barmely i = 1,2,3,4 esetén.

Bizonyitas:

Az A; pontoknak feleljen meg az A; egydimenziés altér V-ben. Az A, A, és A3 alterek

generdljak az egész VU vektorteret. Ily médon egy rogzitett A4-beli a, # 0 vektort egyér-

telmiien fel lehet irni az a, = a4 + a, + as alakban, ahol a; € Ay, a, € A, és as; € A3.

A B; pontnak feleljen meg a B; egydimenziés altér U-ben (i = 1,2,3,4). Egyértel-
milen léteznek olyan b, € By, b, € B, és b € B3 vektorok, hogy egy rogzitett B,-beli
b, # 0 vektorra teljesiiljon, hogy by = by + b, + bs.

Vegyiik azt a &: UV — V linedris izomorfizmust, melyre teljesiil hogy & (gl) = by;
E(gz) = b, és 5(93) = bs. Ekkor egy tetszOleges w = wy + a; + w, - a, + wz - az vektor
képét a E(w) = &(wy - ay +wy - ay + Wz - a3) = wy - by + Wy - by + wy - by Osszefiiggés
adja meg. Ez alapjan természetesen a & (g4) = b, Osszefiiggés is teljesiil. Ily médon telje-
siil, hogy &(a;) = b;. Tekintsiik a & 4ltal indukélt x kollinedcit. Mivel fennall, hogy
£(A) =B; (i=1,234),igyak : ¥ - X kolline4ciéra teljesiil, hogy x(4;) = B;.

Ez utidn azt kell még megvizsgalni, hogy k kolline4cié egyértelmiien meghatéro-

zott-e. Ehhez vegyiink egy k: ¥ — X kollinedciét, amelyre szintén fenndll, hogy
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K(4;) = B; (i = 1,2,3,4). Ennek feleljen meg a &: UV — V linedris izomorfizmus. Emiatt
erre is teljesiil, hogy &(4;) = B;.

Tekintsiik az n = & _103 lineéris izomorfizmust. Vildgos, hogy erre igaz, hogy
n(A4;) = A; (i = 1,2,3,4). Eszerint az a4, a,, az és a, vektorok az n leképezés sajatvek-
torai. Legyenek a hozzdjuk tartozo sajatértékek rendre cq, c,, c3 €s c,. Tehadt ezekkel telje-
siil, hogy r)(gl-) = ¢; + a;. Ily m6don fenndll az alabbi két egyenlet:

n(as) = st =cs (&1 + a2 + a3);
n(as) =n(a;+a,+as) =ci a1+ ¢, a2, +c3- as.
Vonjuk ki a médsodik egyenletet az els6bdl. Azt kapjuk, hogy igaz
0=(cs—c1) a1+ (ca—cz) az+ (ch—c3) - as.
Mivel a a,, a, és az vektorok linedrisan fliggetlenek, igy az el6bbi egyenlet csak akkor
teljesiilhet, ha ¢, = ¢4, ¢4 = ¢, és ¢4, = c3 egyenlOségek teljesiilnek. Eszerint 1étezik olyan
¢ € R (c # 0) szdm, hogy n = c - id,, teljesiil, ahol id, az identikus leképezés V-n.
Ily médon az 7 4ltal induk4lt kolline4cié éppen a X projektiv sik identikus leképe-

zése. Tehat fennall, hogy x ™1

o k = idy , vagyis k = k teljesiil.

Az egybevagdsagi axioma teljesiilését az aldbbi tétel felhasznaldsdval fogjuk igazolni.

Tétel: Egy kiipszeletet hdarom pontja és koziiliik kettoben az érinté mdr egyértelmiien meg-
hatdrozzdk.

Bizonyitas:

Ez a tétel a Pascal-tétel kovetkezménye. A Pascal-tétel szerint, a projektiv sikon barmely

kozonséges kupszeletbe 1irt hatszog atellenes oldalegyeneseinek metszéspontjai

kollinedrisak.

A bizonyitandé tételben szerepld adatokat tekinthetjiik ugy, hogy az a két pont,
amelyekben az érintd is adott, két-két pontnak (mds szdval dupla pontnak) felelnek meg és
ezek Osszekotd egyenese éppen az érintd. Jeldlje e; és e, az adott érintdket és legyen az eq
érintd érintési pontja A=B, az e, érintd érintési pontja pedig C=D. Ha egy kupszelet gorbé-
jén egy ponttal kozelitiink a mésikhoz, akkor a pontok dltal meghatarozott szel0k sorozata
érint6hoz tart. Ezen megallapodadsok alapjan harom pontbdl és koziiliik kettében az érinto-

bdl a kipszelet tovabbi pontjai a kovetkezé moédon szerkeszthetok meg:
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4. abra. Kiipszeletet meghatdrozza hdrom pontja és két érintdje

Jelolje az adott harmadik pontot E. Vegyiink fel ezen a ponton keresztiil egy tetszo-
leges g egyenest. A g egyenes kupszelettel valé masik metszéspontjat kell meghatarozni.
(Lasd a 4. abrat.)

A Pascal tétel alapjan venni kell a szemkozti oldalegyenesek metszéspontjait. Jelol-
je ezeket X, Y és Z gy, hogy teljesiiljenek az alabbi feltételek:

X =<A4;B>N<D;E >=e;N<D;E >;
Y =<B;C >N E;F >=<B;(C >ng;
Z=<(C;D>N<K<F;A>=e,N<F; A >.

Az adott adatokbdl X és Y pontok megszerkeszthetdek. Az édltaluk meghatarozott
egyenest jelolje p. A Pascal-tétel alapjan Z pontnak illeszkedni kell a p egyenesre. A Z
pontot az e, érintd jeldli ki a p egyenesen. A kupszelet egy tovabbi F pontjat oly médon
kapjuk, hogy F =< A4;Z >N g.

Kiilonbozé E-n atmend egyeneseket védlasztva a kupszelet 0sszes pontja elddll ily

modon.

Az V. axiéma teljesiilésének megvizsgalasa elott, még a modellbeli félegyenes €s
félsik fogalmat kell tisztdzni. A modellbeli félegyenesek euklideszi értelemben olyan sza-

kaszok, melyeknek egyik végpontja a modellt hatdrolé korvonalra esik. A modellbeli
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félsikok az euklideszi sikon korszeletek. Zaszloként definidlunk egy félegyenesbdl és egy

félsikbol all6 alakzatpart, amennyiben a félegyenes illeszkedik a félsik hataregyenesére.

A modellbeli egybevagdsagi axioma igazoldsa érdekében rendeljiink hozza minden
zdsz16hoz egy-egy pontnégyest a kovetkezd médon: Legyen adott egy Z modellbeli z4sz16,
ahol a félegyenes kezddpontjat jeloljiikk P-vel; a félegyenes dltal meghatarozott modellbeli
egyenest pedig p-mal. A p egyenest definidlé p euklideszi egyenes messe a K(O; r) kor-
vonalat Q és R pontokban. Ezek koziil Q legyen a modellbeli félegyenest meghatirozé
euklideszi szakasz végpontja. A Q €s R pontokban huzott érintdk metszéspontjat jeloljiik
S-sel. Abban az esetben, ha p egyenes a K (0; r) kor egyik atméréje, akkor az érintok par-
huzamosak egymadssal, igy az S pont az érintdk altal meghatarozott egyenesosztilyhoz ren-
delt idedlis pont. Jeloljik a <Q; S> egyenest g-val, az <R; S> egyenest r-rel és a <P; S>
egyenest ¢-vel. Tekintsiik a ¢ egyenes korvonallal vett metszéspontjai koziil azt, amelyik a
modellbeli félsikot hatdrolo euklideszi kdrvonalnak is pontja. Ezt a pontot jeloljiik 7-vel. A
modellbeli Z z4szlét a Q, R, S, T pontnégyessel jellemezhetjiik.

5. abra. A modellbeli Z zdszl6 értelmezése

Vegyiink a modellben két tetsz6leges zdszI6t, Z;-mal és Z,-mal jeloljiik Sket. A Z;
z4sz16t meghatdrozé pontnégyes legyen Q;, Ry, Sy, Ty: a Z, z4szl6t meghatirozé pontokat
pedig jeloljik @, Ry, S,, To-vel.  Legyen < Qq;Ri>=p1;; <0481 >=4qq;
<Ry;S1 21 <STy>=1t1; <QuRy>=py; <Q38,>=q; és <Ry S, >=1y;
<S5,;T, >=t,
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A kordbban kimondott tétel alapjan a projektiv sikon egyértelmiien 1étezik olyan x
kollinedcid, amelyre teljesiil, hogy k(Q;) = Q,, k(R,) = R,, k(5;) = S,, k(Ty) = T,.

A kollineéci6 egyenestart6 tulajdonsagdbol kovetkezik, hogy fenndllnak a kovetke-
70 egyenldségek:

K(ty) = k(< STy >) =< k(851);k(Ty) >=< 85Ty, >=ty;
k(p1) = k(< Q; Ry >) =< k(Q1); k(Ry) >=< Qg5 R; >=pg;
k(q1) = k(< Q1;S1 >) =< k(Q1); k(S1) >=< Q2 S, >= qy;

k(1) = k(K Ry; S >) =< k(Ry); k(S1) >=< Ry; S, >=17,.

A leképezés egyenesek metszéspontjat a transzformalt egyenesek metszéspontjaba
képezi. Ezért a P; pont képe azon P, pont, mely P, = p, N t,.

A x kollinedcié a K (O; r) korvonalat olyan kozonséges kipszeletbe képezi, amely
athalad a Q,, R,, T, pontokon, és amelyet a g, és r, egyenesek a @, és R, pontokban érin-
tenek. A kordbban igazolt tétel alapjan ezek az adatok egyértelmiien meghatdroznak egy
kozonséges kipszeletet, ami éppen a K (O; r) korvonallal egyezik meg.

Eszerint a x kolline4cié a K(0; r) korvonalat 6nmagaba képezi. A kolline4cié ¥
korlemezre vett lesziikitése egy egyenestartd bijekcidt ad a modellben. A x kollinedcid
kettdsviszonytartdsa miatt, tetsz6leges A, B € Y pontokra igaz, hogy d(4; B) = d(A’; B),
ugyanis ha <A;B> egyenes a hatarkort az U és V pontokban metszi, akkor az A" = k(A),
B' =k(B),U' = k(U) és V' = k(V) képpontokkal fenndll, hogy

< k k ~
d(A';B") = ol |In(U'V'A'B")| = 7 |In(UVAB)| = d(4; B).
Ezzel belattuk, hogy a x kollinedci6 ¥ korlemezre vett lesziikitése egy

egybevagdsagi transzformaciét ad a modellben, amely a Z; z4szl6t a megadott Z, zdszIGba

képezi.

A VI axioma teljesiilése a modellben nyilvan-
val6. Legyen é egy modellbeli egyenes, P pedig egy
modellbeli pont dgy, hogy a P pont ne illeszkedjen az é
egyeneshez. Ekkor, ahogy a 6. dbra mutatja, tobb olyan
egyenes is taldlhat6 a modellben, amelynek nincsen

é egyenessel kozos pontja.

6. abra. -t nem metszo egyenesek
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Mindezek alapjan megdllapithatd, hogy a Cayley-Klein-féle kormodellben érvénye-
sek a hiperbolikus sikgeometria axiomadi, tehat a Cayley-Klein-féle kormodell valéban a

hiperbolikus sikgeometria egy modellje.

2.4. Tengelyes tiikkrozések a modellben

Definici6: Adott egy k : X — X kollinedcié. A X projektiv sik egy t egyenesét a
kollineacié tengelyének nevezziik, ha a leképezés a t egyenes Osszes pontjat helyben

hagyja.

Definicié: Adott egy k : ¥ — X kolline4cid. A X projektiv sik egy C pontjat a « kolline4cié

centrumdnak mondjuk, ha a leképezés az 6sszes C-t tartalmazé egyenest fixen hagyja.

Definicio: Azokat a kollinedcidkat, amelyeknek van tengelye és centruma is, centralis-

tengelyes kollinedcidknak nevezziik.

M: Ha egy centrdlis tengelyes kollinedcionak ismert a t tengelye, C centruma, tovdbbd
egy P pont és annak képe, akkor az osszes sikbeli pont képe kijelolheto.

Bizonyitas:

Keressiik egy Z-beli Q pont képét. (Lasd a 7. dbrat.) Ez olyan Q’ pont, amelynek illesz-

kednie kell a <C; Q> egyeneshez.

7. abra.

Jelolje S a <P; 0> egyenes metszéspontjat a tengellyel. Ekkor a <P’; §> egyenes

kimetszi a <C; Q> egyenesbdl a Q’ pontot.
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M: Legyen adva egy k centrdlis tengelyes kollinedcid, egy P € X pont és annak P’
képe tigy, hogy P ne illeszkedjen a t tengelyegyenesre, valamint ne egyezzen meg a C
centrummal. Jelolje Tp a t tengely és a <P; P’> egyenes metszéspontjdt. Ekkor a
(CTpPP') kettdsviszony értéke fiiggetlen a P pont megvdlasztdsdtol.

Bizonyitas:

Az elébb emlitett eljdrdssal szarmaztatott Q* pontra teljesiil, hogy (CT,QQ") = (CTpPP"),

hiszen a kettdsviszony megmarad a kozéppontos vetitésnél. Tekintsiik az S centrumu ko-

zé€ppontos vetitést (7. dbra.), amely a C, Ty, O €s Q’ pontokat rendre a C, Tp, P €s P’ pon-
tokba képezi. Ekkor a Papposz-Steiner-tétel szerint a (CTpPP") = (CT,QQ’) egyenldség

teljestil.

A fenti allit4s alapjan be lehet vezetni az alabbi fogalmat.
Definicio: A c¢(x) = (CTpPP’) szdmot a k centrélis tengelyes kollinedci6 karakterisztikus

kettdsviszonyanak nevezziik.

m: Ha k: 5 - X centrdlis tengelyes kollinedcio karakterisztikus kettSsviszonydra
igaz, hogy c(k) = —1, akkor a ko Kk szorzat az identikus leképezést eredményezi.

Bizonyitas:

Vegyilkk a X projektiv sik egy tetszleges P pontjit. Ekkor a feltétel szerint igaz

(CTpPP") = —1. EDbbél adédik a kettésviszony tulajdonsdgai alapjan, hogy

(CTpP'P) = —1 egyenl6ség is teljesiil.

A <C; P’> egyenesen, amely a Tp pontban metszi a ¢ tengelyt, egyetlen olyan Q
pont van, amelyre teljesiil, hogy (CTpP'Q) = —1. Az el6z6ek szerint tehdt igaz, hogy
Q =Pésk(P') =Q.

Ily médon barmely P € X pontra igaz, hogy k o k(P) = P, tehat k o k = id5 telje-

sul.

A kovetkezo fontos 4allitas bizonyitasa soran alkalmazni fogjuk a masodrendii gor-
békre vonatkozé konjugdlt pontok €s a pontok polédrisanak fogalmat, illetve a veliik kap-
csolatos alapvetd Osszefiiggéseket. Ezek a Hajos Gyorgy konyvének [3] 46. pontjdban ta-
ldlhat6k meg.

M: Legyen t egy olyan egyenes a X projektiv sikon, amely az U és V pontokban metszi

a K(0; r) korvonalat. Az U és V pontbeli korérinték X-beli metszéspontjdt jelilje C.
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Tekintsiik a k : X — X centrdlis tengelyes kollinedciot, amelynek tengelye t, centruma
C és karakterisztikus kettdsviszonya c(k) = —1.
Ekkor k a modellkirt onmagdba képezi, tovdbbd, k-nak az Y modellkorre vett megszo-
ritdsa megegyezik a t = Y N t egyenesre torténd tengelyes tiikrozéssel a modellben.
Bizonyitas:
Vegyiink egy tetszéleges m egyenest, melyre illeszkedik a C centrum €s két pontban metszi

a K(0; r) korvonalat. A metszéspontokat jeloljik P-vel és Q-val. Legyen M = m N t.

8. abra. Tengelyes tiikrozés a modellben

Megallapithat6, hogy C és M pontok konjugdltjai egymasnak a K(O; r) kipsze-
letre vonatkozdan, hiszen az M pont illeszkedik a C pont poldrisara. Ez azt jelenti, hogy
(CMPQ) = —1.

Ugyanakkor a karakterisztikus kettdsviszony értéke c(x) = —1, azaz a P pont ké-
pe olyan x(P) pont, amelyre teljesiil, hogy (CMPx(P)) = —1.

Ezen ketté megallapitasbol mar adédik, hogy k(P) = Q, hiszen harom adott pont-
hoz egyértelmtien 1étezik egy olyan negyedik, hogy harmonikus pontnégyest alkossanak.
Hasonldan adédik, hogy x(Q) = P is igaz.

A m egyenes vélasztdsandl barmely C ponton athalad6 szel6t valaszthattuk volna,
ezért teljesiil, hogy k[K(O; r)] = K(0; r). Ebbdl viszont mar kovetkezik, hogy
k(Y) = Y. Kordbban belattuk, hogy az allitas feltételei mellett teljesiil, hogy Kok = ids.
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Ily médon a k centralis tengelyes kollinedcié ¥ halmazra vett megszoritasa fixen hagyja a £
egyenest €s az onmagdaval vett szorzata a idy identikus leképezés. Eszerint a k kolline4cid

megszoritdsa a modellkorre épp a t tengelyre torténd modellbeli tengelyes tiikrozést adja.

Megjegyzés: Ha a modellkor egy tetszdleges atmérdjének egyenesét valasztjuk a centralis-
tengelyes kollinedcid tengelyéiil, akkor az arra vonatkoz6 tiikrozés megegyezik a szoka-

sos tengelyes tiikrozés modellre valé megszoritasaval.
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2.5. Szogek a modellben

M: Két tetszoleges modellbeli egyenes pontosan akkor merdleges egymdsra, ha az
egyik egyenesnek a hatdrkorrel vett metszéspontjaiban a K(O; r) korhoz hiizott érin-
tok a mdsik egyenest meghatdrozo euklideszi egyenesen metszik egymdst.

Bizonyitas:

Két egyenes pontosan akkor merdleges egymadsra, ha az egyik egyenesre torténd tengelyes

tikkrozés a mésik egyenest onmagaba képezi. A modellbeli tiikrozéseknek a projektiv sikon

vett centrélis tengelyes kollinedciok felelnek meg. Ezért a modellben pontosan akkor lesz
két egyenes merdleges egymadsra, ha az egyik egyenesre, mint tengelyre és az egyenes po-
luséra, mint centrumra vonatkoz6 centrdlis tengelyes kollineaci6 6nmagaba képezi a masik
egyenest. Projektiv geometridbdl ismeretes, hogy az érintdk metszéspontja adja az egyenes

polusat. Ebbol pedig mar kovetkezi allitdsunk helyessége.

9. abra. Adott t egyenesre merdleges egyenesek a modellben

Kovetkezmény: A modellkor barmely atmérdjére euklideszi értelemben merdleges egye-
nes a modellben is az.

Bizonyitas:

Az atmér0 végpontjaiban huzott érintdk parhuzamosak, tehit metszéspontjuk az altaluk

meghatdrozott parhuzamossagi egyenesosztily idedlis pontja, ami illeszkedik az atmérdre

merdleges egyenesekre.

Allitas: Legyen AOB < egy modellbeli konvex szog, melynek O csiicspontja egyezzen meg a
K(O; r) kor O centrumdval. Ekkor az AOB< sz0g modellbeli mértéke megegyezik az

euklideszi sikon neki megfelel6 szog mértékével.
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Bizonyitas:
Ha a két egyenes merdleges egymdsra, akkor mér lattuk, hogy a szog kétféle mértéke meg-

egyezik. Ez esetben a kozos mérték g

A O csucst szogek euklideszi értelemben vett szogfelezoi a modellben is felezik a

szoget. Ez€rt azokndl a szogeknél, amelyek mértéke a modellben zﬂn . % alakd, ahol m és n
nemnegativ egész szamokat jelolnek, euklideszi mértékiik is zﬂn . g Ebbdl pedig méar kovet-

kezik, hogy barmely O csucsu szog valodi méretében latszik az euklideszi sikon.

M: Bdrmely OAB < hegyesszog modellbeli mértéke mindig kisebb, mint az euklideszi
mértéke.

Bizonyitas:

Jeldlje a az O és A pontok altal meghatarozott euklideszi egyenest, b pedig az A és B pon-

tok altal meghatdrozott egyenest. Vegyiik az OA szakasz modellbeli felezomerdlegesét,

amelyre A-t tiikrozve O-t kapjuk. Jeldlje ¢ ezt az euklideszi egyenest.

10. abra. Szakaszfelezé merdleges
Ehhez eldszor éllitsunk merdlegest az a egyenesre az O €s A pontokban. Ezek meg-
egyeznek az euklideszi értelemben vett merdlegesekkel, hiszen a egy atmérdje a kornek.
Jelolje O’ és A’ a merOlegesek ugyanazon félkorivvel vett metszéspontjait. Legyen
< 0’; A >= a’ egyenes metszéspontja az a egyenessel C. A C-bol hizzunk érintdket a

korhoz és az érintési pontokat 6sszekotd egyenes legyen f. Kordbbi eredményeink szerint a
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t-re torténd tengelyes tiikrozés felcseréli az O 4s A pontokat. Tehdt £ az OA szakasz mo-
dellbeli felezOmerdlegese. Legyen F =tNa és G =t Nb. A B pont felezémerdlegesre
vonatkozé tiikkorképe legyen B;. (Lasd a 10. dbrat.)

Mivel az F pont az OA szakasz felez6pontja a modellben, ezért teljesiil, hogy
d(0; F) = d(F; A). A tiikrozés miatt az OAB < megegyezik AOB, & sz6ggel a modellben.
Azonban az AOB;< sz0g modellbeli mértéke megegyezik az euklideszi mértékével. Az

allitas igazoldsahoz azt kell belatni, hogy az AOB, < szog kisebb az OAB < sz6gnél euklide-
szi értelemben. Ehhez elegendd igazolni, hogy a FAGA derékszogii haromszog FA befogé-

janak euklideszi hossza kisebb, mint az FOGA derékszogii haromszog FO befogdjanak
hossza. Jeloljiikk U-val és V-vel az a egyenes metszéspontjat a korvonallal. Vezessiik be az

0OA = x és OF = y jelolést az euklideszi hosszakra.

LAV _k
"val T2

2

)

r+x k r+x
In | (ln )

i k k
d(0;4) = 3 |In(UV0A)| =

r—Xx r—Xx

d(0; F) = S muvor |—k|1 il —k(l r+y)
1) =5 IInUVoRn| =3 |ngg| =5(In =)

Felhasznalva, hogy F pont felezi az OA szakaszt a modellben:

d(0;4) =2-d(0;F);

k( r+x k( r+y
2(n =) =2 (=)
2\ r—x 2\ r—y

r+x  (r+y)?
r—x (r—y?
2:x-(r’+y®) =4-1r%.y;

2_r2_y 2

= = 2.y.——— <2y
G D R T

Ezzel azt kaptuk, hogy OA < 2 - OF egyenlOtlenség teljesiil az euklideszi sikon.
Ebbdl kovetkezik, hogy FA befogd hossza kisebb, mint az FO befogd hossza, tehat az

OAB « sz0g modellbeli mértéke kisebb az euklideszi mértékénél.
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2.6. Haromszogek a modellben

A modellbeli hdromszogek az euklideszi sikon is azok. Az euklideszi sikgeometridban
igaz, hogy barmely haromszog belsd szogeinek 6sszege m. Ez a tétel hiperbolikus geomet-

ridban nem igy van.

Tétel: A modellben bdarmely hdromszog belsé szogeinek dsszege kisebb, mint .
Bizonyitas:

Vegyiink egy tetszéleges ABCA haromszoget a modellben. Ennek a haromszognek bizto-
san van legaldbb két hegyesszoge. Tegyiik fel, hogy a hdaromszog C csicsandl fekvo y szo-

ge a legnagyobb. Tengelyes tiikkrozéssel vigylik a C csticsot az O centrumba.

11. abra. A hdromszog belsé szogei

Ekkor a C csticsndl 1év6 szog modellbeli mértéke és euklideszi mértéke megegye-
zik, azaz ¥ = y, ahol 7 a szog modellbeli mértékét, y pedig az euklideszi mértékét jeloli.
Az el6z0 allitas alapjan az A és B csucsokndl kapott szogek modellbeli mértéke viszont
kisebb, mint az euklideszi mértékiik. Jelolje a szogek modellbeli mértékét @ és S, euklide-
szi mértékiiket pedig a és f. Ekkor az aldbbi kapcsolatot irhatjuk fel a szogek kozott:
@ < a és B < f. Ezek alapjan adédik, hogy

d+f+7<a+f+y=m.

Definicié: Egy haromszog szoghidnyan, vagy mas néven, defektusan azt a pozitiv szdmot
értjiik, amennyivel a haromszog belsd szogeinek Osszege kisebb 7-nél. TetszOleges
ABC/ hdromszog esetén §(ABCA) = — (& + f§ + 7) Osszefiiggés adja meg az ABCA

héromszdg defektusdt, ahol @ f, 7 a haromszog modellbeli szogeinek mértékét jelsli.
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Tétel: Haromszogekbe irhaté korok sugarainak supremuma

A modellbeli haromszogekbe irhato korok sugarainak supremuma:

—kl3
p=5-in3.

Bizonyitas:
Vegyiink a modellben egy O kozéppontu kort. Ez az euklideszi sikon is kor, melynek suga-
rat jeloljik A-val. A korvonalra illeszkedjen egy P pont. Ekkor az OP szakaszra teljesiil a
modellben, hogy
(0 P) = . In(unoP)| = |1n (MNO)
2 (MNP)I’

ahol M és N pontok az <O;P> egyenes €s az r sugari modellkor metszéspontjait jeloli.

Tovébbalakitva a kifejezést az aldbbi Osszefiiggést kapjuk:
d(0; P) = k A (MO MP) _k |1 (PN>| ( h>|
“2 Mon v I T2 M MR/l T2 e r

A modellben akkor lehet a & sugard kor egy haromszog beirt kore, ha teljesiil, hogy

r 2 N .. P .
2-h<r,azaz h < P Ezt felhasznalva, az el6z0 Osszefiiggés szerint a p supremumra fenn-

all, hogy

r
L0 Y e | . I (1)|—k In3
p=7-|n =5|n(3)| =33

Tehat a modellben nem létezik olyan haromszog, amelybe a beirhaté hdaromszog sugara

nagyobb, mint > In 3, tovdbba ez a szdm adja a beirhat6 korok sugarainak supremumat.

Tétel: Derékszogii haromszogek magassagainak supremuma

A modellbeli derékszogii haromszogek dtfogohoz tartozo magassdgainak supremuma:

u=k~ln(\/§+1).

Bizonyitas:
B
“\' LY
B o~ .
! T
T
\\
C=0 A LA
]
12. abra
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Legyen az ABCA haromszodg C derékszogl csucsa a modellkor O centruma. Jeldlje

T az AB oldalhoz tartoz6 magassagvonal talppontjit. A BTCX = ATCX = g Osszefiiggés a

modellben is igaz. Ennek a magassdgnak a hosszara teljesiil, hogy:

|1 (UVT)

- k
d(T,C) = R |In(UVTC)| = n(UVC)

ahol U és V a magassagvonal euklideszi egyenesének és a K (O; r) korvonal metszéspont-
jait jeloli.

Ha a magassag euklideszi értelemben vett hosszat x-szel jeloljiik, akkor a magassig

_k |1 <r+x)|
2 n r—x/l

Lathat6, hogy a modellkor altal tartalmazott ABCA derékszogli haromszogek dtfogdjahoz

modellbeli mértéke a kovetkez6 mddon alakul:

d(T C)—k |1 (UT_U0>|_k |l <r+x_r>
= M rov)l T2 MG =x

2 Lo ” o1 ’ ) s L
tartoz6 magassagainak felso hatdra — - r. Ezt felhasznédlva a magassag modellbeli mértéke

V2
a kovetkezd mddon alakul:
V2
k r+x\ _k r+>r\|l k| 24+V2| k
d(C,T) == ( )| —[In[ —&=— || ==l =—-In(3 + 2v2).
( )2|nr—x <2n 73 Z‘HZ—\/E 2n(+\/_)
r——-T
2
d(CT)<— IIn(3 +2v2)| == 1n(1+\/—) =k-In(v2+1) ~ 0,8814 - k.

Tehat az egyenl6 szard derékszogli haromszog atfogéhoz tatoz6 magassaga nem haladhatja
mega k- ln(\/f + 1) értéket, tovabbad a k - ln(\/i + 1) érték a magassdgok supremuma.
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3. Trigonometrikus osszefiiggések a modellben

3.1. Hiperbolikus fiiggvények alapvet6 osszefiiggései

Eldszor felsoroljuk a hiperbolikus fiiggvényekre vonatkozd azon Osszefiiggéseket,

amelyekre a késobbiekben hivatkozni fogunk:

shx=T; (D)
eX+e*
chx=T; (2)
shx e*—e™*
thx = = : 3)

cthx = = ; “4)

ch?x —sh?x = 1; 5)
1
24— 1 _ . 6
th*x T2y’ (6)
ch(xxy)=chx:-chytshx-shy. (7

3.2. Kapcsolat a modellbeli és az euklideszi tavolsagok kozott

A d tavolsagfiiggvény kapcsolatot teremt egy szakasz euklideszi hossza és modell-
beli hossza kozott, ezzel az euklideszi tdvolsdgbdl meg tudjuk hatdrozni a modellbeli ta-
volsagot. Trigonometrikus Osszefiiggések levezetése soran sziikség van a forditott irdnyud

kapcsolatra is.
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Legyen P a modell egy tetszoleges pontja. Jelolje § a P pont O kdzépponttdl mért
euklideszi tavolsdgat, d pedig az OP tavolsdg modellbeli hosszét, azaz d = d(0; P). Jelol-
jiik U-val és V-vel az OP szakasz dltal meghatdrozott egyenes metszéspontjait a hatarkor-
rel. (Lasd a 13. abrat.) Tegyiik fel, hogy a PV > UP egyenldtlenség fennéll. Ekkor igaz az

alébbi 6sszefiiggés:

d=d(0;P) == |1n(UVOP) | = E

(UVO) k (UO UP)zg. n(r+6>,

(UVP) —2 ™" ov'ipy r—6

ahol r a modellkor sugarat jeloli.
Ekvivalens 4talakitdsok utdn addédik az aldbbi két 6sszefiiggés:

2d r+6
ek = ;
r—320

2d 2d
6-(1+ek>=r-(ek —1).

Ekkor a § euklideszi tavolsag a kovetkez6 modon hatdrozhat meg a modellbeli d tavolsag

segitségével:

d d
() )
— ek’ _

=r- E _r- d
(ek +1) ef.

A (3)-as Osszefiiggés felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy & euklideszi tdvolsdg és a d mo-

dellbeli tavolsag kozott fenndll az alabbi Osszefiiggés:

§=r-th (%) ®

Vegyiink most a modellben egy PQ szakaszt tigy, hogy az merdleges legyen az
elébbi OP szakaszra. (Lasd a 13. dbran.) Jeloljiik pu-vel a szakasz euklideszi hosszat, m-mel
pedig a modellbeli hosszt. Legyen M és N a PQ szakasz dltal meghatdrozott egyenes két
metszéspontja a hatarkorrel. Feltéve, hogy a QN > MQ egyenl6tlenség teljesiil, m mértékét

a kovetkez6 0sszefiiggés hatdrozza meg:

m=d(P;Q) = k. [In(MNPQ)| = = (E @) = E-1n<PN +”).
2 2 PN QN 2 PN — u
Algebrai 4talakitasok utdn adédik, hogy
2m PN+ pu _

k =
¢ TPN

2m 2m
u-(1+ek)=PN-(ek —1);




2m m m 1
PN-(eT—1> e"'<e"—_%> (% &%) .
U= =PN - €2 =pN. PN -th (—
2m m m 1 m m k
(1+ek> e?.<e?+_m> (ek +e k)
ek

A PN szakasz az OPNA derékszogili hdromszog egyik befogdja, ezért felirhat6 ra az eukli-

deszi geometridban ismeretes Pitagorasz-tétel:
PN? = ON? — OP? = r? — §%;

PN =12 — 52 = jrz |1 - w2 (%)]

A (6)-os Osszefliggés felhasznaldsaval:

Mindezek alapjan a PQ szakasz euklideszi hosszara teljesiil a

" (2 =r.ﬁ 9
o ® "W .

egyenlOség a d és m modellbeli tavolsagokkal.

u:

3.3. Trigonometrikus 6sszefiiggések igazolasa a modellben

3.3.1. Trigonometrikus osszefiiggések derékszogii haromszogekben

El6szor derékszoglh haromszogekben hatarozzuk meg a trigonometrikus 6ssze-
figgéseket. Helyezziik el ugy a derékszogli haromszoget a modellbeli sikon, hogy az A
hegyesszogli csticsa az O kdzéppontba essék. Ekkor az A csicsndl a modellbeli szog az

euklideszi sikon valddi méretében latszik.
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A derékszogli hdromszog oldalai a modellben:

a=d(B;0);
b= &(A; C);
c =d(4;B).

A derékszogli hdromszog oldalainak euklideszi hosz-

sza a (8)-as és (9)-es Osszefiiggések alapjan:

AB=r-th(%);
j— b .
AC—T'th(E>,

th (7)
14. abra. Derékszogii hdromszog a BC=r- -

modellben ch (E)
Ezeket az Osszefiiggéseket alkalmazva adédnak modellbeli derékszogli haromszog

oldalai és szogei kozott az alabbi Osszefiiggések:

cosa=£=r.th(%)=th(%); (10)
AB () ()
Bc th (9) 1
sma=E=Ch (Ié)th(%)’ (11)
e _t(f) 1 w(p)
YO RO () "

Allitas: A modellbeli derékszégii haromszogek oldalai kézétt fenndll a kivetkezd dssze-

fiiggés (a és b jeloli a befogokat, ¢ pedig az dtfogot):

eh (3)- ch (%) e (5) (13)

Bizonyitas:
Irjuk fel a derékszogli haromszog euklideszi oldalaira a Pitagorasz-tételt:
AC? + BC? = AB>.
A fenti Osszefiiggés alapjan azt kapjuk, hogy a modellbeli szakaszokra igaz az alabbi

Osszefiiggés:
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Az r?-tel valé leosztds utdn és a (6)-os Osszefiiggés felhaszndldsaval a kovetkezd egyen-

18ségeket kapjuk:
1- ! + ! 1- LI 1 !
T3] N ) )
1 1 1 B 1
W@ @ @@ w0
1 1

b ay cy
2 (P, 2 (Y hZ —
ch () -en? () b ()
A fenti egyenlet mindkét oldaldanak reciprokdt véve és gyokot vonva kapjuk a bizonyi-

tand6 Osszefiiggést:

Allitas: Derékszogli hdromszégben az a hegyesszog szinusza a kovetkezd alakban is fel-

irhato a modellben:

(14)

Bizonyitas:
Vegyiik a 14. dbrdn lathaté derékszogli haromszoget. Ekkor O=A miatt a modellbeli
sz0g valodi méretében latszik. Ily médon azt kapjuk, hogy:
a

_ BC 1 th (E)
sina =—-—= . :
AB b ¢

h (7) (F)
A (3)-as Osszefiiggés felhasznalasdval adodik, hogy

a c a c
1 i) (@) _sh(p) )

b a c\ 4 a by’
ch (f) < (%) sh(z) sh (%) e (%) ()
A (13)-as egyenlet alapjan az utolso tort értéke /. Ezzel az éllitasbeli alakot kaptuk:

a
sh (%)

N
sh ()

sina =

sina =
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Allitas: Barmely modellbeli derékszégii hdromszogekben igaz, hogy
] a
cosa =sinf -ch (E) (15)
Bizonyitas:

Az o sz6g koszinuszat az alabbi médon hatarozhatjuk meg a 14. dbran megadott harom-

szognél:
ac_t(p)
cosa = = :
(g
Alkalmazzuk most is a (3)-as, (13)-as €s (14)-es 4llitdsokat. Az aldbbi Osszefiiggést kap-
juk:
cosa = h % . h (é) = sh (%) h (%) .Zh (g) = sinf - ch (%)
ch(z) sh (E) sh (E) ch (E)

3.3.2. Trigonometrikus dsszefiiggések altalanos haromszoégekben

A tovabbiakban a modellben vett dltalinos ABCA haromszogeket vizsgaljuk és kapcso-
latokat keresiink az oldalak és a szogek kozott. Az ABCA haromszognek oldalai és szo-
gei legyenek a, b, ¢, valamint a, f és y. Ehhez felhaszndljuk az el6z6 részben kapott

Osszefiiggéseket:

Tétel: Hiperbolikus szinusztétel

Tetszoleges modellbeli ABCA hdromszogben fenndll a kovetkezo osszefiiggés:
a
sina sh (E)
8 ()

Bizonyitas:

Vegyiink a modellben egy tetszoleges ABCA haromszoget és hiizzuk meg a hdromszog
azon magassagvonalat, amelyhez tartozé oldal nem szerepel a tételben. (15. dbra.). Ez-
zel az éltaldnos haromszoget két derékszoglh haromszogre bontottuk, melyekben alkal-

mazhatjuk az el6z0 fejezetben levezetett osszefiiggéseket.

A derékszogli haromszogekben teljesiilnek a kovetkezd 0sszefiiggések:
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©n
=
N

SE

sina =

sy

%2
=
amny
=3

%2
=
~

sinf =

n

j=n
P
=1 Q
~—

15. abra.

Hényadosukat képezve kapjuk a tétel allitasat:

sna_(F) h(E) _sh(5)
(7)o (7) an(p)

Amennyiben az ABCA haromszdg a vagy f szoge tompaszog, akkor a ¢ oldalhoz

tartoz6 magassagvonal az AB szakaszt nem egy bels6 pontjadban metszi. A derékszogii
haromszogek ebben az esetben is megjelennek. Felhasznalva a szinusz szogfiiggvényrol

a sinx = sin(m — x) Osszefiiggést, kapjuk a tétel igazolasat.

Tétel: Oldalakra vonatkozo koszinusztétel

Tetszoleges ABCA modellbeli haromszogben teljesiil

c a b a b
ch (E) =ch (E) -ch (E) —sh (E) - sh (E) - cosy
ahol y a hdaromszog c oldallal szemkozti szoge.

Bizonyitas:

El6szor vizsgaljuk hegyesszogli haromszogek esetében a tételt. Hizzuk meg az ABCA

haromszdg b oldaldhoz tartozé magassagvonalat. Ezt jeloljiik m-mel, talppontjat a b ol-
dalon pedig T-vel. Legyen CT = b; és TA = b,. (Lasd a 16. dbran.)
B

16. abra.

A BCTA derékszoglh haromszogben érvényesek a kovetkezd Osszefiiggések a (10) és

(13)-as Osszefiiggések alapjan:
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ch (ﬁ) - ch (m) = ch (E) - ch (ﬁ) = h (%)
k k k k my
h (%)

Az ABTA derékszogli haromszogben a kovetkezo Osszefiiggés érvényes a (13)-as Ossze-

fliggés alapjan:

o () = () en () =eh (- 3) o0 ()

Felhasznélva a (7)-es 0sszefiiggést azt kapjuk, hogy:

w2 for () () () (2]

Felhasznélva a ch % kifejezésre kapott eredményt, adédik, hogy

Y L )

A (3)-as Osszefiiggést alkalmazva sh %—re:

a Q=0 @00 (B () )

A BCTA derékszogli haromszogben érvényes Osszefiiggések alapjén:

c b a b a a
ch (E) = ch (E) - ch (E) — sh (E) - cosy -th (E) - ch (E)
Ezek utdn a (3)-as Osszefiiggéssel kozvetleniil adodik a tétel allitdsa hegyesszogili ha-

romszogekre:
ch (%) = ch (%) - ch (g) — sh (%) - sh (%) - COSY.
Meg kell emliteni azt az esetet, amikor az ABCA hiromszog o vagy y szoge
tompaszog.
Ha o tompaszog, akkor a b, szakasz b, = b; — b formdban irhat6 fel. Az el6z0-
hoz hasonldan igazolhat¢ a tétel.
Tegyiik fel, hogy a haromszdg y szoge a tompaszog. Ekkor a b, szakasz a b és b,

szakaszok Osszegeként irhaté fel. Igy az ABTA haromszogben felirt Gsszefiiggés az

alabbiak szerint modosul:

0 ()= () )= () o).
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c m b b; b b,
eh () =cn () [en () -en () + o0 ()0 ()]
c b a b by b; m
Mivel a koszinusz szogfiiggvény tompaszogek esetén negativ értékeket vesz fel, ezért a

(10)-es osszefiiggés alapjan igaz a, hogy th (%) = —cos y - th (%) egyenléség. Ennek

felhaszndldsaval azt kapjuk, hogy

()= (D) () 50 (2)- o ()]0 )
()= () (2) 5n (2) 50 (2) o

Tétel: Szogekre vonatkozo koszinusztétel

Tetszoleges ABCA modellbeli haromszogben igaz, hogy

cosy = —cosa-cospf +sina-sinﬁ-ch(E).

Bizonyitas:
Vegyiink egy tetszdleges hegyesszogli haromszoget a modellben. (Lasd a 17. abrét.)
Huzzuk meg a haromszog b oldaldhoz tartoz6 magassadgvonalat. A magassagvonalat je-

16]jiik m-mel, talppontjat a b oldalon pedig 7-vel. Legyen CT = b; és TA = b,.

17. abra.

Az ABTA derékszogli haromszogben (13)-as és (15)-0s egyenletek alapjan teljesiil, hogy

o (3)-en (2)=en 3)

cosa =sinfB' - ch (%),

: b,
cos B’ =sina - ch (?)

A BCTA haromszogben a (15)-0s egyenldség alapjan fennéll, hogy

cosy =sin(f — ') - ch (%)
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Felhaszndlva a sin (x — y) = sinx - cosy — sin y - cos x sszefiiggést adddik, hogy:
m
cosy = ch (E) - (sinf - cos B’ —sin B’ - cos B).

Alkalmazva az ABTA haromszogben érvényes egyenldségeket igazak az aldbbiak:

cosy = ch(%)-sinﬁ-sina-ch(%) —ch(%)-sinﬁ’-cosﬁ;

c
cosy = sinf -sina - ch (E) —Ccosa - Ccosp.

Hasonl6an igaz a tétel akkor is, ha y tompaszog.

3.4. Parallel szogek a modellben

Definicié: Legyen e a modell egy egyenese, amely nem megy at O-n. Az e egyenes O Ko-
zépponttdl vett modellbeli tdvolsagat jelolje x. Az x tdvolsdghoz tartoz6 parallelszogon
ad(x) =sup {TOAX| A € e} szbget értjiik, ahol T az O-bdl az e egyeneshez hizott
merdleges szakasz talppontjat jeloli.

Megjegyzés: A fenti definiciéban az A pont befutja a teljes e egyenest. Vilagos, hogy telje-
siil a9 (x) < g Osszefiiggés.

A 18. dbran lathatd, hogy a modellben 9(x) és x értékek kozott forditott ardnyossag éll

fenn: minél nagyobb az x tdvolsdg, annél kisebb a hozz4 tartoz6 9 (x) parallel szog.

18. abra.
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Tétel: Az x modellbeli tdvolsdg és a hozzd tartozo parallel szog kozott a kovetkezd kapcso-

lat dll fenn:

9(x) = 2+ arcctg e%.
Bizonyitas:
A parallel szogek szarmaztatdsahoz tekintsiik a 18. dbrat és azon az YOT;A4 derékszogl
haromszoget az euklideszi sikon. Ebben a haromszogben a (8)-as és (10)-es egyenletek

alapjan igaz a kovetkezd Osszefiiggés:

X X
cos[9(x)] = gi w ~th (x) sh (%)

Felhasznélva az (1), (2)-es 0sszefiiggéseket adodik, hogy

2x

X X
ek—e k ek —1
cos[9(x)] = — ¥ =
ek+e k ek +1

Algebrai 4talakitasok utan kapjuk a kovetkezd Osszefiiggést:
ZTx _ 1+ cos[9(x)]
1 —cos[9(x)]

Alkalmazva a cos? a +sina =1 és a cos(2a) = cos? a — sin®a addiciés tételt, azt

kapjuk, hogy

(e% 2 cosz[ ] [ﬁ(x)

X
9(x) = 2 - arcctg ek.
Megjegyzés: A parallelszoget méro 9 fiiggvény hatarértékeire fennall, hogy
lim 9(x) = 0;
X—00

- _r
}Cl_r)r(l)ﬁ(x) =7

3.5. A modellbeli kor keriiletének meghatarozasa

Egy h sugart kor keriilete a hiperbolikus geometridban €s a modellben is, a korbe
irhaté szabalyos sokszogek keriiletébdl hatarozhaté meg. Konkrétan a korbe beirt szabd-

lyos sokszogek keriileteinek supremumaként kapjuk a kertiletet. A modellsikon a szabélyos
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sokszogek egy olyan sokszogek, melynek oldalai és szogei paronként egyenlok. A szaba-

lyos sokszog koré mindig irhat6 kor.

19. abra. lllusztrdcio a kor keriiletének meghatdrozdsdhoz

Allitas: Egy h sugarii kor keriiletét a kovetkezo képlettel hatdrozhatjuk meg a modellben:

Ky=2-m-k h(h)
0= T S k

Bizonyitas:
Jelolje a, a h sugard korbe irhaté n oldald szabdlyos sokszog oldalhosszédt (19. dbra). A
sokszog keriiletét a K,, = n - a,, 0sszefiiggéssel hatarozhatjuk meg. Bovitsiik az osszefiig-

gést a kovetkezd modon:

g sh(xz) Z
K":"'a":"'a"';i:h Eza-nkg.%_
2:k/) n

Az é4bran lathaté AOFA haromszog derékszogli, amibdl kovetkezik, hogy AOF& = Z Az

n

AOF <« sz0g szinuszara a (14)-es egyenlOség alapjan fennall:

a
sin (%) = % - sh (Za—nk) = sin (%) - sh (%)
Helyettesitsiik ezt be a K,,-képlet szamlal6jaba:
2 i sn(E)-sh(®)

h
Kn=n-an -5 o () =2-n-k-sh<;)-8h(%)-

A kor keriiletének meghatarozdsdhoz lim,,_,, K,, hatarértékét kell venni. Beldthatd, hogy

7% (@)
T

SIEETE

n

ekkor a lim,,_,,, a,, = 0 Osszefiiggés is teljesiil. Azt kapjuk, hogy
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a . (T
- ﬁ sin E(H)

h
2-7r-k-sh<—>- : =2-7r-k-sh<—);
telr ) 5 :

n
ugyanis a szorzat utolso két tényezdje a L’Hospital szabdly és az atviteli elv alapjan egyhez
tart, az elsé négy tényezo pedig konstans, hiszen nem fiigg n-tol.

Eszerint egy modellbeli, O kozéppontd kor keriiletét a kovetkezd Osszefiiggéssel

hatdrozhatjuk meg:

K =2k h<h>
o= T S k

3.6. A sokszogek szoghianyat leiro fiiggvény és a teriilet kapcsolata

Vegylink egy n-oldalu egyszerli sokszoget a modellben. Ha ezt atlokkal felbontjuk
haromszogekre, akkor a kordbbi eredményiink alapjan azt kapjuk, hogy a sokszog belso
szogeinek Osszege kisebb, mint (n — 2) - . Ez alapjan értelmezni lehet az alabbi fogalmat.
Definicié: Legyen adva a modellben egy n-oldali IT sokszog. Legyenek aq; ay;...; a, a

sokszog belso szogei. Ekkor a sokszog defektusan a

n

6(H)=(n—2)-7r—2ai

i=1
pozitiv szamot értjiik.

Jeldlje H a modellbeli egyszerli sokszogek halmazat.

Vegyiik észre, hogy a H halmazon vett § fiiggvény teljesiti az alabbi feltételeket:
(1) Béarmely IT € H esetén teljesiil, hogy 6 (IT) > 0.
(2) Hall, és II, egybevagd sokszogek, akkor teljesiil, hogy &(I1;) = §(11,).
(3) Ha egy Il sokszoget egy belso tordttvonallal felbontjuk a I1; és I1, sokszogek-

re, akkor teljesiil, hogy 6(IT) = §(I1;) + 6(I1,).

20. abra
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A sokszogek teriiletének mérésére a § fiiggvény egy konstans szorosat alkalmazhatjuk.

Megéllapod4s szerint T (IT) = k? - §(IT) 6sszefiiggéssel értelmezziik a IT sokszog teriiletét.

3.7. A modellbeli kor teriiletének meghatarozasa

Végezetiil a kor teriiletére vonatkoz6 formulét igazoljuk az analizis eszkozeinek

felhasznalasaval.

Allitas: Egy modellbeli h sugari kérlemez teriilete:

T,=4-m-k?-sh? (ﬁ)
Bizonyitas:
A tétel igazoldsdhoz bontsuk fel a korlemezt olyan korgytriikre, melyeknek paronként nin-
csen kozos belsé pontja. Ekkor a korlemez teriiletét a korgytiriik teriileteinek 0sszegeként
is megkaphatjuk. Abban az esetben, ha a korgyliriik vastagsdga igen kicsi, akkor az egyes
korgytirtik teriiletét a gytiriiket hatarolé korok keriiletének és a vastagsdganak szorzataval
lehet kozeliteni. Ezen elv alapjan, a korlemez teriiletének meghatarozasdhoz integraljuk a

keriilet kifejezésére nyert fliggvényt 0-tol h-ig:
h

h
T0=j2-7r-k-sh(%) dx=2-n-k-fsh(%) dx.
0 0

Felhaszndlva, hogy a sh x fiiggvény primitiv fiiggvénye a ch x, adédik, hogy

TO=2-n-k-[k~ch(%)]h=2-n-k2-<ch(%>—1).

0

A ch (2x) = sh?x + ch?x egyenldség és az (5)-0s Osszefiiggés felhasznaldsdval azt kap-

juk, hogy

h h h
=2 .90.k2. 2 — 2(— ) — —2.7.-k2.2.ch2(—)-
To=2-m-k [sh (2-k>+Ch (2-k) 1] 2-m-k*-2-sh <Z-k)'

h
T0:4'ﬂ'k2'5h2<n).

41



Irodalomjegyzék

[1] H. S. M. Coxeter: A geometridk alapjai. Mlszaki Konyvkiad6, Budapest, 1987.

[2] Csikos Balazs - Kiss Gyorgy: Projektiv geometria. Polygon, Szeged, 2011.

[3] Hajos Gyorgy: Bevezetés a geometridba. Nemzeti Tankonyvkiad6, Budapest, 1999.
[4] Reimann Istvan: A geometria és hatdrteriiletei. Gondolat Kiad6, Budapest, 1986.
[5] Strohmajer Janos: A geometria alapjai. Nemzeti Tankonyvkiadd, Budapest, 2006.

[6] Verhoczki Laszl6: Axiomdk és modellek. (Interneten elérhetd jegyzet.)

http://www.cs.elte.hu/geometry/vl/Axiomak2010.pdf

42



