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1. fejezet

Bevezetd

Szakdolgozatom témajanak a szabélyos kombinatorikai struktirakat valasztot-
tam. A téma kivilasztasdban nagy segitséget nyidjtott témavezetém, Sz6nyi Tamés
egyetemi tanér, akivel tobb témat végiggondolva jutottunk erre a dontésre. Szak-
dolgozatom irasa kozben sok j matematikai résszel talalkoztam, amelyek bévitették
ralatasomat a matematika ezen agara.

Az illeszkedési struktirdkon at, a véges geometrian keresztiil eljutunk a Steiner
rendszerekhez. Az egész szakdolgozaton végigvonul a Fano-sik és az amdébasik, hiszen
sok példaban el6keriilnek.

A kovetkezd oldalakon elkalauzolom az olvasét ezen téma piciny szeletébe.



2. fejezet

Illeszkedési struktarak

Ez a fejezet az ELTE altal kiadott jegyzetbdl Frank de Clerck [3] cikkére tamasz-
kodik.
Mindenekel6tt definialjuk azt a fogalmat, amirél ebben a fejezetben sz6 lesz, vagyis

az illeszkedési strukturat:

2.1. Definici6. Egy illeszkedési struktira olyan D = (P, B, I) harmas, ahol P és
B két diszjunkt, nem iires halmaz és I egy kétvaltozos relacio P és B kozott, azaz
I CP xB.

A P halmaz elemeit pontoknak, a B halmaz elemeit blokkoknak és az I elemeit

illeszkedd pont egyenes parnak illetve pont blokk parnak nevezziik. A (p,B) € I
helyett gyakran azt irjuk, hogy pI B és Ggy mondjuk, hogy ,a p pont a B blokkban
fekszik” vagy ,,B atmegy p-n” vagy ,.p és B illeszkednek egymasra”. A blokkokat
latin nagybetiivel, a pontokat pedig latin kisbettivel jeloljiik.
A fejezet példaiban, illetve a motivaciéban hasznalunk geometriai fogalmakat, ame-
lyeket majd a késGbbi fejezetekben targyalunk részletesen. Ugyancsak elGkeriilnek
példaként a grafok, amelyekkel a Véges matematika elGadasok soran ismerkedtiink
meg. Azért hasznaljuk a blokk kifejezést az egyenes helyett, mert olyan alakzatokat
is blokknak tekinthetiink (pl. korok, sikok vagy egy graf élei), amelyek nem ugy
viselkednek, mint az egyenesek. Gyakran tekintjiik a projektiv vagy affin terek alte-
reit blokknak. A vizsgalt illeszkedési struktirdk végesek, ami azt jelenti, hogy P és
B is véges elemszami halmazok, |[P| = v és |B| = b. A kés6bbiekben v és b mindig
a pontok illetve a blokkok szamat jelenti majd. A Definici6 szerint barmely
két diszjunkt véges halmaz kozotti relacio jo példanak, leggyakrabban az '€’ relacio
lesz.

Lassunk egy példat illeszkedési strukturara:



2.2. Példa. Legyen P = {0,...,6} és

B ={{0,1,3},{1,2,4},{2,3,5},{3,4,6},{4,5,0},{5,6,1},{6,0,2}}

és az illeszkedési relacid a tartalmazas. Ez az illeszkedési struktdra nem mas,

mint a masodrendd projektiv sik, ismertebb nevén a Fano-sik.
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2.1. abra. A Fano-sik

A Fano-sikrél a késébbiekben a Véges geometria fejezetben lesz sz6. Erdekesség,
hogy Gino Fano olasz matematikus a projektiv geometria axiomatizalasakor ezt a

struktarat kizarta.

Most mutatunk egy masik modot illeszkedési struktiarak reprezentaldsara, amely
a linearis algebra hasznalatat teszi lehet6vé. Ehhez azonban el6bb sziikségiink lesz

egy definiciora:

2.3. Definici6. Legyen D = (P, B, ) véges illeszkedési struktura és cimkézziik a
pontjait a kovetkezéképp: Py, ..., P, és a blokkjait By, ..., By. Azt az M matrixot,
ahol M = (my;) (i=1,...,v;5=1,...,b) és

1 ha pL]BJ
mi; = g
0 kildonben

a D (0,1)-illeszkedési mdatrizdnak hivjuk. Szoktak (0,1)-métrix helyett (—1,+1)

illeszkedési matrixokat is hasznélni.



2.4. Példa. A Példa (azaz a Fano-sik) illeszkedési métrixa (a blokkokat a fenti

sorrendben soroltuk f6l):

1000101
11700010
0110001
M=]11011000
0101100
0010110
0001O0T11

Természetesen M filigg a pontok, illetve a blokkok felsoroldsanak sorrendjétdl,

e,

egymasba alakithatok. Ebben az értelemben tehat az illeszkedési matrix egyértelmi.

2.5. Allitas. Legyenek az M és M’ eqymdstol killonbizé mdtrizok ugyanannak a
strukturdanak az illeszkedési mdtrizai. Ekkor léteznek olyan P és () permutdcio mdt-
rizok, hogy PMQ = M'. P és QQ éppen azt irja le, hogyan permutdljuk a pontokat,
blokkokat.

Legyen P = {0,...,6} és
B = {{0,1,2},{2,3,4},{4,5,0},{3,0,6},{1,6,4},{5,6, 2}, {3,5, 1} }.

Az illeszkedési matrix pedig az alabbi (a blokkokat megint a fenti felsorolas

sorrendjében soroltuk fel):

1011000
1000101
1100010
M=]l0101001
0110100
0010011
0001110

Szeretnénk ellenérizni, hogy vajon a most megadott illeszkedési struktira lényegében
azonos-e a Fano-sikkal. Ehhez sziikségiink lesz az izomorfizmus és az automorfizmus
fogalmara:

2.6. Definici6. Legyenek D = (P, B, ) é¢s D' = (P, B/, I') illeszkedési struktirak
és legyen 7 : P UB — P’ U B’ bijekcio. Azt mondjuk, hogy 7 izomorfizmus, ha

P"=P & BT =B



pIB < p"I'B®™ VYpeP VYBeB.

Ebben az esetben azt mondjuk, hogy D és D’ izomorfak. Ha D = D', akkor 7 neve

automorfizmus.

2.7. Allitas. Legyen D és D' két illeszkedési struktira, az illeszkedési mdtrizok
rendre M és M'. A D és D’ struktirdk akkor és csak akkor izomorfak, ha létezik az
oszlopoknak és soroknak olyan permutdcidja, amely az M-et M'-be viszi, azaz akkor

és csak akkor, ha léteznek P és (Q permutdcio mdtrizok, hogy
PMQ = M.

Ha D =D, akkor
PMQ@ = M.

Ez szemléletesen éppen azt jelenti, hogy a pontok és a blokkok egyforméra cimkéz-

hetGek (a P és @) permutacio matrixok szerint).

2.8. Megjegyzés. Ismeretes, hogy egy adott D illeszkedési strukttra Osszes auto-
morfizmusanak halmaza csoportot alkot a kompoziciora (egymés utan valo elvégzés)

mint miiveletre nézve. Egy D struktura automorfizmus csoportjat AutD jeloli.

Megmutatjuk, hogy léteznek olyan P és (Q méatrixok, hogy PM(Q) = M’ a korabbi
M, M'-re. Most eldallitjuk a P és Q matrixokat. Tekintsiik a kovetkez6 megfelelte-

téseket a Fano-sik két korabbi megadasakor szereplé pontjai kozott:
0—-0 1—=1 2—4.

A tovabbi pontok képe ezutan mar egyértelmd. Ezt majd pontosabban kifejtjiik a

Fano-sik automorfizmusainak megszamlalasakor. A tovabbi pontok képei:
3—+2 4—=-6 5—=3 6—5.

Hisz a {0, 1, 3} 2.2}beli egyenes a [2.4ben a 0, 1-en atmend egyenesbe, azaz {0,1,2}-
be megy 4t, a tobbi esetben hasonléan okoskodunk. Ha a pontokat igy feleltetjiik

meg egymasnak, akkor a blokkok megfeleltetése az alabbi modon torténik:

{0,1,3} — {0, 1,2}
{1,2,4} — {1,4,6}
{2,3,5} — {4,2,3}
{3,4,6} — {2,6,5}
{4,5,0} — {6,3,0}
{5,6,1} — {3,5,1}
{6,0,2} — {5,0,4}
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Ez mutatja, hogy a két struktira izomorf. A pontok kozotti megfeleltetések alapjan

most felirjuk a P permutacié méatrixot:

s

|
R R R
- O O © © © ©

o O O O O = O
o O = O O O O
o O O O = O O
o O O = O O O©
o = O O O o O

Innen a @) matrix mar kdnnyen meghatarozhato, hiszen ha tekintjiik a PM matrixot,
valamint M’-t, akkor lathatjuk, hogy az oszlopaik ugyanazok, csak mas sorrendben.
Ezt is vartuk, mivel () csak a P és M matrix szorzataként el6allo matrix oszlopaira

hat és igy allitja el6 M'-t. A P és M matrix szorzataként a

1000101
1100010
1011000
PM=10010110
0110001
0001011
0101100

matrix all el6. Ennek oszlopait dsszevetve M’ oszlopaival adodik, hogy a ) matrix:

O
Il
S O O O O o =
o O O o = O O
_— O O O O o O
o O = O O O O
o O O o O —~= O
o O O = O O O
o = O O O o o

Ellenérizhetjiik, hogy a blokkokon fentebb megadott megfeleltetésnél a blokkok
beli felsorolasanak felel meg. A kovetkez6kben megszamoljuk, hany automorfizmusa
van a Fano-siknak. El6bb azonban - a kénnyebb érthetdség kedvéért némileg leegy-
szertsitve - Gjra megfogalmazzuk mit is értiink automorfizmus alatt:

Az automorfizmus megtartja az illeszkedést, azaz, ha a D struktdraban [ darab pont,



ahol [ > 2, illeszkedik egy blokkra, akkor a D’ strukttraban az [ darab pont képe-
ként el6allo pontok is illeszkedni fognak egy blokkra. Ha pedig az [ darab pont a D
struktiraban nem illeszkedett egy blokkra, akkor a képeik sem lesznek ugyanabban
a blokkban D’-ben.

Most mar mindent tudunk ahhoz, hogy meg tudjuk szadmolni, hiny automorfizmusa
van a Fano-siknak. Azt kell megvizsgélni, hogy melyik pontnak hany képe lehet.
Az els6 pont képeként nyilvan barmely pontot valaszthatjuk, azaz 7-féle képe lehet.
A masodik pontnak 6, hiszen csak az el6tte kivalasztott pont képét nem valaszthat-
juk. Az els6 két pont altal meghatarozott B blokk harmadik pontja a képpontok
altal meghatarozott B’ blokk harmadik pontja kell legyen. Vegyiink tehéat egy olyan
harmadik pontot, amelyik nincs B-ben. Ennek képe 4-féle lehet (tetszéleges B’-ben
nem levé pont). Ezek meghatarozzak az els6 3 ponton atmend 3 blokkban levs to-
vabbi 3 pont képét. Egy pont marad ki, amelynek képe szintén egyértelmii. Ebbdl
az kovetkezik, hogy legfeljebb 7-6 -4 = 168 automorfizmusa van. Meg lehet gondol-
ni, hogy a fenti modon definialt leképezés automorfizmus (illetve hivatkozhatunk a
kolline&ciokrol szolo Tételre, hiszen a fenti 3 pont és a kimarado egyetlen pont
egy-egy altalanos helyzeti pontnégyest alkot).

Eredményiinket allitdas formajaban mondjuk ki:

2.9. Allitas. A Fano-sik automorfizmusainak széma:
|Aut(Fano)| =7-6-4 = 168.

A korabban megadott P és () nem egyértelmd. Ha ugyanis PMQ = M’ és
P*MQ* = M, azaz tekintjiik a 2.I}beli Fano-sik egy automorfizmusét, amelyet
a P*,Q* ir le, akkor PMQ = P(P*MQ*)Q = (PP )M(Q*Q) = M', azaz P,Q
helyett PP* és Q*Q is j6. Megforditva, ha PMQ = M’ és PM(Q = M’, akkor
PMQ = PMQ, azaz M = (P7'P)M(QQ™"), més szoval P* = PP, Q* = QQ*
az M egy automorfizmusat adja.

Most definialjuk a négyzetes illeszkedési struktira fogalméat (ezt néha szoktak szim-

metrikusnak is nevezni):

2.10. Definici6. Egy illeszkedési strukturat négyzetesnek neveziink, ha ugyanannyi

pontja van, mint blokkja.

A Fano-sik tehat négyzetes illeszkedési struktara, hiszen 7 pontja és 7 blokkja
van.
Most mutatunk egy példat arra, hogy egy illeszkedési struktira nem feltétleniil

négyzetes, raadasul akar még graf is lehet. Blokkoknak a graf éleit tekintjiik.
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2.11. Példa. Példank a Petersen-graf lesz, amit a [2.2] abran lathatunk. Ez a

koévetkez&képpen néz ki:

2.2. abra. Petersen-graf

A 2.2] 4abrahoz tartozo illeszkedési matrix egy 10 x 15-6s méatrix, hiszen a

Petersen-grafnak 10 csticsa és 15 éle van:

o O O O = O O o o =
o O O = O O O O = O
o O = O O O o = O O
- o O O O = O o o o©
o O = O = O O O o o
_ o = O O O O O o o
_ o O = O O O O o o
S = O = O O O O o O
SO = O O = O O O o o

o O O O O o o o = =
o O O O o o o ~ = O
o O O O o o = = O O
o O O O O = = O O O
o O O O O = O O O =
o = O O O o = O O O

Ha az M matrixszal reprezentalt Petersen-graf cstcsait és éleit az ora jarasaval
egyezs iranyban példaul 2 - 2g’r—tel elforgatjuk, akkor visszakapjuk a Petersen-grafot,
azaz igy a Petersen-graf egy automorfizmusat kapjuk.

Ez a kovetkez6képp irhato le az éleken: 1 -3 —+5—-2—-4—-1,6 -8 = 10 —
7 — 9 — 6, valamint 11 — 12 — 13 — 14 — 15 — 11. Tehat végrehajtva a leirt

10



oszlopcseréket, az

01 100001O0O0O0O0O0O0QO0
0o01100O0O01O0O0O0O0O0O®O0
0001100O0O01O0O0O0O00¢ 0
10001100O0O0O0O0O0O0®O
11000010O0O0OO0O0OO0O0®O
0000O0OO0OO0O1O0OO0O1TT1O0O00¢O0
0000O0OO0OO0OO0O1TO0OO0OO0OO0T1T1
00000OO0OO0OO0OO0O1O0O11O00¢0
0000O010O0O0OO0O1O0O0¢O0T1
0000O0OO0O1O0O0O0OO0OO0OT1T1O®0

méatrixot kapjuk.

Az oszlopcseréket leird () matrix:

0010O00O0OO0OO0OO0OO0OO®O0O®O0OQO0
00010O00O0O0OO0OO0O0O0®O0®O
000010O0O0OO0OO0OO0OO0OGO0OO0O0
10000O0O0OO0OO0OO0OOO0OO0OO OO
010000O0OO0OO0OO0OO0OOGO0OO0QO0
00000OO0OO0O1TO0OO0OO0OO®O0O®O0OOQO0
0000O0OO0OO0OO0OT1TO0OO0OOO0OO0O0
0000O0OO0OO0OO0OO0OT1O0OO0OO0OO00QO0
0000O0O1O0OO0OOOOO®O0OO0QO0
0000O0OO0OT1TO0OO0OO0OO0OO0OO0O®O0OO
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TQO0T®O0O0

0000O0OO0OO0OO0OO0OOOOT1O0T® 0
0000O0OO0OO0OO0OOOO0OOO0OT1TOQO0
0000O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0O®O0®O0T1

0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0OO0OO00O0

Q=

M’ sorai megegyeznek M soraival, igy sorcserékkel, pontosabban a cstcsok forgaté-

saval kaphatjuk meg M’-bdl.
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Ezt a

o O O O o = o o o
o O O O O o o = O
_ o O O O o o o o

o O O O o o o +~ o O
o O O O O = O o o o
O O O O O O o o o =
o O =, O O O o o o o
_ o O O O O o o o o
O O O O = O O o o o
o O O = O O O o o o

@]
(@]
(]

matrix irja le, amelyre PM Q) = M, ami a. Allitas automorfizmusokra vonatkozo

részét illusztralja.

Az elgbbi példaban lathattuk a Petersen-graf egy nem trivialis (identitastol kii-
16nb6z6) automorfizmusat. Elsé pillanatra ugy latszik, hogy 10-6-2-2-2-féleképpen
lehet a Petersen-grafot atszamozni. A Petersen-graf ugyanis tartalmazza a kévetkezé

feszitotat, ugy, hogy a gyokér csiics a Petersen-graf tetszéleges csicsa lehet:

Tekintsiink ugyanis egy Petersen-grafot, melynek csicsait megszamoztuk. A gyo-
kér képe tetsz6leges lehet, erre tehat 10 lehet&ségiink van. A kozépsé szinten 1évé
harom pont 3! = 6 kiilonb6z6 sorrendben irhato fel, ezek képei a gyokér képének
szomszédai. Az als6 szinten 1év§ csicsok kettenként felcserélhetdk, vagyis ez adna
még 2 -2 -2 = 8 lehetdséget.

Ekkor azonban nem feltétleniil kapunk automorfizmust. Kénnyen meggondolhato,
hogy ha az els6 két sor és a méasodik sor valamely pontjanak szomszédai ismertek,
akkor a fennmaradd négy pont mar egyértelmtien meghatérozott. Ez tehat csak
10 - 6 - 2 = 120 lehet&ség, vagyis a Petersen-grafnak legfeljebb 120 automorfizmusa

val.

12



Meg lehetne gondolni, hogy igy tényleg automorfizmust kapunk, de inkdbb megmu-
tatjuk a Petersen-grafnak egy olyan konstrukciojat, amelybdl azonnal latszik, hogy
ennyi automorfizmusa van is.

Legyen P = {0,1,2,3,4} egy Otelemd halmaz. Vessziik P Gsszes kételemii részhal-
mazat. Ezek szama (g) = 10. Ezeket a kételemii halmazokat megfeleltetjiik a graf

csdcsainak:

VvV ={{0,1},{0,2},{0,3},{0,4},{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3,4} }.

Akkor van él a grafban két u,v € V csics kozott, ha a csicsoknak megfelel6 halma-
zok diszjunktak.

Megfeleltetés létesithetd az altalunk korabban targyalt konstrukeio (2.11} Példa) és a
Petersen-graf ilyen modon térténé megkonstrualasa kozott. A 2.2] abra szamozésat

kovetve egy lehetséges megfeleltetés:

1—-{0,3} 2—{1,4} 3—{2,3} 4—{0,1} 5—{2,4}
6—{1,2} 7—{0,2} 8—{0,4} 9—{3,4} 10— {1,3}

Ebbdl a reprezentaciobol az is kdvetkezik, hogy az 6telemi P alaphalmaz minden
permutacioja a Petersen-graf egy automorfizmusat adja (kiilénb6z6 permutéaciok
kiillonbozoket), azaz a Petersen-grafnak legalabb 120 automorfizmusa van.

Abbol, hogy |Aut(Petersen)| < 120 és |Aut(Petersen)| > 120 trividlisan adodik,
hogy |Aut(Petersen)| = 120, raadasul azt is latjuk, hogy Aut(Petersen) = S5, a P
alaphalmaz Gsszes permutacidinak halmaza.

A kovetkezs tételhez sziikségiink lesz arra, hogy mit értiink pont, illetve blokk fokéan:

2.12. Definicié. Egy pont foka a ra illeszkedé blokkok szama, a blokk foka a rajta

lévé pontok szama.

2.13. Tétel. Teqgyiik fel, hogy van eqy illeszkedési struktira, amelyben a pontok foka
r1,...,7y €s a blokkok foka ki, ..., ky. Ekkor szikségképpen

v b
E ri = E kj.
i=1 j=1

Bizonyitds. Megszamolunk minden illeszkedd (azaz I-beli) pont egyenes part két-
féleképpen. Felhasznélva, hogy az i. pont pontosan r; blokkban van benne, igy az
egyenlet bal oldaldn a pontok fokat 6sszeadva kapjuk meg az illeszkedések szamaét.
Hasonloan, mivel a j. blokk b; pontosan k; pontot tartalmaz, az egyenlet jobb olda-
lan szintén az illeszkedéseket szdmoljuk meg, eztttal a blokkok fel6l nézve. Ez a két

érték nyilvan egyenld (hiszen mindkettd |I]). |

13



Ha a k; és az r; szdmok egyenldk, a formula nagyon egyszeri lesz.

2.14. Kovetkezmény. Legyen D eqy illeszkedési struktira, v darab ponttal, b darab
blokkal, ahol minden pont foka r és minden blokk foka k. Ekkor

v-r=>b-k.

Példaul a Fano-sik esetén v = b = 7, r = k = 3 (hisz minden ponton 3 blokk
megy at, minden blokk 3 ponti). A Petersen-grafra v = 10, b = 15, r = 3, k = 2
(hiszen itt a graf élei 2 elemt részhalmazok).

Ezeket az Osszefliggéseket a késGbbi fejezetekben tobbszor felhasznaljuk majd.
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3. fejezet

Klasszikus affin és projektiv sik

A geometria a matematikanak az az aga, amely az alakzatokkal, illetve azok tu-
lajdonsagaival, egymashoz valé viszonyaval foglalkozik. Ezen tulajdonségok Ossze-
vetése igencsak nehézkes volt, mignem René Descartes a hires francia matematikus
kitalalta a koordinata-rendszert, lehetévé téve az alakzatok algebrai vizsgélatat. Ha
a koordinata-rendszer vizszintes tengelyét x-szel, fiigg6leges tengelyét y-nal jeloljiik,
akkor pont alatt olyan (z,y) rendezett part értiink, ahol z,y € R. Az egyenes
egyenlete kétfajta lehet:

1. Ha x = ¢ valamely ¢ € R-re, akkor pontjai a {(c,y) | y € R} pontok.

2. Ha y = max + b valamely m, b € R-re, akkor pontjai a {(z,mz +b) | z € R}
pontok.

Ezzel meghataroztuk az euklideszi sik alapelemeit, amelyek a pont és az egyenes.
Az illeszkedés az ’€’ relacio.
Vizsgaljuk meg, hogy az egyenes egyenlete alapjan mit mondhatunk két egyenes

metszésérsl. Tekintsiik az
1. y=miz+ b
2. y=maox + by
egyenletii egyeneseket. Ezeket az egyenleteket egymasbol kivonva a
0= (my —mg)z+ (by — be)

egyenlethez jutunk. Ezt az egyenletet z-re rendezve kapjuk, hogy
by — by

r= —"",
myp — Mo
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kivéve, ha m; = my. Ebben az esetben a két egyenes parhuzamos egymassal, azaz
nem metszik egymast, vagy azonosak.

Ha viszont my # ma, akkor z (és igy y is) egyértelmt, azaz a két egyenesnek ponto-
san egy metszéspontja van. Hasonléan egyszerti modon lathatd, hogy barmely két
pontnak pontosan egy 0sszekotd egyenese van.

Az euklideszi sik tehat teljesiti a kovetkezd tulajdonsigokat:

e Barmely két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.

e Barmely egyeneshez és egy ra nem illeszked6 ponthoz pontosan egy egyenes

van, amely dtmegy a ponton és nem metszi az egyenest.

e Van harom nem kollineéris pont.

Ezen tulajdonsédgokat megkovetelve jutunk az (altalanos) affin sik fogalmahoz,

amelyet most absztrakt forméban definidlunk:

3.1. Definicié. Az a = (P,B, ) harmast, ahol P és B két diszjunkt halmaz,
valamint I C P x B egy illeszkedésnek nevezett relacio, affin siknak neveziink, ha

kielégiti a kovetkez6 axiomakat:

A1l. P barmely két kiilonb6z8 p, ¢ eleméhez pontosan egy olyan F' eleme van B-
nek, amely mindkettével I relacioban all ((p, F) € I ¢és (¢, F) € I), azaz két

ponton at pontosan egy egyenes hiizhato.

A2. Hap € P és F € B tgy, hogy (p, F) ¢ I, akkor pontosan egy olyan B € B
letezik, hogy (p, B) € I és nem létezik ¢ € P, hogy (¢, F) € I és (¢, B) € 1,
azaz egy egyenesen és egy rajta kiviili ponton pontosan egy a ponton atmend,

az egyenest nem metsz6 egyenes van.

A3. Van olyan p,q,r € P, hogy nem létezik F' € B, amelyre (p, F) € I, (¢, F) € I

és (r, F) € I, azaz létezik harom nem egy egyenesen fekvg pont.

Az euklideszi sik teljesiti ezeket a tulajdonsigokat, tehat kimondhatjuk a kovet-

kez6 allitast:
3.2. Allitas. Az euklideszi sik affin sik.

A korilottiink 1év6 tér euklideszi. Ha egy térbeli alakzatot sikban szeretnénk
abréazolni, akkor le kell azt vetitentink. (A vetitést mas szoval projekcionak mond-
juk.) Az emberi szem is igy mikodik, ugyanis a térbeli targyakrol altala alkotott
kép éppen a centralis vetiiletnek felel meg. Vezessiik most be a centrélis vetités

fogalmat.
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3.3. Definicid. Legyen adott egy o sik és egy C' ¢ o pont az euklideszi térben.
Tetsz6leges olyan P-re, ahol a C'P egyenes nem péarhuzamos a o sikkal, a P pont

centralis vetiilete a C-re nézve az a P’ pont lesz, ahol a C'P egyenes metszi a o sikot.

Nyilvanval6, hogy amennyiben a P olyan pont, hogy C'P parhuzamos a o sikkal,
akkor a P pontnak nem lesz centralis vetiilete a o sikon a C pontra nézve. Azért,
hogy az ilyen P pontoknak is legyen képe, alakult ki a projektiv geometria.
Kozismert, hogy affin sikon a parhuzamossag ekvivalencia-relacié. A projektiv sikot
ugy szarmaztathatjuk az euklideszi sikbél, hogy a sik egyeneseinek minden parhu-
zamossagi osztalyahoz hozzarendeliink egy végtelen tavoli vagy mas szoval idealis
pontot. Egy g euklideszi egyeneshez hozzavéve a g parhuzamossagi osztalyanak ¢,
idealis pontjat a g projektiv egyeneshez jutunk. Az idealis pontok halmaza adja
az ideélis egyenest. Fzzel elértiik azt, hogy barmely két egyenesnek legyen kozos
pontja. Ez a tulajdonsag a projektiv sikok legfontosabb tulajdonsaga, amelyet az

altalanos (absztrakt) projektiv sikok definidlasara is felhasznalhatunk.

3.4. Definicié. A Il = (P, B, ) harmast, ahol P és B két diszjunkt halmaz, vala-
mint [ C P x B egy illeszkedésnek nevezett relacio, projektiv siknak neveziink, ha

kielégiti a kovetkez$ axiomékat:

P1. P barmely két kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van B-nek, amely

mindkettével I relacioban 4ll, azaz két ponton pontosan egy egyenes megy at.

P2. B barmely két kiilonb6z§ eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely
mindkettével I relacidoban 4ll, azaz két egyenesnek pontosan egy metszéspontja

van.

P3. Létezik négy altalanos helyzetd pont, azaz négy olyan pont, melyek koziil

semelyik harom nincs egy egyenesen.

A axioma az elfajulé projektiv sikok kizarésara szolgal. Ha vessziik kollinearis
pontok tetsz6leges halmazat és egy az egyenesiikon nem levG pontot, illetve ezen
pontok 8sszekots egyeneseit, akkor [P1.] axiomakat teljesits I = (P, B) struk-
tarat kapunk, viszont nem teljesiil. Az elfajuld projektiv sik olyan illeszkedési

struktira, amelyben a blokkok kiilonb0z6 méretiiek.
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3.1. abra. Az érdektelen sik

Az affin és a projektiv sikok kozotti szembetiing eltérés az, hogy a projektiv
sikon nincs értelme parhuzamossagrol beszélni, hiszen az idedlis pontok és a bel6liik
kapott idealis egyenes bevezetése miatt két egyenes biztosan metszi egymést.

Az 1. fejezetben szemléletesen targyaltuk az automorfizmus fogalméat. Ez al-
gebrai fogalom, aminek geometriai megfelelGje a projektiv transzformacio, azaz a
kolline4cié. Most megnézziik, mik is pontosan a kollineaciok, és kimondunk néhany
hozzajuk kapcsolodo, alapvets fontossagi tételt. A kdvetkezGkben o az euklideszi
(affin) sikot jeldli, & pedig a beldle idedlis pontok bevezetésével kaphato klasszikus

projektiv sikot.

v

3.5. Definici6. A k : @ — 7 bijektiv leképezést a @ sik kollinedciojanak (vagy
projektiv transzformaciojanak) mondjuk, ha barmely @-beli egyenesnek a x szerinti

képe egyenes.

3.6. Definicié. A 7 projektiv sikon legyen adott négy pont. Ezekrdl azt mondjuk,
hogy altalanos helyzetii pontnégyest alkotnak, ha koziiliik barmelyik harom nincs

egy egyenesen. (Ezek l1étezését koveteli a axioma.)

3.7. Tétel. A 7 projektiv sikon leqgyenek adva a Py, Py, P3, Py és Qq,Q2, Q3, Q4 dl-
taldnos helyzetd pontnégyesek. FEkkor egyértelmien létezik eqy olyan vk : ¢ — T
kollinedcio, amelyre fenndll k(P,) = Q, (r=1,2,3,4).

A Tétel a klasszikus projektiv siknal altalanosabb sikokra is igaz. Példaul,
ha a fentiekbdl a valés szdmok R teste helyett egy K kommutativ testre épitjiik
a geometriat, akkor a Tételbeli k létezése igaz marad. Ha K-nak nincs az
identitastol kiillonb6z$ automorfizmusa, akkor az egyértelmiiség is igaz. A Fano-
sik esetén ez a K test a modulo 2 maradékosztalyok teste, ahogy ezt kés6bb latni
fogjuk. Ennek csak az identitas automorfizmusa, igy a[3.7] Tétel megfelel§je igaz a
Fano-sikra. Ezt hasznaltuk a2.9 Allitasnal.
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3.1. Homogén koordinatak

Bar nem a homogén koordinatak segitségével targyaltuk a projektiv sikrél szolo
részt, azért felvazoljuk ennek lehetségét. Ehhez Verhoczki Laszlo 5] jegyzetére ta-
maszkodtunk.

A projektiv sikot mindenekel6tt koordindtazni szeretnénk. A o euklideszi sikon -
mely a korabbiak alapjan affin stk - mar van egy jol ismert koordinatazasunk. Rog-
zitsiink ugyanis a o sikon egy (O, 1i,j) derékszogi koordinata-rendszert. Ekkor egy
o-beli P pont esetén a helyvektor O? = zpi+ypj kifejezésben szerepls egyiitthatoit
mondjuk a P sikbeli koordinatainak.

Jelblje a o sikhoz tartozo idedlis egyenest i,. A @ = o Ui, projektiv sikot tigy koor-
dinatazzuk, hogy ahhoz az el6zGekben targyalt Descartes-féle koordinata-rendszert
vessziik alapul. Legyen k a o-beli i, j ortonormalt vektorok vektoridlis szorzata,
azaz legyen k = i x j. Vegyiik az euklideszi térben azt a T" pontot, amelyre fennall
a ﬁ = k egyenl6ség.

Kovetkezzen most néhany definicio arrél, hogy mit értiink a projektiv sikon vett

tetszdleges P pont és e egyenes homogén koordinatain.

3.8. Definici6. Egy P € 7 kizinséges pontﬂ meghatarozo vektorain a (T'; P) egye-
nes iranyvektorait értjiik. Fzen meghatarozé vektoroknak az i, j, k bazisra vonat-

koz6 koordinata-harmasait mondjuk a P pont homogén koordinatainak.

3.9. Definici6. Egy 7-beli e egyeneshez tartozo I, idealis pont meghatarozo vektora-
in az e egyenes iranyvektorait értjiikk. A meghatarozé vektorok koordinata-harmasait

az I, idealis pont homogén koordinatainak nevezziik.

3.10. Definici6. Egy € € 7 kizinséges egyenesmeghatarozo vektorain a (T e) euk-
lideszi sik norméalvektorait értjiik. Ezen meghatarozo vektoroknak az i, j, k bazisra

vonatkoz6 koordinata-harmasait mondjuk az € egyenes homogén koordinatainak.

3.11. Definici6. Feleltessiik meg az i, idealis egyenesnek a 7-n athalado és a o
sikkal parhuzamos p sikot. Az i,-hoz rendeljiik hozza a p sik normalvektorait,
vagyis a Ak, A € R, A # 0 vektorokat. Ezek [0,0, A\] koordinata-harmasait mondjuk

az i, egyenes homogén koordinatainak.

3.12. Definicié. Legyen v az e egyenes homogén koordinata-harmasa, p pedig a P
pont homogén koordinata-harmasa. A P pont akkor és csak akkor illeszkedik az €

egyenesre, ha p-v =0 (a p és v skalaris szorzatat vessziik).

la o euklideszi sik pontjai
2a o euklideszi sik egyenesei
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Szemléletesen gy is megfogalmazhatnank ezt, hogy a pontok az origbn atmend
egyenesek (a megfelel6 homogén koordinata az egyenes valamely v irdnyvektora), az
egyenesek az origon atmend sikok (a megfelels homogén koordinata a sik valamely n
normalvektora), az illeszkedés a tartalmazéas. Ebbdl azt is lathatjuk, hogy az egye-
nes akkor és csak akkor része a siknak, ha v meréleges n-re, azaz ha v -n = 0 mint
a 312 Definicioban.

Véges geometriak esetén is hasznalhatnank a homogén koordinatakat, de a késébbi-

ekben ezt nem fogjuk részletezni.
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4.

fejezet

Véges geometria

4.1. Véges affin sik

Az el6z6 fejezetben definidltuk az absztrakt affin sik fogalméat. Most végessé

tessziik gy, hogy az ott leirt axidmarendszerhez hozzavesziink még egy axiomat.

4.1. Definicid. Legyen n > 2 és n € Z. Egy illeszkedési struktirat (melyben a

blokkokat egyenesnek nevezziik) n-edrendi, véges affin siknak neveziink, ha teljesiti

a kovetkezé axiomakat:

Al.

A2.

A3.

A4.

Barmely két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.

Barmely egyeneshez és egy ra nem illeszked6 ponthoz pontosan egy olyan egye-

nes van, amely atmegy a ponton és nem metszi az egyenest.
Van harom nem kollinearis pont.

Van olyan egyenes, mely n pontboél all.

Néhany egyszertien bizonyithato tulajdonsag kdvetkezik az axiomakbol, 1asd Kar-

teszi Ferenc 1] és Kiss Gyorgy - Szényi Tamaés [2] konyveiben.

4.2. Allitas. Egy n-edrendd véges affin sikra igazak az aldbbiak:

AT1. Minden egyenes n pontbol dll.

AT2. Minden pontra n+ 1 egyenes illeszkedik.

AT3. A sik n? pontot tartalmaz.

ATY4. A sikn® +n egyenest tartalmaz.
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Kovetkezzen egy példa az n = 3 esetre.

4.1. Abra. Az amdbasik

Adodik a kérdés, vajon az axiémarendszer és a bel6le kivetkez6 tulajdonséagok
egyiitteseként kapott 7 allitasbol kivilaszthatunk-e harmat tgy, hogy azokbol ko-
vetkezzen a mésik négy. Most mutatunk egy-egy olyan példat, amikor kovetkezik a

kivalasztott harom axiomabol a masik négy illetve amikor nem.

4.3. Példa. Legyenek az alapaxioméink az [A1.)] [AT1.] [AT2.] Az és
axiomak nyilvan kovetkeznek beldlik. Az ellendrzéséhez vegyiink egy tet-

sz6leges pontot. Erre szerint n + 1 egyenes illeszkedik. Az n + 1 egyenes

mindegyikén a kivalasztott ponton kiviil n — 1 pont van. A pontok szdma tehéat
(n+1)-(n—1)+1, ami éppen n?. Az vizsgalatdhoz vegyilink egy P pontot
és egy ra nem illeszkedS e egyenest. Az e egyenesen n pont van, amelyek mind-
egyikére illeszkedik egy olyan egyenes, amely atmegy P-n. Mivel P-n n 4 1 egyenes
megy at, marad egy egyenes, amire illeszkedik a P pont és nincs kézos pontja e-vel.
Ahhoz, hogy [AT4.}et igazoljuk, meg fogjuk szamolni az illeszkedéseket. A sikon
n? pont van, amelyek mindegyikére n + 1 pont illeszkedik, a masik irAnybol nézve
pedig = egyenes, amelyek mindegyikén n pont van. Tehit a megoldando6 egyenlet:
n?-(n+1) = x-n. Leosztva n-nel (amit nyilvan megtehetiink, hiszen feltettiik,
hogy n > 2 egész szam), v = n® + n adodik. A kivalasztott allitasok tehat szintén
adhatnak a véges affin sik egy axiomarendszerét. Hasonloan, az[A1.] [AT1.| és[AT3.]
is jo lenne, mert ezekbdl azonnal kovetkezik.

4.4. Példa. Most koévetkezzen egy olyan eset, amikor nem teljesiilnek a tulajdonséa-
gok a kiindulé axiomakbol, azaz nem feltétlen kapunk n-edrendi affin sikot. Tekint-
siik az [A1.] [A3.] [AT3.| axiomakat és vizsgaljuk az n = 9 esetet. A sik pontjainak
széma miatt 9% = 81. Tekintsiik a abrat ugy, hogy az e egyenesen 80 pont
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van. Ekkor a feltett harom axioma teljesiil, de nem, hiszen 90 egyenesnek

kellene lennie, de csak 81 van.

4.2. Véges projektiv sik
Most bevezetjiik a véges projektiv sik fogalmat is a véges affin sikéhoz hasonloan.

4.5. Definicié. Legyen n > 2 és n € Z. Egy illeszkedési struktirat (melyben
a blokkokat egyenesnek nevezziik) n-edrendi, véges projektiv siknak neveziink, ha

teljesiti a kovetkez6 axiomakat:
P1. Barmely két pontra pontosan egy egyenes illeszkedik.
P2. Barmely két egyenes egy pontban metszi egymast.
P3. Van négy, harmanként nem kollineéris pont.
P4. Van olyan egyenes, mely n 4+ 1 pontbol all.

Nem meglepd, hogy a projektiv esetben is van néhany kénnyen belathato tulaj-

donsag.
4.6. Allitas. Egy n-edrendd véges projektiv sikra igazak az aldbbiak:
PT1. Minden egyenes n+ 1 pontbol dll.
PT2. Minden pontra n + 1 egyenes illeszkedik.
PT3. A sikn?+n+1 pontot tartalmaz.
PT4. A sikn?+n+1 egyenest tartalmaz.

Az affin esethez hasonl6an most is mutatunk példakat arra, hogy lehetne-e mas

axiomarendszert alapul valasztani.

4.7. Példa. Legyenek a kiindul6 axiomaink |[P1.|[PT1.||PT'3.| Trivialis, hogy ekkor

azonnal teljesiil a axioma és nem lehet minden pont egy egyenesen. Vegyiink
két egyenest, és rajtuk két-két pontot, amelyek nem kozosek. Ezek mutatjak

teljesiilését. Az egyenesek szama:

("5
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Elvégezve a lehetséges egyszertsitéseket adodik, hogy ez éppen n? +n + 1, azaz tel-
jesiil a|[PT4.| axioma. Legyen P régzitett pont, és jelolje x a ra illeszkeds egyenesek
szamat. Ezen egyenesek mindegyikén (P-t nem szamolva) n pont van. Igy dsszesen
z(n+1)+1=n?+n+ 1 pontunk van, amib6l z = n + 1. Ez tetszbleges P pontra
igaz, vagyis teljesiil és ez magéval hozza teljesiilését is.

4.8. Példa. Legyenek a kiindul6 axiomaink [P3.| |[P4.| [PT3.| és legyen n = 2. Te-
kintsiik a kovetkezd abrat, amelyen a pontok az A, B,C, D, E, F,G, az egyenesek
pedig AC,CD, DG, GA:

Q
1=
8

'S

A feltett axiomak nyilvan teljesiilnek, viszont semelyik méasik nem.

4.3. Véges affin és véges projektiv sik kapcsolata

Elgszér megmutatjuk, hogyan lehet affin sikbol projektiv sikot késziteni. Ehhez
a klasszikus esethez hasonléan idealis pontokat vezetiink be. Alapul szolgélnak az
affin sik axiomai. Meg kell vizsgalnunk, hogy a parhuzamossag a véges affin sikon
is ekvivalencia-relacio-e. Ehhez sziikség van a reflexivitds, a szimmetrikussag és
a tranzitivitas ellendrzésére. Két egyenest parhuzamosnak tekintiink, ha azonosak
vagy nem metszik egymast.
A reflexivitas és a szimmetrikussag trivialis, igy csak a tranzitivitast latjuk be.
Legyen a || b és b || c. A kérdés, hogy a és ¢ lehetnek-e metsz6 egyenesek. Tegyiik
fel, hogy igen. Jelolje ekkor metszéspontjukat M. Eszerint M rajta van egy b-
vel parhuzamos egyenesen. Mivel M illeszkedik az a és a c egyenesekre is, igy két
kiilonb6z6 b-vel parhuzamos egyenesen van rajta. Ekkor azonban sériilne az |A2.
axioma, mely szerint ha adott egy e egyenes és egy ra nem illeszked§ P pont, akkor
pontosan egy olyan egyenes létezik, amely dtmegy P-n és parhuzamos e-vel. Ezzel
ellentmondéasra jutottunk, vagyis a parhuzamossag a véges affin sikon is rendelkezik

a tranzitivitas tulajdonsagaval, igy itt is ekvivalencia-relacio.
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Konnyen meggondolhaté alapjan, hogy ha tekintiink egy tetszGleges egyenest
egy véges affin stkon, majd hozzavessziik az Gsszes vele parhuzamos egyenest, akkor
ez az egyenessereg a vizsgalt sik Osszes pontjat pontosan egyszer fedi le.

Korabban méar lattuk az amgébasikot. Most megmutatjuk, hogyan krealhatunk bel6le

véges projektiv sikot (altalaban n-edrendi affin sikbdl is).

4.2. abra. Ideéalis egyenessel bévitett amébasik

Akércsak az euklideszi siknal, a parhuzamos egyenesseregekhez vegyiink hozza
egy-egy idealis pontot. Az axiomakbol kovetkezik, hogy négy (altalaban n + 1) ide-
alis pontot kell hozzavenniink a sikhoz. Ugyanis minden pontra 4 (altalaban n + 1)
egyenes illeszkedik. Az ideélis pontok alkotjak az idealis egyenest. Ahhoz, hogy
belassuk, hogy igy valoban egy véges projektiv sikot kaptunk, be kell latnunk, hogy
teljesiilnek a sziikséges axiomak.

A axioma szerint barmely két pontra pontosan egy egyenes kell illeszkedjen.
Ez nemidealis pontokra nyilvinvaléan teljesiil, az axioma miatt. Ha mindkét
pont ideélis, akkor 6k rajta vannak az idealis egyenesen. Ha az egyik pont ideélis,
a masik pedig nem, akkor is létezik egy altaluk egyértelmiien meghatarozott egye-
nes, hiszen a véges affin sik parhuzamos egyenesei minden pontot pontosan egyszer
fednek le, és minden parhuzamos egyenessereghez egyértelmiien tartozik egy ideélis
pont. Tekintsiik tehat az ideélis ponton 4&tmend nemidedlis egyeneseket és valasszuk
azt, amelyik illeszkedik a valasztott nemidedlis pontra.

A axidma szerint barmely két egyenesnek egy pontban kell metszenie egymast.
Két affin sikbeli egyenes vagy metsz§, vagy parhuzamos. Ha metsz6, akkor kész
vagyunk. Ha nem, akkor egyértelmiien létezik egy idedlis pont, amelyen mindkét

egyenes atmegy, hiszen éppen a parhuzamos egyenesekhez rendeltiik ugyanazt az
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idealis pontot. Mivel minden affin egyeneshez pontosan egy idealis pont tartozik,
igy barmely affin egyenesnek és az ideélis egyenesnek is egyértelmien létezik kozos
pontja.

A axioma nyilvanvaloan teljesiil. A axiomahoz csupan azt kell meggon-
dolni, hogy ha az affin sikon létezett n pontu egyenes, akkor a projektiv sikon ebbgl
éppen n + 1 pontl egyenes lett.

Ezutan belatjuk, hogy mindez ,yvisszafel¢” is miikodik, azaz projektiv sikboél is min-
dig készithets affin sik egy tetszéleges egyenes elhagyéasaval. Felmeriilhet a kérdés,
hogy tetsz6leges egyenes elhagyésaval izomorf sikokhoz jutunk-e. Erre az altalaban
nemleges valaszt megtalalhatjuk Montagh Balazs [0] cikkében, valamint Kéarteszi Fe-
renc [I] konyvében, amely példat is konstrual erre. A legkisebb olyan példa, amikor
ez el6fordul az n = 9, azaz a siknak 91 pontja van. Testre épitett projektiv sikokra
viszont tudjuk, hogy tetszGleges egyenest elhagyva ugyanazt az affin sikot kapjuk
(ami testre van épitve).

Ahogyan az el6bbiekben a véges affin sik projektivva bévitésénél azt ellendriztiik,
hogy a bévitett sikon teljesiilnek-e a véges projektiv sik axiomai, most azt fogjuk
ellendrizni, hogy a véges projektiv sikbol egy tetszGleges egyenes elhagyasaval szar-
maztatott sik esetében érvényben lesznek-e a véges affin stk axiémai.

Tekintsiink egy n-edrendid véges projektiv sikot. Megmutatjuk, hogy egy egyenes
elhagyasaval véges affin sikot kapunk. Mivel a megmaradt pontok esetén korabban
igaz volt a axidma, ¢s az idedlis egyenes pontjainak elhagyisaval ez nem valto-
zott meg, igy az axioma érvényben marad.

Tekintsiink egy tetsz6leges P pontot a megmarad6 sikon, valamint egy e egyenest,
mely nem megy at P-n. Mivel e-re az idedlis egyenesnek pontosan egy pontja illesz-
kedik, és ezen idealis ponton és a P ponton atmend egyenes is egyértelmi, ez lesz
az az egyenes, ami atmegy P-n és nem metszi e-t, azaz az axioma is teljesiil.
Az utolsod két axioma fennallasanak belatasa a forditott irdnyu szarmaztatasnal la-
tottakhoz teljesen hasonléan végezhetd.

Ez a kapcsolat magyarazza az [AT1.JAT2.JAT3.|JAT4. és[PT1.|PT2.|PT3.][PT4.

kozotti Osszefiiggéseket is, példaul ha tudjuk, hogy n-edrendd projektiv siknak n? +

n+1 pontja van (PT3.), akkor egy egyenes torlésével n+1 pontot tordltiink (PT1.),
tehat n? pont marad (AT3.). A tobbi tulajdonsigot hasonléan lehetne ellenérizni.
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4.4. Véges testek és rajuk épitett sikok

Az el6z6 fejeztben megmutattuk, hogyan lehet a valos szamok testére sikot épi-
teni. Ha a valos szamok helyett tetszéleges (akar véges) testet tekintiink, akkor is
teljesen hasonloan jarhatunk el. A ¢ elemszami véges test jelolése: GF(q). Ennek a
fejezetnek a megiraséhoz a Karteszi Ferenc [1] illetve a Kiss Gyorgy - Sz6nyi Taméas
[2] konyveket illetve Montagh Balazs [6] altal irt cikket hasznaltuk fel.

4.9. Példa. Legyen ¢ = 2. Az affin sik pontjai (0,0), (0,1), (1,0), (1, 1), az egyenesek
r=0,r=1y=0,y=1,y=2z,y =2+ 1 (modulo 2 szdmolunk). Ebbdl projektiv
sikot tgy csindlhatunk, hogy a parhuzamos egyenesekhez egy-egy idealis pontot
rendeliink, igy © = 0,z = 1-hez (00)-t, y = 0,y = l-hez (0)-t, y = z,y = x + 1-
hez (1)-t. A projektiv sik pontjai tehat (0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(c0),(0),(1), az
egyenesek pedig az idedlis egyenes, valamint a fenti egyenesek, a hozzajuk rendelt
idealis ponttal egyiitt. Konnyi ellenérizni, hogy ez a Fano-sik, vagyis a Fano-sik a

2 elemii testre épitett sik.

4.10. Példa. Legyen most ¢ = 3. Mivel ¢ prim, igy izomorfia erejéig egyetlen ¢
elemt test létezik: Zs3, a modulo 3 maradékosztaly teste, melynek elemei {0, 1,2} a
miveleteket modulo 3 végezziik.

Ekkor a pontok a Zs x Zs Descartes-szorzat elemei, vagyis azon (x,y) parok, ahol

x=0,1,2; y =0,1,2. Az egyenesek pedig:

1. x = ¢, ahol ¢ € Z3, azaz a harom egyenes

2. y =mx + b, ahol m, b € Zs, vagyis az igy kapott 3 -3 = 9 egyenes

y=0r+0 y=2+0 y=22+0
y=0r+1 y=2+1 y=22x+1
y=0x+2 y=x+2 y=2x+2

Példaul az y = 2x + 1 egyenes pontjai (0,1),(1,0) és (2,2). Az Osszesen 3 + 9 =
12 darab egyenes. Kaptunk tehat egy 9 pontu sikot. Fmlékezhetiink, hogy az
amGbasiknak éppen 9 pontja és 12 egyenese van. Kis vizsgalodas utan rajohetiink,
hogy tjfent az amdébasikhoz jutottunk. Egyenesek metszéspontjat, illetve két pont
Osszekotd egyenesét is teljesen hasonléan szamolhatjuk, mint a valos esetben. Annyi

csupan a kiilonbség, hogy az egyiitthatokat sziikség esetén modulo 3 kell venni. Az
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(1,1) és (2,0) pontokon atmend egyenes meredeksége 5= = —1 = 2 (modulo 3),
azaz az egyenes y = 2z + b alaki lesz. Mivel az (1,1) pont rajta van az egyenesen,
igy 1 =2-140b, amib6l b = —1, vagyis modulo 3, b = 2. Tehat az 6sszekdts egyenes
egyenlete y = 2x + 2.

Példaként szamoljuk ki az

y=2z+1 (4.1)
y=1x+2 (4.2)

egyenesek metszéspontjat.
Ehhez vonjuk ki (4.1)) egyenletbdl a (4.2)) egyenletet. Ekkor

r=1

adodik. Ezt —be visszahelyettesitve kapjuk, hogy y = 3, amit modulo 3 véve
y=20

lesz az eredmény. A keresett metszéspont tehat az (1,0) szdmpar.

A projektiv sikka valo bovités az el6z6 példahoz hasonloan a (c0), (0), (1), (2)
idealis pontok hozzavételével torténik. Az z = 0,1,2 egyenesekhez a (00), az y =
ma + b-hez az (m) idealis pontot vessziik hozza. A kapott sik a[£.2] abran lathato.

A kovetkezd példahoz sziikség lesz a nullosztomentesség fogalméra, ezért felele-

venitjiik:

4.11. Definicié. Tetszéleges R gytiri nullosztomentes, ha u, v € R esetén, amennyi-

ben wv = 0, akkor u = 0 vagy v = 0.

Ez azt jelenti, hogy ha egy szorzat 0, akkor legalabb az egyik tényezGje 0.

A kovetkez6 példaban négyelemii testet szeretnék csindlni. Ezattal nem vehetjiik
Z4-et, hiszen nem test. Ahhoz ugyanis nullosztémentesnek kellene lennie, és Z4-ben
2-2 = 0. Azonban a 4 primhatvany, vagyis a kérdés, hogy tudunk-e primhatvany
elemszamu véges testet krealni. A valaszt a kovetkezs tétel adja meg, amelyet a

véges testek alaptételének szoktak nevezni.

4.12. Tétel. Véges test elemszdma eqy q primhatvdny, azaz q = p"™, ahol p prim.
Minden q primhatvdinyhoz létezik q elemi véges test, amely izomorfia erejéig eqyér-

telmdi.
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4.13. Példa. Legyen ¢ = 4. Mivel 4 = 22, igy talalnunk kell egy Z, f5l6tti masod-
foku irreducibilis polinomot. Azért masodfokd, mert minden testnek eleme a 0 és
az 1, vagyis az % — x polinombdl kiemelhet6 x és x — 1. Bontsuk tehat szorzatta a

t(x) = 2* — 2. polinomot. Ekkor azt kapjuk, hogy
tt—z=2(r—-1)(2*+2+1)

Tehét a keresett masodfoki polinom: f(z) = 2% +x + 1. Egy masodfokd polinom
pontosan akkor irreducibilis egy test feleltt, ha abban a testben nincs gydke, igy

csak azt kell leellenérizni, hogy ennek a polinomnak gyoke-e a 0 vagy az 1.

f0)=0"+0+1=1
f=1r+1+1=1

Az f(x) polinom tehat valoban irreducibilis Zs f616tt. A véges test elemei a modulo 2
folotti legfeljebb els6fokii polinomok lesznek, vagyis 0, 1, x, x+1. Jelolje a két gyokét
A és B. Ekkor a négyelemii test elemei: 0,1, 4, B. Irjuk fel a test dsszeadasra és

szorzasra vonatkozo miveleti tablait, ahol A =x és B =z + 1:

W~ ||+
— o || e
ol |||l W
woll el B )

clololo|lo
wolll o= I B
— || |o|
N Wlo|lw

1
1
0
B
A

Wi~ |o|lo

Itt példaul AB = z(x + 1), ami f(x)-szel elosztva 1 maradékot ad (mod 2),

ezért lesz AB = 1. A mivelettablak tobbi eleme hasonldan ellenérizhetd.

Legyen f(z) = 23+ x + 1. Ez irreducibilis GF(2) f6l6tt, hiszen f(0) = f(1) = 1.
gy GF(8)-at allithatjuk els, amelynek elemei a 0, 1, 2, z+1, 22, 22 +1, 22+, 2% 4+-o+1
polinomok lesznek. Példaként nézziik 22+ 1 és 22 +x szorzatat. Bz o + 2% + 22 +
amit elosztva f(x)-szel (z + 1)-et kapunk, a maradék pedig x + 1 lesz, igy a testben
(> +1)(2®> +2) =2+ 1.

Hasonloan gyarthatjuk le GF(9)-et is, itt f(z) = 2? + 1 lesz irreducibilis GF(3)
folott, tehat az elemek 0,1,2, x,x + 1,2 + 2,22, 2x 4+ 1, 22 4 2 lesznek. A szorzésnal
22 helyett (—1)-et ithatunk, mint a komplex szamok szorzasanal. Hasonloan csinal-
hatunk p? elemt testeket, de 2 + 1 nem mindig lesz irreducibilis (példaul modulo
5 nem az, mert r = 2 gydke), ilyenkor 22 — k lesz f(z), ahol k kvadratikus nem-

maradék.
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Altalaban, a test elemei az f-nél kisebb foku polinomok lesznek. Két ilyen polinom
testbeli szorzatéat ugy kapjuk, hogy szorzatukat maradékosan elosztjuk f(z)-szel, és
a szorzat a maradék lesz. Ha f(x) irreducibilis, akkor a(x) - b(x) # 0, ha a(z) és
b(x) semelyike sem 0, azaz a kapott gytri nullosztomentes. Mivel véges sok elemiink
van, ebbdl kovetkezik, hogy osztani is tudunk (példaul adott a(x)-hez talalunk olyan
b(x)-et, amelyre a(x) - b(x) = 1). Ugyanis irjuk fel az a(x) - t(x) alaki elemeket az
osszes t(x)-re. Ezek kozott nincs két azonos, mert ha a(x)t(z) = a(x)s(x) lenne, ak-
kor a a(z)(t(z) — s(z)) = 0 adoédna, amibél a nullosztomentesség miatt t(z) = s(z).
olyan t(z) = b(x), amelyre a(z)b(z) = 1 teljesiil. Jegyezziik meg, hogy a most konst-
rudlt ¢ = 4, 8,9 elemi testeknek van az identitastol kiilonbo6z6 testautomorfizmusa,
tehat a rajuk épitett sikokon nem igaz a 3.7 Tétel egyértelmiiségi része. Valoban,
g=4,8esetén a d:x — x>, mig ¢ = 9 esetén a ¢ : v — 2° testautomorfizmus. Al-
talaban, ha ¢ prim, akkor GF(q)-nak csak az identitas automorfizmusa, ha viszont
qg=p",n>1,akkorad:z— P is az.

A GF(q) véges test folotti affin sik pontjai az (z,y) parok, ha =,y € GF(q),
az egyenesek egyenlete x = ¢,c € GF(q) illetve y = max + b alaka, m,b € GF(q).
Lathatjuk, hogy a pontok szama ¢?, az egyeneseké ¢ + ¢°. Ebbdl projektiv sikot a
(00),(m), m € GF(q) idealis pontok hozzavételével kaphatunk, amelyek az idealis
egyenest alkotjak. Az z = v egyenesekhez a (00), az y = mx + b egyenesekhez az

(m) idedlis pontot vessziik hozza.
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5. fejezet

Blokkrendszerek

Ebben a fejezetben alapvetSen Marialuisa J. de Resmini [4] és Frank de Clerck

[3] jegyzeteire tAmaszkodunk.

5.1. Steiner rendszerek

5.1.1. Motivacio és definicid

1844-ben W. S. B. Woolhouse feltett egy hires kérdést a The Lady’s and Gentle-
man’s Diary cim nem matematikai magazinban, amely a kévetkezd volt:
Adja meg eqy n elemd halmaz esetén azon kombindciok szdmdt, mely az n elemet
p elemi csoportokba sorolja oly modon, hogy bdrmely q elemi halmaz pontosan az
eqyik kombindcidban fordulhat eld!
Néhéany évvel kés6bb Kirkman is felvetett egy kérdést ugyanebben a magazinban,
amit 15 iskolaslany problémanak hivnak, és igy szol:
15 iskoldsldny eqy héten keresztil ot hdrmas csoportban sétdl. Adjunk meqg eqy olyan
beosztdst, amiben bdarmely két lany heti eqy alkalommal keril dssze!
Igy kezdsdott a Steiner rendszerek elmélete.
Hogy miért Steiner rendszer? Mert 6 is feltette Woolhouse kérdését alig eltérs for-

maban 1853-ban. A kérdés feltevése a kivetkezd definiciot sugallja:

5.1. Definici6. Egy S(t,k,v) Steiner rendszer, ahol 2 < t < k < v, egy olyan
illeszkedési strukttira v ponttal, b blokkal, hogy minden blokk mérete k, és ¢ pont

hataroz meg egyértelmien egy blokkot.

Ha t = k, akkor minden ¢ = k elemii részhalmaz blokk kell legyen, azaz b = (Z)

Ha v = k, akkor egyetlen blokk van, maga a v ponti alaphalmaz.
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Ezen trivialis eseteket elkeriilendd, a tovabbiakban feltessziik, hogy 2 <t < k < v.
Nyilvanvaloan latszik, hogy az S(t, k,v) harom paramétert tartalmaz, am a defini-
cioban négy paraméter szerepel. Ennek oka, hogy ezek ismeretében b méar kiszamit-

haté. Ugyanis ha van v pont és ¢ pont hataroz meg egyértelmiien egy blokkot, akkor
valasszunk ki a v pontbol t-t. Erre : lehetGségiink van. Ez azonban még nem
jo, hiszen minden blokk %&£ pontbdl all, igy minden blokkot annyiszor szamoltunk,
ahanyszor k pontbol kivalaszthato ¢ pont. Ezek szama (];) . A blokkok szama tehat
egy S(t,k,v) Steiner rendszerben:

b= % (5.1)

t
Most, hogy tudjuk, hogy 6sszesen hany blokk van, felvetddik a kérdés, hogy keve-
sebb pont esetén mondhatunk-e valamit. A valasz bizonyos pontszamra igen, hiszen
t < v és definici6 szerint ¢ ponton pontosan egy blokk megy at. Valojaban akkor
tudunk valamit mondani, j pont esetén a j ponton Atmend blokkok szamarol, ha

0 < j <'t, hiszen csak picit kell atalakitani az 6sszes blokkok szamara kapott képle-

v
tet. Egészitsiik ki a 7 pontot ¢t pontta. Erre (t
—J

j) lehetGség van és ugyanazt a

o
blokkot (t ‘?)—szer kapjuk meg, mert egy blokkbol ennyiféleképpen valaszthatjuk

ki a kiegészit6 t — j pontot. Legyen b; a j ponton dtmend blokkok szama. Ekkor
)
;= =

(i)

Nyilvanvalo, hogy by = b,b; = 1 és by = r, ahol r a pontok fokszama (azaz az egy

(5.2)

ponton atmend blokkok szama).

5.1.2. Mikor létezhet Steiner rendszer?

Azt mar tudjuk, hogy egy Steiner rendszert a harom paramétere ¢, k, v hataroz
meg. Legyenek most ¢ és k adottak. Arra vagyunk kivancsiak, hogy milyen v-k

esetén létezhet ilyen Steiner rendszer, azaz mely v-k esetén teljesiilnek az (5.1]) és az

(5.2) oszthatosagok.

El6szor kis t és k értékekre szamoljuk ki a lehetséges értékeket. Vizsgalodasaink

soran az egy pontra illeszkedd blokkok szamat, vagyis a b; = r paramétert nézziik

(5.2) alapjan.

5.2. Példa. (t,k) = (2,3). Az S(2,3,v) alaku blokkrendszereket Steiner hérmas-
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rendszereknek nevezziik. Jelolése: ST'S(v). Ebben az esetben a sziikséges feltételek:

b = (27) (5.3)
2
G
= (3—1) (5.4)
2-1
A binomialis egyiitthatokat kiszamolva a kovetkezdket kapjuk:
v(v—1)
b = —— 2 5.5
6 ? ( )
v—1
b= (5.6)
Ezt kongruencidkra atirva:
viv—=1) = 0 (mod 6), (5.7)
(v—1) = 0 (mod 2). (5.8)

Végigprobalgatva a szamokat 0-t6l 5-ig a kovetkezd lehetséges eredmények adoédnak:

v o=

1 (mod 6), (5.9)
v = 3 (mod 6). (5.10)
Ezek a feltételek elégségesek, ahogy majd a Skolem konstrukciokbol latjuk.

5.3. Példa. (t,k) = (2,4). Ebben az esetben a sziikséges feltételek:

b = (%), (5.11)
()
(5-1)
bh = 455 (5.12)
(1)
A binomialis egyiitthatokat kiszamolva a kovetkezGket kapjuk:
v(v—1)
h = 5.13
), (513)
v—1
by = 5 (5.14)
Ezt kongruencidkra atirva:
viv—=1) = 0 (mod 12), (5.15)
(v—=1) = 0 (mod 3). (5.16)
Végigprobalgatva a szamokat 0-tol 11-ig a kovetkezs lehetséges eredmények adod-
nak:
v =1 (mod 12), (5.17)
v = 4 (mod 12). (5.18)
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Hanani belatta, hogy ezek a feltételek elégségesek is.
5.4. Példa. (t,k) = (2,5). Ebben az esetben a sziikséges feltételek:

b = (—g), (5.19)
()
(5-0)
bl = (5_1) . (520)
2-1
A binomialis egyiitthatokat kiszamolva a kovetkezGket kapjuk:

v(v—1)

b = ——= 21
=, (521)
v—1
by = T (5.22)
Ezt kongruencidkra atirva:
viv—=1) = 0 (mod 20), (5.23)
(v—1) = 0 (mod 4). (5.24)

Végigprobalgatva a szamokat 0-tol 19-ig a kovetkezs lehetséges eredmények adod-
nak:
v 1 (mod 20), (5.25)
v = 5 (mod 20). (5.26)

Hanani, Wilson és Ray-Chaudhuri bebizonyitottak, hogy ezek elégséges feltételek
is. Az eddig vizsgalt harom (¢, k) par esetén k vagy prim vagy primhatvany volt. A
kovetkezs eset a (t,k) = (2,6). Ekkor

v= 1 (mod 30), (5.27)
v= 6 (mod 30), (5.28)
v= 16 (mod 30), (5.29)
v= 21 (mod 30) (5.30)

és nem ismert olyan tétel amely biztositana S(2,6,v) rendszer 1étezését barmilyen a

fentieknek eleget tevs v esetén. Valdjaban elég nagy v-re léteznek ilyen rendszerek.

5.5. Tétel. Ha a

(mod k —1) (5.31)

v—1 0
v(v—1) 0  (mod k(k—1)) (5.32)

kongruencidk teljesilnek és v elég nagy k-hoz képest, akkor létezik S(2,k,v).
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Az el6bbi tételt Wilson-tételnek nevezik. Azonban példaul az S(2,6,46) létezé-
se még mindig nyitott kérdés. Azt tudjuk, hogy nem létezik S(2,6,36) amely a 6
rend( affin sik lenne, viszont S(2,6,31) éppen az 5 rendd projektiv sik, azaz n = 5.
Az el6z6 fejezetben targyaltuk a véges affin és projektiv sikokat. Ezen sikok tulaj-
donsagai kozott szerepeltek olyanok, melyek a pontjaik, illetve egyeneseik szamat
hataroztak meg. Ezeket felhasznalva nyilvanvald, hogy a projektiv és az affin sikok
az S(2,n+1,n2+n+1) és S(2,n,n?) rendszerek, amelyek léteznek barmely n prim-
hatvany esetén, hiszen példaul véges testre tudunk sikot épiteni. A 4. fejezetben
éppen azt lattuk be, hogy S(2,n + 1,n? + n + 1) n-edrend( projektiv sik, hiszen az
itteni tulajdonsagok [P1.] [PT1. és [PT3.lnak felelnek meg. Hasonlo a helyzet affin

sikokra is.

5.2. Steiner harmasrendszerek néhany konstrukci6ja

Miel6tt ratérnénk a Steiner harmasrendszerek konstrukcioira, eltte szeretnénk
bemutatni egy altalanos jelenséget, amely minden objektumra bekovetkezik, kiilo-
nosen Steiner rendszerekre. Ha mér bebizonyitottuk, hogy létezik egy S(t,k,v),
valamely ¢,k és v esetén, akkor adodik a kérdés, hogy hany nem izomorf rendszer
van adott v-re. A kérdés elég bonyolult. Steiner harmasrendszerekrsl a kovetkezs

eredmények ismeretesek:

e Egyetlen egy, ha v = 3,7,9. Ezek rendre a trividlis rendszer, a Fano-sik és az

amd&basik.
e Kettd, ha v = 13.
e Nyolcvan, ha v = 15.
e Nagyon sok, ha v > 19.

A nem izomorf ST'S(v)-k szdma gyorsan tart végtelenbe, ha v tart végtelenbe.
Ezt szoktak kombinatorikus robbanasnak nevezni. Gyakran probaljuk megszamol-
ni a nem izomorf rendszereket plusz tulajdonsagok segitségével. Sok konstrukcio
hasznal kisebb rendszereket, hogy létrehozzon egy nagyobbat. Célszerd tehat meg-
hatarozni a legkisebb Steiner harmasrendszert. Ha v = 3, akkor a trivialis S(2, 3, 3)
adodik, harom ponttal és pontosan egy blokkal. Ez az egyetlen eset, amikor a pon-
tok szama tobb mint a blokkok szama. Ha v = 7, akkor az egyetlen S(2,3,7) a

Fano-sik. Ez az egyetlen négyzetes Steiner rendszer. Megkaphatd a korabban az
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1.fejezetben latott modon vagy Kirkman v — 2v + 1 konstrukcidja segitségével a
trividlis v = 3 esetbsl. Ha v = 9, akkor S(2,3,9) egy affin sik. Ezt a trivialis
ST'S(3)-bol kaphatjuk, ha a Skolem v = 6m + 3 konstrukciét m = 1-re alkalmazzuk.

5.2.1. Kirkman v — 2v + 1 konstrukcidja

Megmutatjuk, hogy barmilyen v-re, ha létezik S = ST'S(v), akkor tudunk konst-
rualni ST'S(2v + 1)-et, amely S-et részrendszerként tartalmazza. Ehhez sziikségiink

van a részrendszer preciz definiciojara.

5.6. Definici6. Pontoknok egy olyan részhalmaza, amely tartalmazza azokat a blok-

kokat, amelyek legalabb két pontjara illeszkednek részrendszernek nevezziik.
5.7. Allitas. Ha S = STS(v) részrendszere T = STS(w)-nek, akkor w > 2v + 1.

Bizonyitds. Legyen p € T\ S és tekintsiikk a p-t az s € S pontokkal 6sszek6td
blokkokat (harmasokat). Ezek paronként kiilonbozéek, igy szamuk legfeljebb a p-n
w=1 (w=1)

atmend blokkok szama T-ben, azaz r = “5 5

azaz w > 2v + 1. [ |

. Masrészt ezek szama | S|, igy v <

Ez azt mutatja, hogy a most kévetkez6é Kirkman konstrukcioban az STS(v) a
lehetd legnagyobb részrendszere ST'S(2v + 1)-nek.

Legyen adott egy ST'S(v). Tegyiik fel, hogy ez kib&vithets egy ST'S(2v + 1)
rendszerré. Ekkor ezen rendszer blokkjainak szdma alapjan:

2 1)2
M‘ (5.33)
6
Ebbél ST'S(v) blokkjainak szama:
-1
%. (5.34)

Legyen z € ST'S(v). Ekkor az x ponton dtmend nem ST'S(v)-beli blokkok szama:

v+1

—. (5.35)
Az bsszes ST'S(v)-t metsz6 blokkok szama:
v(v+1)

—— (5.36)

Az STS(2v + 1)-nek v + 1 darab pontja van ST'S(v)-n kiviil. Ezekre a K, teljes
grafként gondolunk. Els6ben tanultuk, hogy ha n paros, akkor K, élkromatikus
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szama n — 1. Ez azt jelenti, hogy K, felbonthatdé v db diszjunkt teljes parosi-
tasra, mert v = 1 vagy 3 (mod 6), igy v + 1 parossiga miatt a szinosztalyok teljes
péarositasok. Ezutéan szinezziik be ST'S(v) pontjait v kiillonb6z6 szinnel, azon szinek-
kel, amelyeket az élek szinezésénél hasznéaltunk. S7T'S(v) minden pontja illeszkedjen
azokra a blokkokra, amelyet tigy kapunk, hogy ,meghosszabbitjuk" azokat az éleket,
melyek ugyanolyan szintiek, mint a pont.

Most nézziink egy példat:

5.8. Példa. S = ST'S(3) pontjai {1,2,3}, ez az egyetlen blokk. Maradék pontok:
{4,5,6,7} egy K, teljes graf csucsai.
Az élek szinezése:

1. szin:  {4,5}; {6,7}

2. szin:  {4,6}; {5,7}

3. szin:  {4,7}; {5,6}
Az egyes szinekhez S egy-egy pontjat (példaul az i. szinhez az ,,i" pontot) rendeljiik
hozza. Igy a blokkok {4,5,1},{6,7,1},{4,6,2},{5,7,2},{4,7,3},{5,6,3} tovabba
a kiindulasi {1, 2,3} lesznek. Nem nehéz ellenérizni, hogy igy a Fano-sikot kapjuk.

5.2.2. Skolem moédszere a v = 6m + 3 esetre

Ebben az esetben a blokkok szama:
b — Q viv—1) (6m+3)(6m+2) 3(2m+1)2(3m+1)

(’z) 6 6 6
=2m+1)Bm+1)  (5.37)

Megkonstrualunk egy ST'S(v)-t a 0,1,2...,6m + 2 pontokon. Elgszor harom sorba
rendezziik 6ket gy, hogy minden sorban 2m + 1 pont legyen:

0 1 2 e 2m—1 2m
2m+1 2m—+2 2m+3 --- 4dm 4dm + 1
dm+2 dm+3 4dm+4 --- 6m+1 6m+2

Most megadjuk a blokkokat. 2m 4+ 1 blokkot tgy kapunk, hogy vessziik az el6z6

tablazat oszlopait, azaz a
{j, j+2m+1, j+4m+2} j=0,1,...,2m.

harmasokat. Tovabba, barmely sorbol is vegyiink egy {a, b} part, az egyértelmien

meghataroz egy c pontot a kovetkezG sorbol, agy, hogy

2c=a+b (mod2m+1) (5.38)
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vagy ami ezzel ekvivalens
c=(m+1)(a+0b) (mod2m+1) (5.39)

Jegyezziik meg, hogy az alsé sor utan kovetkezG sor a fels6. Vegyiik észre, hogy c
nem lehet ugyanabban az oszlopban mint a vagy b, hiszen azokat a blokkokat méar
korabban figyelembe vettiik. Ezen blokkok voltak azok, melyeket az egy oszlopban
1évé pontok alkottak. A kongruenciabol ugyanis kovetkezik, hogy ha két pont egy
oszlopban van, akkor a harmadik is. Mivel (27”2“) = m(2m + 1) par van minden
sorban, igy kapunk 3m(2m + 1) pontharmast, amelyek a korabbiakkal egyiitt éppen
a sziikséges blokkok szamat adjak. A konstrukcio - a kongruencia miatt - garantalja,
hogy minden par pontosan egyszer fordul el6.

Most mutatunk két konkrét példat:

5.9. Példa. Tekintsiik az m = 1 esetet. Ekkor a blokkok szama:
b=(2-14+1)3-1+1)=3-4=12

A pontok széma: v=6-14+3=6+3=0.

Rendezziik el a pontokat az algoritmus alapjan:

0
3
6

N TS

2
)
8

Most hatarozzuk meg a blokkokat: Harom blokkot adnak a tablazat oszlopai. Kell
még 12 — 3 = 9 blokk. Ezek olyan {a,b,c} harmasok, ahol a és b ugyanabban a
sorban vannak, ¢ pedig a kovetkezében a ciklikussig figyelembevételével, és teljesiil
ra, hogy

c=2(a+b) (mod 3).

Mivel a és b szerepe szimmetrikus, feltehetjk, hogy a < b. Legyen a = 0 és b = 1.
Ekkor

¢c=2 (mod 3) és 3<ce<h.

A kongruencia miatt egyetlen ilyen c létezik és ez a ¢ = 5. Tehat az els6 olyan
blokkunk, ami nem a tablazat oszlopaiban szereplé pontokra illeszkedik: {0,1,5}.
Vegyiik azt a blokkot, melynek két pontja 6 és 8. Ekkor a harmadik ¢ pontra a
kordbbiakbol kévetkezden teljesiil, hogy

¢c=1 (mod 3) és 0<cec<2.
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Azaz ¢ = 1.

A t6bbi blokkot ugyanigy kaphatjuk meg. Az Osszes blokk tehét:

{0,3,6} {1,4,7} {2,5,8}
{0,1,5} {0,2,4} {1,2,3}
{3,4,8} {3,5,7} {4,5,6}
{6,7.2} {6,8,1} {7,8,0}

Eszrevehetjiik, hogy igy az amébasikot kapjuk.

5.10. Példa. Legyen most m = 2. Ekkor a blokkok szama:
b=(2-241)(3-241)=5-7=35

A pontok széma: v=6-2+3 =12+ 3 = 15.

Az algoritmus alapjan a kovetkezd tablazatba rendezhetdk a szamok:

0 1 2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14

Most hatarozzuk meg a blokkokat: Mivel 6t oszlop van, ezek megadnak 5 blokkot.
Kell még 35 — 5 = 30 blokk. A t6bbi {a,b,c} harmas akkor alkot egy blokkot, ha a

és b egy sorban vannak és
c=3(a+b) (mod?5). (5.40)

A blokkok koziil valasszuk példaként azt, amelyikben benne van az 1 és a 2. A

harmadik ¢ pontra teljesiilnie kell az alabbi feltételeknek:
c=4 (modb) és bh<c<9.

Tehat ¢ = 9. A t&bbi blokk itt is hasonldéan kaphat6 meg, akarcsak az el6z6 példaban.
Az Osszes blokk tehat:

{0,5,10}  {1,6,11} {2,7,12} {3,8,13} {4,914}
{0,1,8}  {0,2,6} {0,3,9} {0,4,7}  {1,2,9}
{1,3,7}  {1,4,5}  {2,3,5} {2,4,8}  {3,4,6}
{5,6,13} {5,7,11} {5,8,14} {5,9,12} {6,714}
{6,8,12}  {6,9,10} {7,8,10} {7,9,13} {8,9,11}
{10,11,3} {10,12,1} {10,13,4} {10,14,2} {11,124}
{11,13,2} {11,14,0} {12,13,0} {12,14,3} {13,14,1}
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gy tehat 15 pontt Steiner harmasrendszert kapunk. Jegyezziik meg, hogy ilyet
kaphatnank a Kirkman féle v — 2v 4 1 konstrukcioval is, de a két Steiner harmas-
rendszer nem izomorf. Ennek ugyanis nincs 7 pontd részrendszere, mert ha lenne,
akkor valamelyik sorban 3 elem lenne, példaul 0,1,a. Ekkor viszont a kovetkezd
sorban is 3 elem kellene, hogy legyen 3, 3a és 3a + 3 (ezek kiilonbozéek, ha a # 0, 1).
Ezt folytatva a részrendszernek a harmadik sorban is legalabb 3 eleme lenne. Ugyan-
ez az okoskodas lenne lemasolhato, ha az els6 sorban nem 0, 1, a, hanem tetszéleges
harom elem lenne. Igazabdl az deriil ki, hogy csak egy blokk, vagy az egész ST'S(15)

lehet részrendszer.

5.2.3. Skolem konstrukci6éja a v = 6m + 1 esetre

Ebben az esetben a blokkok széma:

() _vw=1)  (6m+1)(6m) _
b= ﬁ == = 5 =m(6m + 1) (5.41)

t

Az el6z6h6z hasonloan megkonstrualjuk ST'S(v)-t a 0,1,2...,6m pontokon ugy,

hogy harom sorba rendezziik &ket oly mdédon, hogy minden sorban 2m pont legyen:

0 1 o o m—11m m+1 -+ 2m—1
2m 2m+1 --- 3m—-1|3m 3m—+1 --- 4dm -1
i4m 4dm+1 --- dbm—-1|5m dm+1 --- 6m—1

A tomb két részre van osztva és hianyzik a 6m. Ennek a blokkok konstrualasaban

lesz szerepe. A blokkok a kovetkezdk lesznek:

e m darab blokkot ad az els6 m oszlop, azaz
{1, 2m + 1, dm + i},

ahol0<i<m-—1

6m+1—1
2

tartalmazo blokkok adjak:

e a kovetkezo = 3m blokkot a 6m ponton keresztiil a kovetkezG pontokat

{m-+i, 2m+i, 6m} , {3m+i, 4m-+i, 6m} , {5Sm+i, i, 6m},
ahol0<i<m-—1

e azok az {a,b, c} harmasok, ahol a és b a tomb ugyanazon sordban vannak és ¢

pedig ciklikusan a kévetkezGben ugy, hogy
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- ha a + b paros és 2c = a+ b (mod 2m), akkor ¢ a sor bal felében van

- ha a+ b paratlan és 2c = a+b—1 (mod 2m), akkor ¢ a sor jobb felében

van

Igy éppen annyi blokkot konstrualtunk, amennyit kellett. Nem tal bonyolult

belatni, hogy minden blokk pontosan egyszer fordul eld.

5.11. Példa. Legyen m = 1. Ekkor a blokkok szdma:
b=1-(6-1+1)=T7. (5.42)
A pontok szédma: v=6m+1=6-1+1=6+1=17.
A konstrukei6 soran hasznalandé tablazat:
01
213
415
Az els6 oszlop altal alkotott blokk: {0,2,4}.
A 6 jeli ponton at a kiovetkezd harom blokk adodik:
{1,2,6},{3,4,6},{5,0,6}.

A hianyzo6 harom blokk pedig: {0,1,3},{2,3,5},{4,5,1}. Természetesen ez a konst-

rukcio6 is a Fano-sikot adja.

5.12. Példa. Legyen m = 2. Ekkor a blokkok szama:
b=2-(6-2+1)=26. (5.43)

A pontok széma: v=6m+1=6-2+1=12+1=13.

A konstrukeio soran hasznélando tablazat:

0172 3
4 516 7
8§ 9110 11

A tablazatban az elvalasztd vonaltol balra 1évé oszlopok altal alkotott blokkok:
{0,4,8},{1,5,9}.
A 12 jeli ponton at a kovetkezs hat blokk adodik:

{2,4,12}, {6,8,12}, {10,0,12}, {3,5,12}, {7,9,12}, {11, 1,12}.

41



A maradék 18 blokk koziil pedig az egyiken megmutatjuk, hogy ha ismerjiik két olyan
pontjat, amelyik a tabldzatnak ugyanabban a soraban van, akkor hogyan szdmoljuk
ki a harmadikat.

Legyen az {a,b,c} harmas esetén a = 4 és b = 7. Mivel 4 + 7 = 11 paratlan, igy a

konstrukcid szerint
2¢=10 (mod 4) ésc € {10,11}.
A két lehetséges esetet
2-10=10 (mod 4), azaz 20=10 (mod 4),

valamint

2-11=10 (mod 4), azaz 22=10 (mod 4)

ellenérizve adodik, hogy az egyetlen lehetséges ¢ érték a ¢ = 11.

A maradék 17 blokk teljesen hasonloan szamolhato a konstrukcio alapjan. A hidnyzo
18 blokk tehéat:

{0,1,6} {0,2,5} {0,3,7} {1,2,7} {1,3,4} {2,3,6}
{4,5,10} {4,6,9} {4,7,11} {5,6,11} {5,7,8} {6,7,10}
{8,9,2} {8,10,1} {8,11,3} {9,10,3} {9,11,0} {10,11,2}
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6. fejezet
Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Szényi Tamasnak, aki
mindig rendelkezésemre allt és konzultacioink alkalméaval elkalauzolt a matematika
ezen részébe. Lelkes magyarazatai a szakdolgozatom téméjan tilmutatéak voltak,
lehet6vé téve, hogy a matematika egy nagyobb részébe kapjak bepillantast, mint
amelyet a szakdolgozatom feldlel.

Koszonettel tartozom Héger Tamdasnak a kiilonb6zé matematikai képszerkesztd
programok javaslataért, illetve az ,Idealis egyenessel bévitett am@basik" nevii abra-
ért, melyet készségesen a rendelkezésemre bocsajtott.

Végiil, de nem utols6 sorban, szeretném megkoszonni szaktarsamnak és jo bara-
tomnak Auffenberg Andrasnak a IXTEX-ban nytjtott segitséget, illetve a szakdolgo-

zat elkészitése soran nytjtott tdAmogatasat.
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