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Bevezetés

Manapsag, a XXI. szazadban a gyors Utembetdteflechnikai vivmanyoknak, és az
internetnek kdszonh&n megvaltozott az informacidészerzés modja, ezskalak életét is
befolyasolja. A NAT is kimondja, hogy az iskola nesa informacioszerzes, hanem az
informacio rendszerezés helyszine.

A didkok figyelmét nehéz elterelni a TV, és szagéd szines, mozgon vilagarol, igy
ahhoz, hogy mas irant is felkeltsik az érddkkiket ) 6tletekre van szikség. Ezt az is
erositi, hogy ma mar mast jelent a diakok a szamaadyest kapnak. A rossz jegyek nem
feltétlentl kényszeritilbket arra, hogy komolyabban foglalkozzanak az iskialaanyaggal.
Ennek k6szonhéen a tanari munkaban egyre fontosabba valik aznobgzkozok ismerete,
amellyel motivalni lehet a diakokat.

Nem kivanok széles vitat nyitni azébbiekkel, mivel ez a jelenség viszonylag Uj, igy
nincsenek statisztikai eredmények, amelyek sedite@gen AallitAs bizonyitasat, vagy
cafoldsat, valamint azért sem, mert motivaltsag rserandelkezik mészammal.

A dolgozatomban két példat szeretnék mutatni drogyan lehet iskolai feladatokbol
kiindulva a szokasostdl elteutakat bejarva ugyanazokat bemutatni és igy fidkeh diakok
érdekbdését. egye

Az els, négyzetekkel foglalkozé feladat egy kdzépiskofétadatgyijteménylsl
szarmazik, célja a veégtelen mértani sorozat egyfagmutatasa. A feladat szinesebbé
tételehez Mezei Istvan otletét, a bicikliznangyakat hasznaltam. A mesés koéritésnek
koszbnheten a példa jobban illeszkedik a kdzépiskolasokmahosfeladatok kozé, illetve a
szaraz matematikai megfogalmazast elkeriilve a Hiéko is kdzelebb all. Kitaldltam egy
feladatsorozatot, melynek kulonlgozaltozatai kozo6tt talalkozhatunk izgalmasabb e§sgen
szokvanyos, unalmasabb feladatokkal is. A toval#fiozatok megoldasahoz ugyanazok a
kompetencidk szikségesek, mint az eredeti feladgoldasahoz, illetve néhany nehezebb
valtozatot fel lehet adni a tehetségesebb diakakemdk tobb kreativitast is igényelnek.

A maésik feladat az Arpad Gimnaziumban évente meatgrésre kerdl 5-6.
osztalyosoknak szo0l6 Amfiteatrum Kupa feladataitrtalenazé feladatgijteménylsl
szarmazik. Az altalam kivalasztott feladatot a 2080 megrendezésre keflulversenyen
tizték ki. Ennek a feladatnak a kapcsan megmutatogy Brdekes iskolai feladatok tudatos
elkészitéséhez milyen egyetemi hattér szikségekdjmlsztasi polinomok).

Az el feladatsorban é&keril a kerilet és terilet szamitas, illetve masnuariai

hattér, melyek segitségével olyan feladatokat amikat melyek a mértani sorozatok

3



0sszegképletére kérdeznek ra. Azdefsladat a szovedt eltekintve a zold konywd
szarmazik. A mellé kitalalt feladatsor mind sagatlat, sajat megoldasokkal.

A mésodik feladatsor feladataiban a linearis rekkuraegoldasa kapcsan meriinek fel
kérdések. Egy altalanos iskolas ugy oldja meg ad&bt, hogy probalgatassal észreveszi,
hogy a sorozat periodikus. Az egyetemi hatterdiaietnalva a linearis rekurzid képletét a
karakterisztikus egyenlet gyokeivel adom meg, eldbérladatban a karakterisztikus egyenlet
gyokei 6. egységgyokok lesznek.

Ekkor felmeril a kérdés, hogy van-e még olyan raekyraminek a megoldasa
periodikus. A fejezet eredményeként lathatjuk, hegy linearis rekurzi6 altal meghatarozott
sorozat pontosan akkor periodikus, ha a karaktéasz egyenlete kilonbdzkorosztasi
polinomok szorzata. Ennek kapcsan megmutatjuk sze@degfeljebb negyedfoku, periodikus
linearis rekurzidt. Magasabb fokut nem érdemesdfelamert igy a megoldas elveszitené
Szepségét.

A dolgozatban nem ismertetjik a linearis rekurzftédréhez szilkséges ismereteket, ez
méltatlan lenne a dolgozathoz

Olyan kozépiskolai feladatokat is valaszthattunkhap amit meg lehet oldani iskolas,
illetve egyetemi eszkdzokkel is, de ekkor a megoldagy valdsziiséggel afltetett lenne,

mint a most kdvetkézKoMalL-bdl sza&rmazo6 példdban:

Egy d differencidju szamtani sorozatbam = 1 ésa, = 81. Egyqg hanyadosu mértani
sorozatbarb; = 1 ésb, = 81. Tudjuk még, hog% = 0,15. Adjuk meg az 0Osszes ilyen
sorozatot. (2009. C.942.)

Megoldas iskolai eszkdzokkel:

A szamtani és a mértani soromatdik tagjara vonatkoz6 képlet alapjan tudjuk, hogy

8l=1+0—1)-d

és
81=1-q" %,
ezekl®l, miveln—1>1,
d=-2 tehat
n-1

4 =0,15, innen

n—1




q :%, mivel 81 =1 q"~ %, ezért

81=(i)n_1.

n—1

. . . 12 12\ 1
Tudjuk, hogy 2<n, és mivel har> 13, akkorm <1, tehat(m) <1, han = 13, akkor

(i)n_ ' =1, ezért

n—1
2<n<12

A KoMalL-ban szere@d megoldas alapjan, az eseteket végigprobalgatvekappd, hogy
csakn = 5 lehet a megoldas, ezt behelyettesitve kapjogyq = 3,d = 20. Tehat csak ez az

egy sorozat teljesiti a feltételeket.

Megoldas egyetemi eszkdzokkel:

Az analizis eszkozeit felhasznalva ldiseéty addodik, hogy képet kapjunk arrdl, hogy
milyen lehet a fliggvény grafikonja, amin a sordzafjait abrazolni tudjuk, ehhez #¥x) =

x—1
(%) fuggvény vizsgalatara van szikségink. Keressuk rmaedliggvéeny széts

ertékekeit a [2; 12] intervallumon:
Mivel ez egy zért intervallumon folytonos flggvéngzért a Weierstrass-tétel szerint a
flggvénynek van abszolit minimuma és maximuma eaenintervallumon, tehat a

széldérték létezik. Az intervallum szélein a kovetkextékeket veszi fel:

12
12—1

r@=()

=126512) =(22)" ~ 2,60

Meg kell nézni, hol nulla a derivalt, tudjuk, hogy- 1> 0,(—=) > 0:

((Z2)77) = (&0 m6=) =
pG-D-In 5). (ln (%) +(x — 1) xl;z (_ . i21)2)> _

1

() ()




(&)x_l- (1n (xi)— 1) = 0, ha valamelyik tényég O, mivel(%)x_1 > 0, a

x—1 -1
kovetked kell:

12\ _ .
In (x_ 1) =1, vagyis
_ [ 12 .
e—(;:z)rnwe
e~ 2,71828 ..., ezért < x< 6.

A bal oldalon szigorlan monotorb,na jobb oldalon szigorGan monoton csdkken a
fuggvény. Most egész megoldasokat keresiink, éppér a figgvény a 81-et két helyen
veheti fel, a jobb illetve a bal oldalon. Az= 5 helyen veszi fel a 81-et, az= 6 helyen

kisebbet vesz fel. A 81-et a maximum és 6 koztlesszi, de ez nem egész, igy nem lesz j6.

A masodik megoldas @tetett, nem érdemes fliggvényvizsgélatot végezra, h
prébalgatassal is meg lehet kapni az eredménytatTédemesebb egyetemi ismereteinket

felhasznalva feladatokat gyartani, mint iskolaatidtokra raéittetni egy egyetemi megoldast.



Elsé feladatsor

Egy hangyak lakta varosban, ahol nagyon néfisaebiciklivel valé kozlekedés, az
uthalézat a kovetkékeppen néz ki: a kidsnégyzet egység oldalt, az ebben elhelyeiked
négyzetet ugy kapjuk meg, hogy a négyzetek szornszémdalainak felggpontjait
O0sszekotjuk. Minden tovabbi négyzetet gy kapunig,nfegy a mar megléviegkisebb
négyzet oldalfelez pontjait dsszekaotjuk, lasd 1. abra:

1. adbra

Elsé feladat (feladatgyijtemény): Egy tarsasag szeretné leaszfaltozni az utat, hogy
zokkerdbmentes utat biztositsanak a biciklivel kozlekdtngyak szamara, de ehhez tudniuk

kell, hogy milyen hosszu az Gt sszesen.

Els6 ranézésre ugyinhhet, hogy a tarsasagnak végtelen sok aszfalizaskdsksége, de

meg tudjuk mutatni, hogy ez mégsem igy van.

Elsé6 megoldas:Meg kell néznliink a négyzetek kerlleteinek dsszégeegy végtelen
0sszeg lesz. Ehhez elég 6sszeadnunk az egymash kigg/zetek egy-egy oldalanak hosszat,

majd ezt megszorozni néggyel.

Mivel egység oldali négyzétrvan sz, az etsoldalhossz: 1
A tovabbi oldalak hosszat a kovetk&eppen allapithatjuk meg: Vegylk az egység oldalu

négyzetet, rajzoljuk meg oldalfelemelegeseit, és az egyik atlgjat. Ezt késest hazzuk be



az oldalfeled melegesek megrajzolasaval keletkeB csucsnal &y négyzet atl6it, majd

rajzoljuk meg az ABO haromszog kézépvonalat:

A B

C D

2. abra
igy a hasonlosagnak koszonben lathatjuk, hogy a masodik négyzet oldalhosszardg a
négyzet atldjanak a felével, az;%z'::

A harmadik négyzet masodikbdl ugyanugy k&bk, mint a masodik az €ibél, igy
oldalhossza%

A négyzetek végig ugyanugy kéjunek, ezért az oldalak rendj%; hosszuak.

A négyzetek oldalhosszat az aldbbi 4bra segitsépévegallapithatjuk:

Az oldalak hossza dsszesen tehat:

1

. kY

?:0 n:1 i = 1 \/15:2"‘\/2,
vz RE ~2

ezt néggyel megszorozva megkapjuk a megoldast:

8+4 2



Masodik megoldas: Ugy is megkaphatjuk a megoldast, ha észrevessz@k &bra

segitségével, hogy a harmadik négyzet oldala az ABOmszdg kdzépvonala, tehat hossza:

1
2

A tovabbi oldalakat hasonloan kapjuk meg, tehashois rendre%,

@ | =

Osszegiik:

n 1 _ 1

o= =2
l—OzTL 1_1
2

A ferde négyzetek oldalait igy kapjuk meg, ha aziftes oldalakat elosztjuk2 -

, 11 1 , "
vel,vagyis az oldalak rendr%, PO R DR AT Igy az 6sszeg:

n 1 01_1 1 .5

i=0yz 2n" V2 1—%

A két mértani sor Osszegét Osszeadva és néggyeszaregva szintén eljutunk a
megoldashoz:

8+4 2

Masodik feladat (sajat): Az egyik hangya pizzafutarként dolgozik és tudrerstné,
hogyan juthat el a legrovidebb Uton a négyzet kémelpkokhoz, milyen hosszu utat kell

ehhez bejarnia?

A masodszomszédos oldalaknak nincs kdz6s pontjehdga hangya el szeretne jutni a
négyzet kdzepére, az 6sszes lehetségesimiégyzet oldalan kell jarnia. Ha elindul a kiils
négyzetél, csak csucson keresztil léphet at a kdveilezAhhoz, hogy eljusson a kdvetkez
csucshoz, az adott csucsbol indulé oldal hossz4ebdt kell megtennie, ekkor fog a
legrovidebb uton atlépni a kdvetkenégyzetre. Majd szintén egy csucson keresztilzaz a
kovetre, igy folytatva tovabb utjat el fog jutni a négykozepére. Utja soran mindig, amikor
egy csucson keresztll egy Uj négyzetre lép a @diéstartalmazé nagy négyzetnek a felére

illeszkedik. igy az utak hossza legalabb:

R VO
1+L+L+ =yn l ! = 2 :E(1+‘E):1+i
2 242 2.2 7 =0 " 1—\/15 5 V2



Harmadik feladat: Hanyféle uton juthat el a hangya a négyzet kbzépére

Amikor eljutunk egy csucshoz minden esetben két-kéhetségink van a
tovabbhaladasra, mivel végtelen sokszor fogunkngikiendni, végtelen sok lehetséges Ut lesz.

Ez igy nem olyan izgalmas, de atalakitva a felagatodekesebb problémaval is

talalkozhatunk.

Negyedik, sajat feladat: A tarsasag addig is szeretné megkdnnyiteni a l¥éngy
kozlekedését, amig nem készil el az aszfaltozé&st kzakarjdk nyirni a fivet az uton, de
mivel nem all sok pénz a rendelkezésiikre, csaketdéges legrévidebb utakon akarjak ezt

megtenni, ehhez milyen hosszu aton kell végighaldadh

Elsé6 megoldas: Valasszuk ki a négyzet egyik csucsat és induljumien, ekkor a
kétféle uton indulhatunk tovabb, tehat a kék utdkakell nyirniuk. Amikor igy elértiink a
legkdzelebbi csucsba, fliggetlentl attdl, hogy nhkeisanyt valasztottuk szintén kétféle uton
indulhatunk tovabb, tehat a piros utakat is le kejlirniuk. A finyirast folytatva

észrevehetjiuk, hogy a negyedik négydekiezdve mar nem marad olyan at, amit nem kell

C

lenyirni.

3. adbra
Tehat 6sszesen:
1 1 2 1
234 ot g 1A Ty g
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2 3 2 2 3 2% 2
E+1—1—1+ﬁ+5+1_% 1+\/—§+ + 24+2- \/—

=2+2 V2

hosszlusagu utat kell lenyirniuk.

Masodik megoldas:Az dsszes uthosszbol vonjuk ki azoknak az utaknbgsszat, ahol

biztosan nem fogunk fuvet nyirni:

1 1 1
4 . Z‘WF @-5+4-—— Z) 8+42-3—V2 —

:§+2-\/§

Otodik, sajat feladat: Laci, és baratai el akarjak késziteni a#bbi feladatokhoz

szlikséges abrat szalvétabdl ugy, hogy a kilahteizileti négyzeteket sorra kivagjak.

Laci a kovetkedt allitta: Nem tudjuk megcsinalni, ugyanis ehhezgteéen sok
szalvétara lenne szukségunk.

Viki gondolkodik egy kicsit, majd ezt mondja: A nggtek Osszterlilete véges, ha
vesszik az oldalhosszak négyzetét, megkapjuk ktet:t

n 1 _ 1

i=0-n — 1
2 -
1 2

=2

Tehat meg tudjuk csinalni véges sok szalvétabal.

Peti ez utan azt allitja: Mivel az dsszterllet &kesizerintem két szalvétabdl meg tudjuk
csinalni az egészet.

Ekkor Nora megszoélal: Nincs igazad, mert egy szahaémindenképpen sziikség van a

legnagyobb négyzet elkészitéséhez, és mivel edyesahndl nem tudjuk egyszerre kivagni az
%oldalhossza, illetve a% oldalhosszu négyzeteket, igy ketél biztosan tobbre van sziikség.
Peti miutan feldolgozta kudarcat, azt allitja: Hiiok nekem négy szalvétat, elkészitem
az abrat. Gondolatmenetét megosztotta barataival:
Az &bran szdmozzuk meg az oldalakat a kovét#eépen: A raciondlis oldalak

legyenek a paratlanok, az irracionalis oldalak égpk a parosak:
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4. abra

Egy egész szalvéta mindenképpen kell a legnagyébpzethez.
A pératlan oldalakhoz tartoz6 négyzetekhez elég splvéta, ha az abran lathato

modon helyezzik diket:

5. dbra

A paros oldalakhoz nem elég egy szalvéta, miv%azldalt] négyzet nem fér el, mint

az% oldalu négyzeté, igy azddbi eljarast nem alkalmazhatjuk, ehhez tébb helgrane
szikséglunk. Tehat a paros oldalakhoz még két daedvdéesz sziksegink, az egyikb

kivagjuk az% oldall négyzetet, a masikbdl pedig a maradék pgomzamu négyzeteket:

12



4. Gbra

Laci a magyarazatot vegighallgatva raébred, hioggrom szalvétabal is ki tudna vagni
az 0sszes négyzetet a kovetkerddon:

Egy-egy szalvéta mindenképpen szikséges a legnlagyaiamint az% oldalu

négyzethez, de a maradék négyzeteket mar egy dadvés ki tudjuk vagni. Egészitsik Ki
azt az abrat, ahol a paratlan sorszamu négyzetekgeztik el tovabbi négyzetekkel a

kovetke®d moédon:

/. dbra

A vonalak behuzaséaval keletkezett Gjabb négyzétekd tudjuk vagni a paros
szadmozasu oldalakat, a kovetékeppen:
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8. dbra

igy lathatjuk, hogy harom szalvéta birtokaban maun@juk késziteni az abrat.
A feladat haromszogekre:

Erdemes lehet megvizsgalni ugyanezeket a feladatoiés sikidomok esetén is. A
négyszognél nagyobb esetek korilményesek. Vizdgdljag a haromszdgek esetét. Most
sajat feladatok kovetkeznek. Az eredeti feladatpivegét megtartottam, mert ezeket az
el6zéekisl fuggetlendl is fel lehet adni.

A hangyak egy olyan Utrendszeren bicikliznek, abddilss haromsz6g egység oldalq,
és minden tovabbi haromsz6g csucsadtzartalmazé nagyobb haromszog féleantjan
helyezkedik el:
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9. dbra

Elsé feladat Egy tarsasdg szeretné leaszfaltozni az utat, ldfkerdmentes utat
biztositsanak a biciklivel kdzlekédhangyak szdmara, de ehhez tudniuk kell, hogy milye

hosszU az Ut 6sszesen.

Els6 ranézésre ugyihhet, hogy a tarsasagnak végtelen sok aszfaltzasldksege, de

meg tudjuk mutatni, hogy ez mégsem igy van.

Megoldas:Elég, ha megnézziik, hogy mennyi a haromszogekdtertisszesen. Ahhoz,
hogy ezt megallapitsuk elég, ha megnézzik az edykiaset) haromszégek egy-egy

oldalanak hosszat, majd ezt megszorozzuk harommal.

Mivel egység oldali haromszd@dvan szé, az etsoldalhossz: 1

A hasonlosag miatt masodik oldal hoss;-za:
Szintén a hasonl6sag miatt a harmadik oldal ho%sza:
igy lathat6, hogy az n-edik oldal hoss;.%g:

Az oldalak hossza dsszesen tehat:

n 1 _ 1

i=0 5n 1
2 1-1
2

=2

ezt harommal megszorozva megkapjuk a megoldasta &mni
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Masodik feladat: Az egyik hangya pizzafutarként dolgozik és tudrerstne, hogyan
juthat el a legrévidebb Uton a haromszdg kdzepkdklaoz, milyen hosszu utat kell legalabb

bejarnia?

A masodszomszeédos oldalaknak nincs k6zos pontjahdga hangya el szeretne jutni a
haromszog kdzepére, az 6sszes lehetsegesinmdmeimszog oldalan kell jarnia. Ha elindul a
kiuls6 haromszodgi csak csucson keresztil 1éphet at a kdvetiezAhhoz, hogy eljusson a
kovetked csucshoz, az adott csucsbadl indul6 oldal hossztatékkell megtennie, ekkor fog
a legrovidebb uton atlépni a kévetkelzaromszogre. Majd szintén egy csucson keresztil az
azt kovebre, igy folytatva tovabb Gtjat el fog jutni a harsmig kozepére. Igy az Ut hossza

legalébb:

Harmadik feladat: Hanyféle uton juthat el a hangya a haromszdg koe€pé

Amikor eljutunk egy csucshoz minden esetben két-k&hetségink van a

tovabbhaladasra, mivel végtelen sokszor fogunkgikieodni, végtelen sok lehetséges Ut lesz.

Ez igy nem olyan izgalmas, de atalakitva a felagatodekesebb problémaval is

talalkozhatunk.

Negyedik feladat: A tarsasdg addig is szeretné megkdnnyiteni a lEnkyzlekedését,
amig nem készll el az aszfaltozas, ezért le akasjaki a fivet az uton, de mivel nem all sok
pénz a rendelkezésikre, csak a lehetséges legbfivialakon akarjadk ezt megtenni, ehhez

milyen hosszu uton kell végighaladniuk?

Elsé6 megoldas: Valasszuk ki a haromszdg egyik csucséat és indkljanen, ekkor
kétféle aton indulhatunk tovabb, tehat a kék utdkakell nyirni. Amikor igy elértink a
legkdzelebbi csucsba, fuggetlendl attdl, hogy nkeisanyt valasztottuk, szintén kétféle aton
indulhatunk tovabb, tehat a piros utakat is le keltirnunk. A finyirast folytatva
észrevehetjik, hogy a harmadik haroms&@dkgzdve mar nem marad olyan ut, amit nem kell

lenyirni.
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10. dbra
Tehéat 6sszesen:
1
" 3

=2 +=
1
1-3 2

1

2—+4 —+3 zl“_z Lig. —+3z in=1+1+3

hosszusagu utat kell lenyirni.

Masodik megoldas:Az dsszes uthosszbol vonjuk ki azoknak az utaknbgsszat, ahol

biztosan nem fogunk fuvet nyirni:
3.yn (4.l+2.l):4_l
i=0 2n 2 4 2

Otodik feladat: Laci, és baratai el akarjak késziteni agbbi feladatokhoz sziikséges
abrat szalvéetabol ugy, hogy a kulonbderileti haromszogeket sorra kivagjak, a szalvétak

most haromszdgek.

Laci a kovetkedt allitta: Nem tudjuk megcsinalni, ugyanis ehhezgteéen sok
szalvétara lenne szukségunk.

Viki gondolkodik egy kicsit, majd ezt mondja: A loainszogek dsszterillete véges:

Kiszamolhatjuk, hogy az élharomszog terUIet@
Ugyanigy megadhatjuk a masodik haromszdg ter['jlseté

Az n-edik haromszdg tertlete ekkg:
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4n 1-
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A haromszogek osszteriilelel 1 an =2t 0 4

Az Osszterllet véges, nézzik meg, hogy meg lebstralni
Peti ezutan azt allitja: Mivel haromszéfgivan szo, ugy gondolom, hogy harom

szalvétara lesz sziikséglink az abra elkészitéséhez
Laci a kovetkeét allitja: Szerintem két szalvétabdl is meg tudjsinalni az egészet

Egy szalvétara mindenképpen sziikség van az egydadig dhdromszoghdz. A maradék

haromszdgekhez valdban elegémrd)y szalvéta, ha az abran lathaté modon vagjdkei

11. abra
igy talan érdemesebb ezekkel

Lathatd, hogy a haromszéges példak egydotmrk

kezdeni.

18



Masodik feladatsor

Az Amfiteatrum Kupa 6. osztalyosoknak sz6l6 feladl&tzul valasztottam egy példat,

aminek a megoldasaval részletesen foglalkozonsrdertetem a feladatsor tobbi feladatat is:

1. Egy konvex soksz6g egy csucsabdl 3 atlo indii&ny atlgja van a sokszégnek?

2. Hany olyan kulonbdztéglalap van, amelynek oldalai cm-ben mérve egedmok, és
kerilete
a) 23 cm,
b) 2000 cm ?

(Az oldalak felcserélésével kapott téglalapekn kilénboéek.)

3. Andras olyan lottét javasol osztalytarsainakelyben az 1, 2, 3, 4, 5 szamokbol két
szamra kell tippelni. Hany szelvényt kell ahhodkénilk, hogy biztosan legyen
telitalalatunk (azaz 2 talalatunk) ezen a lottorhyiszelvény kitoltése esetén lesz biztosan

1 talalatunk?

4. Ki a legidisebb az 6t gyerek koziil, ha Anita 10500 6ras, A§54napos, Bea 141

honapos, Cili 6307200 perces és Déra 12 éves?

5. Hany olyan haromjedy 3-mal oszthat6 pozitiv egész szam van, amelyevissza

olvasva ugyanazt a szamot kapjuk?

6. Egy sorozat elseleme 3, a masodik 4. A tovabbi elemeket Ugy k#jpezhogy az

utolsobol kivonjuk az az étti elemet. Hatarozzuk meg a sorozat 2008. elemét!

A feladatok kozil a hatodikat vélasztottam, azérertmemlékeztet Fibonacci-
sorozatokra, amihez kapcsolédik a linearis reklrziéimélete, aminek segitségével
megoldom a feladatot. Megkeresem a karakteriszigyenlet gyokeit és az ezéklxépzett
meértani sorozatok segitségével felirom a linearekunzidét, a sorozatok linearis
kombinaciojaként, ahol maguk a mértani sorozatokiedégitik a rekurziét. Ez a fajta
megoldas meghaladja egy altalanos iskolas diakdségeit. A didkok a megoldas sorén az

elemek vizsgalataval rajohetnek, hogy a sorozab@iéus. Ebben a fejezetben be fogom
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bizonyitani, hogy egy rekurziv sorozat akkor pekad, ha karakterisztikus polinomja

korosztasi polinomok szorzata, ami ekvivalens azrajy osztéja — 1-nek valamilyerk-ra.

Ennél a feladatnal, valamint a feladat tovabbgo@stial, felhasznalhatjuk a linearis
rekurzibkhoz kapcsolodé egyetemi ismereteinket. #teledd egyetemi anyagot nem
masolnam be a dolgozatba, csak a feladatokhoz &géksrészeket szeretném ismertetni:
Ismerni kell a linearis rekurzidkat, azt hogy ezglknhogyan all €l a karakterisztikus
egyenlete. Ha a karakterisztikus egyenlet mindeikg@ygyszeres, akkor a soroza@édlmint
az eblbl képzett mértani sorozatok linearis kombinaciGghol a mértani sorozatok is
kielégitik a rekurziot, ahol a mértani sorozatokagsk egyutthatoi egyeértelrak.

Az elébb ismertetetteken kivil az egyetemi anyagbdl sajikesz még a korosztasi
polinomokra, lathatjuk majd, hogy ezek ismeretéli@mygyan lehet kozépiskolas feladatokat
késziteni. Specialis esetként le fogom irni az éssalyan rekurziot, amely legfeljebb
negyedfoku, és periodikus a megoldasa.

Térjunk ra a hatodik feladat megoldaséra:
Megoldas: Tudjuk, hogya; = 3 ésa, = 4, valamint, hogy
p-—a—ay=1
y=ap—a=—3
as=-uy—a=—4
ds=as—as=—1
a=ag—a=3
p=ar—a=4
igy lathat6, hogy a sorozat elemei isréidtli fognak, a kovetkéképpen kovetik egymast:
3,4, 1,—3,—4,—1, 3,4, 1—3,—4,— 1, ..., tehat a szamok periodikusan
ismétbdnek, a periddus hossza pedig 6. Ezért a 2008t maggkapjuk Ugy, hogy ha vesszik
2008 6-tal vett maradeékat, és tekintjik a soromayiedik tagjat. A 2008 6-tal vett maradéka
4, ahhoz, hogy ezt megdllapitsuk nincs szikség dékos osztasra. Mivel 2004
szamjegyeinek dsszege oszthatdé 3-mal, és 2004ab8Z2hvel is, ezért oszthatd lesz 6-tal.
Ebbsl rogton lathatjuk, hogy 2008 6-tal vett maradékaehat a sorozat 2004. eleme 4, a
2008. eleme pedig3.
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Ezt a feladatot egyetemi ismereteink alkalmazas&valegoldjuk. A véges matematika
keretein belll tanultak alapjan keressilk a sordzalgan mértani sorozatok linearis
kombinaciojaként, ahol maguk a mértani sorozatokiedégitik a rekurziét. A rekurzid

megoldasat aa, = ap . q" mértani sorozat formajaban keresve felirhatjuk,yhog

a.q" =ay.q" ! —ap.q" 2,

oszthatunlag-lal ésq™ ~2-nel, ekkor a kovetkeit kapjuk:

q*>= q — 1, tehéat

q*—q +1=0,
eb®l a gyokok
=2+ igse, =10

Sorozatunk képletét keressiik a kdvetkalakban:
a=a- &+ B "
Helyettesitstik be az él&ét tagot:
3=a- g+ p &
A=q- g+ B - &°

Ebben az egyenletrendszerben a# elyyenletek; -gyel beszorozva, majd az &l a

masodikat kivonva:
3:e5—4=p " & (& —¢&)

Osszefliggést kapjuk. Nem kell elosztani egymassait &omplex szamot, ha észrevessziik,
hogye; a60°-0s 1 hosszl, mig, a— 60°-0s 1 hossz( szam, igy a szorzatuk 1 lesz.

Ha megoldjuk az egyenletrendszert megkapjuk éspg -t.

Inverz Fibonacci- sorozatok

A most kovetkeé rész sajat oOtleteki és feladatokbdl all. Az ék6 altalanos iskolai
versenyfeladat egy olyan sorozattal foglalkozottlymek elemei periodikusan ismithek.
Az egyetemi ismereteinket felhasznalva tudjuk, heblgen az esetben ennek az az oka, hogy
a rekurziot kielégét mértani sorozatok hanyadosa egységgyok és a kasahikus polinom

minden gyoke egyszeres. Ekkor felmerll a kérdégyyhbogyan kereshetink hasonlo
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feladatokat, rekurzidkat, illetve, hogy lehet-e tdmzni azokat a polinomokat, amelyekhez
tartozo rekurziv soroztok periodikusak. Hasonl@detokat kapunk, ha bevezetjik az inverz
Fibonacci-sorozatot.

Definicio: Nevezziink egy sorozatot inverz Fibonacci-soroZatha kielégiti az
n=—dn—1— -2
rekurziot.

1. Allitas: Az inverz Fibonacci-sorozatok periodikusak.

Bizonyitas: Mivel a,=—an—1— an—», a karakterisztikus polinomot megkapjuk, ha a

k= — k=1 — k=2

egyenletet leosztjuk™ ~ 2 —nal:
x? = —x—1, vagyis
X2+ x+1,

aminek a gyokei a harmadik egységgyokok, vagyis:

1 3 . . 1 3 .
w :——+£-|,valam|ntw :———£-|,
1 2 2 2 2

tehat a kezétagoktol flig@en vannak olya €sp szamok, hogy
an:a' w1n+ ﬁ b O)Zn

Mivel w; ésw, harmadik egységgyokok, ezért a sorozat periodigss, a periodus
hossza 1 vagy 3. A periodus hossza 1 lesz, haaonoinden eleme egyénlés 3 lesz, ha

legalabb két kulonbdztagja van.

Az iskolai megoldas ebben az esetben egiibber A karakterisztikus egyenletet

atrendezve:

htan—1+ta—2=0
Ezt irjuk fel a kovetkektagra:

ah+1tan+tan—1=0,
ezt kivonva az ékz6bdl:

dn+1= dn—2,

vagyis a sorozat 3 szerint periodikus.

Ezt a példat altalanosithatjuk is:
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Definicio: Egy rekurziv sorozatot altalanositott inverz Fiboti-sorozatnak nevezink,
ha kielégiti az
dh=—adh—1— -2 ... —An—k+1
rekurziot.
2. Allitas: Az altalanositott inverz Fibonacci-sorozatok péikasak.

Bizonyit4s: A karakterisztikus polinom most az

xkT o xkm2 4 x%24+x+1

k _
lesz, ami fell’rhatécﬁ alakban, aminek a gydkei az d-kilonb6z k-adik egységgyokok.

Az x¥ - 1 gyokei az egységgyokok. Az — 1 gyoke az 1. Tehéat a fenti polinom gyokei:

&1, &, &3, ... , & —1. EKKOr a kezétagoktdl fuggen vannak olyaw, ..., a; szamok, hogy
ah=a &+ ay &M+ L+ ap g

Mivel g4, &,, €3, ... , &,—1 k-adik egységgyokok, a sorozat periodikus leszerint, és
a periddus hosszalesz, vagy ennél rovidebb.
Az iskolai megoldas ebben az esetben is egifbberA karakterisztikus egyenletet

atrendezve:
ahtan—1tan—2+ ... tan—x+1 = 0 adodik.
Ezt irjuk fel a kovetkeztagra is:
an+1tantan—1+ ... tah—k+2 =0,
ezt kivonva az ékz6bal:
dn+1=An—k+1,
igy lathatjuk, hogy a sorozhitszerint periodikus.
Latva, hogy az iskolai megoldasok egysibdrek, felmertlhet a kérdés, hogy miért
érdemes az egyetemi megoldassal foglalkozni. Azt lathattuk, hogy az iskolai

versenyfeladatban szerégbélda nem inverz Fibonacci-sorozat, de @zddkhez hasonldéan

meégis periodikus. A kévetkézllitas egy kozos altalanositasa mindkét fajtadatnak:

3. Allitds: Ha egy lineéaris rekurzié karakterisztikus egyetmek minden gyoke

egységgyok és minden gyoke egyszeres, akkor aaqgrerdodikus.

23



Bizonyitas: A tétel nem mondja ki, hogy hanyadik egységgyo&bkan sz0, de tudjuk,
hogy az egyenlet minden gyotke egyszeres, és miggéke egységgyok. Ha vesszik az
egységgyokok periodusanak legkisebb kdzos tobbseatirakkor erre az 6sszes egységgyok
periodikus lesz. Mivel a sorozat az egységgyokiagdris kombinacidja, aminek minden tagja
periodikus lesz az egységgyokok periodusanak legkikozos tobbszorése szerint, igy az

egész 0sszeg periodikus lesz e szerint.

Az iskolai versenyfeladattal kapcsolatban észreyigke hogy karakterisztikus
polinomja a hatodik kérosztasi polinom, ébls lathatjuk, hogy a sorozat periédusa 6.

Az aladbbiakban felsorolom a kdrosztasi polinomdiig:
D, (x)=x—1

d,(x)=x+1

Dy(x)=x2+x+ 1

d,(x)=x2+ 1

dc(x)=x*+x3+x2+x+ 1

d(x) = x*—x+ 1

D,(x) = x0+x°+x*+x3+x2+x+ 1

dg(x) = x*+ 1

Dy(x) = x6+x3+ 1

Do) = x*—x3+x2—x+ 1

D ()= x0+x+xB+x"+x+ x5+ a3+t x+ 1
D)= x*—x*+ 1

D)= x2+x+x0 +x% +aB +xTHxC P+ P32+ x+ 1
D(x) = x0—x>+ x*—x3+x?—x+ 1

Ds(x) = x8—x"+ x> —x*+x3—x+ 1

D(x)= xB+ 1

D;(x) = 210+ x5 + 2™ + 13 + 212 + 1 4 10 4 1% + a8 + 7 +xC + x5+ x*
+x3+xt+x+ 1

Dig(x) = x—x3+ 1
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Tudjuk, hogy am-edik koérosztasi polinom foka(n) és 19-nél nagyobb szamokra ez
mar legalabb 8. igy az ezek segitségével megfogaltnaskolai feladatok mar tal
koérilményesek ahhoz, hogy az oran, vagy versenyeregeljenek. A tablazatbol lathatjuk,
hogy a primeknél mindig inverz Fibonacci-sorozatn&repelnek.

Most j6jjon két olyan feladat, ahol ki tudjuk hagkm az egyetemi ismereteket, és igy
konnyebbé valik a feladat megoldasa. Az dldadatban a negyedik és hatodik, a masodik

feladatban az edsés hatodik kérosztasi polinomok szorzatat hasakalj
D4)- d6) =X —xX+2¢—x+1
d(1): P(6) =X—2¢+x—1
Elsé feladat: Egy sorozat etsnégy tagja 1, 2, 3, 4 és azdik tagot az alabbi szabaly
adja meg:
h=8h—1—20 2+t —3—an—4
Sza&moljuk ki a sorozat 2013. tagjat.
Megoldas: irjuk fel a karakterisztikus polinomot:
X=X =2 XT3 Y
X"~ “nel egyszdrsitve a kovetkeit kapjuk:
X=X+ 28 —x+1
Lathatjuk, hogy ez éppen a negyedik és hatodik d&ié&si polinom szorzata. Ekkor

gyokei a negyedik és hatodik primitiv egységgyokeikek pontosan a kovetkidz

. .1 V3 .1 V3 .
b=, —+—-i,=——"i
2 2 2 2

A gyokok konkrét felirasara nincs szukségunk csaka, ahogy gyokei 12-edik
egységgyokok, igy mindegyik 12-edik hatvanya 1.l&gyenek a gyokoks,;, &,, &3, &,, tehéat

vannak olyanr,, a,, as, a, szamok, hogy
an:al' €1n+ 0{2 - Szn + 0(3' £3n + 0(4' £4n

Az Osszes 12-edik hatvanya 1, tehat az dsszdmtvany 12-re periodikus, mivel az

0sszeg minden tagja 12-re periodikus, igy ezeldlis&kombinacioja is periodikus lesz 12-re.
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Azt, hogy a sorozat periodikus kihasznalhatjuk,lkamia 2013. tagot keressuk. Nézzik
meg, hogy a 2013 mennyi maradékot ad 12-vel osAwvaaradékos osztas elvégzése utan
lathatjuk, hogy a maradék 9 lesz. igy mar lathatdy

dg = az013

Szamoljuk ki a sorozat kilencedik tagjat, eztraedik tagot megado rekurzio alapjan

megtehetjik, mivel ismerjik a sorozatéetegy tagjat:
B=auy—2aztap—a
as=4—2-3+2—1=—1
ag=—1—2-4+3—2=—38
a7=—8+2-1+4—3==5
ag=—5+2-8—1—4=6
Pp=6+2-5—8+1=9
Tehat
az013= 9.
Masodik feladat: Egy sorozat els négy tagja 1, 2, 3 és aredik tagot az alédbbi
szabaly adja meg:
ah=2ap_1—2ah_2t+an—_3
Szamoljuk ki a sorozat 2013. tagjat.
Megoldas: Irjuk fel a karakterisztikus polinomot:
X=X =228
X"~ %nal egyszdisitve a kovetkest kapjuk:
XC=2x + X—1
Lathatjuk, hogy ez éppen az &lés hatodik kdrosztasi polinom szorzata. Ekkor gyok
az el$ és hatodik primitiv egységgyokok.
A gyokok konkrét felirasara nincs szikségink csek dogy gyokei 6. egységgyokok,

igy mindegyik 6. hatvanya 1. igy legyenek a gyokdik:e,, £;,tehat vannak olyaa,, a,, as

szamok, hogy

an:al' gln‘l‘ 0(2 ) Ezn + 0(3' Egn
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Az 0sszese 6-odik hatvadnya 1, tehat az dsszesatvany 6-ra periodikus, mivel az
0sszeg minden tagja 6-ra periodikus, igy ezek tisg@dmbinaciodja is periodikus lesz 6-ra.

Ezt kihasznalhatjuk, amikor a 2013. tagot keresslédzzik meg, hogy 2013 mennyi a
maradékot ad 6-tal osztva. A maradékos osztas atgégutan lathatjuk, hogy a maradék 3

lesz. igy mar lathaté, hogy
az = a2013
tehat

a013= 3, mivelas-at ismerjuk.

4. Allitas: Tegyuk fel, hogy van egy linearis rekurzio, aminekkarakterisztikus

polinomja osztéja— 1-nek, ekkor a sorozétra periodikus.

Bizonyitas: x* — 1gyokei ak-adik egységgyokok, ezért a polinom gyokeikiadik
egyseggyokok (nem feltétlentl az 6sszes), eagrsorozatn-edik tagja eall, mint az
egységgyokokn-edik hatvanyanak linearis kombinacidja, azaz varolgan a,, a,, ..., a,

szamok, hogy
an=ay &t ay &+t ay &

Az Osszes k-adik hatvanya 1, igy az dsszebatvany periodikus lesk-ra, tehat az

0sszeg minden tagja periodikkisa, igy ezek linearis kombinéacidja is periodikeszk-ra.

5. Allitas: Tegyik fel, hogy egy rekurziv sorozitra periodikus, ekkor a sorozat
karakterisztikus polinomja osztéja— 1-nek.

Bizonyitas: A sorozat periodikuk-ra, igy mindem-re teljesul, hogy
an +k= an,

ha ezt kielégiti egy mértani sorozat arra igaz,|eegy

osszunkg™nel, ekkor
q=1

tehat g k-adik egységgyok, ami gyoke a karakterisztikus atptaek, tehat gyoke lesz a
lineéris rekurzio karakterisztikus polinomjanak,mwel ennek gyokei részhalmaza a masik

gyokeinek, igy a karakterisztikus polinom oszt@iszk — 1-nek.
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6.Allitas: Ha a linearis rekurzid karakterisztikus polinomjélonbd® korosztasi

polinomok szorzata, akkor a lineéris rekurzi6 pdikas.

Bizonyitas: Legyen®y , ®y,, ..., P, t darab kilonbaz korosztasi polinom. Legyen
fX) =Dy, - Dy, - ... - Dy, €s legyenf egy linearis rekurzid karakterisztikus polinomja.

Ekkor a harmadik allitas alapjan a sorozat periaslik

Tétel: Tegyuk fel, hogy adott egy racionalis egyutthatdedris rekurzio, a sorozat
pontosan akkor periodikus, ha a karakterisztikugmpmja kilonb6s korosztasi polinomok

szorzata.

Bizonyitas: Az elézéeksl kdvetkezik.

Altalanos iskolaban azokat a rekurziv sorozatokdemes feladni, amelyeknél nem
szliikséges ahhoz sok prébalgatas, hogy a didkokvesgrek, hogy periodikusak. Tablazatba
foglalva nézzilk meg az 6sszes olyan rekurziot,legfeljebb negyedfoka:

®,(x) x—1 dh=an—1 1
D, (x) x+ 1 an=—an—1 2
D5 (x) X’ +x+ 1 A=—an—1— A —2 3
D,(x) x>+ 1 8n=—an_» 4
D (x) x4+ x4+ 1 A=—an—1— A —2— an—3 5
D (x) x2—x+ 1 ah=ah—1— an—2

dg(x) xt+ 1 an= —an—4 8
Py(x) x*—x3+x2—x = a8n—1—a—2+a-3—an | 10

+1 .
d,,(x) x*—x%+ 1 an=an—2—an-2 12
D, (x) - D,(x) X —1 an=an—>

D, (x) - P3(x) X—1 an=an—3

D, (x) - Dy(x) X — X —+x—1 h=ah—1tah—2tan-3

@, (x) - D3(x) X+ 2 +X+1 an=— 2an—1— 281—2— 3n—3

D, (x) - Dy(x) X+ + X+ 1 h=—ah-1—h—2—a-3

2
3
4
D4 (x) - Py (x) X —2¢ + X—1 8= 28n—1—23n—2+a—3 |6
6
4
6

D, (x) - Dg(x) X+ 1 ah=—an—3

D5 (x) - Dy(x) X+X+ 2¢ +x+1 |a,=—an_1—2ah_2—an_3— | 12
An—4
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D3(x) - Pg(x)

X+ 1

Ah=—"ah—2—an—-14

Dy(x) - Pg(x)

X=X +2—x+1

ah= Ah—1— 28,2+t a—3—
An—4

12

Dy (x) - 5 (x) - P3(x)

X+ —x—1

= —ah—1tah—3—an—4

Dy (x) - 5 (x) - Py(x)

X —1

an= an—4

Dy (x) - Dy(x) - Pe(x)

X=X+ x—1

ah= ahn—1—ah—3tan—4
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Kdszonetnyilvanitas:

Kdszonettel tartozom Mezei Istvannak az eredetynéigs feladat 6tletéért, valamint a

biciklizé hangyakeért, ezek az 6tletek nagyban segitettéliamat.
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