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Bevezetés

Dolgozatomban a Malfatti dltal megfogalmazott geometriai feladatot targyalom. Mun-
kam elején réviden Osszefoglalom Gian Francesco Malfatti életrajzat, munkassagat, majd
roviden arr6l irok, hogy az Aaltala felvetett kérdésre, kik altal és milyen valaszok, bi-
zonyitasok sziilettek. Az évtizedek soran felhalmozodott szines szakirodalombol kiemelten
foglalkozom a legkordbbiakkal, ezek koziil is a Steiner altal publikilt geometriai megoldasra
adott bizonyitasokkal. Hart, Schellbach és Petersen més-mas eszkozoket hasznald bi-
zonyitasait részletezem.

A 3. fejezetben kitérek a feladat gombon valé megoldasara. A gémbharomszogben vald
vizsgalodas soran meriilt fel az a kérdés, hogy a Malfatti-korok hogyan szerkeszthet&ek
meg egy szakasz és két félegyenes altal hatarolt végtelen tartomanyban. Igy, a kovetkezs
fejezetben erre térek ki, Hart bizonyitasat felhasznélva.

Végiil,a haromszog két nevezetes pontjat definidlom, melyek szoros Osszefiiggésben

allnak a Malfatti-korokkel.



1. fejezet

(GGian Francesco Malfatti

1.1. Malfatti élete és munkassaga

Gian Francesco Malfatti olasz matematikus, aki 1731. szeptember 26-4n sziiletett
egy vidéki kis faluban, a Trentohoz kézeli Alaban. Tanulményait Veronaban kezdte a
jezsuiték iskoldjaban, majd a bolognai egyetemen folytatta, ahol mentorai voltak Vincenzo
Riccati, F. M. Zanotti és G. Manfredi. 1754-ben kolt6zott Ferraraba, s az ottani egyetem
professzoraként tanftott. Ferraraban hunyt el 1807-ben.

A felvilagosodas koraban, a romantika sziiletésének hajnalan, Malfatti igen aktiv szelle-
mi életet folytatott. Az 1770-ben kiadott "De aequationibus quadrato-cubicis disquisi-
tio analytica" ifrasaval valt hiressé. A matematika tobb teriiletével is foglalkozott, emel-
lett fontos szerepet vallalt az Uj Olasz Enciklopédia megirasaban, mely 1779-ben latott
napvilagot. Alapito tagja a ferrarai egyetem matematikai intézetének. A tobb évtizeden
keresztiil vitatott, Malfatti-probléma néven elterjedt geometriai felvetést 1803-ban kozolte

az "On a stereotomy problem" cimi tanulmanyban.



1.2. A Malfatti-probléma torténete

A Malfatti altal kozolt geometriai feladatnak két valtozata van. Malfatti eredeti kérdése
az volt, hogy hogyan lehet egy hdromszogbe harom kort pakolni, gy, hogy azok a lehets
legnagyobb teriiletét fedjék a haromszognek. Erre sziiletett az a valasza, hogy a koroknek
paronként érinteniiik kell egymast és egy-egy kornek a hdromszog két-két oldalat is érin-
tenie kell.

Ez a valasza téves volt. Lob and Richmond 1930-ban bebizonyitotta, hogy egy szaba-
lyos haromszogben nem a Malfatti altal adott modszerrel lehet hdrom korrel a optimalisan
lefedni a teriiletet. Késébb, 1967-bn Goldberg mutatta meg, hogy soha nem a Malfatti
korok pakolasa a legjobb, ekkor a probléma atalakult korpakolasi feladatta. A kérdés méar
az volt, hogy hogyan rendezziink el n darab kort, hogy azok a lehetd legnagyobb teriiletét
fedjék a haromszognek. Ez a témakdr ma is sok megoldatlan problémat rejt magaban.

A maésik része a feladatnak, maga a megszerkesztése a Malfatti-koroknek. Jacob Steiner
svajci matematikus adott egy geometriai megoldéast bizonyitas nélkiil. Steiner szerkesztési
folyamatara érkezett Andrew Searle Hart megoldasa, még a 19. szdzadban. Ugyanebben az
id6szakban a szerkesztési problémaval sokan masok is foglalkoztak, tébbek kézott Arthur
Ceyley és Karl Schellbach.

Erdekesség, hogy Malfatti mellett mas, a japan Ajima Naonobu is felvetette ezt a prob-
léemat. Malfattitol teljesen fiiggetleniil - koriilbeliil egy id&ben vele - vizsgalta a szo6banforgo

koroket, s megoldast is talalt rajuk.



2. fejezet

Malfatti-korok az Euklideszi-sikon

2.0.1. Feladat. Adott ABC haromszogon beliil szerkessziink harom, egymast paronként

érint6 koroket, melyek kiilon-kiilon a haromszog két oldalat is érintik.

2.1. Steiner geometriai megoldasa

2.1. abra. Steiner geometriai megoldasa

e ElGszor szerkessziik meg az ABC' haromszog beirt korének kozéppontjat,

ez legyen O.
e Szerkessziink kordket az AOB, BOC és AOC haromszogekbe.
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e [zek érintési pontjai a hdromszog oldalain rendre legyenek: Ey, Es és E3. E pontok
rajta vannak két kor kozos érintGjén (amelyek, tarsérint6i a szogfelez6knek). Ezen

tarsérinték egy pontban metszik egymaést, ez legyen a P pont.

e A P pont lesz a harom keresett Malfatti-kor hatvanypontja, illetve ezek altal olyan
haromszogeket kaptunk (C'J Es, LBE,, N AE3), amelyeknek az oldalai érinteni fogjak
a Malfatti-koroket, igy ezekbe koroket szerkesztve, megkaptuk a keresett harom kort

(2.1 abra).

2.2. Hart bizonyitasa Steiner geometriai szerkesztésére

Miel6tt ismertetném Hart megoldésat, el6bb felsorolok néhany - a bizonyitashoz sziik-

séges - definiciot és tételt:

2.2.1. Definicié (Tarsérintg). Adott két kor, melyeknek 4 kozos érintGjiik koziil kettst
tarsérintének (asszocialtnak) mondunk, ha azonos fajuak, azaz mindkettd belss vagy kiilss

érinto.

2.2.2. Tétel (Hatvanypont). Rigzitsink eqy k kért és eqy k-dn kivili P pontot. Hiz-
zunk P ponton dt eqy szeldt. A szeld és a kor metszéspontjai legyenek A és B pontok.

Ekkor a PA - PB szorzat nem fiigg a szeld meguvdlasztdsdtol.
2.2.3. Definici6 (Hatvany). A P pontnak a k korre vonatkozé hatvanya:
hx(P)=PA-PB

2.2.4. Definicié (Hatvanyvonal). Azoknak a P pontoknak a mértani helye a sikon,

amelyeknek két adott korre vonatkozé hatvanyai megegyeznek, egy egyenes.

2.2.5. Tétel (Két kdrre vonatkoz6 hatvanyvonal). A hatvdnyvonal, ha a két kor nem

koncentrikus - ebben az esetben nem koncetrikusak - , akkor a két kor centrdlisara merdleges.

2.2.6. Tétel (Harom kor hatvanypontja). Ha hdrom kor kozéppontjai nem egy egye-

nesen vannak, akkor hatvdnyvonalaik egy pontra illeszkednek.



2.2. dbra. Harom kor hatvanypontja

Bizonyitas: A ki, ko és ks kor kozéppontjai nem kollinearis pontok. Legyen [ a ki-nek
és ko-nek, az [3 pedig a ki-nek és a ks-nak kdzos hatvanyvonala. Az 15 és [13 metszéspont-

ja legyen P. Ekkor

M€l12:>hkl(M) =

h
#th(M) :hk3(M) = M € ly3
M6113:>hk1(M) =h

OJ

2.2.7. Tétel (1.segédtétel). Ha két kiilsd érintd, melyek két kilonbozd ki, ke €s ko, ks
kérpdrra vonatkoznak és eqy belsd érintd, amely a harmadik ki és ks korpdrra vonatkozik,

ugyanabban a pontban metszik eqymdst, akkor ezek tdrsérintdi is eqy pontban futnak dssze.

Bizonyitas: A segédtétel bizonyitasahoz elbb belatjuk a kovetkezot (2.3 abra):

DG+ DI =FI+FG

Mivel az egy ponthol hizott érint6 szakaszok hossza megegyezik, ezért felirhatok az

alabbi egyenlGségek:
DG =GE; — DEy, FI=1F,— FE,

DI =1Es + EyD, FG = FE; + Es3G



2.3. abra.

Vagyis:
DG+ DI =GE, — DEy + 1Es + EsD FI+FG=1E,— FE,+ FE;+ FEsG

Tovabba:
DE, = E,D, FE,=FE;

Igy:
GEy + IEy =1Ey+ EsG

egyenlGséget kapjuk, ami meg nyilvan igaz: GE, = E3G, illetve 1 Fy = [ Ey egyenl6ségek

miatt.

2.4. abra.



Ezutan johet a segédtétel bizonyitasa (2.4 dbra). Legyen az F' pont a két kiils6 érints
tarsérintdinek a metszéspontja. F' ponthol hiizzunk érint6t a k3 kérhoz, igy elég belatnunk,
hogy ez az egyenes a k; kort is érinti. A ks koré irhaté négyzetbdl adoéddan, és az el6bb

belatott egyenldség alapjan:

FN+ID=1I1F+ ND, DG+ DI =FI+ FG

majd kivonas utan:

DG+ FG=FN+ND

Osszefiiggést kapjuk, mely szerint a DG F'N négyszog érinténégyszog. A DG, a DF és az
FG oldalak érintik a k; kort, igy a negyedik oldalnak, az F'N-nek is érintenie kell a kort.
Ezzel pedig belattuk, hogy az F' pontboél a k3 kérhoz hizott érints, a kq kort is érinti. [

2.2.8. Tétel (2.segédtétel). Ha két (ki és k) kirin az AD szeld egyenld hosszi hirokat
metsz ki, (AB = CD) akkor a szeldk két végpontjdba hizott érinték metszéspontjabdl a két

kér egyenld szég alatt ldtszik.

2.5. abra.

Bizonyitas: Legyen az [ az M, a J az O; és a K az O, vetiilete az AD szel6n (2.5
abra). Ekkor az AM I és az AO;J haromszogek hasonloak: mindkettd derékszogi és be-
fogoik parhuzamosak. Ugyanez elmondhaté a DM B és a DO; K haromszogekrdl is. Ezek

alapjan kapjuk az alabbi Osszefiiggéseket:
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AM A0, IM DK

MI ~— 0,J’ MD ~— DO,

Szorzas utan:

AM A0,
MD  OyD

Vagyis az AO1M és a DO, M haromszégek hasonloak, amibdl az koévetkezik, hogy az
AMO,Z = DMOy /. Fzek a szogek pedig, pontosan a fele azoknak a szogeknek, amelyek
alatt a két kor latszik, igy az allitast bebizonyitottuk. [J

2.2.9. Tétel (3.segédtétel). Az eldzd tételink feltételei mellett, ha a D pontbdl érintdt
hizunk a ki és az A pontbdl a ke korhioz, az érintd pontok dltal kapott szakaszok eqyenld

hosszuak:

DG = AH
Bizonyitas: A hatvany definicidja alapjan (2.5 abra):
hi(A) = AD-CD  hy (D)= DA- BA

és mivel a CD = BA ezért hy,(A) = hy, (D), ebbdl pedig kivetkezik hogy DG = AH O
Most térjlink ra az eredeti feladat megoldasara.

Bizonyitas: Legyen az F, G, H a keresett harom kor (01, 09, 03), hdrom érintési pontja,
ahogyan a 2.6 abran lathaté. Az F', G és H pontokba htizott érinték, a paronként vett
kérok hatvanyvonalai, ezért ezek egy pontban, a harom kor hatvanypontjaban, P -ben
metszik egyméast. Az R és az S legyen az a két pont, ahol a haromszog AB oldalat érinti
az 01 és az 0y kor. Az Ey, Fs, E3 pontok legyenek azoknak a koroknek (ki, ko, k3) az érin-
tési pontjai az ABC haromszog oldalain, amelyek az ABC' haromszog harom szogfelezd
egyenese altal képzett OAB, OBC és OBA haromszogekbe irhatd (O a szogfelez6k met-
széspontja). Ekkor

EsM — EsL=RM —SL=MH — LG =PM — PL.

11



Igy az EsM — E5L = PM — PL egyenl6ség alapjan az Es pontban érinti az LM oldal
az. LPM haromszogbe irt kort (k). Hasonloan ugyanez elmondhaté a ko és ks korokrol,

melyek az AC' és a C'B oldalakat érintik az Fy és F3 pontokban.

2.6. abra.

Most vizsgaljuk a ki, ko és oz koroket. Ezeknek az FyL, EsM és az FE3N érint6i
a P pontban metszik egymast. Az 1. segédtételbdl pedig kovetkezik, hogy akkor ezek
tarsérintdi is egy pontban futnak Ossze, vagyis a ky és ko korok masodik kozos belsd érintdje
a BC és AC kozos érint6k metszéspontjan, C-én halad at. Ezzel a gondolatmenettel a
ko, k3 és ki, ks korok masodik kozos bels6 érintéi atmennek az A és B csucsokon. A 2.
és 3. segédtételek felhasznalasaval belatjuk, hogy ezek a belsd érinték nemcsak dtmennek
a héromszog cstcsain, hanem felezik is azokat. Az aldbbiakban csak az A cstcsnél 16vé
bels6 érintérél bizonyitom be, hogy szogfelezs, de ugyanez alkalmazhato a tébbi cstcsra
is. Belatom tehat, hogy a k; és k3 korok mésodik kozos bels§ érintGje a B cstucsnal 1évs

sz0g szogfelezdje.
HU =MH — MU =MR—- ME3 = RE; = FEj;
FV=FN-VN=NQ—-NE; =F,Q = FH
A fenti két egyenlGséget Osszeadva:
HU + EyH = FEs+ FV = EU = E3V

Haszndlva a 3. segédtételt, az el6bbi egyenlGségbdl kovetkezik, hogy az Es és az E3 altal

meghatarozott szakasz egyenlé hurokat metsz ki a ko és ks korokbol. Igy a 2. segédtétel
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alapjan, a ko és k3 korok egyenld szog alatt latszanak, az Fy és az F3 pontokba hizott
érint6k metszéspontjabol, s ez a metszéspont az A csics. Vagyis a kozos bels6 érintGje a

két kornek, felezi az A csicsnél 16vE szoget. [

2.3. Petersen bizonyitasa Steiner megoldasara

Bizonyitas: Legyen ABC haromszog harom Malfatti-kore: oy, 09 és 03 (2.7 abra). Ezek
érintési pontjai: F, G és H. A korok érintési pontjai legyenek az AC oldalon B és By, az
AB oldalon pedig C és Cs.

Rajzoljuk meg azt a kort, amelyik érinti az o, és o3 koroket a G érintési pontjukban,
s atmegy a (5 ponton. Ez a kor legyen k, kozepe pedig K. A k kor és a C'A oldal
metszéspontja legyen D. Rajzoljuk meg a k kor érintGjét a Cy pontba és a D pontba.

Ezen egyenesek metszéspontja legyen Q).

2.7. abra.

2.3.1. Allitas.
ACQL + ADQ/ = 180°

Bizonyitas: A bizonyitashoz inverziot alkalmazunk. ElGszor bebizonyitjuk, a feladattol
fiiggetlen négy korbdl allo rendszerre a kovetkez6t (2.8 abra).

A Ky és ko olyan korok, amelyek az A és B pontokban metszik egymast, ekkor minden
k korbol - amely szintén atmegy az A és B pontokon - egyenld szog alatt latszik az dsszes

[y és Iy kor, amelyek érintik a ki és ko koroket.
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2.8. abra.

A kozepi inverziot alkalmazva:
e 0; — 0] egyenes

® 03 — 0} egyenes

k — k' egyenes

B — B’ pont

I, — I, kor
o I, — I, kor

Lathatjuk, hogy a B'M (@ és B'’RN haromszogek hasonléak igy a B'MQ/ = B'RN /.
Barhogyan valasztanam meg a k' egyenest, a korok kézéppontjaval egyenls szoget zarné-
nak be. Ha a korok koziil az egyik az ellentétes szogtartoméanyba esik, akkor a szogek
kiegészitik egymést. Mivel az inverzi6 szogtartd, ezért az eredeti korokbdl 4llo rendszerre
is igaz ugyanez. Tehat minden k korbdl egyenld szog alatt 1atszik az Gsszes olyan [y és [y
koér amelyek érintik a ki és ko koroket.

Visszatérve az eredeti feladathoz, ha megfeleltetjiik a kovetkezdket: az oy, o3, és a k
marad, az AB szakasz egybeesik a H érintési ponttal, az [;-nek megfeleltetjiik az oy kort,
az lo-nek pedig az AC oldalt (ebben az esetben az AC' oldal egy elfajuld, végtelen kozepii
kor), akkor az el6z6 allitassal bebizonyitottuk, hogy AC,QZ + ADQZ = 180°.
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2.9. abra.

Megjegyezziik még, hogy a KCy,QQ/Z = 90° = QDK Z, és AC,QZL + ADQZ = 180° a
KC5QD és az AC,Q D négyzeteket vizsgalva pedig az alabbi egyenlGséget kapjuk.
CoMD/ =CyADZ
2.3.2. Allitas. Az AQ egyenes szigfelezd, vagyis CoAQ/ = QAD /.

Bizonyitas: Vegyiik fel a D’-6t az AB oldalon, ugy hogy QC’ = QC5. Ekkor igaz, hogy
az AD'Q és az ADQ haromszogek hasonloak (2.9 abra):

e Két oldaluk egyenls: AQ = QA és QD' = QD (QCy = QD, mivel ugyanazt a kort

érintik)
e FEgy szogiik megegyezik: AD'QQ/ = ADQZ, mivel D'CyQ) haromszog egyenls szari:
D'CyQL =CoD'QL — CoD'QL + ADQ L = 180°

vagyis

CoD'Q/ + AD'Q/ = 180° — AD'Q/ = ADQ/
Mivel az AD'Q és az AD(Q) hasonloak, ezért CoAQ/ = QAD/ O

15



2.3.3. Allitas. Az F, G, Cy és Oy egy kirin vannak (2.9 dbra).

Bizonyitas: Ismét inverziot alkalmazva bizonyitjuk, el6bb fliggetleniil a feladattol, majd
a feladatban szerepld pontokat, koroket és egyeneseket megfeleltetve a bebizonyitott rend-
szer elemeinek. A konnyebbség kedvéért ahol tudom, ugyanazokat a jeloléseket hasznalom.

Adott két egymast F' pontban érinté oy, oy kor. Az oz kor érinti mindkét kdért G-ben
és H-ban, az o4 kOr szintén érinti az adott koroket Ci-ben és Cy-ben. F' kdzept inverzio

alkalmazéasa utan (2.10 abra),

2.10. abra.

e 0; — 0} egyenes
e 0y — 0, egyenes
® 03 — 0} kor

e 04 — 0 kor

F, G, H, C és Cy pontokbél rendre: F', G', H', C1, C},

!

Az inverzi6 utan allithatjuk, hogy az F', G', H', C7, C), pontok egy téglalap csicsan
helyezkednek el, és mivel a téglalap koré kor irhatd, ezért ez a négy pont rajta van egy
koron.

A 105 egyenest feleltetjiik meg az o4 kornek, ezen kiviil minden mast ugyanolyan
névvel neveztiink. A F, G, C] és Cy pontokra illeszked6 kor legyen k. [

Rajzoljunk egy ko kort a G, D és By pontokra. A ky és ky az F ponton kiviili met-
széspontja legyen E. Legyen k3 az az A kozepii kor, amelyik atmegy a C és By pontokon.
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2.3.4. Allitas. Az E pont rajta van a ks kéron.

Bizonyitas: Mivel a k; kdron fekszenek a Cy, Cy, F', E pontok, ezért ezek altal meghataro-

zott hirnégyszogbdl kivetkezik (2.9 abra):
Ci\EFZ =180° — C1CLF /L
Ugyenezen okok miatt a ko és k kor pontjaira:

ByFF/ =180° — BoDFZ
CyADZ/

CyoF D/ = 180° —

Az elsé kett6t Osszeadva kapjuk:
Ci1EF/Z+ BoEFZ =360° — (C1CoF £+ BoDF /)

ClEFA + BQEFA - 3600 - ClEBgl
OlEBQZ - Olchl + BQDFA
CiCyF/Z + ByDF/ = 360° — CoAD/Z — CoF D/

Végiil:

CyAD/ CyAD/

= 180° —
2

C1EBy/ = 360° — CyADZ — 180° +
CyAD/

C1EBy/ = 180° — = FE c k3

O
Legyen L az A(Q) egyenes és a k; kor metszéspontja. M pedig, a Cy@Q) és a k; kor

metszéspontja.

2.3.5. Allitas.
C1Cy = MO,

Bizonyitas: A bizonyitasban ismét inverziot fogunk hazsnéalni. Bebizonyitjuk, hogy a
v = ¢, ahol ¢ a Cy pontbeli k és k; korok érintéi altal bezart szog, a ¢’ pedig a ki, Cs
beli érintje az AB oldallal.

Végezziink H kozepi inverziot (2.11 abra).

e 0; — 0} egyenes

17



e 03 — O} egyenes

o (1Cy — C1C4 kor. Ez utobbi ketténél latjuk, hogy az of, megegyezik az inverzi

el6tti C1Cy egyenessel, vagyis ez a két alakzat az inverzidban szerepet cseréltek.
e k — k' kor.
[ ]{31 — k}i kor.

e Az 0, kor mivel érinti az oy és o3 kordket, és nem megy at a H ponton, ezért olyan

ol kor lesz, amely érinti a két parhuzamos o] és o} egyenest.

Vizsgaljuk az igy kapott rendszert:

€]

&) ki
o/ C1) F’
1
Gy my o5’ X
©
o fi 7
02 ¢ H'’
my
K’
2.11. abra.

Felvessziik a kovetkezd egyeneseket:

e c; egyenes legyen a k' kor érintGje a C)

e ¢, egyenes legyen a k] kor érintGje a C)

e m; egyenes legyen az e; egyenesre allitott merdleges a CY), pontba

e my egyenes legyen a C,F szakasz
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Ekkor az ms szakasz a k] kor atmardje (a C]CLG'F’ téglalap miatt), illetve felez6me-
rélegese a k' kor K’ kozéppontjaba fut.

A © az inverzi6 utan, az e; és az e, egyenesek altal bezart szog.
mQJ_eg m1J_61 = Y = P1
A ¢’ az ey és az 05 egyenesek altal bezart szog. Vagyis:
/
Y1 =¥

Osszevetve a két egyenldséget:
/

P =p1=¢1=¢

Mivel az inverzi6 szogtarto, ezért az inverzio el6tti rendszerben is

(,DZQD, = 0102:}(02

2.12. 4bra.

Bebizonyitottuk, hogy a C1Cy = MCs, ahol a Cy M része az Q pontbol k korhoz huzott
érint6nek. Pontosan ugyanezzel a bizonyitasi lépésekkel beldthatjuk, hogy a ky kérben az
EU = DV, mivel DV = DG. Az U pont, az AQ és a ky kor metszéspontja (E parja), a
V pedig a DQ és a ko kor metszéspontja (D parja)(2.12)

Ha a B csticsbol szogfelezOt htuzunk, amely X és Y pontokban metszi a k; kort, akkor

hasonléan, az eddigi gondolatmenetekhez, levezethetd, hogy az
XY =00 =Co;M =FEL
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Ennek a részletes bizonyitasat nem vezetem le, ugyanolyan médon térténne, mint fentebb.

Az eddigiekben, az o1, ks és ks koroket vizsgalva kaptuk:

AE = AC,,  C,C, = EL

A B csticsbol indulva, ugyan igy megtaldlhattuk volna:

CyCy = EL Cy O = XY

Huzzunk érint6t a G pontba, az 0, és az o3 korokhoz. Ez adja a GZ szakaszt.
GZ = Cy,(4

mivel, ha a C pontba is érintét hizunk az o; korhoz (ez az AB oldal), akkor lathatjuk,
hogy ezen érint6k szimmetrikusak az o és k; korok koézéppontjait Osszekots egyenesre.
Végiil:

C;Cy=FEL=CM=XY =GZ

Vagyis ezekhez a szakaszokhoz kort rajzolva kapjuk ks kort. Ennek a kérnek ugyanaz
a kozéppontja, mint a ko kornek és beirt kore, az A és B csucsnal 1év6 szogfelezék altal
kapott haromszognek (AOB). S6t, érinti az oy és o3 kort a G pontban.

Hasonl6 modon elallithatjuk az AOC és a BOC' haromszogek beirt koreit, igy ez
bizonyitja a Steiner altal megadott szerkesztést.

O

2.4. Schellbach megoldasa

A feladat ugyanaz:

2.4.1. Feladat. Adott ABC haromszogon beliil szerkessziink harom, egymést paronként

érint6 koroket, melyek kiilon-kiilon a haromszog két oldalét is érintik.

Bizonyitas: Adott az ABC haromszog a, b és ¢ oldalakkal. A keresett harom Malfatti-
kor kozéppontjai: P, (), R és a sugaraik: p, ¢, . Ezen korok altal meghatarozott szakaszok
a haromszog oldalain (a cstcsok és az érintési pontok kozotti tavolsagok) pedig: u, v, w.

A haromszog beirt korének legyen a kozéppontja O, sugara pedig 1. A beirt kor altal

20



meghatarozott szakaszok a haromszog oldalain rendre legyenek: ay, by és c;. Jeloljiik a

keriilet felét a szokasos modon s-sel (2.13 abra).

2.13. abra.

Ekkor s = ay 4+ by + ¢; vagyis s = a; +a = by + b = ¢; + ¢ atrendezve:
aL=5s—a bp=s—0b cp=8—¢

A Héron-képlet alapjan a teriilet négyzete: s(s — a)(s — b)(s — ¢) = saibycy.
A beirt kér sugara alapjan a teriilet négyzete: (rs)? vagyis

2 arbicy
7"1 —

S

A CABZ szog alatt latszik a haromszog beirt kore (O kozépponti) és a keresett
Malfatti-korok egyike (P kozépponti). Ezért felirhaté az alabbi aranyossag:

p_u

(A1 ai
1 1
p=—u q= -0
a by

Az U és V pontok legyenek a P és @) kozepii korok érintési pontjai a ¢ oldalon (2.14
abra). Ezek tavolsaga legyen: t. A P pontbol merdlegest allitunk a QV szakaszra, a met-
széspont legyen F'. Az igy kapott PF'() derékszogii haromszogre, Pitagorasz-tétele alapjan

felirhat6 a kovetkez6 egyenlGség:

PQ? = PF? + FQ* vagyis (p+q)> ="+ (p — q)°

21



u » /\ g=QV

2.14. abra.

Kifejezve t-t:
t = 2./pq

Ebbe behelyettesitve a fenti értékeket:

t=2 —uﬂv t = 2y/uv
CL1 by albl

Mivel azonban r? = ‘“I’Tlcl, ezért a képletiink:

t = 2/uv a
V s

Ez alapjan felirhatoak az alabbi egyenlGségek a hdromszog oldalaira:

a=v+w+ 2v/ow il
\/ s

b:w+u—|—2\/wm/b—1
S

c=u-+v+2vuv a
s

Legyen s = 1. Ekkor

a=v+w+2v/vw/ay
b:w+u+2\/wu\/b—1
c=u+v+2y/uv /ey
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Mivel s = 1, ezért: a + b+ ¢ = 2. A haromszogegyenl&tlenség miatt pedig a < b + ¢,
ekkor az a < 1 egyenlGtlenséget kapom. Ugyanigy a b-re és a c-re is teljesiil: b < 1,¢ < 1.

Természetesen: 0 < u,v,w < 1 is teljesiil. Legyenek A, u, 7,7, , x olyanok, hogy:

sin? \ = a, sin® jp = b, sin? 7 = ¢,

sin? ¢ = u, sin? p = v, sin? y = w.
A cos® z + sin? 2 = 1 trigonometrikus azonossag miatt ésaz 1 =a; +a=b, +b=c; +¢
egyenldségek alapjan:
cos’ \ = ay, cos? (= by, cos’ T = ¢
A (2.1) egyenletekbe behelyettesitve a fenti szogfiiggvényeket az alabbi egyenleteket kapjuk:
sin? ¢ + sin® y + 2sin ¢ sin y cos A = sin® A
sin® x 4 sin® ) + 2sin y sin cos u = sin® (2.2)
sin? 1) 4 sin? p + 2sin 1) sin @ cos 7 = sin® 7

Legyen R az ABC haromszog koriilirt korének sugara. Ekkor, a szinusz-tétel szerint:

a b c

=2R

sina  sinf - sin 7y
ahol az «, 3,7 a haromszog szogei. Ha R = %, akkor sina = a, sin 8 = b, siny = c ezt a
koszinusz tételben felhasznalva:
sin? y = sin? a + sin? B — 2sin a sin 3 cos v
v =180° — v
sin? 4" = sin® a 4 sin? 8 + 2sin asin 5 cos Y’
A ~'-re igaz még, hogy v = a + [ (mivel a + § + v = 180°), igy észrevehetjiik a (2.2)

egyenleteibdl a kdvetkezd Osszefiiggéseket:

o+ x=2A, X+ = p, v+o=rT1

Ap+T1
o= —"—

=0 =\, O=0—pu, A=o—r, 5

O
A fentiek alapjan a kovetkezs lépésekkel juthatunk el a Malfatti-korokhoz, feltéve,
hogy az s=1:
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Kiszamitjuk a A-t, a p-t és a 7-t, a sin? A = a, sin® = b, sin® 7 = ¢ egyenletekbdl.
Ezekbd6l megkapjuk: o = %

Amely egyenlGséghél: v =0 — N\, p=0—pu, A\=0 — 7.

Majd végiil: sin® v = u, sin® ¢ = v, sin? y = w egyenletekb6l megkaptuk a Malfatti-
korok sugarait. Melyek altal megszerkeszthetGek a Malfatti-korok.
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3. fejezet

Malfatti-korok a gombon

Az aldbbiakban a Malfatti-korok létezését vizsgalom a gémbon, ehhez elsGsorban a két

geometria alapvetd kiilonbségeit hasznéalom fel.

3.1. Az Euklideszi- és a gobmbi geometria

Az Euklideszi geometria Hilbert-féle axiomarendszere 6t csoportbél all. Ezek az illesz-
kedési, rendezési, egybevagosagi, folytonossagi és a parhuzamossagi axiomak. Alapfoga-
lomnak szdmitanak a pont, az egyenes, a sik és az illeszkedés fogalma. FEzen axiomak,
mindegyike - kivéve a parhuzamossagi axiomat - érvényes a gombon.

o Illeszkedési axiémak

Meghatéarozza a pont, az egyenes és a sik egyméshoz valo viszonyat.

e Rendezési axiomak

Az elvalasztas fogalmét vezetik be, melybdl kivetkeznek példaul a félegyenes, sza-

kasz, félsik, féltér, sokszog, szogtartomany, konvexitas fogalmak.
e Egybevagdsagi axiémak

Bevezetik az alakzatok egybevagosagi voltat, igy ezen 10 fogalmak sziiletnek: derék-

sz0g, egybevagosagi transzformacio.

e Folytonossagi axiémak
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Ennek koszonhetGen mondhatjuk "ugyanolyannak" az egyeneseket. FEzekbdl szar-
maznak a tévolsag, a szogmérés, a teriilet, a keriilet, a térfogat és a felszin fogalmak

is.

3.1.1. Axioma (Parhuzamossagi axiéma). Legyen e egyenes és egy rd nem illeszkedd
P pont, s az dltaluk meghatdrozott sik: S. Ekkor pontosan egy olyan f egyenes van az S

stkban, ami tartalmazza a P pontot, de nincs kozos pontja az e egyenessel. Formadlisan:
e,PeS P¢e=3feS amelyreP € fsfNne=1

Megkapjuk a gdmbi geometriat, ha a parhuzamossagi axiomat kicseréljiik a Riemann-

féle axiomaéra:
3.1.2. Axiéma (Riemann). Bdrmely két eqgyenes metszi eqgymadst.
Az igy kapott axiémarendszer definicioja:

3.1.3. Definicié. FEgyszeres elliptikus geometridinak nevezziik azt a geometriai elméletet,
melyben a Riemann-féle axiomat feltételezziik, és emellett barmely két kiilonb6z6 egyenes
pontosan egy pontban metszi egymast, de koziiliik (kiilon-kiilon) egyik sem kiiloniti el a sik
pontjait két idegen halmazra (nem szeparalja a sikot). Kétszeres elliptikus geometridnak
nevezziik azt a geometriai elméletet, melyben a Riemann-féle axiomat feltételezziik, és
emellett barmely két kiilonb6z6 egyenes pontosan két kiilénb6z6 pontban metszi egymast,

és a stk minden egyenese szeparélja a sikot.

Tehat a fentiek alapjin megfogalmazhato, hogy a gémbi és a sik geometria f6 kiilénb-
sége a parhuzamossag. Ez alapjan sejthetjiik hogy a Malfatti-probléma hasonléan miikodik
a gombi, mas néven a kétszeres elliptikus geometridban. G Horvath Akos "Malfatti’s
problem on the hyperbolic plane" 3] cimii cikkében az bizonyitja, hogy a Malfatti-kérok
megszerkeszthetGek a hiperbolikus, azaz, az egyszeres elliptikus sikon is. Ebben a cikkben
olvashatjuk a részletes bizonyitasat annak, hogy a Hart-féle bizonyitas és a Schellbach
megoldas is megdllja a helyét a hiperbolikus sikon. Ezt felhasznalva Hart bizonyitasat
részletezem a gémbi geometridban.

A cikk szerint az el6bb emlitett bizonyitas két allitason alapul. (Ezek ekvivalensek a

2. fejezet 1., 2., és 3. segédtételeivel.)
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3.1.4. Allitas. Ha egy P pontbdl két kirhiz hizott érintd szakaszok dsszege vagy kilonb-
sége eqyenld a két kor eqy kozos érintdjének hosszdaval, akkor a P pont rajta van a két kor

eqy kozos érintdjén.

Bizonyitas: A sikbeli bizonyitas két tényen alapul: az érinténégyszogek szemkozti oldalai
osszegének kapcsolatan, illetve az egy pontbol hiizott érinté szakaszok egyenléségén. Mivel
mindkét allitds a gdbmbon is igaz, ezért a gdmbi bizonyitas ekvivelens a sikbeli bizonyitas-

sal. O

3.1.5. Allitas. Ha két kor egy egyenesbdl eqyenld hosszi hirokat metsz ki, akkor a kimet-
szett szakaszok két végpontjdba hozott érinték melszéspontjdbol a két kor eqyenld szog alatt
latszik. A 2.5 dbra jeldlései alapjdn az A végpontbdl a ke kiérhoz hizott érintd szakasz

hossza megegyezik a D pontbol a ki kirhdz huzott érintd szakasz hosszdval.

Bizonyitas: Hasonlo a helyzet, mint az el¢bbi bizonyitdsban. A sikban felhasznaltuk
az aranyossagot, illetve a hatvany definiciojat, ezek mind igaz allitasok a gomon is. Igy -
mint az el6bb - a gémbi bizonyitas ekvivalens a sikbelivel. [J

A teljes bizonyitast nem részletezem, mivel ugyanolyan elven miikodik ahogyan a sikon,
ez olvashat6 a 2.6 pontban.

Steiner szerkesztési 1épései alapjan:

e ElGszor szerkessziik meg az ABC' gémbharomszog beirt korének kdzéppontjat,

ez legyen O.
e Szerkessziink kordket az AOB, BOC és AOC gémbharomszogekbe.

e Ezek érintési pontjai a haromszog oldalain rendre legyenek: Fy, E, és Es3. Ezek a
pontok rajta vannak két kor kozos érint§jén (amelyek, tarsérintéi a szogfelezGknek,
s legyenek: e,f,g). Az e, f és g két pontban metszik egymast, s a gémbhéaromszog

tartoméanyéaban 1év§ legyen a P pont.

e A P pont lesz a harom keresett Malfatti-kor hatvanypontja, illetve ezek altal agy ka-
punk djabb haromszoégeket, hogy két oldal a gbmbharomszog két oldala, a harmadik
oldal pedig a egyik érint6 (e vagy f vagy g)s ezekbe az ijabb gémbharomszogekbe

koroket szerkesztve, megkaptuk a keresett harom Malfatti-kort.
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Meggondolhato, hogy a gobmbon minden haromszog kiegészithets gombkeétszogre (meg-
hosszabbitva a gdmbharomszog két oldalat). Ekkor a gombkétszog két gombharomszoghdl
all s mindkettébe szerkeszthetiink Malfatti-koroket. Felmeriil a kérdés, hogy mi toérténik

a stkon, ha ott probalkozunk a meghosszabbitott oldalakhoz koroket szerkeszteni?
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4. fejezet

Malfatti-korok a sikbeli végtelen

tartomanyban

Ahogyan az el6z6 fejezet végén emlitettem, megvizsgalom a hiromszog két oldala-
nak meghosszabbitasaval kapott végtelen tartomanyt, s ebben vizsgalom a Malfatti-kérok

megszerkesztését.

4.1. abra.

Bizonyitas: A bizonyités alatt Hart gondolatmenetét kovetem:

29



Legyenek a keresett Malfatti-korok (o1, o9, 03) érintési pontjai F, G, H. Az F, G
és H pontokba huzott érint6k, a paronként vett kérok hatvanyvonalai, ezért ezek egy
pontban, a harom kor hatvanypontjaban, P -ben metszik egymast. Az Fy, Ey, F3 pontok
legyenek azoknak a koroknek (ki, ko, k3) az érintési pontjai az AB szakaszon és a két
végpontbol kiinduld félegyeneseken, amelyek az el6bb emlitett végtelen tartomanyban
(AB szakasz és a két végpontbol kiindulo félegyenes) a C' csicsndl 1évs, az AB és az
A-bol indul6 félegyenes, és az AB és a B-bdl indulé félegyenes szogfelez§ egyenese altal
képzett tartomanyokba irhatoak (ezen tartoméanyokat két szogfelezd és egy oldalegyenes
hatéarolja). Legyen O a szogfelez6k metszéspontja. Az R és az S legyen az a két pont, ahol
a haromszog AC' és BC' oldalat érinti az oz kor.

Most vizsgaljuk a ki, ko és oz koroket. Ezeknek az FyL, EoM és az E3N érint6i a
P pontban metszik egymést. A 2. fejezet 1. segédtételbdl pedig kovetkezik, hogy akkor
ezek tarsérintdi is egy pontban futnak Gssze, vagyis a ky és ko korok mésodik kozos bels
érintGje a B-bdl és az A-bol indulo félegyenesek metszéspontjan, C-én halad at. Ezzel a
gondolatmenettel a ko, k3 és ki, k3 korok méasodik kozos belsd érintGi atmennek az A és
B csticsokon.

A 2. fejezet 2. és 3. segédtételeinek felhasznélasaval belatjuk, hogy ezek a bels6 érintsk
nemcsak dtmennek a haromszog csucsain, hanem felezik is azokat. Az alabbiakban csak
egy konkrét csicsnal 1év6 belsé érint6rdl bizonyitom be hogy szogfelezd, de ugyanez al-
kalmazhato a t6bbi cstcsra is. Beldtom tehat, hogy a k; és ko korék masodik kézos belsG

érintGje a C cstucsnal 1é6v6 szog szogfelezbje.

HU=MH — MU =MS — ME; = SE, = E)G
GV =NG—- NV =NR—-NE,=RF,=FEH
A két végpontot 6sszeadva:
HU + E\H = E;G+ GV = EWU = E)V

Igy a a 2. fejezet 3. segédtételbé] kovetkezik, hogy az E; és az F, altal meghatarozott
szakasz egyenl6 hurokat metsz ki a ky és ko korokbdl. Tehat ismét, a 2. fejezet 2. segédtétele
alapjan, a k; és ko korok egyenld szog alatt latszanak, az E; és az Ey pontokba htizott
érint6k metszéspontjabol, s ez a metszéspont a C' cstcs. Vagyis a kozos belsé érintGje a

két kornek, felezi az A csicsnal 16vG szoget. Ezzel belattuk az allitast. [
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Steiner szerkesztése alapjén:

e ElGszor szerkessziik meg az ABC haromszog, C'A és C'B oldalak meghosszabbitasa-

val kapott végtelen tartomany beirt korének kézéppontjat, ez legyen O.

e Szerkessziink koéroket az oldalakkal és a szdgfelezGkkel kaputt tartomanyokba, ame-

lyek két szogfelez6bdl és egy oldalegyenesbdl allnak.

e Ezek érintési pontjai az egyeneseken rendre legyenek: Ey, Fy és E3. Fzek a pontok
rajta vannak két kor kozos érintGjén (amelyek, tarsérint6i a szogfelezGknek). Ezek

az érint6k egy pontban metszik egymast ez a pont legyen P.

e A P pont lesz a harom keresett Malfatti-kor hatvanypontja, illetve ezek altal ugy
kapunk tjabb tartomanyokat, hogy az egyik oldal az egyik érinté a mésik kettd pedig
az AB szakasz és a két végpontbol kiinduléd félegyenesek altal meghatérozott tar-
tomény két oldala. Ezekbe tjabb koroket szerkesztve, megkaptuk a keresett harom

Malfatti-kort.
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5. fejezet

A Malfatti-korok altal kapott nevezetes

pontok

5.1. Ajima-Malfatti pontok

5.1.1. Definicié. Legyen ABC haromszog Malfatti-koreinek érintési pontjai: F', G és H.
Egy cstcsra és a vele szemkozti érintési pontra illeszkeds egyenesek egy pontban metszik

egymast. Ez a (1 pont a haromszog elsé Ajima-Malfatti pontja.

C

N\
A

5.1. abra.
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5.1.2. Megjegyzés. A ()1 baricentrikus koordindtdi:

4
1\ [ 1\ /1!
cos2) "\ cos % " \cosd

5.1.3. Definicié. Legyen ABC héaromszog Malfatti-koreinek érintési pontjai szintén F,

G és H. A haromszog hozzairt koreinek kozéppontjaira és az érintési pontokra illeszkedd
egyenesek egy pontban, ()o-ben metszik egymast. Ez a pont a haromszog masodik Ajima-

Malfatti pontja.

5.2. abra.

5.1.4. Megjegyzés. A Qs baricentrikus koordindtdi:

11 1 1 1 1 1 1 1

+ i — - —
ty  ts ot t3  t ty 4ty t3
ahol

t1:1+2<sec%cos§cosv)
t2:1+2(sec§cos%co %)

t3:1+2<sec%cos—co
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