Csoportok és grafjaik bemutatasa
kozépiskolai szakkoron

Németh Péter
matematika-fizika szakos hallgaté
ELTETTK

Témavezeto:
Dr. Hermann Péter
egyetemi docens

ELTE TTK Algebra és Szamelmélet Tanszék

Eo6tvos Lorand Tudomédnyegyetem Budapest, 2013.






Tartalomjegyzék

1. Bevezetés

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.

3.1.
3.2.
3.3.

4.1.
4.2.

4.3.

A szakdolgozat felépitése . . . . . . . .. ... ...
Koszonetnyilvanitds . . . . . . .. ... ..o

Elméleti bevezeto

Acsoportfogalma. . . . ... ... ... ... ... ...,
Nevezetes csoportok . . . . . . . . ...
2.2.1. Szdmcsoportok . . . . .. ...
Additiv csoportok . . . ... oL
Multiplikativ csoportok . . . . . . .. ... ... L.
2.2.2. Részcsoport, Generdlt részcsoport, Ciklikus csoport . . . .
2.2.3. Permuticiécsoportok . . . . . .. ...
Szimmetrikus csoport . . . ... ..o
Alterndlé csoport . . . . . . .. ..o
2.2.4. Diédercsoport . . . . ...
Kleincsoport . . . . .. .. ... ... ... ...
2.2.5. Kvaterniécsoport . . . . . ... ..o
2.2.6. Invarians részcsoportok . . . . . . . ... ...

Csoportok grafjai

Csoport definidlasa generdtorokkal és relaciokkal . . . . . . . ..
A csoport szorzdstdbldja . . . . ... oL
Csoportgrafja . . . . . . . . . ... ...
3.3.1. Gréafautomorfizmus . . . . . . ... ...
332, Lovasz-sejtés . . . . . . . . ...

Csoportok a mindennapi életben

Viérosi utcdk csoportja . . . . . . ..o
UteSOPOItok . . . o v v v o e
42.1. Topolégia . . . . . . . . . ...
Csoportok és tapétatervek . . . . . . . . ... ... .. ... ...

11

13
13
15
17
20
23



TARTALOMJEGYZEK TARTALOMJEGYZEK

v



1. fejezet

Bevezetés

1.1. A szakdolgozat felépitése

A csoportelmélet egy sz€p és érdekes téma, amit ugy gondolom, hogy szak-
kori szinten 4t lehet adni a didkoknak, mivel tobbségiik taldlkozott mar csoporttal,
igaz nem tudtdk, hogy az a struktira igazdbol egy csoport. Gondolok itt az egész
szamok Osszeaddsdra, kivondsdra, vagy akdr azokra a geometriai transzforméci-
Okra, amik a szabdlyos sokszoget helyben hagyjak (diédercsoport). Szakdolgoza-
tom célja, hogy bemutassam, €s felépitsem a csoportelméletet kozépiskoldsoknak
szemléltetd abrak, és példak segitségével egészen az alapokrdl elindulva. Elméleti
bevezetdvel kezdem a dolgozatom, amely f6ként olyan tételeket tartalmaz, ame-
lyeket oktatnak az egyetemen, bar ebbdl a mi évfolyamunk nem tanult mindent.
A masodik részben van az, ami az 4j anyagot képezi, a csoport szorzdstablajatol
kezdve egészen a grafokig. Utolso fejezetem szerepe a szakdolgozat lezarasa, és
egy kis kitekintés. Megismerkedhetiink egy kicsit a topoldgikus térrel, és egy rajta

vett csoporttal. Ebben a fejezetben f6leg a szemlélet a jellemzd, mar nem a preciz



1.2. Koszonetnyilvanitas 1. Bevezetés

matematikai targyaldsé a f6szerep. Ennek oka, hogy sok szakdolgozatot olvastam,
amelynél ugy éreztem, hogy halad-halad el6re és egyszer csak jon a kdszonetnyil-

vanitas, vagy adott esetben az irodalomjegyzék.

1.2. Koszonetnyilvanitas

Itt az elején szeretném megragadni az alkalmat, és megkdszonni témaveze-
témnek Hermann Péter tandr drnak kitarté és odaadé munkdssagat, amellyel se-
gitett engem a szakdolgozatom elkészitésében. Mikor mar kezdtem feladni, ak-
kor mindig biztatott, hogy csindljam, és barmilyen kérdésem volt mindig szinte
azonnal készségesen valaszolt, mindig kaptam tSle pluszba olyan példat, amin el-
gondolkodva segitett jobban elmélyiteni az anyagot. Nagyon szépen kdszonom a
csalddomnak, és baritaimnak a sok biztatdst és segitséget. Ugy gondolom ezen

dolgok nélkiil nem sikeriilt volna.



2. fejezet

Elméleti bevezeto

2.1. A csoport fogalma

Kezdjiik is el a csoport definidlasaval:

2.1.1. Definici6é. Csoportnak neveziink egy olyan GG nem iires halmazt, a rajta
értelmezett ® bindris miivelettel egyiitt, amely teljesiti a kvetkezd tn. csoport-

axiomdkat:

1) asszociativitds: Vz,y, z € G esetén

1RYR2)=(QYy) Q=2

i1) egységelem: létezik egy egyértelmiien meghatarozott e (kétoldali) egység-
elem, amelyre fennall:

gRe=e®g=g9g Vged

ii1) inverzek: a csoport minden g elemének létezik egy egyértelmilien meghata-

rozott és g~ '-el jelolt (kétoldali) inverze, amelyre teljesiil:



2.1. A csoport fogalma 2. Elméleti bevezetd

gRg ' '=g'Rg=e¢

Ezt igy mondjuk, hogy G csoport az adott: @ miiveletre nézve, jelolés: (G,®) cso-
port. Késébbiekben mar elhagyjuk a jelolésben a miiveletet, és egyszerlien csak
G csoportrdl beszéliink.

Ugyanakkor késébb be fogjuk még latni, hogy mind az inverz, mind az egység-
elem egyértelmd.

Megallapodas: Miel6tt példdkat néznénk, addig dltalanositjuk, és egyszerdsitjiik
a bindris miiveletre haszndlt jelolést: a ® b = c helyett egyszeriien csak igy jelol-

juk: ab = ¢, és igy mondjuk, hogy a elem szorozva b elemmel.

2.1.2. Megjegyzés. Az axiomakban nem szerepel a kommutativitas. Azonban ez
nem jelenti azt, hogy nincs olyan csoport, amely kommutativ lenne. Az olyan cso-
portokat, amelyekre teljesiil a kommutativitds kommutativ, vagy Abel-csoportnak

nevezziik (Niels Abel utdan). Egyébként szokas a felcserélhetd szot is hasznélni.

Vizsgalddjunk tehdt, €s nézziink példdkat halmazokra, hogy melyek alkotnak cso-

portot, illetve, ha csoportot alkotnak, akkor kommutativ-e?

2.1.3. Példa. Csoportot alkotnak-e az egész szamok halmaza(Z) az Osszeadas

miveletére nézve?

1) Az egész szamok Osszeaddsa asszociativ, tehat teljesiil az 1. axiéma.

ii) Ebben a halmazban az egységelem a 0, mivel Va € Z-re teljesiil:

O+a=a+0=a.

iii) Tovabbd ellendrizziik le a 3. axidmadt is: Vb € Z-hez vegyiik a —b elemet,

ami eleme a csoportnak, hiszen a negativ szdmok is egész szdmok



2. Elméleti bevezet6 2.1. A csoport fogalma

vagyis b inverze —b. Jelolésben: b~! = —b.

Vagyis belattuk, hogy az egész szamok halmaza csoport az 6sszeadas miive-
letére nézve. Ezt a csoportot specidlisan ugy is szoktdk hivni, hogy additiv
csoport. Természetesen ez egy kommutativ csoport is hiszen Va, b, € Z-re

igaz, hogy a + b =0+ a.

2.1.4. Példa. Nézziik a 2 x 2-es invertdlhaté matrixok halmazat, a matrixszorzas,

mint miveletre nézve.

1) A madtrixszorzds asszociativ, vagyis ez az axioma teljesiil.

ii) Mivel olyan métrixokat vettiink, amelyek invertalhat6ak, innen tudjuk, hogy

létezik az inverz, masodik axiéma is teljesiil.

iii) Egységelem van, méghozz4:

Ez tehat csoport, de nem kommutativ csoport, hiszen a matrixszorzds alta-

laban nem kommutativ.

2.1.5. Példa. Sok altalanos iskolds esik bele abba a hibdba, hogy tortet torttel igy
ad 0ssze, hogy a szamlélot a szamléloval, nevezot a nevezdvel § + 5 = %' Vajon

amit csindlnak az egy csoport, ha Va, b, c,d, € Z ?

1) Latjuk, hogy a miiveletre zart ez a halmaz, tovdbb4 azt is, hogy asszociativ.
i1) Az egységelemnek a 0 szamot vehetjiik.

e . . . . 7z . a

iii) A gondot az inverz okozza, ugyanis tekintsiink egy olyan szdmot amely: §
alakd. Ez a "szam" benne van a halmazban, nem értelmezhetd, és nem tudni
éppen ezért, hogy mi az inverze.

Vagyis ez nem csoport.



2.1. A csoport fogalma 2. Elméleti bevezetd

A példak utan tesziink ketté megallapitast, amit ki is mondunk tétel form4jaban.

El6szor is levezetjiik az egységelem és az inverz egyértelmiiségét.

2.1.6. Tétel. A G csoportnak egyetlen egységeleme van.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy tobb egység elem van: e; és es a két egységelem.
Vizsgaljuk meg az

e1 - eo szorzatot! Mivel e; (kétoldali) egységelem, igy ezzel es-t (balrdl) szorozva
eo-t kapjuk az egységelem definidl6 tulajdonsdga miatt. Ugyanigy, adédik ha e -et

szorozzuk balrdl ey-vel, akkor a szorzat értéke e;. Tehat e; = eo. [

2.1.7. Tétel. A GG csoport minden elemének egyértelmiien létezik inverze.

Bizonyitas. Legyena € G ésa; ', a; " ainverzei. Ekkor hatdrozzuk meg a; 'aay*
szorzat értékét! Haszndljuk az asszociativitdsi szabdlyt vagyis, hogy barmilyen za-
rojelezéssel ugyanazt az eredményt adja. Nézziik most a kétféle zardjelezés ered-

ményét:

(a7'a)ay! = eay' = ay

ai'(aay ') = ea;' = ay!

1 -1

Vagyis a két inverz megegyezik. [



2. Elméleti bevezet6 2.2. Nevezetes csoportok

2.2. Nevezetes csoportok

2.2.1. Szamcsoportok
Additiv csoportok

Tekintsiik rendre az egész, raciondlis, valos, komplex szdimok halmazat az
Osszeadas miiveletére nézve. Ezek mind csoportot alkotnak, méghozza Abel-csoportot.
Mind a négy esetben a 0 az egységelem, és egy tetszOleges x elem inverze a —x
elem. Ezek mind végtelen elemi csoportok. Jel6lés sorban: Z, Q, R, C.

Specidlisan tekintsiik a modulo n maradékosztdlyokat az 6sszeaddsra nézve szin-
tén additiv csoport, ugyanaz igaz erre a csoportra, mint az 0sszes egész szam al-

kotta additiv csoportra. Ez egy n-tagi csoport. Jele: Z,,

Multiplikativ csoportok

A raciondlis, valds, és a komplex szdmok halmazabdl, ha kivessziik a 0 ele-
met, akkor a szorzds miveletére csoportot alkotnak. Egységelem az 1, valamint
egy tetszSleges x elem inverze az .

Vegyliink egy modulo n vett redukdlt maradékrendszert, ez a halmaz is csoportot

alkot. Elemszama ¢(n).

2.2.2. Részcsoport, Generalt részcsoport, Ciklikus csoport

2.2.1. Definicié. H halmaz részcsoportja a G csoportnak, ha H C G vagyis min-
den a,b € H eleme G-nek, és H maga is csoport G miiveletére nézve. Jele:

H<G



2.2. Nevezetes csoportok 2. Elméleti bevezetd

Kovetkezmény:

1) Minden csoportnak vannak részcsoportjai, példdul az egységelembdl 4ll6
egyelem( halmaz.
ii) Minden csoport részcsoportja onmagéanak. G < ¢
iii) Két részcsoport metszete is részcsoport. Unidja akkor és csakis akkor, ha

egyik tartalmazza a masikat.

2.2.2. Definicié. Legyenek a,b egy csoport elemei. Ha a csoport dsszes eleme

elallithat6 csak a-t €s b-t (valamint ezek inverzeit) tartalmazé szorzatként, akkor

a-t és b-t a csoport generdtorainak nevezziik.

2.2.3. Definicié. Ha egy csoport minden eleme kifejezhet egyetlen a generator

hatvanyaival, akkor ezt a csoportot Ciklikus csoportnak nevezzik.

2.2.4. Definici6é. Egy tetszbleges GG csoport rendjén a G csoport elemszamat ér-

jik. Jelolés: |G|

2.2.5. Definici6. Legyen G csoport, g € G, ekkor g csoportelem rendje az a leg-
kisebb pozitiv n € Z szamot érjiik, amelyre ¢" = 1. Ha nincs ilyen n kitevd,

akkor g végtelen rendd.

2.2.6. Definicié. TetszSleges G csoport esetén az X C G, X # () altal generdlt
részesoport a legsziikebb X -et tartalmazé részcsoportja G-nek. Jele: (X).

Az X részhalmazt G generdtorrendszerének nevezzik, ha (X) = G

2.2.3. Permutaciocsoportok

2.2.7. Definicié. Egy H halmaz permutacidjan az nmagara vett bijektiv leképe-

z&st értjiik.



2. Elméleti bevezet6 2.2. Nevezetes csoportok

Itt szeretném bevezetni a homomorfizus €s ennek specidlis esete az izomorfizmus

fogalmat.

2.2.8. Definici6é. Legyen GG csoport a @ miiveletére nézve, és H csoport a X m-
veletre nézve. Ekkor az f : G — H leképezést csoporthomomorfizmusnak vagy
roviden csak homomorfizmusnak nevezziik, ha miivelettarto minden a,b € G-re,

azaz:

fla®b) = f(a) x f(b)
2.2.9. Megjegyzés. Ha f kolcsonosen egyértelmd, akkor f izomorfizmus.

2.2.10. Tétel. Bdrmely adott véges, n-edrendii csoporthoz taldlhato egy vele izo-

morf, n elemii permutdciocsoport.

Szimmetrikus csoport

2.2.11. Definicio. Adott véges halmaz dnmagéra val6 6sszes leképezései csopor-
tot alkotnak. Neve: Szimmetrikus csoport. Ha az adott halmaz n elemi, akkor az

adott Szimmetrikus csoportot .S,,-el jeloljiik.

2.2.12. Megjegyzés. Altaldban, ha egy adott ay, as, . ..a, halmazt kell leképez-
niink onmagéra, akkor a; szdmdra n lehet6ség van a kép kivalasztasara, n — 1
lehetdség as-re, €s igy tovabb egészen a,,-ig aminek Osszesen 1 lehet6sége ma-
rad. Igy S, szimmetrikus csoport n(n — 1)(n —2)...3 -2 -1 = n! kiilonb6z6

permutaciét tartalmaz. Vagyis S, rendje n!.

Alternalo csoport

2.2.13. Definicio. Egy n elemi halmaz paros permutécio, a permutacidszorzasra

nézve csoportot alkot. Neve: Alterndlo csoport. Jele: A,,. Elemszama: % -n!



2.2. Nevezetes csoportok 2. Elméleti bevezetd

2.2.4. Diédercsoport

2.2.14. Definicio. Tekintsiink egy szabalyos n-szoget, és vegyiik azokat a geo-
metriai transzformécidkat, amelyek a szabdlyos sokszogiinket helyben hagyjdk.

A csoport neve: Diédercsoport. Jele: D,,. Elemszama: 2n.

2.2.15. Megjegyzés. D, Diédercsoportot 2 elem generdlja: egy 27“ szogl f for-
gatds, és egy t tiikkrozés (vannak konyvek, ahol a tiikkrozést a sokszog lapjanak

180°-os forgatdsaként irjak, de ez lényegében ugyanaz).

D, ={1,f f ... "t ft f2 . )

2.2.16. Megjegyzés. A Diédercsoport nem kommutativ! Vagyis ft # tf, azon-
ban az igaz D,,-ben, hogy f*t = fn*¢

Klein csoport

2.2.17. Definicio. Klein-csoportnak nevezziik azt a négyelemi csoportot, amely
a kételem( csoport dnmagéval vett direkt szorzataként 4ll el6. A Klein-csoport

egyben a negyedrendii Diédercsoport (D).

2.2.18. Megjegyzés. Klein-csoport érdekessége, hogy az egységelemen kiviil a

tobbi elem rendje 2. Valamint ez a legkisebb nem ciklikus csoport.

2.2.5. Kvaternidocsoport

2.2.19. Definicié. A Q) kvaterniocsoport elemei a kovetkez6 kvaterniok halmaza

a kvaternidszorzas miiveletére nézve:
Q = {1, i, +7, £k},

ahol i2 = j2 = k? = ijk = —1és

10



2. Elméleti bevezet6 2.2. Nevezetes csoportok

2.2.6. Invarians részcsoportok

2.2.20. Definicio. Legyen G tetszSleges csoport, és H < G. Ekkoraz x € G, v H

részhalmazokat G-ben H szerinti bal oldali mellékosztdlyoknak nevezziik.

2.2.21. Megjegyzés. Természetesen nem csak balrdl lehet szorozni, hanem jobb-

6l is. A jobbrdl vett szorzatot jobboldali mellékosztdalyoknak nevezzik.

2.2.22. Tétel. (Lagrange tétele) Legyen G véges csoport. Ekkor G bdrmelyik H

részcsoportjdnak elemszdma osztoja G elemszdmdnak.

Gl =[H|-|G : H|

Bizonyitas. H kiilonboz8 mellékosztalyai diszjunktak, és azonos szamd, | H | da-
rab elemet tartalmaznak. Minden G-beli x elem benne van az egyik mellékosz-
talyban, példaul a x H-ban, hiszen xe = z, ahol e a H és G csoport egységeleme.
A teljes G halmaz elemszdma egyenld a kiilonboz6 mellékosztilyok elemszama-
nak 0sszegével, hiszen atfedés nincs koztiik, de kitoltik a teljes halmazt. Ezeknek

a mellékosztdlyoknak a szdma: |G : H|,igy: |G : H|- |H| = |G| O

2.2.23. Definici6. Legyen G csoport, és N < G részcsoport. N-et normdlosz-
tonak, vagy normdlis részcsoportnak, vagy invaridns részcsoportnak nevezziik,
ha gN = Ng teljesiil Vg € G-re. Vagyis a jobb- és baloldali mellékosztalyok
megegyeznek. Jele: N < G

11



2.2. Nevezetes csoportok 2. Elméleti bevezetd

2.2.24. Definicié. Legyen (G, -) csoport és N < G normaloszté. Ekkor a G
N-el jelolt faktorcsoport elemei az N szerinti mellékosztalyok és a faktorcsoport

® miveletét az aldbbi képlet szerint értelmezziik:
(#N) ® (yN) = (zy)N.

2.2.25. Definicié. Minden olyan nem Abel-féle csoportot, amelyben az Osszes

részcsoport invaridns, Hamilton-csoportnak nevezzik.

2.2.26. Megjegyzés. A () kvaternidcsoport nyolcadrenddi Hamilton csoport. Meg-
mutathatd, hogy barmely véges Hamilton-csoport a kvaternidcsoport és Abel-

csoportok direkt szorzataként szarmaztathato.

12



3. fejezet

Csoportok grafjai

3.1. Csoport definidlasa generatorokkal és relaciok-

kal

3.1.1. Definicié. Generatorok és inverzeik egy véges sorozatit szonak nevezziik.

Jelolése: V.

3.1.2. Definicié. Ha W egy nem iires sz6 a G csoportban gy, hogy
W =e,
akkor ez az egyenl6ség a G-nek egy reldcidja.

3.1.3. Megjegyzés. Mivel a W sz6 G generdtorainak egy szorzata a W = e

egyenldséget a G egy generdtorreldcidjdanak is nevezzik.

3.1.4. Definicié. Azokat a csoportokat, amelyekben nincsenek relaciok szabad

csoportoknak nevezziik. Jele: F'.

13



3.1. Csoport definidldsa generatorokkal és relaciokkal 3. Csoportok grafjai

3.1.5. Definicid. Tekintsiik G 9sszes nem-trividlis relacidibdl allé halmazt, azaz
az A = {Ry = e}, ahol k = 1,2,... és vilasszunk ki (ha lehetséges) egy B
részhalmazt ugy, hogy a B-beli relacidkbol kovetkezzék az osszes A-beli relacio.
A reldciok egy ilyen B halmazat a G csoportot definidlo reldciok halmazanak

nevezzik.

3.1.6. Megjegyzés. Ha A tartalmaz legalabb egy R = e relacidt, akkor tartalmaz

végtelen sokat, tovabba az is igaz, hogy B 1étezik ha A nem iires.

3.1.7. Tétel. Ha adott az R, = e reldcick egy B halmaza, amelyekben min-
den egyes Ry a generdtorszimbolumok egy adott halmazdnak valamely nem iires
szava, akkor létezik olyan G csoport, amelyre nézve a B definidlo reldciok egy
halmaza.
Most nézziink egy alkalmazast:
3.1.8. Tétel. Egy forgatdssal (f) és tiikrozéssel (t) generdlt D,, Diédercsoport

ff=e t?=c¢, (ft)’ =¢
definidlo reldcioibol csak akkor kovetkezik

tf =1t

han = 1vagyn = 2. Vagyis han > 2, akkor a D,, Diédercsoport nem kommuta-

tiv.

Bizonyitas. Ha a Diédercsoportunk kommutativ, akkor ¢ f = ft, vagyis:

e = (ft)* = (f)(ft) = (fO)(tf) = f&f = f*.

14



3. Csoportok grafjai 3.2. A csoport szorzastablaja

Ekkor két eset van:

1. eset: n = 2k alaku, akkor
fP=e t?=¢e, (ft)’=e¢

Ezek a relacidk a D, Diédercsoportot definidlo reldciok.

2. eset: n = 2k + 1 alaku, akkor
f2:€:fn:f2k+1:f2kf:€f:f

= f=e t’=c¢

Ezzel pedig a D;-et definidl6 reldcidkat kaptuk. [

3.2. A csoport szorzastablaja

A csoport szorzastibldja a kozonséges aritmetikai szorzds sordn hasznalt tab-
lazathoz. A csoport elemeit a legfelsd sordban valamint ugyanolyan sorrendben
bal oldali oszlopdban helyezi el. A tabl4zat belsejében pedig a megfeleld szorza-

tok allnak. Nézziink is ra két példat.

3.2.1. Példa. Els6nek nézziik meg a C'3 Ciklikus csoport szorzastablajat.
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3.2. A csoport szorzastablaja 3. Csoportok grafjai

3.2.2. Példa. Nézziik meg a D3 csoport szorzastablajat.

e | f 2|t | tf|tf?
e |l e | f |t |tf|tf
FAF e [tf2] t | tf
ALz e | f o tf 2]t
t tptftfr e | f S
tf [ tf [ tf2 ]t | 2 e | f

e et L tf | f P e

3.2.3. Tétel. Egy véges csoport akkor és csak akkor kommutativ, ha a szorzdstdb-
ldjaban a fodtlora szimmetrikusan elhelyezkedd szorzatok ugyanazt a csoportele-

met reprezentdljdk.

3.2.4. Tétel. Legyen G = {e, g1, 9o, ... gn_1} n-edrendii csoport, és legyen x €
{€e, 91,92, ... gn_1} tetszdleges rogzitett csoportelem (h # e), akkor a szorzatok
mindkét

re,rgy,xrgs, ... rG0n_1 ;5 €, 1T, 9o, ...dn1T

halmaza tartalmazza mind az n csoportelemet, csak esetleg mds sorrendben.

3.2.5. Megjegyzés. Most szeretnék még par meggondolast, tulajdonsagot meg-

tenni ebben a megjegyzésben.

i) A rendszerben pontosan annyi kiilonb6z6 elem van, mint ahany sora, (vagy
oszlopa) van a négyzetes elrendezésnek.
ii) Minden sor és minden oszlop minden elemet pontosan egyszer tartalmaz.
ii1) Az egységelemet tartalmaz6 sor/oszlop elrendezése azonos lesz a felsd sor/bal
oszlop elrendezésével.

2 2

iv) Az egységelemek a foatlora szimmetrikusan helyezkednek el.
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3. Csoportok grafjai 3.3. Csoport grafja

v) Legyen a-t tartalmazo sor és -t tartalmazo6 oszlop metszéspontjan az egy-
ségelem az e. Az a-t tartalmazé oszlopot jeldljiik z-el a sort pedig v-vel, a
b-t tartalmaz6 oszlop legyen y sora pedig legyen u. Ekkor a-t tartalmaz6 sor

és b-t tartalmazé oszlop metszéspontja, az ux szorzat ba-val lesz egyenld.

3.3. Csoport grafja

A matematikdban azokat a grafokat, amelyek egy csoport struktirdjat repre-

zentaljak Cayley-grdfoknak vagy Cayley-diagrammoknak nevezzik.

3.3.1. Definicié. Adott GG csoport €s tetszSleges H generatorhalmaz esetében a

Cayley-graf I' = T'.(G, H) a kovetkez§ szinezett, irdnyitott graf:

1) Minden g € G elem megfelel egy v, € V csticsnak a grafban.
i) Minden h € H elem megfelel egy ¢, szinnek.

iii) Minden g € G és h € H esetében a v, €s a vy, cstcsok kozott 1étezik egy

¢, szind él.

3.3.2. Megjegyzés. Természetesen az e egységelemnek barmelyik csuicsot vélaszt-

hatom, valamint az éleket nem kell egyenesekkel abrazolni.

Mielétt tovdbb mennénk, nézziink par példat, hogy hogyan is kell elképzelni eze-

ket a grafokat.
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3.3. Csoport gréfja 3. Csoportok grafjai

3.3.3. Példa. Els6nek nézziik meg a C's Ciklikus csoport Cayley-grafjat. Természetesen

9-vel val6 jobb oldali szorzas

g 3

3.1. dbra. Cg Ciklikus csoport

nem sziikséges szabdlyos sokszognek rajzolni a grafot, az aldbbi graf ugyanugy

reprezentdlja a Cs Ciklikus csoportot: Természetesen az dbrdkbdl mar latszik,

g

9-vel val6 jobb oldali szorzas
_—
g

3.2. dbra. Cg Ciklikus csoport

hogy egy tetszdleges n esetén hogyan néz ki a C,, Ciklikus csoport.
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3. Csoportok grafjai 3.3. Csoport grafja

3.3.4. Példa. Most nézziik meg a D, Diéder csoportot.

F ( 7
t
N7
TR
RN
e f

3.3. dbra. D4 Diéder csoport

3.3.5. Példa. Végiil tekintsiik meg a () kvaternidcsoport grafjat.

—q 1

>
e i

3.4. abra. () kvaternidcsoport

Most tegyiink meg egy par megjegyzést a Cayley-grafokrol.

3.3.6. Megjegyzés. A Cayley-graf sszefiiggd, ha H generatorhalmaz valéban
generdlja a GG csoportot. Tobbszoros élek a masodrendi elemeknél fordulnak eld.

Csakis egy esetben kaphatunk kormentes grafot, vagy mas néven Cayley-fat, ha G
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3.3. Csoport gréfja 3. Csoportok grafjai

szabad-csoport, hiszen ekkor minden g € GG elem el6éll a generatorelemek egyér-
telmi kombinaciGjaként, ezt a grafot szokds még Bethe-hdldnak is hivni. Abrdja

pedig a két generatorral megadott szabad csoportnak itt lathato:

S — a?x‘iﬁ

o * b

.‘i_

.‘i_

K ,;-F’?" "?"ﬁ:“?
&4

o

3.5. dbra. Szabad csoport

3.3.1. Grafautomorfizmus

3.3.7. Definicié. A grafautomorfizmus egy graf onmagéra valé izomorfizmusa,
vagyis legyen G := (V, E) graf. Egy f : V' — V bijektiv fiiggvény grafautomor-

fizmus, ha

{u,v} € E={f(u), f(v)} € E

3.3.8. Definicio. (cstcs-tranzitivitas) Ha G = (V, E) grafnak Yu,v € V csics-
parra létezik olyan ¢ : V' — V grafautomorfizmusa, amelyre ¢(u) = v, akkor a

G graf csiics-tranzitiv.
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3. Csoportok grafjai 3.3. Csoport grafja

3.3.9. Definicié. Legyen G egy csoport. Egy (G-hatds az X halmazon nem mads,
mint egy kétvéltozos fiiggvény: G x X — X, amit szorzdssal fogunk jeldlni,

(Vg,h € G), Vz € X) :

) g(hz) = (gh)z € X
i) ex==x

3.3.10. Definicio. Legyen G egy csoport, ami hat egy X halmazon! Egy = € X
elem egy g € G transzformdci6 fixpontja, ha gr = z, minden g € G-re. Az x
elem pélyéja:

(G)x={gx | g€ G} CX.
Jelolése: (G)x

Az z stabilizatora pedig:
Gy,={9eGlgr=2} CG.
Jelolése: G,.
3.3.11. Megjegyzés. G, részcsoportja G-nek.
3.3.12. Tétel. |G| = |(G)x| - |G|

3.3.13. Lemma. (Burnside-lemma) Ha G csoport hat X halmazon, akkor a cso-
portbéli transzformdciok fixpontjainak az osszegét kiszamolhatjuk gy is, hogy
minden pontndl megszdamoljuk, hogy hdny transzformdcionak a fixpontja. Jelolje
P a G dltali pdlydk halmazdt:

OIS DITEED ) DL D) DS C) e B Gl
zeX zeX qEP xEq qeP x€q qeP

dtrendezve:

1
@ZK&I =[Pl

zeX
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3.3. Csoport gréfja 3. Csoportok grafjai

Most pedig kovetkezzen egy feladat, amelyhez felhaszndlhatjuk a Burnside-lemmat.

3.3.14. Feladat. Egy téglalap (alaku zdsz16) fel van osztva n darab sdvra. Mind-
egyik sdvot befestjiik valamilyen szinre. Osszesen k-féle festékiink van. Hanyfé-
leképpen szinezhetjiik a zasz16t, ha két szinezést akkor tekintiink kiilonb6zonek,
ha nem vihet6k at egymadsba a téglalap valamilyen szimmetridja (tengelyes vagy

kozéppontos tiikkrozés) révén?

3.3.15. Megoldas. Legyen X az Osszes szinezett zaszlonk halmaza. Ezen a hal-
mazon hat a D, Diédercsoport. Két szinezés akkor megkiilonboztethetetlen <=,
ha egy palydn vannak. Vagyis a kiilonb6z6 pdlydk szdmanak a meghatdrozésa a
cél.

Tudjuk, hogy |D,| = 4, vagyis van benne egy helybenhagyas, egy vizszintes és
egy fliggdleges tikkrozés, és egy 180°-o0s forgatas (=kozéppontos tiikkrozés). Belat-
hat6, hogy a fiiggdleges tiikrozés, €s a helyben hagyads fixdl minden z4sz16t, vagyis
az Osszes lehetséges eset itt: k™. Ugyanigy a forgatdssal, és a vizszintes tiikkrozés-
sel kapott esetek szdma is megegyezik, annyi kiillonbséggel, hogy itt két esettel

allunk szemben, ha n péros, illetve ha paratlan.

1) Ha n pdros, akkor az elsG  sdvba tetszOlegesen valaszthatok szint, ez pe-
dig meghatdrozza a masodik felét a zdszlénak. Ebben az esetben k2 féle
lehetSségiink van. fgy az osszes esetet megadhatjuk a Burnside-lemma se-

gitségével:

1

zeX

(2K + k2)

A~ =

i1) Ha n pératlan, akkor az utolsé sdvot tetszOlegesen szinezhetjiik, és felette

z 7z ~ 7z 2 . 27 . 2 n—1
paros darabszdmu sdv van, az el6bbiekbdl kiindulva a darabszam: k2 -k =
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3. Csoportok grafjai 3.3. Csoport grafja

k2 , vagy1s 0sSzesen:

n+1

(2K KT

o

3.3.16. Allitas. A Cayley-grafnak nincs mds automorfizmusa, mint a csoport ele-
meivel val6 szorzasok. Azaz: ha f egy automorfizmus, akkor 1étezik olyan b eleme

a csoportnak, hogy a csoport minden g elemére f(g) = bg teljesiil.

Bizonyitas. Vegyiik a Cayley grafot: I' = I'(G, H), ahol GG csoport, H pedig a ge-
neratorhalmaz. Mivel H generdlja G-t ezért a I 0sszefiiggd. Ekkor 1étezik b € G,
amelyre f, : I' — T, hogy f, : ¢ — bg minden g € . Konnyen lathat6, hogy
fo € Aut(I') és b — f, egy injektiv homomorfizmus G — Aut(I"), ekkor meg-
kapjuk G-t mint Aut(I") részcsoportja. Ha egy automorfizmus 1 cstcsot helyben
hagy, akkor az 6sszeset helyben hagyja. Ilyen a trividlis automorfizmus. Legyen o
egy automorfizmusa a Cayley-grafnak GG csoportban, amely az egységelemet a b-
be viszi, vegyiik f, automorfizmust: o - f; '-el, ez b-t fixen hagyja, vagyis trividlis

automorfizmus. [

3.3.17. Megjegyzés. A fenti allitds csak iranyitott Cayley-grafokra igaz.

3.3.2. Lovasz-sejtés

Most kovetkezzen egy magyar vonatkozdasu sejtés, amely a volt intézetigaz-

gatonk, Lovész Laszl6 nevéhez flizddik.

3.3.18. Allitas. Most tegyiink meg két 4llitast Cayley-grafokra vonatkozélag.

1) Minden irdnyitott és irdnyitatlan Cayley-graf is cstcs-tranzitiv.

ii) Cayley-graf 0sszefiiggs, az irdnyitott Cayley-graf erésen 0sszefiiggo.
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3.3. Csoport gréfja 3. Csoportok grafjai

3.3.19. Sejtés. (Lovasz-sejtés Cayley-grafokra) Minden véges, osszefiiggd Cayley-

graf tartalmaz Hamilton-kort.

3.3.20. Sejtés. (eros Lovasz-sejtés) Az ot ismert kivételen kiviil minden véges,

Osszefliggd csucs-tranzitiv graf tartalmaz Hamilton utat.

3.3.21. Megjegyzés. A sejtés nem igaz iranyitott Cayley-grafokra.
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4. fejezet

Csoportok a mindennapi életben

4.1. Varosi utcak csoportja

4.1.1. Definicié. Most, hogy mar bevezettiik a csoportok grafjat besz€ljiink a D,
vagyis a végtelen Diérdercsoportrél, ami az egész szimok egybevagdsagi transz-

formdci6ibdl all, vagyis vessziik az eltolds és a 0°-ra val6 tiikrozést:

Doo = {f,t: 1" = (tf)* = ¢}
Ezt a csoportot megkaphatjuk ugy is mint két Ciklikus csoport direkt szorzata:

DOOZOQXCOO

4.1.2. Megjegyzés. Dyck tétele szerint D, -nek mindegyik véges D,, Diédercso-

port faktora.
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4.1. Vérosi utcdk csoportja 4. Csoportok a mindennapi életben

Nézziik is meg ennek a csoportnak a grafjat:

—f
________ t
3 2 tf! t tf tf? tf? tf*
> >————>————>————>——+——>—
I 1 I I 1 I I 1
1 1 1 1 I 1 I 1
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 I 1 1 1
1 1 1 1 1 I I 1
U SN GRS SR U G SR
£3 2 £ e f f? f? £

4.1. dbra. D, Diéder csoport

Ezt a graf ugy néz ki, mint két mellékutcakkal 6sszekotott egyiranyu utca.

4.1.3. Definici6. Tekintsiik a C.,, x C, = C2 csoportot. Ezt a csoportot nevezziik

a vdrosi utcdk csoportjanak.

’ 2
t —_—
e
T 7 T A tf i i
f— 3 f—-’ f*l e f f') f 3
Ve e A tlf tf?
N =

4.2. abra. C2. Vérosi csoportja
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4. Csoportok a mindennapi életben 4.2. Utcsoportok

4.2. Ijtcsoportok

4.2.1. Topolégia

A topoldgia (régiesen: "helyzetgeometria") a geometridnak az az dga, amely
a geometriai alakzatok dsszekotésének modjaval foglalkozik, és ugyanakkor olyan
tulajdonsagokat, mint példdul a hosszisag, figyelmen kiviil hagy. A topoldgia a
geometriai alakzatoknak a folytonos (vagyis szakitas, lyukasztas stb. nélkiili) de-
formdcidk (pl.:nyujtasok, csavardsok stb.) kdzben is megmaradd, vagyis invaridns

tulajdonsdgaival foglalkozik.

4.2.1. Definicié. Zart utakat tekintiink, amelyek a tér egy fix P pontjaban kez-
dbdnek illetve végzddnek. A P ponton dtmend a; és ay utakat egyenlének fogjuk
nevezni, ha a,-et folytonos véltoztatissal as-be tudjuk deformdlni. Az utak ilyen
egyenl&ségét homotdpidnak nevezziik €s a; valamint a, egyenld utakat homoto-

pikusnak hivjuk.

4.2.2. Megjegyzés. Elsore tigy tlinhet, hogy a P-n dthalad6 6sszes zart it egyenld,
vagyis homot6pikus. Ha az "tires" térben vessziik fel a P pontot akkor ez igaz. De
ha a térben mar vannak "akadalyok" akkor ez mar igaz. Példaul szoritkozzunk a
sikra és kossiik ki, hogy egyetlen tit sem haladhat at a sik egy fix korlemezén. Ek-
kor barmely olyan zart a, tt folytonosan 6sszehtizhat6 a P kezd6pontjara, amely
nem tartalmazza ezt a rogzitett kort, viszont a kort magaba foglalé a, Ut nem
hizhat6 0ssze folytonosan P kezddpontjara, és nem deformdlhaté a;-be anélkiil,

hogy a tiltott tartomédnyon ne haladnank at. Ezt szemlélteti az aldbbi 4bra:
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4.2. Utcsoportok 4. Csoportok a mindennapi életben

Feladatunk taldlni egy csoportot a topoldgikus térben, melynek elemei a homot6-

pikus utak osztdlyai. Ehhez sziikségiink lesz egy bindris miiveletre.

Most nézziik is meg szemléltetd abrak segitségével, hogyan is néz ki a valasztott

binaris miveletiink:

4.2.3. Definicié. Vegyiink egy P pontot a hairomdimenzids térben, és tekintsiik a

P-n atmend a; és ay zart utakat.

a) Szakitsuk el a; végpontjat P-tol.
b) Szakitsuk el ay, kezd6pontjat P-tol.

c) Kossiik 0ssze a; végpontjat ay, kezdSpontjaval, eredményiil a zart b utat

kapjuk.

aj

P p

(a) 1épés (b) 1épés (c) 1épés
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4. Csoportok a mindennapi életben 4.2. Utcsoportok

4.2.4. Megjegyzés. A b-t a; és ay szorzatanak hivjuk, és a,a, = b alakban irjuk.

Konnyen belathato, hogy ez a miivelet asszociativ.

Most vezessiik be az "akadalyt" a térben. Az utjaink a hdromdimenzids tér bar-
mely pontjan dthaladhatnak, kivéve egy specidlis zart gérbe pontjain. A megha-
tarozottsag kedvéért a gorbét tekintsiik kornek, €s jeloljilk most A-val. Azokat a
pontokat, amelyek nem a tiltott gérbe pontjai sokasagnak nevezziik. Azokat a zart
utakat tekintjiik, amelyek a sokasdg valamely P pontjdban kezd6dnek, illetve a so-
kasdg pontjain haladnak at. Legaldbb két Iényegesen kiilonboz6 helyzet adédhat.

Ezeket az aldbbi dbrankon a, és a, utjaink reprezentaljak

1) Az a4 ut folytonosan 6sszehizhaté P-re.

2) Az ay Ut nem hdzhat6 folytonosan 6ssze a P-re anélkiil, hogy at ne hatol-

junk az A gorbén.

ap

A P-re 6sszehizhat6 utakat [e]-nek hivjuk, a mdsik homotGpia-osztalyba
vannak az as-re folytonosan dsszehtizhat6 utak (ezek P-re nem hizhaték Ossze)

ezeket [a] jeloli.

4.2.5. Definicié. Egy utnak azt tekintjiik inverzének, amit az irdiny megvaltoztata-
sdval kapunk. Barmely homot6pikus dtnak [g] osztdlyahoz taldlhaté [g] ! osztély,
hogy [g] barmely ttja [g] ! dtjdval vett szorzata az [e] ttjat adja. Beldthatd, hogy

tetszGleges g dtra a gg~' és a g~'g az [e]-hez tartozo utak. Tekintsiik példdul az
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4.2. Utcsoportok 4. Csoportok a mindennapi életben

1

alabbi abran 1év6 a utat (az o~ €s az a valdjadban egybeesik, csak szemléltetési

célbdl van kiilon).

4.2.6. Definicié. Vizsgaljuk még meg az aa vagyis a? 4ltal reprezentélt utak osz-

talyat. Az [a] osztély két kiillonbozd dtjanak szorzatét vessziik, ezeket az utakat az

alabbi dbran a és a* jeloli.

4.2.7. Megjegyzés. A masodik dbran lathato tut atdeformalhat6 a harmadik abran
l4thaté ttba, de se [e]-be, se [a]-ba nem deformélhaté. Az a? it 4j osztalyba tarto-
zik, amelyet [a?] = [a]? jeloli. Ennek létezik [a 2] = [a]~? inverze.

Hasonlé médon megkonstrudlhaté az [a®], [a=3], [a*], [a™4], [@"].... A sokasdg

0sszes homotdpia-osztadlydnak halmaza csoportot alkot.
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4. Csoportok a mindennapi életben 4.2. Utcsoportok

4.2.8. Megjegyzés. Hasonl6an érdekes lehet megvizsgalni a két kor altal megha-

7 2z

tarozott sokasagokat. E16szor néhany szemléltetd dbra arrdl az esetrdl melyben a

két kor diszjunkt.

Lathat6, hogy az aba='b~! it nem hiizhat6 dssze P-re, tehdt ab # ba. Tehét a

csoport nem kommutativ.

ben beldthaté az 4bra alapj4n, hogy az aba~'b~! folytonosan deformélhaté P-
be, vagyis az [e] osztélyba tartozik, vagyis kommutativ. Segitségként hasonlitsuk
0ssze a masodik csoportnak az 4brijat, az el6z6 nem kommutativ csoportnak az

abrajaval.
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4.3. Csoportok és tapétatervek 4. Csoportok a mindennapi életben

4.3. Csoportok és tapétatervek

Csoportok tanulmédnyozasa 1ényegében a struktiira és relaciok tanulméanyo-
zasét jelenti. Eppen ezért gyakran taldlkozhatunk olyan mintdval, amely ismét-
16dve befedi az egész sikot, és ez valamilyen csoportnak felel meg. A legrégebbi
csoport-reprezentaciot a tizenharmadik szazadban, a morok készitették, ekkor épi-
tették ugyanis a granadai Alhambrat. Mivel ezeket a csoportokat, gyakran tapé-
tdkra festették, ezért ezeket a csoportokat szokds tapétacsoportoknak hivni. Ossze-
sen 24 tapétacsoport van, koziiliik hétnek a grafja csak a végtelen savban ismét-
16dik, a maradék 17 pedig az egész sikra kiterjed. Ebben a fejezetben csak az
utébbiakkal foglalkozunk.

Ha az egész sikot szabélyos sokszoggel szeretnénk befedni, akkor belathatd, hogy

az aldbbi harom eset van, melybdl az els6 kettd egymads dudlisa, mig a harmadik

it EEEEEE]
' h
T v
| '
| '
| '
| '
_____________

4.3.1. Definici6. Megmutatjuk, hogy ez miért is alkot csoportot. Az egyszerliség

onmaganak duélisa.

kedvéért csak a harmadik dbraval mutatjuk meg. Ehhez az alabbi dbrat melléke-

lem, ezen illusztrdlom, hogy ez tényleg csoport.
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4. Csoportok a mindennapi életben

4.3. Csoportok és tapétatervek

4.3.2. Definicié. Lathat6, hogy itt s és r generdtorok kiillonboz6 irdnyu eltoldst

jelentenek. Ha az dbrdra néziink, lathatjuk, hogy ez igazabdl a mutatott vérosi ut-

cék csoportjaval izomorf.

A kovetkez$ tapétacsoportban egy derékszogli haromszoget tekintiink, melyet

szintén két elem generdl: egy r : 90°-os forgatds a derékszogii csucs koriil, és

egy s atfogora vald tikkrozés. Ennek az dbrdja itt 1athaté: Ennek a csoportnak a

2

relacii: r* = s* = (rs)! = e. Ennek a csoportnak elkészitettem a tapétatervét,

ami itt lathato:

4.3.3. Példa. Utolsénak vegyiink egy 60°-os rombuszt, melynek két generatora:

r = 120°-os forgatds az egyik 120°-os csucs koriil, a mésik generdtor s = 120°-os
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4.3. Csoportok és tapétatervek 4. Csoportok a mindennapi életben

3

forgatds a mésik 120°-os cstcs koriil. Ennek relécidi: 73 = s3 = e. Ennek mdr

csak a tapétatervét mellékelem:

Lezéarasként pedig egy latvanyos tapétatervvel szeretném befejezni a szakdolgo-

zatom.
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