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Bevezetés

A nemeuklideszi geometriak irdnti érdeklddésemet 2002-ben, még altalanos iskolas ko-
romban keltette fel az Almok Almodéi kiallitison néhany érdekes mintazat( iivegbdl ké-
sziilt siklap, gomb és félgomb. Emlékszem, hogy akkor még nem értettem, miért nem le-
het a félgdmbon is a gdmbon érvényes szabalyokat kdvetni, nem tudtam, hogy mindez

csak egy modellje egy masfajta geometridnak.

Nagy 6romot jelentett, amikor megtudtam, hogy a kiallitdson latott targyak szellemi atyja,
Lénart Istvan tanit az egyetemen, rdadasul éppen gombi geometriardl szol6 kurzusai van-
nak. A Nem-euklideszi geometridk az iskoldban I.—II. cimii kurzusain ismerkedtem meg
kozelebbrdl a gombi geometriaval, és nem csokkent a kezdeti érdeklédésem és lelkesedé-
sem, ezért dontdttem gy, hogy a szakdolgozatomat is ebben a téméban szeretném elké-

sziteni.

Szakdolgozatom célja annak vizsgalata, hogy a kor egyes sikbeli elemi matematikai alkal-
mazasai mennyiben vihetk at a gdmbi geometriara, hogyan valtoznak, és ennek mik az

okai.

Szlikebb témaul a kort valasztottam. A masodik fejezetben olyan szerkesztések sikbeli és
gombi valtozataval foglalkozom, melyeknek csak a gdmbi valtozataban hasznalunk kort.
A harmadik fejezetben a Thalész-tételt és a keriileti szogek tételét vizsgalom meg koze-
lebbrdl. A negyedik fejezet téméja a korok és érintdik. Ez a téma sikban szorosan kapcso-
lodik a Thalész-tételhez, ebben a fejezetben gdmbi megoldasokat vizsgalok, melyekhez
nincs sziikség Thalész-tételre. Az 6todik fejezetben bemutatom a Lexell-kort és egy alkal-
mazasat, a gdmbi teriiletfelezd pont meghatarozasat. Ennek sikbéli valtozatahoz nem kap-
csoldodik kor, a gombi valtozatdhoz viszont igen, s6t a gdmbi keriileti szogek tételére is

szlikség van benne.



Mindezt feladatokon keresztiil vizsgalom: mi torténne egy geometria feladatgylijtemény-
nyel, ha olyan 1ények kezébe keriilne, akik gémbi geometriaban gondolkoznak? Milyen
feladatok vihet6k at sikbol gombre, bizonyos megoldasok milyen valtoztatasokkal vihe-
tok at, mivel lesziink szegényebbek, mivel lesziink gazdagabbak a gdmbon? Talan azért
1s, mert a sik geometridjaban ndttiink fel, az lehet a benyomasunk, hogy a sikon kdnnyebb
szerkeszteni. Azt gondolhatnank, hogy a gdbmbdn csak nehezitd tényezokkel talalkozunk,
példéaul, hogy nincs parhuzamossag, ezzel minden olyan szerkesztés, ami erre épiil, maris
hasznalhatatlan. Szakdolgozatomban szeretném ezt megcafolni, megmutatni, hogy gém-
bon sem nehezebb szerkeszteni, sét, I1éteznek olyan modszerek, amik sikban nem hasznal-

hatok, és amikkel egy sikban viszonylag hosszadalmas feladat gombon leegyszertisodik.

Tobb okbol is hasznosnak tartom az iskoldban a gombi geometriaval vald foglalkozast.
Aziltal, hogy megprobaljuk atiiltetni gombre a sikban tanultakat, sokkal inkabb elmélyiil
egy-egy fogalom a diakok fejében. Amig az euklideszi sik geometridja az egyetlen geo-

metria, amit ismernek a didkok, az axidémak felesleges szOrszalhasogatasnak tiinnek.

A szakdolgozatomban 1évé abrakat a GeoGebra, a Spherical Easel és az Inkscape nevi

programok segitségével szerkesztettem. A 26. és 27. dbrakat Lénart Istvantdl vettem at.

A 22. dbra a Gombi kishajo nevii programmal késziilt, melyet annak hasznos pedagogiai
vonatkozasai miatt néhany mondatban bemutatok. A program ugy mukodik, hogy egy
gdémbon elhelyezhetiink pontokat, melyek egyre nagyobb sugart korré ndnek, mignem a
pont atellenes pontjdban ismét korré zsugorodnak, és a folyamat kezdddik eldlrdl, csak
most az atellenes pontbdl indul a novekedés. Ezek a novekvo és csokkend korok lehetdsé-
gek tarhazat nyitjak meg a felhasznalo el6tt. A program szoérakoztatd modon segit a duali-
tas megértésében, €s a téman talmutato kérdéseket is felvet, mint példaul az iranyitott kor
fogalma, vagy azt, hogy mi lenne, ha a pont helyett a ponthoz mint sugarhoz tartozé kor-
sorozatot tekintenénk legegyszertibb alakzatnak a gdmbon. A program a http://cie.web.el-

te.hu/kishajo/ webhelyrdl érhetd el.

Mivel barmely két gdbmb hasonld, a konnyebb érthetdség kedvéért a szakdolgozatomban

gdémbon egységsugarii gombot értek.



1. A gombi geometria néhany alapveto fogalma

Ebben a fejezetben bemutatom a gdmbi geometria alapfogalmait, és tisztazok néhany
alapvetd fogalmat, amikre a szakdolgozatom késdbbi fejezeteiben épitek. Az alapfogal-
makat nem definialjuk, tartalmukat axioméak hatdrozzdk meg azéltal, hogy felsoroljak

azokat a tulajdonsagaikat, amelyekbdl a tobbi tulajdonsaguk levezethetd.

1.1. Pont
Egy geometria felépitésénél sziikséges, hogy meghatarozzunk egy legegyszerlibb alakza-

tot. Szemléletlinkbdl addddan értelemszertinek tlinik a pont, viszont ha valaszt kéne adni
arra a kérdésre, hogy miért, teljesen kielégitd volna azt mondani, hogy ,,csak”. Pontot
még senki nem latott, mégis ha kimondjuk ezt a fogalmat, mindenki hasonlora gondol.
Nehéz definialni, és mivel alapfogalom, erre nincs is sziikség. Tulajdonsagait az axidmak

irjak le. Euklidész igy definialta: ,,Pont az, aminek nincs része.”

1.2. Egyenes
Ha legegyszeriibb alakzatnak a pontot tekinthettiik, tekinthetjiik masodik legegyszertibb-

nek az egyenest, amit sikban két pont hatdroz meg, ugyanigy gdmbon is, kivéve azt az

esetet, amikor a két pont atellenes. Az egyenes a geometridnk masik alapfogalma.

Egy gombi egyenes a gombfeliilet és a gdbmb kozéppontjara illeszkedd sik metszete. Ne-
vezziik gombi fokornek is, hiszen valdjaban egy kor, méghozza a legnagyobb a gombon.
Az alabbi tablazat a sikbeli és a gombi egyenes legfontosabb tulajdonsagait hasonlitja

ossze [9].



Egyenes vonal a sikon

Gombi fokor a gombon

Végtelen hosszsagi

Véges hosszusagu

Nincs kozéppontja

Két atellenesen elhelyezkedd kozéppontja
van (az egyenestdl legtavolabb
elhelyezked6 pontok) Ezeket polusnak
nevezziik, a hozzéjuk tartozd egyenest
pedig polarisnak.

Ha elindulunk egy egyenes vonalon, soha
nem ériink vissza a kiindulasi pontba.

Ha elindulunk egy f6koron, visszaériink a
kiindulasi pontba.

Két kiilonboz6 ponton at egy és csak egy
egyenes vonalat rajzolhatunk. A két
kiilonb6z6 pont egy véges és két végtelen

Két kiilonboz6 ponton at egy és csak egy
fokort rajzolhatunk, kivéve hogyha a két
pont atellenes, ebben az esetben végtelen

sokat. A két pont két véges szakaszra bontja
a fokort.

részre bontja az egyenest.

A gdmbi fokoriv a legrovidebb Gt gdmbon
két pont kozott.

Az egyenes szakasz a legrovidebb ut sikon
két pont kozott.

1.3. Tavolsagmérés
Nevezziik O-nak a gomb kdzéppontjat. A gomb feliiletén 1évé 4 és B pont gdombi tavolsa-

ga AOB<, tehat a gombi tavolsagot fokban fogom mérni. Két pont altal meghatarozott
gémbi szakasz a rajuk illeszkedd egyenes koztiik 1évo egyik része. Két pont tdvolsagan a
két pont altal meghatarozott egyenesen a két pont kdzti nem nagyobb szakasz hosszusagat
0<d<180° d=180°

értjiik. Tehat esetén a két pont atellenes.

1.4. Szogmérés
Gombi félegyenesen egy fél fokorivet értiink. Ahogy a sikon, ugy a gombfeliileten is két

kozos kezddpontu félegyenes hataroz meg egy szogtartomanyt. Két kozos kezddponttal
rendelkezd gombi félegyenes egy gombkétszdget hataroz meg. Két kozos kezddponttal
rendelkezd félegyenes végpontja is kozds, méghozzad a kezddpont atellenes pontja. A
gdmbon két félegyenes altal bezart szog a cslicsaihoz tartozo poldris egyenesnek a szog-
tartomanyon belill 1év6 szakaszanak hossza. Tekintsiink egy gombi fokort 360° hosszusa-

gunak.

Ha a gdmbot az euklidészi tér elemének tekintjiik, Ggy is fogalmazhatunk, hogy a gdmbdn

két egyenes altal bezart szog alatt azt a szoget értjiik, amit a térben a két egyenes altal



meghatarozott két sik bezar egymassal.

1.5. Teriiletmérés
Nevezziik egy teriiletegységnek annak a gdombharomszdgnek a teriiletét, melynek két szo-

ge derékszog, a harmadik 1°-0s. Ebbdl kovetkezik,
hogy a gombfeliilet teriilete 720 teriiletegység.

1.6. Parhuzamossag, merolegesség
Fontos kiilonbség sik és gomb kozott, hogy a gom-

bon nem létezik parhuzamossag. A sikon két kii-
16nb6z6 egyenesnek nulla vagy egy kozos pontja
van. Nulla k6zos pont esetén parhuzamos a két
egyenes, egy kozos pont esetén pedig metszd. A

gdémbon barmely két kiilonbozd egyenesnek ponto-

san két kdzos pontja van.

—

1. abra Merdleges egyenesek

A merdlegesség gdombon is 1étezik, am mig a sikot két
merdleges egyenes négy végtelen egybevagd tarto-
manyra bontja, a gombfeliiletet két merdleges fokor

négy véges egybevago tartomanyra bontja.

1.7. Gombkétszog, gombharomszog
A gbombkétszog a sikhoz képest gdmbi sajatossag. Mi-

vel a gdbmbon barmely két merdleges fokor pontosan
két pontban metszi egymast, létezik olyan alakzat, A
melynek két csticsa van és oldalai egyenesek. Ez 2. abra Gombkétszog
a gombkétszog. A gdmbkétszog két szoge meg-
egyezik egymassal, és nem lehet nagyobb 180°-
nal. A teriiletegység definiciojabol kovetkezden a
gdmbkétszog  teriilete  szogeinek — Osszege:

I'=2a . T<360

Ha a sikban harom pontot paronként 6sszekotiink

3. dbra Gombharomszég



egy egyenessel, egy haromszoget kapunk. A gdmbon ha ugyanezt elvégezziik, nyolc ha-
romszoget kapunk, ezért az egyszeriiség kedvéért megegyeziink, hogy két csticsot a koz-
tilk 1év6 rovidebbik szakasz mentén kotlink dssze. Ezeket a haromszogeket Euler-féle ha-

romszogeknek nevezziik.

A sikban egy haromszog szdgeinek dsszege 180°. Gombon 180 °<a+f+y<540° Ab-
ban az elfajult esetben 540° a hdromszdg szdgeinek Osszege, amikor mindharom csticsa
egy fokorre illeszkedik, ¢s mindegyik cstcs a masik két pontot 6sszekoté hosszabbik {6-

korivre illeszkedik, ha ez nem teljestil, akkor pedig 180°.

Egy haromszdg AB oldaldhoz tartozé kiegészité haromszognek nevezziik azt a haromszo-
get, amelynek csticsai A, B és C'. Ennek és a gdmbkétszog teriiletének felhasznalasaval
levezethetd a haromszog teriiletének kiszamitasi modja Tekintsiik az AA', BB' és CC'
gombkétszog-parokat. Ezek lefedik a gombét, sot az ABC haromszoget, és atellenesét,
A'B'C'-t haromszorosan, vagyis ezeknek a gombkétszog-paroknak a teriiletdsszege a

gombfelszin teriileténél a haromszog teriiletének a négyszeresével nagyobb.

2-(20+2B+2y)=720+4T ¢
T =0+ +y—180

Tehat a haromszog teriilete a gdmbharomszog gombi szogfoloslegével egyenld.

1.9. Korok
1.9.1. Definicié. A kérvonal a feliilet azon pontjainak mértani helye, amelyek egy feliilet

adott pontjatol (4) adott r tavolsagra vannak. Sikon » barmilyen nagy lehet, a gdmb vi-
szont véges feliilet, egy kor sugara maximum 180° lehet. Gombon 1étezik egy masik szar-
maztatasa is a koérvonalnak: azon pontok halmaza, melyek egy egyenestdl egyenld tavol-

sdgban vannak. Az ilyen médon szarmaztatott koroket ekvidisztans koroknek nevezzik.

A sikon minden kornek egy kdzéppontja van, a gdmbon viszont ha egy ponttol r tdvolsag-

ra 1évo pontokat tekintjiik, ezek a pont atellenesétdl éppen 180° — r tdvolsagra vannak.

A 90° sugarti korok kitiintetett szerepben vannak, ezek a leghosszabb keriiletti korok a



gdmbon, gombi fokoroknek hivjuk Oket, ezek veszik at a gdmbon az egyenes szerepét.

1.9.2. Definicié. Egy O kozéppontt r sugaru kor polarkore azoknak a koroknek a halma-
za, amelyeket Ggy hatdrozunk meg, hogy a kor minden pontjanak vessziik a polarisat,

azaz azt a fokort, melynek a pont a kozéppontja.

Egy fogalom dudlisat ugy kapjuk meg,
hogy a benne 1évé a pont és az egyenes
szot, illetve a szog és a tavolsag szot meg-
cser¢ljiik. Eszerint a polarkor definicidja:
Azon egyenesek halmaza, melyek egy
adott egyenessel r szoget zdrnak be. A
gyakorlatban polarkornek ennek a két
egyeneshalmaznak a burkolojat tekintjiik,
tehat a 90°-r sugaru és a 90°+r sugara ko-

roket.

90°-o0s sugéarnal a fokor polusadhoz jutunk,

r > 90° esetén pedig tekintsiik az atellenes 4. dbra r sugari korhoz tartozo polarkorok

pontot kdzéppontnak, és ezzel visszavezettiik az » < 90° esetre.



2. Egybevagosag, hasonlosag és az ekvidisztans kor

alkalmazasa

A kovetkezo fejezetben egy feladatpar sikbéli és gdmbi megoldasan keresztiil jarom korbe
annak kérdését, hogy a sikban ismert egybevagdsag és hasonlosag atvihetd-e, és milyen
forméaban gombre, illetve bemutatom, hogy bizonyos esetekben a sikban létezd parhuza-
mossag helyett a gdmbon alkalmazhatjuk az ekvidisztans koroket. Ez a feladatpar sikon
€s gdmbon is értelmezhetd, viszont a par masodik fele a gdombon a sikon vettdl eltéréd mo-

don oldhaté meg, és eredménye is kiilonbozik a sikbéli eredménytol.

2.1. Feladat. Adott egy szdgtartomany, melyet az O pontbol induld a és b félegyenesek
hatdroznak meg. P a szogtartomany egy adott a egyeneshez kdzelebb 1évd belsd pontja.
Szerkessziink P ponton at egy e egyenest, amelynek az a és b félegyenesek altal meghata-

rozott bels6 szogtartomanyba esd szakaszat P pontosan felezi.

A sikban értelmezett feladat megoldasa:
Tiikrozziik P-re kozéppontosan az a
egyenest. Az a egyenes tlikorképe a'
Tehat barhogy vesziink fel P-n keresz-
til egy egyenest, a-val és a’-vel vett
metszéspontjai egyenld tavolsagra lesz-
nek P-t6l. Nevezziik a' és b egyenesek
metszéspontjat B-nek. Vegyiik fel a PB
egyenest. Ennek a-val vett metszés-

pontjat nevezziik 4-nak. Az a' egyenes

szarmaztatasabol kovetkez6en

5. abra

AP=PB | vagyis megtalaltuk a kere-

sett egyenest.
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A feladat megoldasdban azt hasznaltuk ki, hogy egy pont €s annak kézéppontos tiikrozés-
sel kapott képe egyenld tavolsagra van a tiikrozés kozéppontjatol. Igaz, hogy a és a' par-
huzamosak, viszont ez csak egy kdvetkezménye az egyenes sikban vett kézéppontos tiik-

rézésének, ezt kdzvetleniil nem hasznaltuk ki.

A gombon értelmezett feladat megoldasa:

Mivel a gdbmbon barmely két egyenes két pont-
ban metszi egymast, egy gdmbi szogtartomany
tulajdonképpen egy gombkétszog. Tehat adott
egy O és O' csucsu, a és b oldali gombkétszog,
benne egy P ponttal. Tiikrézziik a egyenest ko- -
zéppontosan P pontra. A sikban alkalmazott el- |
jarast itt is hasznalhatjuk: valasszunk két tetszo-
leges pontot a tiikkr6zendd egyenesen. Nevezziik
ezeket E-nek és F-nek. Hizzunk meg az E-re és

P-re, illetve az F-re és P-re illeszkedo fokoro-

ket. Masoljuk at EP illetve FP szakaszokat a 6. dbra

megfeleld egyenesekre P-t0] vett masik iranyba.

Ezek meghatarozzak a G és a H pontot. Az ezekre illeszkedd fokor a tiikrozendd egyenes
tiikorképe. Az a és a’ altal meghatarozott gdombkétszognek a tiikr6zésbdl adodoan P a ko-
zéppontja, és metszi b egyenest. Nevezziik a’ egyenes b-vel vett metszéspontjat B-nek.
Vegyiik fel a PB egyenest. Ennek a-val vett metszéspontja PB tavolsadgra van P ponttdl,

tehat megtalaltuk a keresett egyenest.

2.2. Feladat. Adott egy szogtartomany, melyet az O pontbol induld a és b félegyenesek
hataroznak meg. P a szogtartomany egy adott kiilsé pontja, mely az a egyeneshez koze-
lebb helyezkedik el, ¢s OP egyenes a-val bezart szoge kisebb, mint a egyenes b-vel bezart
szoge. Szerkessziink P ponton at egy e egyenest, amely a egyenest A pontban, b egyenest

B pontban metszi, és PA = AB.
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A sikban értelmezett feladat megoldasa:
Tiikrozzlik P-t a egyenesre. P tiikorképe
P'" pont. Hizzunk P'-n keresztiil a-val
merdlegest, ezt nevezziik c-nek. A ¢ ¢és
b egyenesek metszéspontjat nevezziik
A-nak. Vegylik fel a P'-re és A-ra illesz-
kedd egyenest, ennek a-val vett met-
széspontjat nevezziik B-nek. Mivel a ¢€s
¢ parhuzamos egyenesek és P pont a-ra

vett tilkorképe P’, ezért BP' = AB. A

DCP és a P'AP haromszog hasonloak, ’ 7 dbra
mivel P csucshoz tartozd szogilik kozos,

P'P oldal kétszerese DP oldalnak és AP’ oldal kétszerese CD oldalnak.

A megoldas két hasonld haromszog segitségével a parhuzamossagot felhasznédlva adta
meg a megoldast. Az [1.6.] pontban tisztaztuk, hogy a gdmbon nem létezik parhuzamos-

sag, hiszen barmely két kiilonb6zd egyenes két pontban metszi egymast.

Tudjuk, hogy két sokszog hasonlo, ha megfeleld szogeik egyenldk, és megfeleld oldalaik
hosszanak aranya megegyezik, illetve azt is tudjuk, hogy az egybevagdsagtol eltekintve

két hasonld sokszdg teriilete kiillonbozik egymastol.
2.3. Allitas. A gdmboén nem léteznek hasonléd sokszogek.

Bizonyitds. Mivel minden sokszdg haromszdgekre bonthato, elég, ha haromszdgekre bi-
zonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy létezik két hasonldé haromszog a gdmbon, melyek-
nek teriilete kiilonb6z6: T; és T-.. A haromszoghdz tartozo [1.7.] fejezetben levezetett ki-

szamitasi mod alapjan:
a+f+y—180=T,#T,=a+[+y—180 ,tehat a+p+y#a+[+y

Ellentmondasra jutottunk, mivel a hasonldsag feltétele a megfeleld szogek egyenldsége,

melynek kdvetkezménye, hogy 0sszegiik is egyenld. m
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A gdmbon mas megoldast kell talalnunk, hiszen mar anndl a 1épésnél akadalyba iitkoz-
nénk, hogy hizzunk P'-n keresztiil a-val parhuzamost, és a hasonldsagot sem tudjuk ki-

hasznalni.

A gombon értelmezett feladat megoldasa:
Ahogy a sikbéli megoldasnal, itt is tiikrozziik P-t
az a egyenesre. PP’ és a metszéspontjat nevez-
zliik M-nek. Rajzoljuk meg az a-t6l MP' tavolsag-
ra 1évo kort Ezt az a egyeneshez tartozd MP' ta-
volsagu ekvidisztans kornek nevezziik. Ugy is
mondhatjuk, hogy egy olyan kor, amelynek a
egyenes polusa a kozéppontja, és z
r=90°—MP" sugaru. Ez a kor két pontban
metszi b-t, ezeket nevezzik 7;-nek és Tr-nek. Te-

kintsiik 7', 7>P haromszoget. Bocsassunk 7-bol

¢s T>-bdl merblegest a-ra. Ezek a-val vett met- 8. abra

széspontjait nevezzilk L-nek és N-nek. Az ekvidisztdns kor definicidjabol kovetkezden

T.L = PM = T.N. PT, a-val vett metszéspontjat nevezziik E-nek, PT, a-val vett metszés-

pontjat  pedig  F-nek. PEM <«=T /ML< , mivel cslcsszogek, ugyanigy
PFM <=T,FN < ,valamint 7T |LE<=PME <=T,NF <=PMF < mind derékszo-

gek. Ebbdl kovetkezden a két-két hdromszog paronként egybevago, ezért PE=ET,

illetve PF=FT, . Vagyis két olyan egyenest is talaltunk, amely kielégiti a feltételeket.

Az a f6kor PT, T, haromszdgnek 7P és T-P oldalat metszd kdzépvonala.
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3. Latokoriv, kertileti szogek tétele és a Thalész-tétel

Ebben a fejezetben megvizsgalom a kertileti szogek tételét, azt, hogy miért nem vihetd at

gombre, illetve milyen modositasokkal viheté mégis at a gombre. A Thalész-tételre ugy is

tekinthetiink, mint a keriileti szogek tételének egy specidlis esetére. Ezért, és mert a
gombre atvitt Thalész-tétel és a gdmbre atvitt keriileti szogek tétele kozti kapcsolatot sze-

retném bemutatni, ezeket egy fejezetben targyalom.

3.1. Keriileti és kozépponti szogek tétele a sikban

3.1.1. Definicio. Azt a szoget, amelynek a csucsa egy adott korvonal egy pontja, szarai

pedig a kor két hurjara vagy egy hurjara és egy érintdjére illeszkednek, a kor keriileti szo-

gének nevezziik.

3.1.2. Definicié. Azt a szoget, amelynek csticsa egy adott kérvonal kdzéppontja, szarai

pedig a kor két sugarara illeszkednek, a kor k6zépponti szogének nevezziik.

3.1.3.Tétel. Egy korben azonos ivhez tartozo ke-

riileti és kozépponti szogek aranya 1:2.

Bizonyitas. Adott AB korivhez a kdzépponti szog
csucsa csak egy helyen lehet, a kor kozéppontja-
ban, a kertileti sz6g csucsa viszont barhol elhe-
lyezkedhet a kor AB koriven kiviili ivén, ezért

tobb esetet kell megvizsgalnunk:

l.eset: A kor kozéppontja illeszkedik a kertiileti
sz0g egyik szarara. BCO A egy egyenld szaru
haromszog, tehat ha C csucshoz a szog tartozik,

a, BOC<=180°-2a ennek kiegészitd szoge,

9. abra 1.eset

AOB <=180°—(180°—2a)=2a
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2.eset: A kor kdzéppontja a keriileti szog szogtarto- 3 :
manyanak bels6 pontja. Ekkor az OC sugar behu- o %\\
zasaval tekinthetlink az dbrara mint két egyenld / Sy
szaru haromszogre, ahol a C csucshoz tartozé szog

a,+a, . Kihasznalva, hogy a haromszog szogei- Pl W .I

nek Osszege 180°, és hogy a teljes szdg 360°, az | » | -3
alapon fekvd szogek segitségével kifejezve .
£=360°—(180°—2a,)—(180°—2a,) 1 I Wi

ﬂ:z (0(1 +0!2):20, . H"--—._______J_"_______.--’

3.eset: A kor kdzéppontja a keriileti szogtartoma- ]
nyon kiviil van. Ebben az esetben az ACO ¢és a BCO v - ih.
egyenld szari haromszdgek alapon fekvo szogeinek 7 G
segitségével fejezziik ki a harmadik szogiiket, és a : ; -.
keresett AOB< ezek kiilonbségeként adodik: "I T __-——._..-_.-.;,--7*
p=180°—2a,—(180°=2(a+a,))=2a . \ S I.l

4. eset: Az utolso eset, amikor a keriileti szog egyik =~ % ' | 7
széra érint6. Ha a<90° |, 40B egy egyenld szaru R
haromszog. Jeloljik AB felezOpontjat F-fel. Ekkor ] I.-dbra 3 eset
AOF ¢és o szdg merdleges szaru szogek, tehat

AOB<=2a .Ha a=90° ,az érintd definicioja miatt tudjuk, hogy AOB< = 180°. Ha

a>90° , akdzépponti szég 360°—(180°—2(a—90°))=20 . m

A gdmbon ez a bizonyitds nem allja meg a helyét, hiszen kihasznaltuk benne, hogy a ha-

romszog szogeinek Osszege 180°. Mivel a gdbmbon a haromszog szogeinek 0sszege na-

gyobb, mint 180°, a bizonyitasnal hasznalt egyenld szarti haromszogek alappal szemkdzti

cslicsa nagyobb, mint a sikon. Viszont a teljes szog a gdmbdn is 360°, igy itt ugyanakkora

szOgbdl nagyobbat kivonva kisebb f-ra kisebb értéket kapunk, tehat nem teljesiil, hogy
2= .

Hogyan lehet a Thalész-tétel fogalmait hasznal6 tételt a gombre alkalmazni?
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3.2. Gombi Keriileti szogek tétele

A tétel kimondéasahoz vezessiink be néhany jelolést! Adott a gdmbdn A és B pont. Az alta-
luk meghatarozott egyenes két félgombre osztja a gdmbot. Nevezziik az egyik felet felso,
a masikat also félgdmbnek. Egy adott 0 € (—7/2,7/2) szadmara legyen K, az a pont,
melyben az AB szakasz felezOmerdlegesén fekszik, és K, AB<=|0| , és legyen olyan
Ky, hogy a fels6 félgdmbon fekszik, ha 8 pozitiv, és az alson, ha 0 negativ. Jeldljik ip-val
azt a felsé félgdmbon halado korivet, amelynek kozéppontja Ky és illeszkedik 4 és B

pontra.

3.2.1. Allitas. Ha C az iy iv egy tetsz6leges pontja, akkor az ABC gémbharomszog a, B, y

szogeire oa+f—y=20

Bizonyitds. Mivel K,A=K,B=K,C=r , ABKs/\, BCKyA\ és CAKy/\ haromszogek
egyenld szaruak, ebbdl kovetkezéen K,AB<=K,BA< , K,BC<=K,CB< ¢s

K,CA<=K,AC < . Vélasszuk kiilon az eseteket attol fliggden, hogy Ky az als6 vagy
felso félgdbmbon vagy AB gombi egyenesen helyezkedik el,és ha a felson, akkor az ABC

haromszogon kiviil vagy beliil.

1.Ky az also félgombon vagy AB gombi egyenesen helyezkedik el, tehat <0 . Ekkor
y=K,CA<+K,CB<=K,AC <+K,BC <=(a—0)+(f-0) ,vagyis a+B—y=20 .

2. Ky a fels6 félgdmbon van, és ABC goémbharomszoghoz tartozik. Ekkor ugyanaz irhatd
fel y — ra, mint az elébbi esetben, igy ekkor is megkapjuk eredményiil, hogy
a+f—-y=20 .

3. Ky a fels6 félgdmbon van, de nem tartozik ABC gombharomszoghdz. A szimmetria mi-
att elég csak azzal az esettel foglalkoznunk, amikor 4 csucshoz esik kozelebb. Ekkor

y=K,CA<—K,CB<=K,AC<—K,BC<=(a—-0)—(6—B) ,tehat a+pf-y=20 .m
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3.3. Thalész-tétel a sikban

3.3.1. Tétel (Thalész-tétel). A sik azon pontjainak
mértani helye, amelyekbdl egy megadott szakasz de-
rékszogben lathatd, a szakaszhoz mint atméréhoz

tartozo kor, elhagyva beldle a szakasz végpontjait.

3.3.2. Definico. A szakaszhoz mint atmér6hoz tarto-

70 kort Thalész-kornek nevezziik.

Bizonyitas (I). Ha a kor kozéppontjat osszekotjiik C
csticesal, kapunk egy AOC és egy BOC egyenld sza-

ri haromszoget. Mivel tudjuk, hogy a haromszog szogeinek osszege 180°, ez

tehdt o+p=90° ,igy ACB<=90° .m

Bizonyitas (II). A keriileti és kozéppont szogek

tételének bizonyitasa egyben a Thalész-tételt is o \ : :
bizonyitja, hiszen az annak egy specialis esete, ; < :\.‘\ \% \‘x.___
az az eset, amikor a kézépponti szog 180°, tehat ; § Y, Sl .I"x,_. "\‘ ‘\"-.I
a keriileti sz6g 90°. m i/ \, \\i,

& -,
.-'/ /'/ \\'\ B
A i
fﬁm._\_%% \_\‘ y
i e B A
l_.' _." z'; et ‘»\_‘ i
{1/ —
I| .'"__/ "--\._\__\_ \\
' u:_z e l_‘
F'\. e . ___.-"'-' ::I{
b — !
| ‘1-» -__,-'f |IIII
| 2 - i
LR e S —/
""'-L Y o \;.-
) - Y
5 -
\.\ L - &
L e s
1 s
e

N -, __p"f >
-
AV <

12. abra Thalész-tétel

20+2B

Ahogy a sikbéli keriileti szogek tétele, ugy a

Thalész-tétel sem igaz gombon.

3.3.3. Allitas. A Thalész-tétel nem érvényes gdmban.

A [3.3.1.] Tétel I. bizonyitasa azt is megmutatja, miért nem érvényes a Thalész-tétel gom-

bon. Gombon  20+2B>180° | vagyis a+/£>90°

Am ennél tobbet is allithatunk:

3.3.4. Allitas. Egy olyan ABC gombi haromszognek, melynek 4B oldala egy korre illesz-

kedik, C cstcsa pedig a korvonalon helyezkedik el, a C csticshoz tartozo szdge az AB

13. abra A Thalész-tétel bizonyitasa
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egyenesre ¢s az AB szakasz felezOmerdlegesére vett szimmetrikus eseteken kiviil a C he-

lyétdl fiiggd semelyik esetben nem ugyanakkora.

Bizonyitas. Az ABC| A\ ¢és az ABC>/\ két nem szim-
metrikus esetet jelentenek. Legyen M a BC, és az

AC, oldalak metszéspontja. Az AMC,A szdgei ~ —

a,—a, , & é oa,+B, , a BMCA szogei f'r i‘ﬂ_’” ..-"II'L:-.['-"':"“':-
B—P, . & & a,+f, . Tegyik fel, hogy !'h a\\” b
o+ f,=o,+p, . Atrendezve a,—a,=p,~f, , I\\.---_ _$ . _T_
ami azt jelentené, hogy a két haromszog szogei \\ .:
megegyeznek. GOmbon egy haromszog harom szo- ~— ]
ge egyértelmiien meghatdrozza a héaromszoget, -__4_:-#'
14. abra

vagyis ez azt jelentené, hogy a két haromszog egy-
bevago. Ez csak akkor igaz, ha a C cstics szimmetrikus AB egyenesre vagy AB szakasz fe-
lezOmerdlegesére. Tehat C csucs mozgatasdval minden mas esetben kiilonboz6 szoget ka-

punk. m

Nézziik meg, mi az, ami viszont igaz azokra a gdmbi haromszogekre, melyeknek egyik

oldala egy kor atmérdje, és cstcsai illeszkednek egy korre.

3.4. Thalész-tétel a gombon

3.4.1. Tétel (Gombi Thalész-tétel). A gdombdn azoknak a haromszogeknek, amelyeknek

egyik oldala egy kor atmérdje, a kiegészitd haromszogének a teriilete 180 gdmbi teriilet-

egyseég.

Bizonyitas. El8szor szamitsuk ki egy szogeivel megadott ABC gdmbi haromszog kiegészi-
t0 haromszogének teriiletét. Ahogy az [1.7.] alfejezetben levezettem, a szdgeivel meg-
adott gdmbi haromszog teriilete: 7=a+f+y—180 . A y szogli gombkétszog teriilete

pedig T = 2y. Ezek alapjan a haromszog AB oldalahoz tartozo kiegészitd haromszog terii-
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lete 7=180—a— f+y .A bizonyitas tovabbi részét kétféle modon is elvégeztem.

(1) A tételben megadott haromszog sajatossaga, hogy ha a kor kdzéppontjat 6sszekotjiik C
csuccsal, két darab egyenldszarth haromszoget kapunk, tehat a C csucshoz tartozd szog:
y=a+/f . vy-t behelyettesitve a kiegészité haromszog teriiletképletébe 7 = 180 -at ka-

punk eredménytil. m

(II). Ahogy a sikban a Thalész-tétel a keriileti szogek tételének specidlis esete, ugy gom-
bon is igaz ez a megfeleld tételvaltozatokra. A keriileti szogek tételének gombi valtozata-
ban ha a koriv éppen félkor, akkor 6 = 0. A kiegészité haromszogrdl tudjuk, hogy

T=180—(a+f—y) .Az emlitett allitas [3.2.1.] szerint: o + P — vy = 20. A keriileti sz6-

gek tételének gombi valtozataban ha a koriv éppen félkor, akkor 6 = 0, tehat 7= 180. m

3.4.2. Tétel (A gombi Thalész-tétel megforditasa). Adott a gdmbon egy 180 teriiletegy-
ség nagysagu haromszog. Ennek barmely oldalahoz tartozo6 kiegészitd haromszdg csticsai

az oldalhoz mint atméréhoz tartozo korre illeszkednek.

Bizonyitds. Nevezziik a haromszog csucsait A, B és C-nek, hozzajuk tartozé szdgeit a, B,
¢s y-nak. Tudjuk, hogy a+pf+y—180°=180° ,vagyis a+f+y=360° .Rajzoljuk
meg az oldalaihoz tartozo kiegészité haromszogeket. Példaul az AB oldalhoz tartozé ki-
egészitd haromszog szogei 180° - a, 180° - B és v, terlilete 180° +y —a — B.

Ay sz0ghoz tartozd csucs az AB atmérdji korivre illeszkedik <

(180°—a)+(180°— )=y e a+p+y=360° , ezzel bebizonyitottuk a tételt. m

Belattuk, hogy gombon nem igaz a sikbeli Thalész-tétel, azonban felmeriil a kérdés: mely
pontokbdl latszik a gdmbon 90°-ban egy adott szakasz? Létezik erre dsszefiiggés a gom-
bon, am ehhez olyan gombi trigonometriara van sziikség, amelynek kifejtése nem szere-

pel a szakdolgozatomban. Két specialis esetet azonban bemutatok:

Legyen az AB szakaszunk 90°, azaz egy negyed fOkoriv! Azok a pontok, melyekbdl ez a

szakasz 90° alatt latszik, egy gombkétszoget adnak, melynek oldalai merdlegesek AB sza-
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kaszra, és egyik oldala A-ra, masik B-re illeszkedik, A és B pont elhagyasaval. Ennek a

gombkétszognek a szogei 90°-osak.

Egy masik egyszeriibben vizsgalhat6 eset, amikor A és B tavolsaga 180 fok, azaz A ¢és B
atellenes pontok. Melyek azok a pontok, amelyekbdl az AB szakasz 180° alatt 1atszik? A
¢és B kivételével barhol vessziik fel C pontot, az mindenképpen illeszkedik egy AB egye-
nesre. Tehat a 14tokoriv definiciojabol kovetkezden az AB szakasz kivételével barhol fel-

vehetjiik C pontot.
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4. Korok és érintoik

Ebben a fejezetben, miutan definidlom a kor érintdjét, kordk érintdivel kapcsolatos kozép-
iskolai tananyaghoz tartoz6 feladatokkal foglalkozom. Ezek sikbéli klasszikus megoldasa-
ban altalaban szerepel a Thalész-tétel, ami viszont gombon nem létezik. Bemutatok egy
olyan megoldasi modot, amivel gombre is 4tvihetk bizonyos feladatok, és ismertetek egy
olyan moédszert, ami csak gombon alkalmazhato. Tehat harom elindulési irany mentén
foglalkozom a témahoz kapcsolddo altalam valasztott feladatokkal, mutatom meg azok

sikbéli, gombi alkalmazhatosagat.

4.0.1. Definicio. A kor érintdje egy olyan egyenes, amelynek pontosan egy kézos pontja
van a korrel (érintési pont), tavolsaga a kor kozéppontjatodl éppen sugarnagysagi, azaz a

sugar merblegesen illeszkedik erre az egyenesre.

4.1. Feladat. Adott egy kor (k) kozéppontja (4), sugara (r) és egy kozépponttol kiillonbozo

pont (B). Szerkessziik meg a pontbol a korhdz hiuzhato érintdket.

A feladat megoldasa eldtt meg kell nézniink, mely pontokon keresztiil huzhaté a kérhoz
érintd. Sikban minden olyan ponton keresztiil, melyekre igaz, hogy 4B > r, gdmbon nem
elég, hogy a kor kiilsé pontja legyen, sziikséges, hogy az atellenes kornek is kiilsd pontja
legyen. Ez konnyen belathato, ha atgondoljuk, hogy egy adott pontot tartalmazo6 egyenes

a gdmbon tartalmazza a pont atellenesét is.

Amikor a B pont éppen a kdrvonalon helyezkedik el, a megoldas trivialis, ilyenkor az AB-
re merdleges, B-t tartalmazd egyenes az érintd, tehat a kovetkezOkben a pontot kiilsd

pontnak tekintjiik.

Megoldas (I). Huzzuk meg az 4-ra és B-re is illeszked6 egyenest. Szerkessziik meg az

AB szakasz felezOpontjat (C), melynek segitségével vegylik fel az AB 4&tmérdju kort, me-
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lyet nevezziink /-nek. Felhasznélva a Thalész-tételt, tudjuk, hogy az 4B 4tmérdjli kor bar-
mely A-n és B-n kiviil 4ll6 D pontjabol az 4B szakasz 90°-ban latszik, tehat ADB< = 90°.
Vagyis a két kor metszéspontjaibol (M, és M.) is 90° alatt latszik AB egyenes, azaz a két
keresett egyenes BM, és BM..

Megoldhato-e ez a feladat gdbmbon is? Az

elobbi modszerrel nem, hiszen a Thalész- K ,.«-"_"---""""f ----.H‘\\
tétel nem érvényes gombon. Létezik azon- ;/ | ”.r/x :H‘\HR \\\
ban egy masik megoldasi mod, amely Ar- “ ,-""_..f'a . . .H""m._x x'.l
khimédésztdl szarmazik, és két egybevagd l:. #:f .I . f;.:‘
haromszog szerkesztésével jutunk el az "~\x IH I_J.-“'I j___._.-""..f.. ;_,'
érintéegyeneshez. Oldjuk meg el6szor sik- ‘“\\‘ \v/,«f /I
ban a feladatot ezzel a modszerrel. e _ et

15. abra Adott pontbol kérhoz huzott érintok

Megoldas (I). Rajzoljuk meg az 4 ko- szerkesztése Thalész-tétellel

zépponti AB sugara kort (m). Az AB

egyenes és k metszéspontja legyen D. Allit- ———

sunk D-n keresztiil 4B-re merdlegest (e). A x,:#___,,-- _ _%}’fu\\
merdleges két pontban metszi m-et: E és F. ;// f \\
Huzzuk be AE és AF egyenest. Ezek k-val vett .-'“'; /‘x"'__'ﬁx \\‘-.
metszéspontja legyen M, és M,. Huzzuk be |"I { ‘_,f"' B 1‘:?&31
BM, és BM, egyeneseket. Mivel az dbra 4AB-re I'. 'u.__ 1\_ ) ,.-f”f,lT
szimmetrikus, a megoldas leirdsdban elég az * \\h,____.:%y"'f f-"l
egyik oldallal foglalkoznunk. Tudjuk, hogy ha \\ .h"x\ i
két haromszog két oldala és kozbezart szoge \\“mﬁ j}r*’/
megegyezik, akkor a két hdromszog egybeva- I

16. abra Adott pontbol korhoz huzott
erintok szerkesztése egybevdago
haromszogekkel

g6. Mivel AB és AE is m kor sugara, ezért
AB=AE . Hasonloképpen AM =AD

2

és mivel 4, M,, E és A, D, B egy egyenesre esnek, ezért M;AB< = DAE<, tehat ADE/A =
AMBA. Igy mivel az e egyenes a D pontban érinti k kort, a BM, egyenes is érintdegye-

nes, azaz megkaptuk a keresett egyeneseket.
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A fenti megoldasban csupa olyan lépést hasznaltam, melyek gombon is hasznalhatok. A
gdmbon is ugyanugy definialjuk a merdlegességet, mint a sikon, és a gdmbon is egybeva-
g6 két haromszog, ha két oldaluk és kozbezart szogiik megegyezik, tehat ez a megoldas

gdmbon is alkalmazhato.

Végiil bemutatok egy harmadik megoldéasi modot, mely csak gdmbon alkalmazhato, és a
dualitast hasznalja fel. Ahogy azt az [1.9.2.] pontban megmutattam, a gdmb egy pontja és
a tole 90°-ra 1évo egyenes kozott egyértelmli megfeleltetés 1étezik, ugyanigy egy O ko-

zéppontu » sugaru kor és egy O kdzéppontu n/2 — r sugaru kor kozott.

Megoldas (IIT). Tehat adott az 4 kozép-
pont k kor, és a rajta kiviilallé B pont.
Vegylik k dualisat, k'-t, és B dualisat a b
egyenest. Ahogy az eredeti feladatban
olyan egyenest kereslink, mely illeszkedik
az érinteni kivant alakzatikra, a dualis fel-
adatban olyan pontot keresiink, amely il-
leszkedik az érinteni kivant targyakra, te-
hat &' és b metszéspontjait. Mivel B kiilsé

pont, két metszéspontjuk lesz, E; és E..

Ezek dualisa e; és e; egyenesek, a keresett

L 17. abra Adott pontbol kérhoz huzott érintok
erintok. szerkesztése a dualitas hasznalataval

Az ¢el6z6 feladatban a kor sugara volt adott, €s az érint6t kerestiik, a kovetkezoben az

érint6 adott, és a hozza megfeleld sugarat keressiik.

4.2. Feladat. Adott két pont (4 és B). Szerkessziink 4 kortl kort Ggy, hogy a masik pont-

bol a korhoz hiizott érintdszakasz adott hosszisagu legyen (e)!

A feladat megoldhatosaganak érdekében ki kell kotniink, hogy » < AB. Lassuk eldszor a

sikbéli, Thalész-tételt felhasznalé megoldasat!
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Megoldas (I). A Thalész-tétel segitségével

egészen hasonl6 modon megoldhato a fel- ek TR

adat, mint az el6z0 feladat (I) megoldasa- / - : \

ban tortént. Tudjuk, hogy az érintési pontok /f__f\x_ N A
.._..-' II__.': .-;:‘ "-.__. T ) '-j.ll '|II

rajta vannak 4B szakaszhoz mint atmérd- l." i beope ik |

1 I __(flr

h6z rajzolt Thalész-koron, és azt is, hogy B- R i /

t6l e tdvolsagra vannak. Tehat rajzoljuk meg e - _é\r‘/’ o d J,-"'

AB étméréhoz tartozo Thalész-kort, és a B L ¥

kozéppontu e sugara kort (n). E két kor
metszéspontjai adjak meg a ket érintési ;9 up.n Adon pontbol adott hosszusagu
pontot (M, és M), a keresett sugar az €rintohoz kor szerkesztése Thalész-tétellel

AM (=AM , szakasz.

Arkhimédész modszerével az el6z6hoz hasonld modon gombfeliileten is megoldhatéd a

feladat:

Megoldas (IT). Rajzoljuk be az AB egyenest.
Huzzunk B koriil egy AB sugaru €s egy e suga-
ra kort. Olyan kort szeretnénk szerkeszteni,
amely a B koriili e sugart kort derékszogben
metszi. Az e sugari kor és 4B metszéspontjat
nevezziik D-nek. Allitsunk D ponton keresztiil
merdlegest az AB egyenesre. Ez a merdleges
két pontban, az E-ben és az F-ben metszi az

AB sugart kort. Ahogy az elézo feladat (II)

megoldasaban, a szimmetria miatt foglalkoz-

zunk itt is csak az egyik oldallal. Az EB egye- 9. abra Adott pontbél adott hossziisdgii
érintokhoz kor szerkesztése egybevago

nes ¢€s az e sugaru kor metszéspontjat nevez- : N
haromszogekkel

ziik M-nek. Ahogy az el6z0 feladatban, itt is
MABA = DEB A, tehat az AMB < derékszdg, igy most mar megrajzolhato a keresett A
kozéppontu AM sugaru Kor.
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4.3. Feladat. Adott két kor (k és /) kozéppontjaval (4 és B) és sugaraval (r és g, r > q).

Szerkessziik meg ezek k6zos érintdegyeneseit.

Megoldas (I). A sikban 1étezé parhuzamossag

miatt ez a feladat visszavezethet0 az adott /

pontbdl adott korhoz hiizhatd érinték meg- — _f'j""'" )
szerkesztéséhez. Ha mindkét kor sugarat azo- I//H : .':I- TN : == : _:_'h'flh‘\
nos értékkel csokkentjiik, a csokkentett suga- ,-"' I'; f_"h?f\"l—r!_ *;,;' \"".
ra korok kozos érintdje parhuzamos lesz az '-..\ \ / . I ;
eredeti korok kozos érintdjével. Csokkentsiik ..'\\\ /,r'! e T

g-val mindkét kor sugarat. Ekkor k egy r — g s st

20. abra Ket kor kozos kiilso
érintdegyeneseinek szerkesztése Thalész-
java) zsugorodik. A [4.1.] Feladat (I) megol- korrel

sugaru korré, [/ pedig egy pontta (/ kozéppont-

dasban leirt modon szerkessziikk ezt

meg, majd toljuk el a sugarra merdle-

y , __,.--"'- --.I:I-_ ME: --\""'\-\-.,H
gesen g tavolsagra. Ezzel megkaptuk a 3 o e *\\\
két kor két darab kiilsé érintéjét. 37 | mesE Sesowdt /\
/! o ) PR { i)
! 4 1 P '
/ £ | i
A koz0s belsd érintékhoz noveljikk & | f o I
| ¥
kor sugarat g-val, [ kor sugarat pedig | \ . /
\ l"'._ ‘1 _.-"
csokkentsiik g-val. Innent6]l ugyaniugy \ \,\\ e ol
\ % “
folytatodik a megoldas, mint a kilss ~~ \ T "o
\"--. _,.--"'/
érintdk esetében. S e

21. abra Két kor kozos belso érintdegyeneseinek

Tehat négy kiilonb6zé kozds érintdt szerkesztése Thalész-kirrel

kaptunk.
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Megoldas (II). A dualitds felhasznalasaval
gdmbon egyszertien meg tudjuk szerkeszteni a
kivant érintket. Vegylik a két kor dudlisait.
Ezek két-két atellenes kor. Amennyiben a két
kor nem metszi, nem érinti egymast, €s egyma-
son kiviil helyezkednek el, ennek a 4 kornek 8
(4-4 atellenes) metszéspontja van. Ezek a met-
széspontok az érinték dudlisai, igy ha megraj-
zoljuk ehhez a 4 ponthoz tartozd egyenest,

meg is kaptuk az érintoket.

22. abra Két gombi kér kozos
érintéegyenesei
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5. A Lexell-kor és alkalmazasai

A kovetkez0 a fejezetben el0szor egy feladaton keresztiil bemutatom a Lexell-kort, majd

segitségével bizonyitom, hogy a gombi haromszdg teriiletfelezd egyenesei kdzos pontra

illeszkednek. A Lexell-kor hazdja a gomb, sikban nem létezik. A gdmbon egy sikbéli

egyenes szerepét veszi at.

5.0.1. Feladat. Adott egy ABC haromszog. Hol helyezkednek el azok a P pontok, melyek-

reigaz, hogy T ,50=T ;5p ?

Megoldas a sikban

Sikban egyszerlien megoldhato a fel- .

adat. Az a alapu, m, magassagu ha-

a

. . a: ma .
romszog teriilete 7T == - Mivel

az alap valtozatlan, a teriilet allanddsa-
géhoz az alaphoz tartoz6 magassagnak
is allandonak kell lennie. Tehat az al-
kalmas pontok P helyére az AB egye-
nestol m, tdvolsagra 1évo két parhuza-

mos egyenes.

;- - - — - M—rr - N S Dl = o -
= c C C

23. abra Azonos alaphoz tartozo azonos teriiletii
haromszégek a sikban

GOmbon nem létezik a parhuzamossag, és a haromszog teriiletét is mas modon tudjuk ki-

szamolni, igy ott mas megoldast kell keresniink.

Megoldas a gombon

Induljunk el egy masik, gdmbon is jarhato Gton. Legyen AC oldal felez6pontja E, BC ol-

dalé F. Rajzoljuk meg az E és F pontra illeszkedd egyenest. Legye G az A csucs EF egye-
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nesre vett vetiilete, H a B csucs, I pedig a C csucs EF-re vett vetiilete. Mivel AE=EC
a GEA< és az IEC< cstucsszogek, tehat egyenlok, AGE< = CIE< mindketten derékszogek,
AGE ¢és CIE haromszogek egybevagoak. Ugyanezzel a gondolatmenettel megkapjuk,
hogy CIFA = BHFA. Vagyis T ;=T ,;,c - Ha C vetiilete a GH szakaszon kiviilre

esik, akkor is milkodik az atdarabolas. Ez
alapjan a feladatot ugy is megfogalmazhat-
juk, hogy melyek azok a C’ pontok, melyek-
re ABC' haromszog ugyanazza a négyszoggeé
darabolhat6, mint ABC haromszog. Ezek az
EF egyenestdl IC tavolsagra 1évo pontok, il-
letve ezek AB egyenesre vett tiikorképei. Si-
kon megkapjuk a az el6z6 megoldasban is
megkapott két parhuzamos egyenest, gom-
bon viszont a keresett pontok két koron he-
lyezkednek el. AG=CI=BH miatt 4 ¢és

B atellenesei, A’ és B' is ezen a koron talal-

hatéak. E harom pont ismeretében megszer-
keszthetd a kor. Mivel csak az Euler-féle haromszogekkel foglalkozunk, a kornek csak a

C csticsot tartalmazo nyilt AB szakasza lesz megoldas.

5.0.2. Tétel (Lexell tétele). Legyen 4 ¢és B a gdmb két kiilonbozd pontja, A’ és B’ a velik
atellenes pontok, o € (0, 2m) egy rogzitett szam. Tekintsiik az 4B fokor altal hatarolt fél-
gombok koziil az egyiket. Ekkor ebben a félgdmbben 1évé azon C pontok mértani helye,

melyekre az ABC gdmbharomszdg teriilete o, egy 4'-t €s B'-t 6sszekotd koriv.

Bizonyitasvazlat. A [5.0.1.] feladat megoldaséaval azt bizonyitottuk, hogy ha adott teriiletii
ABC héaromszog C csucsat a Lexell-koron mozgatjuk, a haromszog teriilete valtozatlan
marad. Az [5.0.2.] tétel bizonyitottsagdhoz még arra van sziikséglink, hogy tetszdleges &
tertiletii haromszoget 1étre tudjunk hozni. A [3.2.1.] allitast (o + B — vy = 20) és a harom-
sz0g teriiletének kiszamitasi modjat (6 = o + f + v — 180) felhasznalva az 5.1.1. Tétel bi-

zonyitasaban ismertetett modon tetszéleges adott teriileti haromszég megszerkesztheto.
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5.1. A gombi teriiletfelez6 pont

A cim ¢€s az azzal kapcsolatos sikbéli eldismereteink alapjan ugy tlinhet, tdvolra eveziink a
koroktol, hiszen a sikban egy haromszdog tertiletfelezd pontjanak (sulypont) meghataroza-
séhoz nincs sziikség korre. GOmbon azonban ez egészen masképp muikodik. A gdbmbon is
1étezik sulypont, &m az nem azonos a teriiletfelezd ponttal, és a gdmbdn nem igaz, hogy a
haromszog egyik csucsara €s a szemkozti oldal felezopontjara illeszkedd egyenes két azo-
nos teriiletli haromszdgre bontja a haromszoget. Ebben az alfejezetben bemutatom, ho-

gyan kaphato meg egy gombi haromszog teriiletfelez6 pontja.
5.1.1.Tétel. A gdbmbharomszog harom teriiletfelezd vonala egy ponton megy at.

Bizonyitas. A bizonyitas gondolatmenete Lénart Istvantol szarmazik. [7]

Adott egy ABC haromszdg, melynek szogei a, B és 7.
Azokat az ABC' haromszogeket keressiik, melyeknek teriilete fele az ABC haromszognek.

TABCA:a+ﬁ+y— 180

T yporn= o+f+y—180
2

A [3.2.1.] Allitast felhasznélva tetszSleges
teriiletli haromszoget meg tudunk szerkesz-
teni a gombon. Tetszéleges DEF harom-
sz0g, mely koriilirt kdrének kdzéppontja O,
és ODE< = OED< = §, DE oldalahoz tarto- |
z6 kiegészitd haromszogének teriilete 180-

29.

Most egy ABC héaromszogben szeretnénk

25. abra



egy ABD fele teriiletii haromszoget 1étrehozni, melynek D csucsa a BC vagy az AC oldal-
ra illeszkedik.

a+f+y—180

T=180-28= . tehét 5:135—W .

Huzzunk 4-n és B-n keresztiil a haromszdgon kiviil 1-1 egyenest, melyek & szdget zarnak
be AB szakasszal (amennyiben 6 < 0, az egyenes metszi a haromszoget) . Ezek metszés-
pontja adja O pontot. Rajzoljunk egy O kozéppontt OA=0OB sugart kort. Tekintsiik a
kor azon AB ivét, amelyik 4B egyenes azon oldalan halad, amelyik nem tartalmazza az
ABC haromszoget. Vegylink fel ezen egy P pontot. Ezzel megkaptuk a keresett féltertileti
haromszogek egyikének kiegészité haromszogét. Rajzoljuk be P atellenes pontjat, P'-t.

ABP'" haromszogrdl tudjuk, hogy teriilete fele az ABC haromszdgének.

Most mar csak az hianyzik, hogy a haromszog BC vagy CA oldalan talaljunk megfeleld
pontot. Ehhez hasznaljuk a Lexell-kort! P'-re, A'-re és B'-re egyértelmiien illeszkedik egy

kor, ez az AB szakaszhoz és T ,,,, teriilethez tartozd Lexell-kor Ez metszi BC ¢és AC

oldalt is, ezzel megsziiletett a keresett D pont (valasszuk ki az egyik metszéspontot).

Ugyanez eldallithaté BC és CA oldalhoz is (E és F pontok).

Ezzel létrejott harom Lexell-kor. A |
harom Lexell-kor paronként két
pontban metszi egymast. Az egyik
metszéspont a haromszdg oldalan ta-
lalhat6. Ez onnan lathat6 be, hogy az
AB oldalon és az AC oldalon fekvd
fél tertileti haromszogeknek éppen
egy egész haromszoggé kell kiegé-
sziteniiik egymast, igy a BC oldalon
1év6 csucsuknak kozosnek kell len-
nitik (ugyanigy a tobbi oldalra). A

masik metszéspont a haromszdg csl-

csainak atellenese. Ezt onnan tudjuk,

26. abra A Lexell-korok a haromszég oldalain
metszik egymdst
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hogy azt belattuk, hogy A’ és B’ az AB alapu haromszoghdz tartozé Lexell-koron helyez-
kedik el. Ugyanigy a BC alapli haromszoghoz tartozo Lexell-koron B’ és C'. B' csak gy
illeszkedhet két kiilonboz6 Lexell-korre, ha azok metszéspontjdban helyezkedik el

(ugyanigy A'-re és C'-re).

Ez a harom kor meghatdrozza az
Oket tartalmazo harom sikot. Harom
nem parhuzamos sik metszéspontja
egy pont, ehhez elég végiggondol-
ni, hogy két siké egy egyenes, egy
egyenesé és egy siké egy pont. Te-
hat ha behtzzuk a hurok paronként
vett metszéspontjaira  illeszkedd
egyeneseket, harom olyan egyenest
kapunk, amelyek egy kozos pontra
¢s annak atellenesére illeszkednek.

E két pont koziil az egyik biztosan a

haromsz0gdn belil taldlhato. Mit 27. abra A Lexell-korok a hdromszég atellenesén
tudunk elmondani erré6l a harom metszik egymadst

egyenesrdl? Athaladnak D, E és F pontokon, illeszkednek A'-re, B"-re és C'-re, ebbdl ko-
vetkezOen A-ra, B-re és C-re is. E két tulajdonsaguk bizonyitja, hogy teriiletfelezok. Mivel
1étezik k6zos pontjuk, ez a pont a haromszog tertiletfelezé pontja. Ezzel bizonyitast nyert

atétel. m
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Befejezés

Szakdolgozatomban egy nem megszokott, mégis konnyen megérthetd €s logikusan felépi-
tett vilagot tartam az Olvaso elé. Egy olyan vilagot, melyben kevés eldismerettel is el le-
het kezdeni gondolkozni, kisérletezni. Bemutattam olyan fogalmakat, eljardsokat, amik
ugyanugy mikddnek gdmbon, és sikon is, €s ratértem olyanokra, melyek csak sikon, illet-

ve csak gdbmbon 1éteznek.

Bar egy gomb felszinén éliink, szemléletliink sokszor nehezen engedelmeskedik a gombi
szabalyoknak. Azt gondolom, hasznos ¢és érdekes dolog elkezdeni gdmbfeliileten gondol-
kozni, megvizsgalni, mi valtozik, hogyan valtozik, és mi marad valtozatlan a sik geomet-

ridjahoz képest.
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Koszonetnyilvanitas

Ko6szonom konzulensemnek, Lénart Istvannak, hogy megismertette velem ezt vilagot,
hogy 6todjére is ugyanolyan tiirelmesen magyarazta el, amit nem értettem, ¢s még ilyen-

kor sem éreztem magam butanak.
Témavezetdmnek, Dr. Vasarhelyi Evanak tiirelmét a felém tanusitott joindulatat.

Kallo6 Bernatnak a rengeteg tdmogatast, hogy segitett gondolkozni, hogy megtanitott a
programok hasznalatara, amikkel az dbrakat készitettem, és hogy megirta nekem a Gombi

kishajo programot, amin keresztiil sokkal mélyebben megértettem a dualitést.
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