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Bevezeteés

Szakdolgozatomban a grafok Osszefiiggéségének témakdrében Lovasz Laszl6:
Kombinatorikai problémak ¢s feladatok cimii konyve 6. fejezetének néhany feladatat
dolgoztam fel. A dolgozatban bemutatott feladatok ko6zul, néhany feladathoz a
konyvben nem szerepld kiegészité megjegyzéseket fiiztem, melyek a kdvetkezok. Az
1. feladathoz, az 1.1 megjegyzésben a feladat kifejezetten egyenldségre vonatkozd
allitasat bizonyitom. Majd az 1.2 szakaszban a hipergrafok néhany tulajdonsagat
fogalmazom meg. Az 1. feladatban szerepl6 allitas alapjan megfogalmazom az allitas
altalanositasat a k-uniform hipergrafokra, majd bizonyitom. A 4.2 példaban két konkrét
graf gyenge direkt szorzatdt mutatom be, a 3. abra segitségével. Majd a 4.3 allitasban
mondom Ki, és bizonyitom be a tobb tényezdés direkt Szorzat esetére vonatkozd
Osszefiiggdségi feltételt. A 4.4 allitasban kéttényezds direkt szorzatra fogalmazom meg
és bizonyitom be, hogy amennyiben mindkét tag kilon-kulon tartalmaz paratlan kort,
akkor a direkt szorzatuk is tartalmaz. Az 5.1 példaban a 4. abra segitségével mutatok
be egy 3-regularis paros grafot, mely pontosan kétszeresen Osszefiiggd. Majd az 5.2
példaban az eljarast altalanos k-regularis paros grafra ismertetem. A 11. feladat a. és b.

pontjaban a 11. feladatot példaval illusztraltam.



1. Feladat
Legyen G graf, melynek komponenseinek szama c(G), élei szdma |E(G)| ésa

cslicsai szdma |V (G)|. Mutassuk meg, hogy ¢(G) +|E(G)| = |V (G)| minden gréfra

fennall. [1. - 6. fejezet 1.]

Bizonyitas:
Az élek szamara vonatkozé indukcioval bizonyitjuk az allitast. Tekintsik kezdetben

azt a gréafot, melynek élei szdma 0. Mivel ekkor G csak izolalt pontokbdl all, igy
annyi komponense van G-nek, ahany pontja, azaz ha |E(G)| =0, akkor
¢(G) =NV (G)|. Ha a G grafban vannak élek, tehat legyen e e E(G)-nek, akkor azt
biztosan tudjuk, hogy c(G)>c(G-e)—1, hiszen az e él vagy G—e két olyan
pontjat koti 0ssze, melyek egy komponensen bellil vannak, vagy két olyan pontjét,

melyek kiilonb6zé komponensben voltak. Igy tehat vagy ugyanannyi komponens

marad, vagy 1-gyel csokken a komponensek szama. Azt is tudjuk, hogy
[E(G)|=|E(G—e)|+1, hiszen egy él behlizésaval az élek szdma 1-gyel né. Az
indukcios feltevés szerint c(G—e)+|E(G—e)|=|V(G—e)|=|V(G)|, mert egy él
elvételével a pontok szama nem valtozott. gy felhasznalva, hogy a

c¢(G) > ¢(G—e) -1, valamint az [E(G)| = |E(G —e)|+1 kapjuk, hogy
c(G)+|E(G)| 2 c(G—e)—1+|E(G—e)|+1=c(G—e)+|E(G—¢)| 2V (G)|,

¢(G)+|EG)|2 NV (G)|.

1.1. Megjegyzés:

A ¢(G) +|E(G)| = MV (G)| minden G erdére igaz, és semmilyen mas grafra nem igaz.

Bizonyitas:
Tekintstink egy izolalt pontokbol &ll6 grafot. Ekkor felirhatjuk, hogy ¢(G) =V (G)|,
tehat az allitas igaz. Ha behuzunk egy élt, akkor azt kapjuk, hogy a
¢(G)—1+|E(G)|+1=|V(G)|. Az allitas addig nem valtozik, mig két kiilénbdz8
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komponens kdzott hazunk be élt. Ilyen Iépésekkel minden erd6 megkaphato az tires
grafbol, ezért minden erdére igaz a vizsgalt egyenléség. Minden graf megkaphatd
egy erdobdl olyan Iépésekkel, hogy egy komponensen beliil huzunk be €It és ilyen
1épésnél a komponensek szama és a csticsszam nem valtozik, az élek szama né, ezért

csak erdokre van egyenldség.

1.2. Ak-uniform hipergraf

1.2.1. Definici6 Hipergraf (Halmaz-rendszer): A H hipergraf pontok egy véges
V(H) halmazabdl, élek egy véges E(H) halmazabdl és egy hozzarendelésbdl all,
mely minden E élhez hozzarendeli V(H) egy részhalmazat, E végpontjait
(elemeit). Jeldlése: H =(V(H),E(H)). Azonos végpontokkal rendelkezé két él

parhuzamos. A hipergraf egyszer(i, ha nem tartalmaz parhuzamos éleket. Ebben az

esetben E(H)-t tekinthetjik ugy, mint V (H) részhalmazainak egy halmazat. Egy él
illeszkedik egy ponthoz, ha a pont az él egyik végpontja. A hipergraf k-uniform, ha

minden élnek k végpontja van. A 2-uniform hipergréfokat azonosithatjuk a
hurokmentes grafokkal. Az n pontd teljes k-uniform hipergraf egy olyan egyszerti

hipergraf, mely a pontjainak minden k elemii részhalmazat tartalmazza élként.

Jel6lése: K. [1.-639.0ld.]

1.2.2. Definicio (Rész-hipergraf): A H hipergraf rész-hipergréfja egy olyan H’
hipergraf, melyre V(H') <V (H), E(H') < E(H). [1.- 645.0ld.]

1.2.3. Definicié (Hiperut): Egy H hipergrafban hiperitnak nevezink egy olyan
(X, €0 X r s X)) SEtAt, melyben az (X,..., X, X,,) kiilonb6z6 pontok, és az

€., €, kiillonbozd hiperélek.

1.2.4. Definicio (Osszefiiggé hipergraf): Az sszefiiggd hipergraf olyan hipergraf,
amely nem reprezentalhato H, UH, alakban, ahol H, és H, pont-diszjunkt nem

ures hipergrafok, azaz a hipergraf barmely két pontjat hiperat koti 6ssze. [1. - 642. old.]



1.2.5. Definici6 (Hiperkdr): Egy H hipergrafban hiperkdrnek neveziink egy olyan

(X, X1 €5 X, ,y)  SEtAt, melyben az (xg,...,X,) kiilonb6z6 pontok, az e,...,e,

kiilonbozo hiperélek és x, =X, , -

1.2.6. Definicio (Hipergraf erdd): A hipergraf erd6 egy olyan hipergraf, amely nem

tartalmaz hiperkort.

1.2.6.1. Megjegyzés: A definiciobol kovetkezik, hogy ekkor minden komponens
hiperfa.

1.2.7. Definicio (Hiperfa): A hiperfa egy olyan hipergraf, amely hiperkdrmentes és

Osszefliggd.

1.2.8. Definicié (Hipergraf komponense): Egy H hipergraf komponense (vagy
Osszefliggd komponense) minden maximalis (nem bdvithetd) 0Osszefiiggd
részhipergrafja. H barmely két komponense pontdiszjunkt, és minden pont (és él)

pontosan egy komponensbe tartozik.

qQEI» Al

1. bra 2. dbra

hipergraf k-uniform hipergraf, ahol k=3

1.2.9. Az 1. feladat altalanositasa k-uniform hipergrafokra:
Mutassuk meg, hogy c(H)+|E(H)-(k—-1)>=V(H)| minden k-uniform

hipergréafra fennall.



Bizonyitas:
Az élek szamara vonatkozo indukcidval bizonyitjuk az allitast. Tekintsik kezdetben

azt a H hipergrafot, melynek élei szdma 0. Mivel ekkor H csak izolalt pontokbol all,
igy annyi komponense van H-nak, ahany pontja, azaz ha |E(H)| =0, akkor
[E(H)|-(k-1)=0, c(H)=V(H)| és a bizonyitand6 &llitds igaz. Ha a H
hipergrafban vannak élek, azaz legyen e < E(H)-nak, akkor azt tudjuk, hogy
c(H)>c(H -e)—(k—1), hiszen az e élt < k komponens kozott huzhatjuk be és
ekkor a komponensek szama, azaz c(H) maximum (k —1)-gyel csokken. Azt is
tudjuk, hogy |E(H)|=|E(H —e)|+1, hiszen egy €l behlizasaval az élek szdma 1-gyel
nd. Indukcioval:
c(H —e)+|E(H —e)|-(k-1) =V (H —e)| =]V (H)|, igy
c(H)+|E(H)|-(k-1)>c(H —e)—(k-1)+|E(H —e)|- (k-1) +k —1=

c(H —e)+[E(H —e)- (k-1 =V (H)|.

1.2.9.1. Megjegyzés: A c(H)+|E(H)|-(k—1)=N(H)| minden k-uniform hipergraf

erdbre igaz és semmilyen mas k-uniform hipergrafra nem igaz.

Bizonyités:
Ha H csak izolalt pontokbdl all, akkor annyi komponense van H-nak, ahany pontja.
Minden H k-uniform hipererdé megkaphat6 ugy izolalt pontokboél, hogy k kiilonbz6
komponens kodzott huzunk be éleket. Ekkor egy él beh(zésaval a csicsszam nem

véltozik, a komponensek szdma k —1-gyel csokken és az élek szama eggyel nd.
Azaz, c(H)+|E(H)|- (k—1) =V (H)|
c(H) — (k=D +(EH)[+1)- (k-1) =N (H)|
c(H)—(k—1)+|E(H)|-(k—1)+(k—1)=[\/(H)|.
Ekkor a megjegyzésben megjel6lt allitdas igaz marad. Minden k-uniform hipergraf
megkaphatd egy k-uniform hipererdéb6l olyan Iépésekkel, hogy k-nal kevesebb
komponensen beliil hiizunk be hiperélt és ilyen lépésnel a csicsszam nem valtozik, a
komponensek szdma k —1-nél kisebb mértékben fog csokkenni, a hiperélek szama

egy él behlzésaval pedig 1-gyel nd, ezért csak hipererdékre van egyenldség.
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2. Feladat
(@) Legyen G,,G, két graf, melyekre V(G,)=V(G,). Mutassuk meg, hogy
c(G,) +¢(G,) <c(G, UG,) +¢(G, nG,).
(b) Eza V(G,) =V (G,) felteves nelkil is igaz. [1. - 6. fejezet 2]

Bizonyitas:
(a)

Legyenek G, és G, grafok, és tekintsik a G, es G, komponenseit. G,

[+

komponensei felirhatok S, ....,S;,, és G, komponensei T,,..,T q, Jeloléssel.
Készitstink el egy olyan G” paros grafot, melynek cscsai a G, és G, komponensei,
azaz V(G') = {sl,...,sc(el),tl,...,tc(Gz)} és melyekre igaz, hogy G, és G, komponensei
csak abban az esetben vannak Gsszekétve egymassal, ha S; NT; # & . Valasszuk H-

nak a G* graf egy komponensét. Ekkor definialjuk H-tt H= U (S;NT;).

(s1.t)E(H)
Tegytk fel, hogy az (x,y) €l eleme a G, vagy G, grafban futo élek halmazanak,
azaz (x,y) € E(G, UG,) és xeH . Legyen (x,y) eleme G, élei halmazanak, és
xeS; NT;. Mivel az §; a G, egy komponense, y € S;. Legyen yeT, . Ha G, egy
komponense (s;) eleme a H csucshalmazanak, (s;,t; ) eleme H élhalmazanak,
akkor S; NT; < H, ye H. igy H a G, UG, bizonyos komponenseibdl all, ami
miatt ¢(G, UG,)>¢c(G’). Ha S, NT; #J, akkor §;NT; a G, NG, bizonyos

komponenseibél 4ll, gy ¢(G,NG,)>|E(G"). Az 1. feladatban bizonyitott

c(G)+|E(G)| =N (G)|
allitas alapjan

¢(G, UG,) +¢(G, NG,) = ¢(G") +|E(G")

>V (G)

=¢(G,) +c(G,).



(b)
Legyen V =V(G,)uV(G,) és V -V (G,) pontjait izolalt pontokként adjuk hozza
G, -hez. Az igy kapott graf legyen G,'. Ekkor
V(G,')=V(G,") =V,
¢(G,") =¢(G)) +VM| -V (G)),
¢(G,'NG,") =¢(G, NG,) + V|-V (G, nG,),
c(G,'UG,") =¢c(G, UG,).
Afeladat (a) pontja szerint

c(G,'UG,")+¢(G,'mG,") 2 ¢c(G,") +¢(G,").

Tehét
c(G,UG,)+c(G,NG,) =¢c(G,'UG,")+¢c(G,/'G,") -
~N[+N (G, NG,)|2¢(G,") +¢(G,") - V| + N (G, NG,)| =
=C(G1)+C(Gz)+[V|_[V(G1)|_[V(G2)|+[V(G1mG2)|=C(G1)+C(G2)-
3. Feladat

Legyen d, <...<d, egy egyszeri G graf fokszamai és tegyuk fel, hogy d, >k

minden k <n—d, —1 esetén. Ekkor G osszefiiggé. [1. - 6. fejezet 3]

Bizonyitas:
Legyen G graf, melyre V(G)|=n, V(G) = 1{x,,...,X, |. Tegyiik fel indirekt mddon,
hogy a G graf nem Osszefiiggs. Legyen tovabba G, egy x, -t nem tartalmazd
komponens és [G|=k, V(G,)=1{x, ..., ahol 1<i <..<i <n. Az x,-t
tartalmazd komponens legyen G,, amelyben legaldbb d 6 +1 pont van és n pont
eseten legfeljebb n—1 lehet a fokszdm, azaz d, <n-1, amibdl d, +1<n adodik.
V(@)= NG, +N(G)
n>k+(d, +1)
k<n-d, —-1.

Tovabba d, <d; <k-1, ami ellentmond a feltétel szerinti d, >k -nak.
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4. Feladat

Mutassuk meg, hogy G,xG, akkor és csak akkor osszefiiggé, ha GG,

osszefiiggoek és egyikiik tartalmaz paratlan kort. [1. - 6. fejezet 4. ]

4.1. Definicio (Gyenge direkt szorzat): Két egyszeri G, és G, graf G,xG,

(gyenge) direkt szorzatat a kovetkezéképpen értelmezziik:

V(G, xG,) =V (G,)xV (G,),
E(G, xG,) = {((x, %) (Y1, ¥2)): (X, ¥1) € E(G). (X, ¥,) € E(G,) . [1. - 645. 0ld ]

4.2. Példa (G, x G, )-re:

(51 A GI ésa G2 graf gyenge direkt szorzata (G‘ X Gz)

3. abra

G, xG, gréf

Apéldaban G, és G, Gsszefliggd grafok, de egyikiikben sincs paratlan kor, igy G, x G,

nem Osszefliggd.



Bizonyitas:

El6szor azt bizonyitjuk, hogy ha G, és G, grafok dsszefiiggdek és egyikiik tartalmaz
paratlan kort, akkor G,xG, 0Osszefiiggé. Ehhez tegyiik fel, hogy G, és G,
Osszefliggbek és G, tartalmaz egy C paratlan hosszu kort. Ha van G, -ben egy |
hosszu (x,y) séta, akkor van | +2 hosszu is, mert séta esetében egy élen oda-vissza
mehetunk. Tehat meg kell mutatnunk, hogy G,-ben van paros és paratlan hosszu
(x,y) séta. Mivel G, Osszefiiggd igy biztosan van egy olyan (X,y) Séta, ami metszi

a C-t, tehat ha ehhez a sétahoz hozzaadjuk a C-t, akkor barmilyen paritasu is volt,

ellentétes paritast setat kapunk. Most vegyik G, xG, Kkét pontjat, ezek legyenek
(x,u) és (y,v). G, tartalmaz egy sétat u és v kozott, azaz (u=u,,u,,...,u, =V).
Tegylk fel, hogy ez a séta nagyon hosszu. Mivel egy élen tobbszor is mehetiink, azaz
egy csucsot tobbszor is meglatogathatunk, igy G, tartalmaz egy ugyanolyan
hosszusagu sétat, azaz (X = X,, X;,.., X, = Y). Tehat ((Xy,Uq), (X, Uy )., (X, , U, ) egy
(x,u) és (y,v) -t osszekotd séta (G, xG,)-ben.

Megforditva, ha (G, xG,) 0sszefiiggd, akkor G, és G, Osszefliggd. Tovabba tegyiik
fel, hogy G, és G, paros grafok, azaz nem tartalmaznak paratlan hosszd kort, és
legyen V(G,)=A UB,,V(G,)=A,UB, egy 2-szinezésik. Ekkor (G,xG,)
egyetlen éle sem koti 6ssze (A xA,) U (B, xB,)-t és (A xB,)U (B, xA,)-t, ami

ellentmondas.

4.3. Allitas: Mutassuk meg, hogy G, xG, x...xG_ akkor és csak akkor dsszefiiggd, ha

G,,G,,...,G, 0sszefliggbek és legalabb n—1 tényez6 tartalmaz paratlan kort.

Bizonyitas:

Tegyuk fel, hogy G,,G,,...,G, 0Osszefiiggdek és kozlllk legaldbb n—1 tényez6
tartalmaz paratlan kort. Feltehetjik, hogy G,,...,G, tartalmaz paratlan kort. Ekkor
G, x G, a 4. feladat bizonyitasa alapjan egy osszefiiggd graf. Ezutan vegyik G,
grafot, amelyrdl tudjuk, hogy 0sszefiiggd és tartalmaz paratlan kort, igy G, x G, xG,

egy Osszefliggd graf, hiszen az elsé két tényezO szorzata iS Osszefliggd volt. Az

eljarast folytatva kapjuk, hogy G, x...x G, Osszefliggd graf lesz.
10



Megforditva, ha (G, xG, x...xG,)) Osszefiiggd, akkor minden G; és minden G; xG;
Osszefiiggd ahol (1<i,j<n), (i= j). Tovabba tegyik fel, hogy G,,...,G, kozil
legalabb két paros graf van, azaz nem tartalmaznak paratlan hosszu kort. Legyen,
G,,G, €{G,....G, }. Tovabba tegyik fel, hogy G, és G, paros grafok és legyen,
V(G)=A uUB,,V(G,)=A; UB, egy 2-szinezesiik. Ekkor (G, xG,) egyetlen
éle sem Kkoti 0Ossze (A xA;)uU(B, xB;)-t és (A xB;,)uU(B, xA;)-t, ami

ellentmondas.

4.4. Allitas: A G, xG, graf akkor és csak akkor Osszefiiggd és tartalmaz paratlan

hosszu kort, haa G, és G, graf dsszefliggd és van benne paratlan hosszu kor.

Bizonyitas:
Tegylk fel, hogy G, és G, osszefiiggd és mindkét graf tartalmaz paratlan hosszu
kort. Mivel a G, xG, Osszefiiggbségét mar belattuk a 4. feladat bizonyitasaban, igy
azt kell bizonyitanunk, hogy két péaratlan kor szorzata tartalmaz paratlan kort.

Ehhez elég belatni, hogy G, xG, tartalmaz paratlan korsétat. Vegyunk G,-ben egy
nagyon hosszU korsetat, amely tartalmaz egy C, paratlan hosszu kort, és igy paratlan
hosszu sétat kapunk. Majd vegyink G, -ben egy ugyanolyan hosszu korsétat, amely
tartalmaz egy C, pératlan kort. Mivel G,-ben egy ugyanolyan hosszu korsétat
vettink, mint G,-ben igy a G, beli korséta is paratlan hosszu, mert egy élen tébbszor
is atmehetiink, azaz egy csucsot tobbszor is meglatogathatunk. G, és G, tartalmaz
egy ugyanolyan hosszUsagu sétét, azaz G, az (X = X,, X;,-.., X, = X) korsétét és G, az
(Y= Yo, Yares Yo =¥) KOrSEtat. Igy (%o, Yo) (%, Yo)ooons (%1, ¥,)) €0y (X, ¥)-t és
(x,y)-t 0sszekots korséta (G, xG,)-ben. Mivel G;-ben és G,-ben paratlan volt a
Iépések szama, igy (G, xG,)-ben is paratlan hosszu korsétat kapunk.

Megforditva, ha (G, xG,) tartalmaz paratlan kort, amely tegyuk fel, hogy
(%, Y) =Xy Yo)s (X, Yoo (X, ¥,) = (X, Y)), akkor ez egy n 1épésbdl allo paratlan
hosszi  korséta, melybdl G,-ben és G,-ben szintén n léepésszamud

(X =Xy, Xpeers Xy =X), (Y =Yg, Yioes ¥, = Y) koordinataja korsétak adodnak. Mivel n
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paratlan volt, igy ebbdl kdvetkezik, hogy a G,-ben az (X =Xy, X;,..., X, = X) KOrséta is

paratlan, illetve a G,-benaz (y=y,, Y, Y, = Yy) Korséta is paratlan.

5. Feladat

Minden k — regularis paros (k > 2) osszefiiggé graf kétszeresen osszefiiggo.

[1.- 6. fejezet 5.]

Bizonyitas:
Tegyik fel, hogy G=G,uUG,, és egyetlen kozos cslcsuk van, azaz
V(G)NV(G,)=1{x}, N(G)|=2. Ekkor 1<dg (x)<k-1, mivel x-b8l csak
maximum k—1 €l futhat ki. Masrészrél pedig dg (y) =k minden y eV (G,)—1{x}
pontra. Vegylik G, Kkét szinosztalydnak pontjait, melyek legyenek
U yeeey Uy y X5V ey V.
Ekkor  |E(G,)|=dg (u,)+...+dg () +dg (X) =dg (V) +..+dg (v,),  mivel
minden u és v pontbol k él fut ki, igy k-r+dg (X) =k-s, és igy k‘dGl (x), ami pedig

a feltevésben szerepld 1< dg (x) <k —1 miatt ellentmondas.
5.1. Példa (Osszefiiggd 3-regularis paros graf):

Osszefiiggd 3-regularis paros graf melynek pontosan 2 az dsszefiiggéségi szama

4. dbra
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5.2. Példa (Altalanos k-regularis grafra):
Béarmely k-reguléris paros G gréaf atalakithatd Ugy, hogy kétszeresen Osszefiiggd k-
regularis paros grafot kapjunk a kovetkez6 eljarassal. Tekintsiink egy k-regularis
paros grafot, majd vegyunk el egy élt a grafbdl, és ha az igy kapott grafnak vesszik k
diszjunkt példanyat, akkor két pont bekothet6 egy-egy éllel, mindegyik példanyhoz,
igy kétszeresen 0Osszefiiggh k-regularis paros grafot kapunk, amely nem 3-szorosan

Osszefiiggo.

6. Feladat
(a) Minden osszefiiggé G grafnak van olyan pontja, melyet elhagyva a gréaf

osszefiiggé marad. Mi a helyzet erdsen osszefiiggo iranyitott grafok esetén?

(b) Legyen G olyan legaldbb kétpontl osszefiiggé graf, mely nem tartalmaz

»cseresznyét”, vagyis két elsofoki pontot, melyeknek van kézos szomszédjuk.
Mutassuk meg, hogy elhagyhatunk két szomszédos pontot az Gsszefiiggéség
megsertése nélkal.

(c) Legyen G osszefiiggé graf, mely se nem kor, se nem teljes graf. Mutassuk

meg, hogy elhagyhatunk két nem szomszédos pontot a G osszefiiggoségének

megsértése nélkul. [1. - 6. fejezet 6.]

Bizonyités:

(a)
Vegyunk egy G grafot, melyben tekintsink egy P leghosszabb utat, azaz legyen
P = (Xy, X;,--s Xy ) €0y maximalis ut G-ben. Az allitas szerint hagyjunk el egy pontot
és ekkor tegylk fel, hogy G —x, nem 0Osszefiiggd. Legyen G, a G—Xx, graf egy
olyan komponense, amely nem tartalmazza P —x, utat. Mivel a feltevésbdl tudjuk,
hogy G 6sszefiiggd, igy kell lennie egy olyan élnek, amely G, -et és X, -t 6sszekoti.
Ennek az élnek legyen a ket vegpontja y és x,. Ekkor az (y, Xy, X;,..., X,) Ut egy P-

nél hosszabb ut, ami ellentmondas, hiszen a G grafban 1év6 leghosszabb 1tbol
indultunk Kki.
Erésen Osszefliggd iranyitott graf esetében nem feltétlentl hagyhato el ugy a graf egy

pontja, hogy a graf erésen 6sszefiiggd maradjon. pl. az iranyitott kor.

13



(b)
Tekintstink a G grafban egy P leghosszabb utat. Legyen P =(X,,X,,..., X,,)€qy
maximalis Gt G-ben. Ha ekkor elhagyunk két pontot és G —x, —X, Osszefiiggo,
akkor készen vagyunk. Ha nem, akkor van egy olyan y pont, amelyet x, és x,
elvalaszt {x,,...,x, }-t6l. Legyen Q egy olyan Gt G-ben, melynek egyik végpontja y,
a masik végpontja pedig rajta van a P aton. Ekkor a Q ut P-t x,-ban, vagy x,-ben
metszi, de mivel P a leghosszabb at, ezert x,-ben kell metszenie, azaz csak x,-nél
csatlakozhat be a Q ut, kiilonben P nem lehetne a leghosszabb Gt. A QU (P —x,) Ut,
és hossza legfeljebb |E(P)| a P maximalitasa miatt, igy Q egyetlen, y-t x, -gyel
0sszekotd é1bol all. Az y-bél indulva egyetlen él sem mutathat P-n kivili pontba, a P
maximalitasa miatt és nem mehet P egyik pontjaba sem, mert x, és x, elvalasztjak
P-t és y-t, igy mas él nem hagyhatja el y-t. Ebb6l kovetkezen y elséfoka. Az
(Y, X,-., X,,) IS maximalis ut, ahogy P volt, igy ugyanezzel a gondolatmenettel
talalunk x,-hez kapcsolodo els6foktt z =y pontot, azaz lenne a G-ben cseresznye.

Ez ellentmond a tétel felvetésének.

(c)
Legyen a G graf egy feszité faja T. Ekkor a T barmely két végpontjat elhagyva a T
graf Osszefliggé marad. Ha T-nek csak szomszédos és elvagd pontpérjai vannak,
akkor a T végpontjai teljes grafot alkotnak. Valasszuk T-t ugy, hogy maximalis
szdmuU végpontot tartalmazzon. Ha T feszitéfa egy ut, akkor a G graf egy kor, ha
pedig T egy csillag, akkor a G gréaf egy teljes graf. Tegylk fel, hogy T nem Gt és nem
csillag. Legyen U a T végpontjainak halmaza. A T \ U fa két végpontja legyen v és
v'. Mivel v nem végpontja T-nek, igy lennie kell egy szomszédjanak U-ban. A
T \ U fahoz adjuk hozza az (u,v)-t és minden (u,w)élt ahol (weU \{u}), igy a
T'feszit6fat kapjuk. A T'vegpontjainak ugyancsak teljes gréfot kell alkotniuk, igy V'

szomszédos minden (U \{u})-beli ponttal. De |U| > 2 -t felhasznalva, v -nek minden

U-beli ponttal szomszédosnak kell lennie. A T\ U-hoz minden (v,w) (weU) élt

hozzaadva olyan feszit6fat kapunk, melynek tobb végpontja van, mint T-nek, ami

ellentmondas.
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7. Feladat

Egy iranyitott G graf akkor és csak akkor erdsen osszefiiggé, ha minden

X cV(G), X = halmazt legalabb egy él hagy el. [1. - 6. fejezet 9.]

Bizonyitas:
Vegyunk egy G iranyitott grafot. Ekkor azt kell bizonyitanunk, hogy ha a G egy a és
b pont kozo6tt erdsen Osszefliggd, akkor minden X <V (G), X = esetén létezik
(a,b) at, ahol ae X ,be(V(G)-X). Egy iranyitott (a,b) uton végigsétalva
valamely pontnél el kell hagynunk az X-et. Miutan elhagytuk X-et az (a,b) ut
kovetkez6 éle koti 0ssze egyméssal az X -et és a (V(G)— X)-et. Megforditva
feltehetjiik, hogy nem létezik az erésen Gsszefiiggd iranyitott (a,b) Ut. Azon pontok
halmaza legyen X, melyek az a-bol iranyitott ut mentén elérheték. Ekkor
ae X,bg X és nincs olyan (x,y) €l, ahol xe X,y ¢ X, mert barmely (a,x) Ut

ezzel az éllel egyltt mar egy (a,y) utat adna, ami nem létezik, hiszen y ¢ X .

8. Feladat

Legyen G egy iranyitott graf, x,y eV (G) eés tegyuk fel, hogy G éleit pirosra,

zoldre és feketére szineztilk. Ekkor a kovetkezo két allitas koziil pontosan egy

igaz:

(i) Van olyan piros és fekete iranyitatlan P (x,y) ut G -ben, hogy P minden
fekete éle x -t6l y felé mutat,

(ii) Van olyan S cV(G) halmaz, xeS,y«S hogy S-et és V(G)-S -et egyik
iranyban sem koti 6ssze piros él, és nincsen S-bél V(G)-S -be mutato

fekete él. [1. - 6 fejezet 10.]

8.1. Definicio (Elésszehlzas): Egy e él dsszehlzésa egy iranyitott grafban az él
elhagyéasat és a két végpontja azonositasat jelenti. Egy részgraf dsszehlizasa minden
élének Osszehuzasat jelenti (az élek Osszehuzasanak sorrendje nem szamit). Az

Osszehulzassal keletkezhetnek tobbszdros élek. [1. - 643. old.]
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Bizonyitas:
Legyen G, egy olyan iranyitott graf, melyet a G grafbol a piros élek 6sszehizasaval
és a zold élek elhagyasaval kapunk. Tegyuk fel, hogy G,-ban nincs iranyitott (x,y)
ut. Ekkor legyen S, olyan halmaz, amelyre xeS,, yeS, és S,-bol fekete él nem
megy (V(G)-S,)-ba. Legyen S, képe a piros élek 6sszehlzasaval kapott grafban S.
Ekkor S-et nem koti 6ssze piros él (V(G)—S)-el, és nem megy fekete él S-bol
(V(G) —S) -be, azaz (ii) fennall. Az egyértelmiien adodik, hogy ha van (X,y) ut G, -
ban, akkor (i) fennall. Annak bizonyitasara, hogy (i), (i) nem allhat fenn egyszerre,
tegyuk fel indirekt, hogy van (i)-nek megfelelé P halmaz és van (ii) -nek megfeleld
S halmaz. Ekkor P-nek van egy S-et (V(G) —S) -sel 6sszekot6 f éle. Az f él nem lehet
z6ld, mert (i) szerint P-ben csak piros és fekete elek vannak. Piros sem lehet, mert
(i) szerint nincs S-et, (V(G)—S) -sel 0sszekotd piros €l. Ebbol kovetkezden f csak
fekete lehet. De (ii) miatt f-et nem iranyithatjuk S-b6l (V(G)—S)-be és forditva

sem, hiszen P-n van.

9. Feladat
Legyen G egy iranyitott fa és F < E(G). Bizonyitsuk be, hogy van olyan
xeV(G) pont, melyre az Xx-szel érintkezé élek koziil az F -beliek x-ben

végzodnek, mig a tobbi X -ben kezdodik. [1. - 6. fejezet 14.]

Bizonyitas:
A bizonyitashoz forditsuk meg F minden élét. Az igy kapott gréf, legyen G’ gréf,
melyben nincsen kor. Emiatt egy leghosszabb irényitott at kezdOpontja, a vele
szomszédos minden él kezdGpontja is. F éleit megint megforditva azt kapjuk, hogy

az F-beliek x-ben végzddnek, mig a tobbi él x-ben kezdddik.

10. Feladat

Haa G fa részfai egy halmazanak metszete nem dres, akkor részfa.
[1. - 6. fejezet 16.]
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Bizonyitas:
Tekintsink egy olyan G fat, melynek részfai legyenek B és M fagréfok, azaz
V(B)cV(G), E(B)cE(G), V(M)cV(G), E(M)c E(G). Azt kell igazolnunk,
hogy ha BNnM =& akkor BNM részfaja az eredeti G fagrafnak. Vegyik ket
pontjdt a BN M -nek. Ekkor xeV(B),xeV(M) és zeV(M) zeV(B). Mivel
V(B)cV(G) és V(M) cV(G)-nek, igy xeV(G) és zeV(G). Mivel BésM a G
fa részfai, azaz Osszefuggdek, igy az x és z kdzott B-ben is és M-ben is biztosan vezet

ut. Ez az Gt B-ben és M-ben is ugyanaz az x kezdéponta és z végpontu ut. Ez az Ut

tehat benne vana B M -ben is.

11. Feladat

(@) Ha G osszefiiggé graf, akkor barmely két maximalis hosszu utjanak van
koz0s pontja.

(b) Ha G fa, akkor G dsszes maximalis hosszu utjanak van kdzos pontja.

[1. - 6. fejezet 17.]

Bizonyitas:

(a)
Indirekt modon tegyiik fol, hogy a P, és P, diszjunkt maximalis hosszu utak.
Tekintstink egy Q utat melynek egyik végpontja P, -ben, mig masik végpontja P, -
ben helyezkedik el, végpontjaitol eltekintve pedig diszjunkt P,-t6l és P, -t6l.

Py maximals ut

5. abra

P, és P, maximalis hosszu utak, melyeken Q Gt végpontjai helyezkednek el
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Legyenek x;,X, a Q végpontjai. Legyen x, € P, ahol x, a P.-t P' és P." részekre
osztja. Tegyuk fel, hogy P.' legalabb olyan hosszu, mint P" és P," legalabb olyan
hosszu, mint P,". Ekkor az élekre felirhatjuk a kovetkezd becslést.

[E(R'UQUP,")|>[E(R)|+|E(R,)| = 2E(R,")| 2 [E(P,")| +|E(R,")| =|E(R,)|, azaz a
P'UQuUP," Ut hosszabb P, -nél, ami ellentmondas, hiszen feltettiik, hogy P,-nél

nincs hosszabb ut.

(b)
Legyen P, és P, két maximalis hosszu at. Mivel G fa, a Q=P NP, egy X

kezdopontu, x, végpontu Ut.

6. abra

P, és P, maximalis hosszl utak és Q metszetiik

A P, UP, aQ x, végpontjabdl induld két P," es P," Ut és az x, végpontjabol indulo
két P" é P, at, melyekre P =P'UQUP" P,=P,'UQUP,". Az
[E(R")| =|E(R,")|, mert ha |[E(R")>|E(R,")| vagy |[E(R,")|<|E(P,")|, akkor ez azt
jelentené, hogy a P,'"uQ U PR," Ut P,-nél hosszabb, vagy a P,"UQ U P," Ut hosszabb

lenne P,-nél. Hasonléan az |E(P")=|E(R,")|. Mivel a P'UPR," egy Gt ezért
|E(P1')|£%|E(Pl)| és ugyanigy az |E(P1")|s%|E(Pl)|. E szerint P, kdzéppontja vagy

kdzéppontjai benne vannak a Q-ban. Tekintve, hogy Q a metszetlk, igy ezek a
pontok benne vannak P,-ben is. Mivel ez barmely P, -re fennall, igy ezek a pontok

benne vannak az dsszes maximalis Ut metszetében is.
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12. Feladat
Ha G,,..,G, a G fa olyan részfai, hogy barmely ketté6 metszi egymast, akkor

van egy kozos pontjuk. (Ez az el6z6 feladat (b) pontjanak egy uj bizonyitasahoz

vezet.) [1. - 6. fejezet 18.]

Bizonyitas:
Vegytink egy G fagrafot, amelynek legyenek G,,...,G, paronként metsz6 részfai.
Legyen x az y-hoz kapcsolodo els6foka pont G -ben. Hagyjuk el az x pontot, és
tegyuk fel, hogy ekkor az allitas (G —x)-re fennéll. Ha a G,,...,G, részfak egyike
sem az x-bol allo egypontu graf, akkor G, —X,...,G, —x paronként metszik
egymast; mert ha x a G; és G; ko6zos pontja, akkor y is az. Ebbél az indukcios
feltétel szerint G, —x,...,G, —x-nek van kozos pontja, igy G,,...,G,-nak is. Ha G, -

nek egyetlen x pontja van, akkor x a G,,...,G, k0z0s pontja.

13. Feladat
Bizonyitsuk be, hogy egy osszefiiggé G grafban az x,y pontok d(x, y) tavolsaga
ugyanugy, mint az x -et és y -t osszekoté utak D(X, y) maximalis hossza metrika.
Vagyis: (@) d(x,y) =0, egyenléség akkor és csak akkor van, ha x =y,
(b) d(x,y)=d(y,x),
(c) d(x,y) +d(y,z) 2d(x,2),

és hasonléan D(x,y)-ra. [1. - 6. fejezet 19.]

Bizonyitas:
(@) Trividlis.
(b) Trivialis, hogy két pont egymastél vald6 minimdlis tavolsaga ugyanakkora,

barmelyiket valasztjuk kezddpontnak vagy végpontnak.

D(x,y) = D(y, x)
Szintén trividlis, hogy két pont kozotti utak maximalis hossza ugyanakkora,
barmelyiket valasztjuk kezd6pontnak vagy végpontnak.
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(c)
Tekintstink egy d(x,y) hossziusagu P (x,y) utat és egy d(y,z) hosszusagu Q
(y,z) utat. A PuUQ tartalmaz egy (x,z) utat aminek hossza nyilvan legfeljebb
d(x,y)+d(y,z). Igy d(x,z) az 6sszes ilyen utak minimalis hossza szintén

legfeljebb d(x, y)+d(y,z).

D(x,y)+ D(y,z) > D(x,2)

Tekintstink egy D(x,z) hosszi P (x,z) utat. Mivel G 6sszefiiggd, igy van egy Q
(y,P) ut. Legyen t a Q vegpontja P-n. At pont a P-t P, és P, részekre osztja. P,
legyen a, hosszu és P, legyen a, hosszl. Legyen Q hossza k. Ekkor Q U P, egy
(x,y) ut, igy D(x,y)>k+a,. Hasonléan D(y,z)>k+a,. Ezekbdl adodik, hogy
D(x,y)+D(y,z) > 2k +a, +a, = 2k + D(X, z) > D(x, z).

14. Feladat
Egy n pontid faban, melynek atméréje legalabb 2k —3, legalabb n—k darab

k — hosszu Ut van. [1. - 6. fejezet 24.]

Bizonyités:
14.1. Definicio (Graf atméré): A G graf atmérdje a pontok kozott eléforduld

maximalis tavolsag. [1. - 633. old.]

Tekintslink egy G fat és abban egy P =(X,,...,X, ,), 2k—3 hosszUsagu utat.
Barmely P-n kivili y ponthoz hozzarendeliink egy k hosszisagl P, utat a

kovetkezoképpen. Legyen Q olyan Ut, ami 0sszekdti y-t P egy pontjaval és Q-nak

nincsen P-vel mas kozos pontja. Ha a Q hosszabb k —1-nél, akkor P, legyena Q y-
ban kezd8d6é k hosszusagu része. P, éalljon Q-bol és a P egy reszitjabdl. Ilyen

valasztas azért lehetséges, mert P hossza 2k —3, igy a P Q végpontjaval érintkez6

darabjai kozul az egyik k —1 hosszusagu. Most legyen P, a P egy x;-hez csatlakozo
k hosszlsagu reészutja k <i<2k -2 esetén. Ezutan mar adodik, hogy a P, -ok

kiilonbozbek és n—k van beldliik.
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15. Feladat
Egy adott 2-—szeresen élosszefiigg6 G  grafot ,felépithetiink” a

kovetkezéképpen: G =G, U...uUG,, ahol G, kor és G,,, vagy egy ut, melynek

i+1

pontosan a végpontjai kdzosek G, u...uG, —vel, vagy egy kor, melynek egy

pontja kdzos G, U... UG, —Vel. [1. - 6. fejezet 28.]

@’@

7. abra

Bizonyitas:
Valasszuk ki a G graf egy G, koret. Tegyuk fel, hogy G,,...,G; -t mar kivalasztottuk
ugy, hogy G,, (L<i<j) vagy egy ut, melynek végpontjai (G, u...UG;)-vel
kozosek, vagy egy kor, melynek (G, u...uG,)-vel egy kozbés pontja van. Ha
G, u..uUG; =G, akkor kész. Amennyiben azonban a G, u..UG; =G, akkor
létezik egy e=(x,y) é€l, amely nem (G, u..uUG;) beli, de e élnek és
(G, v..uG;)-nek van egy kozos pontja. Legyen C egy e-t tartalmazd Kor.
Induljunk el x-b6l e-n, majd sétaljunk C-n addig, amig Gjra el nem érjik

(G, u..uG))-t. Legyen G,,, az a reészgraf, mely azokbol a pontokbol és élekbol

j+l

all, melyeket a séta soran eérintettink. Ekkor G., vagy egy ut, melynek két

j+l
vegpontja (G, u...uG;) beli, vagy egy C kor amely (G, u..uG;)-t csak az x

pontban metszi. Igy talalhatunk egy megfelelé G, -et. A G végessége miatt elobb-

j+l

utobb véget ér ez az eljaras.

16. Feladat (Menger tétel)
Legyen G iranyitott graf es a,b €V (G). Bizonyitsuk be, hogy
(@) akkor és csak akkor létezik k eéldiszjunkt (a,b) ut, ha G k—szorosan

élosszefiiggo a és b kozott;
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(b) akkor és csak akkor van k pontdiszjunkt (a,b) ut, ha G k—szorosan

osszefiiggo a és b kozott;

(c) analdg allitasok érvényesek iranyitatlan grafokra. [1. - 6. fejezet 39.]

Bizonyitas:

16.1. Definicio (Vagas): Az (a,b) vagas olyan F élhalmaz, mely minden (a,b) utat
reprezental (lefog). Az S <V (G) altal meghatarozott vagas az S-bél V(G) —S -be
mutatd élek halmaza. Ha C az S altal meghatarozott vagas a G iranyitott grafban,

akkor C”™ a V(G) —S altal meghatarozott vagas. [1. - 648. old.]

(a)
Ha G-ben van k éldiszjunkt (a,b) ut, akkor természetesen k-szorosan élosszefiiggd a
és b kozott. A masik rész bizonyitdsdhoz a G grafbdl annyi élt hagyunk el, amig még
a G gréaf k-szorosan élosszefiiggd marad. Ekkor nyilvdn mar nem lesz a végpontu
vagy b kezddpontu él. Ekkor tegyiik fel, hogy van egy olyan e, él, amely nem
illeszkedik sem a-hoz, sem b-hez. Ha ezt az élt a G grafbol elvesszik, akkor a
megmaradt graf mar nem k élosszefiiggd, van (k —1) elemii C' (a,b) vagasa, tehat
ekkor C =C'Ule,}=1{e,,...&, | egy k elemii (a,b) vagés és e, valasztasa miatt a C-t

meghatrozé S halmaz eleget tesz a |S|>2, V(G)-S|>2 feltételeknek. Ezutan

legyen G, és G, rendre az S és V(G)—S o0sszehtzasaval elallo graf. Az a képe
legyen a' a G,-ben, és b képe pedig b' a G,-ben. Lathatd, hogy G, k-szorosan
¢élosszefiiggd a' és b kozott, és igy az indukcids feltevés szerint van k éldiszjunkt
(a',b) ut, ezek legyenek P,...,P,. . Mivel a'-t csak az e,,...,e, élek hagyjak el, igy
tegyik fel, hogy e, € P,. Hasonldan van k éldiszjunkt (a,b') at, Q,,...,Q, G,-ben,
e, €Q,. Ekkor P, uQ,,...,P, uQ, kéldiszjunkt (a,b) utat alkot G-ben. Mi torténik
abban az esetben, ha minden él kezd6pontja a vagy végpontja b? Ha van egy (a,b)
él, elhagyhatjuk és folytathatjuk a bizonyitast k szerinti indukcioval, igy feltehetjlk,
hogy nincsen ilyen él. Barmely x = a,b-re, k(x) legyen az (a, x) élek és (x,b) élek

szdméanak minimuma. Ekkor van ZK(X) éldiszjunkt (a,b) ut. Masrészrél az olyan

x#a,b

x pontok halmaza, melyek b-hez k(x) éllel kapcsolodnak, legyen S. igy az {a}uS
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altal meghatarozott vagasnak pontosan > k(x) éle van. igy > k(x)=k, ami

x#a,b x#a,b

bizonyitja az allitast.

(b)
Tekintsink egy G' gréfot, melynek a és b pontok a pontjai és minden x eV (G),
X # a,b-hez van ket x, es x, pontja. Legyen a, =a, =a és b, =b, =b. A G'-ben
minden e =(x,y) € E(G) élhez van egy e'=(x,,Y,) él, tovabba minden x eV (G),
X # a,b-hez egy (x,,x,) €él. Most
(i) G' akkor és csak akkor k-szorosan élosszefiiggd a és b kozott, ha G k-

szorosan Osszefiiggo a és b kozott.

(ii) G'-ben akkor és csak akkor van k éldiszjunkt (a,b) at, ha G-ben van k
pontdiszjunkt (a,b) ut.
(i) bizonyitasahoz tekintsiink egy G' beli C (a,b) vagast. Az A alljon az 6sszes
olyan x pontbél, melyekre (x,,X,) € C és C minden mas é1éb8l. Ekkor |Al=[C| és
a-t és b-t A elvalasztja G-ben, hiszen ha P valamely (a,b) Gt G-ben, akkor G' P-beli
éleknek és bels6 pontoknak megfelel6 élei egy G-beli P'(a,b) utat alkotnak, és

mivel P' tartalmazza C egy élét, P tartalmazza A egy élét vagy pontjat.
Megforditva, ha A G-ben, az a-t és b-t elvalaszto élek és pontok halmaza, akkor a

fenti konstrukcio a G' egy C élhalmazat rendeli hozz4, és C olyan (a,b) vagas lesz,
melyre |C|=|A. Ezzel (i)-t bizonyitottuk. Legyenek B,..., P, éldiszjunkt (a,b) utak
G'-ben. Ha x € P;, akkor (x,,X,) nyilvanvaloan P, egy €éle és X, ; szintén rajta van
P; -n. igy P,...,P. pontdiszjunktak, és ha még ossze is hlzzuk az (x,,x,) éleket,
hogy G helyrealljon, akkor is k pontdiszjunkt G-beli (a,b) utat kapunk. Megforditva,
ha van G-ben k pontdiszjunkt (a,b) 0t, akkor a nekik megfeleltetett G' beli (a,b)
utak pontdiszjunktak, és igy éldiszjunktak is. Igy (ii) -t bebizonyitottuk. (i) és (ii)
(a) miatt bizonyitja a (b) allitast.
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(c)
Az allitas bizonyitasahoz minden (iranyitatlan élt) helyettesitsiink két ellentétesen
irdnyitott éllel. Ekkor kapjuk a G irdnyitott grafot. A G iranyitott graf
Osszefliggbsége és ¢losszefliggdsége barmely két pont kozott ekvivalens a G

graféval. Tovabba az éldiszjunkt [pontdiszjunkt] (a,b) utak is azonosak G-ben és
G -ben, hiszen éldiszjunkt [pontdiszjunkt] G beli (a,b) utak ilyen utakat

eredmeényeznek G ben. Megforditva, ha G -ben léteznek valamely éldiszjunkt (a,b)
utak, akkor tegytk fel, hogy ezek nem hasznalnak egyszerre egy (x, y) élt és a parjat,
(y,z)-t is, mert ebben az esetben talalunk egy azonos elemszam, de kisebb
0sszhosszu masik (a,b) utrendszert, mely sem (x,y)-t sem (y,Xx)-et nem

tartalmazza (a pontosszefliggdség esetében ez a probléma fel sem meriil). Ezek az

utak éldiszjunkt [pontdiszjunkt] (a,b) utakat eredményeznek G-ben.
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Kdszonetnyilvanitas

K0szOnOm témavezetdmnek Frenkel Péternek, hogy a szakdolgozatom elkészitésében

segitséget nyujtott, irdnyt mutatott és érthetd, pontos magyarazataibol nagyon sokat

tanultam.
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