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1. Feladat és egy megoldas

1.1. Feladat

A Kozépiskolai Matematikai Lapok Forumén talaltunk egy feladatot amely felkeltette az érdeklGdésiinket.
A feladat igy szol:
Bizonyitsuk be a kovetkez6 egyenl6tlenséget a valos szamok halmazén:

224y + 2% > \/3(a3y + 32 + 23x)

1.2. Megoldasok

A Kozépsikolai Matematikai Lapok Forum résztvevéi tobb bizonyitast is bemutatnak a forumon.

Példaul idézik a Vasile Cirtoaje, aki az Algebraic inequalities - old and new methods cimii kényvében kozolt
megoldasat, de ezt most mi nem ismertetjiik, de nem is értjiik.

Ugyancsak a Kozépsikolai Matematikai Lapok Forum egyik résztvevGje kozol egy hivatkozéast, amely egy cikkre
mutat. A cikk szerz6i: Nguyen Duy Tung, Zhou Yuan Zhe A cikkiik cime: The Interesting Around Technical Analysis
Three Variable Inequalities - Nguyen Duy Tung, Zhou Yuan Zhe. Ebben a cikkben a feladat egy megoldasat kozlik
ugyan, de sajnos err6l a megoldéasrol a forum egyik hozzéaszoloja kideriti, hogy hibas.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok Foruméat olvasva a kitiiz6 latszolag két helyes megoldast is ad.

A szerz6 minden magyarazo, alatdmaszto érvelést mell6zve a feladvany utjan elindul a kdvetkez6 gondolatme-
nettel:

1. Megoldas. Hasonlitsuk 0ssze ezt az egyenlGtlenséget a kovetkezG trividlis egyenlStlenséggel:
(a+b+c)* > 3(ab+ be + ca),

Ez az egyenlGtlenség tetszéleges valos a, b, c-re teljesiil.
Eszrevehetjiik, hogy ha ebbe az egyenlGtlenségbe behelyettesitjiik a kdvetkezd értékeket

a:m2+yz—xy, b:y2—|—zx—yz, ésc:2'2+xy—zm,
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akkor éppen a bizonyitando tétel adodik.

2. Megoldas. Vegyiik észre, hogy

ot oyt 4 2 20y 2272 4 2972 > 328y + 3yPr 4+ 3% =
1
= 5(@2 +2yz —y° — 2z — xy)® + (Y + 222 — 2* — Yy — y2)’+
+ (2% = 22y — 2 — yz — 22)%) > 0.

Tehat az z* + y* + 2* + 222y + 22222 + 29?22 — 323y — 3y32 — 3232 polinomot 6] tudjuk bontani 3 négyzet dsszegére,
azaz mindig pozitiv.

A Kozépiskolai Matematikai Lapok Foruman azt is leirjak, vagy inkdbb odavetik, hogy mikor teljesiil az egyen-
16ség.

Megjegyzés. A fenti egyenlGtlenségben egyenlGség a kovetkezd esetekben teljestil

l.z=y==2

2. x:y:z=sin?(F) :sin’(2) : sin’(Z).
3. y:z:x=sin?*(F) :sin’(3) : sin’(Z).
4. z:wy=sin®(3F) : sin®(3) : sin®(Z).

Ebbdl kovetkezik, hogy a feladatot a szokasos modon kozépértékekkel, mint pl: szamtani-mértani, vagy szamtani-
négyzetes kozép, nem lehet megoldani, mert ezeket csak akkor lehetne hasznalni, ha a egyenlség csak x = y = z
esetében teljesiilne.

Egy olvas6 az alabbi észrevételt tette:



1. Megoldas = 2. Megoldas. Az els6 megoldasban szerepld trivialis egyenlGtlenséggel ekvivalens, hogy

((a=b)*+ (b—¢)*+ (c—a)?) >0,

| —

ahova az

a=a*+yz—xy, b=y>+ 20 —yz, és c = 2* + xy — 2z,

kifejezéseket helyettesitve épp a masodik megoldas adodik. Igy ez nem tekintendé kiilon megoldasnak.
O

Ennyit a feladat e hozzaszolas szerint ismertetett megoldasi el6zményiersl, majd az alabbiak szerint probalkozom
a sajat ttvonalam mentén megoldani a feladatot.
A végeredményt a Kémal Forum stilusaban az alabbiakban foglalhatnam Ossze:

»A” megoldas. Vegyiik észre, hogy
o 1 1, 3

3 3
— oyt =5 = Say+ Sy + (Y — 2 —yr 4 20z — ) =

(@" =gy =37 5 2 1

=2t 4yt 2 4 22% 4 20727 + 2722 — 32y — 3yPz — 3%z,

azaz a jobb oldal mindig pozitiv.
O

Ezzel minimalisan ,ravertiink” az el6zGekre, mert nekiink sikeriilt két négyzet Osszegeként elGallitani a kivant
kifejezést. A dolgozatban ennél egy erGsebb allitast bizonyitunk:

Az 6sszes egyszerid megoldas. Az « szog tetszéleges megvalasztasa mellett a



<x2 cos(a) + y* cos(a + 120°) + 2% cos(a + 240°)+
+ V3 (wy cos(a — 30°) + 22z cos(a + 90°) + yz cos(a + 2100))2—1—
- (x2 sin(a) + y? sin(a + 120°) + 2* sin(a + 240°)+
+V3(zysin(a — 30°) + zz sin(a + 90°) + yz sin(a + 210°)>2
kifejezés egyenls a

et oyt 2t 20yt 4 20727 222 - 30ty - 3y - 327,

kifejezéssel, és a fenti modon megkaphato az Osszes lehetséges elGallitasa két négyzet Gsszegére.
Egyenl&ség pedig kovetkezs esetekben teljesiil:

l.z=y==z

2. 7 :y: z ardnya ciklikusan megegyezik az oy : as : a3 arannyal, ahol aq, s, g az 23 — 522 + 62 — 1 polinom
gyokei.

]

A dolgozatban terjedelmi okok miatt nem bizonyitjuk be az alabbi, immar teljesnek mondhat6 karakterizaciojat
a feladatnak.

Végtelen sok megoldas. Legyen



1 0O 00O0O
—1 0000
1 V3
A— |72 2 0000
3 000 0
0 V3 0000
3 V3
S =% 0000
és legyen U tetszdleges hatszor-hatos ortogondlis matrix. Legyen tovabba v = (22, v?, 2%, 2y, vz, yz). Tekintsiik a
w = vAU

szorzatot, w = (wy, we, w3, wy, ws, we). A w; kifejezések mind haromvaltozés masodfokt polinomok. Ekkor

Z w? = ot 4yt 4+ 2t 207 + 207227 + 2727 — 38y — 3y — 3%

és a kifejezés végtelen sok olyan elGallitisa, amely legfeljebb 6 kifejezés négyzetének az Osszege, megadhato ilyen

modon.

Ezen kivil az végtelen sok ugyanilyen megoldast megkaphatjuk a

1 1
_11 02 _i
_i _1 12
B=]_3 02 3
o 3 3
s %3 ]
2 2

matrix lehetséges AAT folbontasaival. Ez hasonlit a pozitiv
teljesen mas modszerrel kapjuk meg.

—()% 0 %3
3
3 3 _s

_3 32 _3

_% _3 32
2 2

szemidefinit martrix elGallitdsdhoz, de ezt a matrixot
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Els6 1épésként tehat tiizziik ki azt célul, hogy megallapitsuk, hogy
ot oyt 2 20y 22722 4 29227 > 328y + 32 + 32%x,
atrendezve
ot oyt b2t 20 4 20727 4 2227 — 328y — 3Py — 323 > 0

teljesiil-e.



2. Megoldas rezultansokkal

Az polinomunk kifejtve és atrendezve a kovetkezSképpen néz ki:

flz,y,2) = 2* +y* + 24 + 2277 + 22727 + 29227 — 3%y — 3Pz — 3%
Ennek a polinomnak minden tagja negyedfok, tehat ez egy homogén polinom. Ezért f(z,y,z) = z*f(£,%,1). Ha
tehat a polinom az z, y, z szamharmasnal negativ értékét vesz fol, akkor az Z, ¥, 1 helyen is negativ értéket vesz
fol. Igy a megoldasunk két részre bomlik, amik a kivetkezGek: ha z = 0 vagy z # 0.
Ha z # 0, akkor szemmel lathatolag elég az eredeti fiiggvényt csak pozitiv x,y, z szamhéarmasokra vizsgalni. A
kifejezés pontosan akkor nagyobb vagy egyenl6 nullaval, ha a z = 1 helyettesitéssel kapott polinom is csupa nem

negativ értéket vesz f6l. A polinomunk a kovetkezéképpen néz ki a z = 1-es helyettesitéssel:

g(z,y) = o* +y* + 2027 + 227 + 2% — 3%y — 3y® — 3z + 1
A legegyszertibbnek az tiinik, hogy megkeressiik a polinom minimumhelyeit és megmutatjuk, hogy a lokalis
szélsGértékhelyeken a polinom nagyobb vagy egyenls, mint 0. Ehhez a parcidlis derivaltakat fogjuk hasznélni, és
azok zérushelyeit fogjuk keresni. Tehat olyan x,y szampérokat keresiink, ahol a parcidlis derivaltak egynelGek 0-val.
Az z szerinti parcidlis derivalt:

h(z,y) = 42® + 4wy® — 922y + 42 — 3.

Az y szerinti parcialis derivalt:

k(z,y) = 4y> — 9y* + 4o’y + 4y — 32°.

Ahhoz, hogy meghatérozzuk a parcialis derivaltak gyokeit, rezultansokat fogunk hasznélni. De még miel6tt hozzakez-
denénk, nézziik meg, hogy mi is az a rezultdns. A rezultans altaldban két polinom kozos gyokeinek meghatarozasara
hasznaljak.

1. Definici6. Legyen T test, és f,g € T[x], mégpedig
flx=auz" +---+ap és g(x) = bpx™ + -+ + bg.)
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Az [ és g rezultinsa az az R(f,g)-vel jelolt (m 4+ n) X (m + n)-es determindns, amit a kévetkezéképpen készitink
el. Az elsd sorba az ap,a,_1,--- ,ag eqyitthatokat irjuk, majd csupa nulldkat. A mdsodik sor elsd eleme nulla,
ez utdn jonnek sorban a,,a,_1,--- , a9, majd ismét csupa nulla. A harmadik sor elején mdr két nulla van. Ezt a
lépcsdt osszesen m soron dt folytatjuk, ekkor az m-edik sorban ag lesz a lequtolso elem. Ezutdn ugyanezt az eljdrdst
a maradék n sorban is elvégezziik a by, b1, -+ , by egytitthatokkal is.

2. Tétel. Legyenek f(z) = apz™ + -+ - + ap, valamint g(x) = bypa™ + -+ -+ by egy T test folotti polinomok, melyek T
folott gyoktényezdkre bomlanak.
(1) Ha f(z) = an(z — )-8 — ) €s g(z) = by (z — B1) -+ (x — Bm), ahol o,,B; a T test elemei, és a, €s by,

eqyike sem nulla, akkor
R(f,g) = ayg(ar)--glew) =apby, [ ] (e

1<i<n 1<5<m

= (=" f(B1) -+ 9(Bm) = (=1)""R(g, f).
(2) Az R(f,g) akkor és csak akkor nulla, ha vagy a, = b,, =0, vagy a két polinomnak van kozos gyoke T-ben.

Itt kellett tudatositani magunkban, hogy a rezultians nem a gyokok megkeresésére alkalmas, hanem arra, hogy
eldontsiik, hogy a két polinomnak vagy-e egyatalan kozos gyoke. A rezultans az egy determinéns értéke, amelyet a
matrix egyiitthatoibol tgy szamolunk ki, hogy 6sszeadjuk és szorozzuk Gket, ezért lehet kommutativ, nullosztomentes
gytri felett is értelmezni a rezultanst. Ezért a definicibban a T test helyettesithetd kommutativ, nullosztémentes
gytrtvel is. Mivel mi most tobbvaltozos polinomokkal foglalkozunk, ezért gy fogunk tekinteni ezekre a polinomokra,
mint ha az z és az y komplex szamok lennének, és a z valtozna, vagy az = és a z komplex és az y valtozna, vagy az
y és a z komlex szamok és az x valtozik. Es ezeket az eseteket attol fiiggden valasztjuk meg, hogy hol melyikre van
sziikségiink.

Ha az f fiiggvénynek van szélssértéke, ott a parcialis derivaltak egyenlGek nullaval. Irjuk fel tehat az = és az y
szerinti parcialis derivaltak x szerinti rezultansat, ehhez elGszor irjuk le a h és k polinomokat, mint x fiiggvényeit.

h(z,y) = 42° — 9yz® + (4y° +4)z — 3

k(x,y) = —3a3 + dya? + (4y3 —9y% + 4y)



A rezultans felirasat a kovetkezdképpen tehetjiik meg. A matrix els6 soraba az h polinom tagjainak egytitthatoit
irjuk, majd csupa nulldkat. A kovetkezd sor 0-val kezdGdik, majd jonnek az egyiitthatok és ismét a nullak. Ezt
Osszesen annyi soron at folytatjuk, amekkora a k polinomban az x legnagyobb hatvanya, ami itt 3. Igy a 3. sorban
az utolsé tag az h polinom konstans tagja lesz. Majd ezutan ugyanezt az eljarast elvégezziik a k polinomra is,
annyiszor amekkora a h polinomban az = legnagyobb hatvanya.

4 =9y 4y®+4 -3 0 0
0 4 —9y 4o + 4 -3 0
10 0 4 —9y 49? + 4 -3
R(h, k). = -3 4y 0 4o — 9% + 4y 0 0
0 -3 4y 0 43 — 9y% + 4y 0
0 0 -3 4y 0 4y — 9y? + 4y

= 1872y" — 18792y® + 75717y" — 1603445 4+ 197532y° — 151344y +
+78804y% — 3020412 + 7488y — 729

Ezt a polinomot a kdvetkezSképpen tudjuk felirni szorzatként:
R(h, k). = 9(y — 1)(y* — 5y? + 6y + 1)(208y° — 840y* + 1085y — 610y + 265y — 81)
Ahhoz, hogy az y szerinti rezultanst ki tudjuk szamolni, irjuk fel a parcialis derivaltakat, mint az y fliggvényeit.
h(z,y) = 4wy* — 9%y + (42° + 42 — 3)

k(x,y) = 4y° — 9y* + (42 + 4)y — 32°



Majd az el6bb ismertetett modszerrel készitsiik el a rezultians métrixat:

dr —92% 422 +4x -3 0 0

0 4z —922 43 + 42 — 3 0
R(h.k),=|0 0 Az 922 drP 4 e —3| =

4 -9 422 4+ 4 —323 0

0 4 -9 42 + 4 —323

= 4682° — 50762% + 190082 — 319682° + 29808z° — 220322+
+174242° — 1069222 + 34922 — 432

Az R(h, k), polinomot 36-tal elosztjuk, majd felbontjuk polinomok szorzatara.
R(h,k), = (2° — 62° + 52 — 1)(x — 1)(132° — 502" + 352" — 1527 + 257 — 12)

Akkor, ha van olyan hely, ahol az f polinom felveszi a 0 értéket, akkor az x az R(h, k), 9-edfokd polinomnak a gyoke
és az y az R(h, k), 9-edfokd polinomnak a gyoke.

Azért, hogy megtudjuk, hogy az x,y parok melyik felbontias utani polinomokbdl - az elséfokibol, a harmad-
fokubol, vagy az 6todfokiabol - keriilnek ki, eldszor nézziik meg az 6todfoku polinomok és a parcidlis derivaltak
rezultansat. Az 6todfoku polinomok a kovetkezgek:

I(x) = 132° — 502" + 352° — 152° + 252 — 12
m(y) = 208y° — 840y* + 1085y — 610y* + 265y — 81

A métrixokat terjedelmi okokbol most nem irjuk le,csak a kiszamolt rezultansokat, amik a kovetkezGek:

R(h, 1), = 3(208y° — 840y" + 1085y — 610y + 265y — 81)
(3328y° — 15360y* + 8720y — 68540y + 105355y — 16551)
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R(k,1), = (208y° — 840y"* + 1085y> — 610y* + 265y — 81)
(1081610 — 78000y° 4 331980y° — 1092905y" + 2409510y° — 3209624y° + 2550325y —
— 12265351° + 365985y — 66420y + 5184)

R(h,m), = 16(132° — 502" + 352° — 152% + 252 — 12)
(212992210 — 11161602° 4 30748802° — 645712027 + 105287402° — 127233212+
+ 11377900z* — 73036652 + 30308852% — 679995z + 54756)

R(k,m), = —12288(132° — 502* + 352" — 152% + 257 — 12)
(136892'0 — 210602” + 90902® — 2932527 + 311652° — 83232° 4 85552 — 58352° —
— 68602% — 1502 — 72)

Azt vehetjiik észre, hogy minden kapott rezultansban megtalalhaté a masik 6todfoka polinom ( az R(k,[),-ben a
h stb. ), de a harmad- vagy els6foktiiak nem, ezért ebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy ha az x az egyik 6todfoku
polinom gyoke, akkor az y a masik o6todfoku polinom gyokei koziil keriil ki. Ha o = 1, és ezt az f polinomba
behelyettesitjiik, akkor megkapjuk, hogy az ehhez tartozo y értéke is 1. Ebbdl kideriil, hogy ha az x az egyik
harmadfoki polinom gyoke, akkor y a mésik harmadfokt polinom gyokei koziil keriil ki. Tudjuk, hogy minden x-hez
tartozik y. Azt is tudjuk, hogy az z,y parok melyik polinom gytkei lehetnek. Mostméar csak azt kell megvizsgalnunk,
hogy van-e olyan eset, amikor az x és az y is valos.
Vizsgaljuk djra az 6todfoku polinomokat. Keressiik meg az

() = 132° — 50" + 352° — 1527 + 252 — 12
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gyokeit numerikusan. Ehhez a wolframalpha-t hasznaltuk. A polinomnak 2 komplex és 3 valés gyoke van. A valos
gyokok a kovetkezdek:

x1 ~ 0,634874

9 ~ 0,812081

x3 ~ 3,02334
Ha ezeket az értékeket visszahelyettesitjiik a parcialis derivaltakba, akkor kiilonb6z6 y értékeket kapunk. Ha ezeket a
kapott y értékeket Gsszevetjiik az m polinom gyokeivel, akkor észrevessziik, hogy ezek nem egyeznek meg. Ismételjiik

meg ugyanezt az
m(y) = 208y® — 840y* + 1085y — 610y> + 265y — 81

polinomra is. Ennek is 2 komplex és 3 valos gyoke van. A valos gyokei a kovetkezGek:
11 ~ 0,599384
Yo ~ 1,25126
Y3 =~ 2,10664
Itt is ugyanazt kapjuk, mint az [ polinomnal, tehat ha az 6todfoka polinomokbol valasztjuk a gyokoket, akkor nem

lesz olyan z,y szampér, ahol mindketts valds. Ebbdl arra tudunk kovetkeztetni, hogy csak akkor van megoldas, ha
az (r/y/z) arany a kiemelt harmadfoka polinom gyokeinek aranyaval egyezik meg. Ezért keressiik meg az

n(x) = 2* — 62 + 52 — 1
vagy a
p(y) =y* — 62% + 5z — 1
polinom gydkeit. Tudjuk, hogy a két harmadfoka polinomnak a gyokei megegyeznek. Ezek a gyokok a kovetkezGek:
x1 ~ 0,307979
x9 &~ 0,643104
x3 ~ 5,0489
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Ha ezeket az értékeket helyettesitjiik be a parcidlis derivaltakba, akkor az ezekhez az x-ekhez tartozo y-ok valdsak.
Tehat tényleg csak akkor kapunk valos x,y szdmparokat, ha azokat a harmadfoku polinomokbol valasztjuk meg.
z = 0 esetén a polinom a koévetkez&képpen néz ki:

q(z,y) = 2* + y* + 22%y* — 32°y.

A polinom alakjat megnézve elemi modszerekhez is folyamodhatnank, pl. ha a ¢(z,y) polinomot lederivaljuk x
szerint, akkor az x-et ki lehetne emelni, majd megoldani a masodfoku egyenletet, de ezekhez megint észrevételeket
kéne tenniink, ezért most kdvessiik a 2 = 1-es esetben megismert megoldasi modszert, ezért itt is parcilis derivaltakat
és rezultansokat fogunk hasznalni.

Ezt derivaljuk ¢-t parcidlisan el6szor az x, majd az y szerint.

Az x szerinti parcialis derivalt:

r(z,y) = 42° + 4oy — 92%y.

Az y szerinti parcialis derivalt:

s(z,y) = 4y° + 42y — 32°.

Most vegyiik az r és az s polinomok a rezultansat x szerint:

4 —9y 422 0 0
0 4 -9y 42> 0
0 0 4 —9y 422
-3 4y 0 42 0
0 —3 dy 0 4y
0 0 -3 4y 0 49

= 1872y°

O OO OO

Majd y szerint is:
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Ay —92%  4a® 0 0
0 4y —92% 423 0
4y —92®  42® | = 4682°
422 =32* 0

0 422 =323

R(r,s), =10
4
0

- O O

Ez tehat azt jelenti, hogy a z = 0 mellett minimumhelyet vesz fol, akkor az 1872y is nulla kell hogy legyen, igy
y = 0, és ugyanez igaz a 468z%-re is, tehat x = 0. Igy az egyetlen minimumbhely az x = y = 2z = 0.
Most z*-tel tjra beszorozva igazoltuk, hogy az

gt oyt 4 2 4 202y 4 22722 4+ 2922 — 323y — 3P — 328 > 0

egyenldtlenség mindig teljesiil, egyenlGség csak a bevezetében emlitett esetekben &ll fonn.
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3. Moduluselméleti modszerek

Az is egy érdekes kérdés, hogy fel lehet-e bontani a polinomot négyzetek Gsszegére, mert ha felirhaté, akkor tudjuk,
hogy mindig teljesiil az, hogy a polinom nagyobb vagy egyenlé mint nulla. A bevezetGben mar lattuk, hogy harom
kifejezés négyzetének Osszegeként elGall ez a polinom, de ez a felbontas véletlenszertinek tiinik, nem lehet tudni,
hogy hogyan lehet rajonni. Ezért szeretnénk keresni egy olyan modszert vagy algoritmust, amivel egyértelmtien
megmutathato, hogy a polinom elGall-e négyzetek Gsszegeként, és ha igen, akkor az is megkaphato, hogy hany darab
négyzet Osszegeként all els, és ezek a négyzetek milyenek.

Ez a kérdés nem 1jszert és a matematika egyik vezetd kérdése abban az értelemben is, hogy Hilbert 17. problé-
méaja pont arra kérdez ra, hogy nemnegativ polinomot négyzetosszeggé lehet-e alakitani.

Hilbert 17. problémé4ja:

Legyen p egy n valtozos valos egyiitthatos racionalis tortfiiggvény,amelyre

p(x1, T2, ..., 2,) >0
minden zy, 29, ..., 2, € R esetén. Igaz-e hogy
p=si+s+ et

ahol s;(x1,z9,...,2,),1 <1i <k racionalis tortfiiggvények?

Kiiloén érdekes a kérdés polinomok esetére. Igaz-e, hogy minden valés egyiitthatos polinom, amely mindenhol
nemnegativ értéket vesz fol elgall polinomok négyzetosszegeként? A regularis algebranak része ez a kérdés homogén
kétvaltozos polinomokra. Ezek a fliggvények ugyanis pont a kvadratikus alakok. Az eredeti kérdésre maga Hilbert
is tudta, hogy a valasz nemleges. A legegyszeriibb ellenpélda Motzkintol szarmazik [1].A polinom a kdvetkezd:

M(z,y) = z*y® + 2%y* + 1 — 3272
Hilbert 17. probléméjat maga Artin oldotta meg, aki egy nem konstruktiv bizonyitast adott a tételre. Azota
konstruktiv algoritmusok is sziilettek, mi a [2]-ben ismertetett modszer segitségével megvizsgaljuk, hogy hogyan

lehet elGallitani a mi kifejezésiinket négyzetosszegként. Azt mar tudjuk, hogy lehet, ezért egyrészt az a kérdés, hogy
lehet-e mashogy, masrészt lehet-e kevesebb négyzetosszegként elGallitani.
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A [2]-ban leirjak, hogy hogyan lehet egy métrixot rendelni minden polinomhoz ugy, hogy a méatrix elemeinek a
megfelel§ értékeket adva el tudjuk donteni, hogy az eredeti polinom elGall-e négyzetosszegként, és azt is megmutatja,
hogy milyen és hiny négyzet 0sszegeként all elG.

Az algoritmus azon alapul, hogy egy valos szamtest feletti polinom négyzetosszeg-felbontasa megfelel egy valos,
szimmetrikus, pozitiv szemidefinit méatrixnak, amelynek az elemei kielégitenek bizonyos linearis egyenleteket. Ez
csak latszolag ugyanaz a modszer, mint a kvadratikus alakok négyzetosszeggé alakitédsa. Itt ugyanis a paronkénti
szorzatok nem kiilonbdzdek. Példaul x%yz elsallhat Ggy is, hogy 2 és yz szorzata, és Gigy is, mint 2y és rz szorzata.

Képzeljiik el, hogy milyen tagok négyzetosszegeként allhat el a mi kifejezésiink. Mivel az 6sszegben minden tag
negyedfoki, ezért a kifejezések amiket majd négyzetre kell emelni mésodfokuak lesznek. Itt nem bizonyitjuk be, de
a cikkbdl kideriil, hogy els6 és nulladfoku tagokat nem kell bevenni. A cikk azt sugallja, hogy nézziik meg, hogy
milyen kifejezéseink vannak a polinomban, és csak az azoknak megfelel6 szorzotényezsket tegyiik bele a kifejezésbe.
Ezen a helyen a cikk hibas, mert nyugodtan elképezelhets, hogy egy tényez6 amely az egyikben pozitivként a
méasikban negativként szerepel az kiesik, de amigy a négyzetosszeg eldallitashoz hozzajarul. Esetiinkben a széban
forgo masodfoku kifejezések 2, 42, 22, xy, vz, yz. Ezekkel fogjuk indexelni a matrix sorait és oszlopait.

Ebben az algoritmusban egy métrixot hozunk létre, amelynek a sorai és oszlopai monomokkal vannak indexelve.
A monomok megfelelnek a négyzetosszeg egy-egy tagjanak.

Az i-edik sor j-edik oszlopaban szerepl6 b; ; tag azt jelenti, hogy a mi négyzetosszegiinkben milyen egyiitthatoval
jarul hozza a B; 4+ [;-nek megfelel6 monom.

Példaként nézziik az x?y* tagot. Itt figyelembe kell venni, hogy b4 az 2*y* monomnak felel meg, ami kétféle-
képpen is elsallhat. Egyszer az a2 és y? szorzataként, és az zy és xy szorzataként is. Az z'-et csak egyféleképpen
tudjuk eléllitani,igy a by 1 azt jelenti, hogy hany z* lesz z? - 22 elgallitassal.

Az algoritmus a kovetkezSképpen néz ki. Elkészitiink egy akkora négyzetes matrixok, mint amennyi a szoba
j6v6 monomok szama. Ugy képzeljiik, hogy a sorok és az oszlopok ezekkel a monomokkal vannak indexelve. E&szor
kitoltjiik az b; ; betlikkel. Ezutan megvizsgiljuk, hogy melyik 2 monom minek a szorzata és megjeldljiik azokat az
elemeket, amelyek ugyanahhoz a szorzathoz tartoznak, vagyis, ha az oszlop és a sor jel6l6 monomjai ugyanazok.
Ott ahol tobbféleképpen all els, ott figyeljiink arra, hogy az Osszeg egyenld legyen az egyiitthatoval. Rendeljiink
minden monomhoz egy-egy harom hosszt karakterisztikus vektort, annak megfelelen, hogy az (z,y, z) valtozok
milyen hatvanyon szerepelnek a sorozatban. Majd az 0sszeg tagjaihoz rendelt vektorok koziil valaszzuk ki azokat,
amelyekben minden koordinata paros, majd a vektor koordinatéinak értékét felezziik meg, és indexeljiik Gket. Ennek
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megfelelGen a vektorok:

2% B = (2,0,0)
y? = By = (0,2,0)
22 B3 = (0,0,2)
xy — By = (1,1,0)
xz— B5=(1,0,1)

= ( )

yZ'_)/BG 17071

Ezek utan nézziik meg, hogy a polinom nemnulla egyiitthatéju tagjait hogyan tudjuk felirni a karakterisztikus
vektorokkal:

(4,0,0) = B1 + Bu;

(0,4,0) = B2 + o

(070’4) = (3 + Bs;
(2,2,0) = By + Ba, Ba+ Bu;
(2,0,2) = B1 + B5, B5 + Bs;
(0,2,2) = B2 + B3, Bs + Be;

Az (z,y,z) valtozok kitevsibol lathato, hogy a monomokat ugy szorozzuk, ahogy a karakterisztikus vektorokat
osszeadjuk. Igy tehat a problémat atfogalmaztuk a vektorterek nyelvére.

Technikailag a keresett B matrixot a kovetkezSképpen irjuk f6l. Egy iires matrixbol indulunk ki, majd minden
lépésben hozzévessziik a polinom egy-egy tagjat. A maradék helyekre pedig ismeretleneket tesziink. A modszert pél-
dakon keresztiil szemléltetjiik. A modszert nem irjuk le minden egyes tagra, mert a példakon keresztiil mindenkinek
vildgos lesz, hogy hogyan kell kitolteni a matrixot. Induljunk ki a kévetkez6 6 x 6-os B matrixbol.
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bii big biz big bis big
bai bao baz bas bas bag
B— bsy b3z b3z bsy bss bsg
by1 byo baz bag bys byg
bsg bs2 bs3 bsa bss bsg
bey be2 bez besa bss b

A by, tagnak megfeleltetett (4,0,0) vektor csak egyféleképp all el6 B-k Gsszegeként, méghozza 25, alakban. A by,
egyiitthatoja 1, ennek megfelelen tehat a B matrixban b, ; := 1.

A (2,2,0) karakterisztikus vektoru tag el6all ugy is, mint £y + (B2, és ugy is, mint 84 + f4. Ez a B matrix by o,
ba1, bss elemeinek felel meg. Mivel tudjuk, hogy ezekenek az elemeknek az Osszege meg kell, hogy egyezzen a
polinomban szereplé tag egyiitthatojaval, valamint a szimmetria miatt: by o = bo ;1. Legyen b; 9 = a. A polinomban
a tag egyiitthatoja 2, tehat by o + bay + bya = 2, igy bya = 2 — 2a. Most a matrixunk a kévetkezéképpen néz ki:

bii1 a b1,3 b1,4 b1,5 bl,ﬁ

a b2,2 bz,3 b2,4 b2,5 b2,6
B— b31 bz b33 b3.4 bss bz
bai bao baz 2—2a bys bug

bsqi bso bss  bsa  bss bsg

)

bei be2 bes bea bes beg

Ugyanezt végezziik el az 6sszes tobbi monomra.
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1 a b —% ) !
a 1 c € 15} —%
_3
5_ b3 1 vy 5 %
-5 —€ v 2-2a -« —p
-0 B -2 —a 2-20 -y
a -3 —p -p -y 2—-2c

Tegyiink még egy apro észrevételt. Az 23z tag csak 22z alakban dllhat el6, a kifejezésiinkben viszont nem szerepel,
ezért by 5 = bs 1 = 0 Tehat a kitoltott matrix:

1 a b —% 0 «
a 1 c 0 15} —%
_3
B b3 c 1 v 5 0
-5 0 v 2-2a -« -0
0 8 -3 —a 2-20 —y
o —% 0 —p -y 2—-2c

A feladatunk a kovetkez6: Adjunk ugy valos értékeket az a, b, c, o, 5, v-nak, hogy a matrixunk pozitiv szemidefinit
legyen. Ezek a kiértékelések fogjak megadni a négyzetosszeg elGallitasainkat. Tegyiik fel, hogy taladlunk ilyen
szamokat, hogy a matrix pozitiv szemidefinit. Ekkor a B matrixrol tudjuk, hogy elsall AAT alakban. A kifejezés
annyi négyzetosszegként fog elgallni amennyi a nem 0 oszlopok szama és a monomok egyiitthatoi a méatrix megfelelé
elemei.

Mivel a Kozépiskolai Lapok Foruman 3 négyzet 6sszegeként allitottak eld a polinomot, igy mi most azt vizsgaljuk
meg, hogy elGallithato-e a polinom 1 vagy 2 négyzet Gsszegeként. Az algoritmusbol kideriil, hogy a négyzetek szama
a kitoltott B matrix rangja, ami szemmel lathatolag nem 1, mert a 0-k més oszlopokban vannak. Ezért nézziik

meg, hogy lehet-e a matrix rangja 2. A matrix rangja pont akkor 2, ha minden 3 x 3 aldeterminans egyenld 0-val.
Vélasszunk ki a kovetkez6 aldeterminénst:
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1 a —% 9
a 1 0 :(2—2a)—a2(2—2a)—1
-30 (2-2a)
Ennek a polinomnak a gydkei:
1 1 1
a1:—§, azz—z(?)— \/].3), a3:—1(3+ \/13)

A b-re és a c-re hasonloan kereshetiink aldeterminansokat, igy amennyiben elérhetd, hogy a matrix rangja 2 legyen,
akkor a, b, c értékei a kovetkezGek lehetnek:

1 1 1
——, —=-(83=+V13), —=(3+V13)
2 4 4
Legyen a = —%, ekkor a méatrixunk a kovetkezéképpen néz ki:
1 -1 b -2 0 a
voenos AT
c v -
B — , 2
-2 0 v 3 —« -
0 p —% —a 2—-2b —v
o —% 0 -8 -y 2-2c

Szamoljuk ki a kévetkez6 aldeterminanst:

—_
|
N =

b

1 1 1 3
cl=b4++=—1+bc+be=b+c+bc— =
) 4 27 2 4

|
N =
o =
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Legyen most b = —%, helyettesitsiik be ezt a determinansba és szamoljuk ki ebbdl a lehetséges c értékeket.

1 1
2
S
© T2
Az egyenletnek a gyokei a kdvetkezGek:
1
C1 = 17 Co = —5

Mivel a ¢; nem a gyoke az el6z6 egyenletnek, ezért nem megoldas. A ¢y viszont az el6z6 egyenlet gydke is, ezért ez
jo megoldas, igy ezt az értéket hasznéaljuk. Tehdt a matrixunk most igy néz ki:

e
3
_% 11 = 0 63 R
p=|"7 =2t 7 =20
0 8 -2 —a 3 —y
@ -2 0 - —y 3
Most szamoljuk ki az «, B és v értékét a kovetkezs aldeterminanssal:
1 -3 0 5
3 L opl=pedos
0o B8 3
Szdmoljuk ki a kovetkez6 masodfoki egyenletnek a gyokeit:
9
2
——=0.
p 4

A gyokok pedig a kdvetkezGek:
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B =41,5.

Mivel azt szeretnénk, hogy a matrix rangja 2 legyen, ezért az «, 3,7 = 1,5 helyettesitést fogjuk hasznélni. Tehat
végiil a teljesen kitoltott matrix a kovetkezGképpen néz ki:

11 3 3
PRI SR S
g_|"37 =2 1 3 -5 0
—3 0 3 3 3 _3
2 3 23 3 2 %
2 5 23 33 o
5 3 0 -3 —3 3

Lathato, hogy ennek a méatrixnak a rangja valoban 2. Tehat bizonyos, hogy valoban folirhato az eredeti polinomot
két négyzet Osszegeként. Ezt meg is tessziik a tébbi lehetséges a, b és ¢ érték vizsgalata utan. Most pedig keressiink
még tobb négyzetosszeges elGallitast az a-ra kapott értékek valtoztatasaval. A lehetséges értékek a, b, c-re:

(avba C)l = _%7 (a7bv C)Z = _3(3 - \/ﬁ)v (a7bv C)3 = _3(3 + \/ﬁ)v

.....

Maradjon a = —% tovabbra is, és legyen b = _%1(3 + v/13), ekkor a matrixunk a kovetkezGképpen néz ki:

1 -1 -13+v13) -3 0 o
1 3
—l(3+2\/ﬁ) i i X —ﬁé 0
B— TSN 7 2
-3 0 0 3 —« —f
0 B -3 —a 24+13+V13) —y
o) —% 0 —f -y 2—-12c
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Helyettesitsiik be a b-t a kovetkez6 egyenletbe, ami az el6zéekben kiszamolt aldeterminans:

b2—|—c2+bc—2:0

és szamoljuk ki ebbdl a lehetséges ¢ értékeket. Ebbsl az egyenletbdl c-re komplex értékeket kapunk, igy ebbdsl nem
kapunk 1j négyzetosszeg elGallitast.

Legyen most b = —%(3— V13), majd ismételjiik meg az el6z6 lépést mégegyszer. Ekkor c-re a kovetkezs értékeket
kapjuk:
c1 ~ —0,99624, ¢y = 0,84485

De ebbdl sem kapunk 1j négyzetdsszeget, mert ezek a c értékek sem egyenlGek egyik lehetséges értékkel sem. Tehat
mostmar azokat az eseteket megvizsgaltuk, amikor a, b vagy c értéke koziil barmelyik —% lehet, igy mostmar csak a

tobbi esetet kell vizsgalnunk. Legyen most a = —}1(3 + v/13). Ekkor a matrixunk a kovetkezSképpen alakul:

1 —1(3+V13)

b —% 0 Q@
—1(3+V13) 1 c 0 B -3
B b c 1 0 —% 0
-3 0 v 2+13+V13) -—a -0
0 B —3 —a 2—-2b —vy
@ —% 0 —p -y 2—-2c
Szamoljuk ki a kovetkez§ aldeterminénst:
1 —13+v13) b 1 )
—1(3+V13) 1 c :b2+c2+§(3+\/E)bc+§(3+\/1_3)2—1
b c 1

Helyettesitsiink be b helyére b = —1(3 + /13). Ekkor
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@+ (34 VIBPe+ (33 + VI + 53+ VB 1) =0.

Oldjuk meg ezt a c-re masodfoku egyenletet. Az egyenlet gyokei komplex szamok, igy innen sem kapunk 1j négy-
zetOsszeg elGallitast.

Legyen most b = —$(3 — v/13). Ekkor az aldeterminans a kovetkezSképpen néz ki:

b= (3= VPt (-3~ VI + 53+ VI 1) =0.

Ennek az egyenletnek a gyokei is komplexek.

Mostmér csak a lehetséges értékek egy variaciojat kell megvizsgalnunk, amikor a = —}1(3 — v/13). Ekkor a
matrixunk a kévetkez6képpen alakul:

1 —1(3-V13) b —3 0 o
—}1(3 —/13) 1 c 0 g —%
B_ b c 1 v —% 0
-3 0 " 2+1(3-V13) —a P
0 6] -5 —« 2—-2b —vy

a —3 0 —f -y 2-2

b
1 1
13 - V13) 1 ¢ :b2+c2—|—5(3—\/13)bc+§(3—\/13)2—1
1

Helyettesitsiink be b helyére b = —1(3 — v/13). Ekkor
1 1 1
A+ -3 V13)%c + (-6 - V13))?2 + 5B V13)2—1) =0.
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Oldjuk meg ezt a c-re masodfoki egyenletet. Az egyenlet gytkei komplex szamok, igy innen sem kapunk 4j négy-
zetosszeg elGallitast. Ezaltal az Osszes ilyen lehetGséget megvizsgaltuk.
Csak egyetlen lehetséges B méatrixot kaptunk, ami a kovetkezé:

1 1 3 3

g_|—37 =2 1 3 -5 0
_3 9 3 3 3 _3

2 3 23 3 2 %
2 % 2 3 33 2

3 —3 0 -3 —3 3

Ennek a métrixnak a rangja tehat 2 és ezt akar Gram-Schmidt ortogonizacioval vagy mas modszerrel felbonthatjuk
AAT alakban, ahol

1 0 0000
~1 ¥ 0000
A_|3 20000
3 3 000 0
0 V3 0000
33 000 0

Egy ilyen felbontasbol az dsszes olyan A; , amelyre A; AT = B gy kaphato meg, hogy vesziink egy tetszéleges
ortogondlis U matrixot és megszorozzuk vele A-t.

Ebbél a matrixbol meg is kapunk régtén egy négyzetosszeges felbontast:

1 1 3 3
(2 — —y* — 522 — 5%y + éyz)2 +(

3
yz + 3wz — \/T_xyf

V3., V3, V3
2 ¥4 T 2
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Ezt gy kaptuk meg, hogy az A métrixot megszoroznank az (a2, y?% 2% xy,xz,yz) vektorral és az Osszeg tagjait
négyzetre emelnénk.

Altalaban ezeket az a,b,c, o, 3,7 értékeket nem lehet ugy megvalasztani, hogy pozitiv szemidefinitet kapjunk.
Motzkin példaja is mutatja, hogy az ahhoz a poliomhoz rendelt matrixot nem lehet gy kitolteni, hogy pozitiv
szemidefinit legyen, mert nem lehet négyzetosszegként elGallitani.

Mi is tobb tucat értéket helyettesitettiink félig véletlenszertien, félig tudatosan, de mindig lett a B matrixnak
negativ sajatértéke. Ez azért baj, mert egy ilyen méatrix pont akkor pozitiv szemidefinit, ha a sajatértékei nem
negativak.

Az ilyen értékek megtalalasa altalaban bonyolult és hosszu feladat, nem véletlen, hogy ebbdl a kérdéskorbsl nétt
ki az Artin-Schreier elmélet.

Most nézziik meg, hogy milyen értékek is vannak az A maéatrixban. Ezeket felirhatjuk szinusz és koszinusz
fiiggvények segitségével is. Igy az A matrixunk a kovetkezSképpen alakul:

cos 0° sin 0°
cos 120° sin 120°
cos 240° sin 240°

A= V3 cos —30° v/3sin —30°

V3 cos 90° V/3 sin 90°
V3c0s210°  +/3sin210°

o OO oo o
S OO oo o
S OO oo o
o O O O OO

Az A maétrix els6 két sorat megszorozva a

cosa  sin«
—sina  cosa

2 % 2-es ortogonalis matrixszal, az alabbi matrixot kapjuk:
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cos 0° sin o — sin 0° cos « cos 0° sin o + sin 0° cos «v 00 0O
cos 120° sin o — sin 120° cos o cos 120° sin «v 4 sin 120° cos o 00 00
cos 240° sin o — sin 240° cos « cos 140° sin a 4 sin 240° cos « 00 00
A= o . . o o s . o
V3 cos(—30)°sin a — v/3sin —30° cosa /3 cos(—30)°sina + v/3sin —30°cosa 0 0 0 0
V3 c0s 90° sin av — /3 sin 90° cos «v v/3¢0s90° sin o 4+ /3 sin 90° cos o 00 00O
\/gcos 210°sina — \/gsin 210° cos « \/gcos 210°sin o + \/gsin 210°cosae 0 O O O

Trigonometrikus azonossagokat felhasznalva a méatrixunk az alabbiak szerint egyszertisodik:

cos(a + 0°) sin(a + 0°)
cos(a + 120°) sin(a + 120°)
cos(a + 240°) sin(a + 240°)
V3 cos(a(—30)°) v/3sin(a(—30)°)
V3cos(a+90°)  v/3sin(a + 90°)
V3 cos(a+210°)  /3sin(a + 210°)

A:

O O O O OO
O O O O OO
O O O O OO
O O O O OO

Ezzel altalanos képletet adhatunk az Gsszes kéttagi négyzetosszeg elGallitasra, ami a kdvetkezs:

<x2 cos(a) + y? cos(a + 120°) + 2% cos(a + 240°)+
+V3(wy cos(a — 30°) + a2 cos(ar + 90°) + yz cos(a + 2100))2—1—
+ (xg sin(a) + y*sin(a + 120°) + 2% sin(a + 240°)+
+ \/g(xy sin(a — 30°) + zz sin(a + 90°) + yz sin(a + 21O°)>2,

tetszéleges o megvalasztésa mellett.
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