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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Eloszo

Ez a szakdolgozat — ahogy a cime is mutatja — a (k, n)-ivekr6l szl a véges
projektiv sikokban. Véleményem szerint ez egy izgalmas témakor, tdmaszkodik
geometriai, algebrai és kombinatorikai ismeretekre is. A szakdolgozat elején van
egy elméleti bevezetés példdkkal, ebben a fejezetben dsszefoglalom azt a tudast,
ami a szakdolgozat érdemi részét érthetdvé teszi. A kovetkezd fejezet konkrétan
a (k,n)-ivekr6l, illetve annak specidlis eseteir6l sz6l, mig az utolsé fejezet bemu-

tatja Raymond Hillnek ebben a témakorben elért eredményeinek egy részét.

Itt szeretném még 0sszefoglalni, hogy az irodalomjegyzékben megjelolt kony-
veket hol hasznédltam. Az algebrai részeknél Freud Robert [1] és Kiss Emil [5]
konyvét haszndltam, a geometriai részekhez Kiss Gyorgy és Sz6nyi Tamads [6],
Reiman Istvéan [7], illetve Hajés Gyorgy [2] konyvét haszndltam fel. Raymond
Hill eredményeinek prezentildsdhoz a Some problems concerning (k,n)-arcs in

finite projective planes [4] cim( cikkét hasznéltam fel.



1.2. Ko6szonetnyilvanitas 1. Bevezetés

1.2. Koszonetnyilvanitas

Eziton is szeretném koszonetemet kifejezni a témavezetémnek, Héger Ta-
masnak, aki a témavélasztastdl az utolso6 simitasokig végigkisérte munkamat. Se-
gitségével egy szdmomra teljesen dj, 4m anndl izgalmasabb témakorrel ismerked-
hettem meg. Szamos hasznos és érdekes forrast €s gondolkodtaté feladatot kaptam
téle. Azt gondolom, hogy a segitségével kelloképp megismertem ezt a témakort

és szivesen foglalkozom majd vele a késébbiekben is.



2. fejezet

Elméleti bevezetés

A dolgozatban a P halmaz elemeit mindig pontoknak fogjuk hivni, az L
halmaz elemeit pedig mindig egyeneseknek (fiiggetleniil att6l, hogy mik az ele-
meik). A pontokat latin nagybetiikkel, mig az egyeneseket latin kisbetiikkel fogjuk
jelolni. Altaldban egy egyenesre tgy tekintiink, mint a pontok egy részhalmazara,
de a szakdolgozatban kényelmi okokbdl egy illeszkedési relaciot is hasznélunk.
Az 7 illeszkedési reldcié azt mondja meg, hogy egy pont illeszkedik-e egy egye-
nesre. Természetesen egy egyenest nyugodtan azonosithatunk a railleszkedd pon-
tok halmazéval, és igy visszakapjuk a részhalmazos szemléletet. Hasznélhatjuk
a geometridban szokdsos fogalmakat és jeloléseket az absztrakt projektiv sikok
esetében is. Igy nyugodtan beszélhetiink két egyenes metszéspontjardl és két pon-
tot 0sszekotd egyenesrdl. Tehdt a szakdolgozatban bétran tdmaszkodni fogunk a

geometriai jelolések, fogalmak és tételek haszndlatéra.

2.1. Véges projektiv sik

Klasszikus projektiv sikon (azaz az idedlis egyenessel kibdvitett euklideszi

sikon) a pontok és egyenesek illeszkedésére teljesiilnek az alabbi tulajdonsdgok:



2.1. Véges projektiv sik 2. Elméleti bevezetés

e Barmely két kiilonbozd pontra pontosan egy egyenes illeszkedik (a két pon-

tot 0sszekotd egyenes).

e Barmely két kiilonb6z6 egyenesre pontosan egy pont illeszkedik (a két egye-

nes metszéspontja).

Az absztrakt projektiv sik definidldsdndl is ezt a két tulajdonsédgot tartjuk
szem el6tt. A dolgozatban leginkdbb az elsé definiciora fogunk tdmaszkodni. A
masodik definicié a méar emlitett részhalmazos szemléleten alapul. A két definici6

tartalmilag azonos, mas a kiindulé koncepcid, de ugyanazt fogalmazzak meg.

2.1.1. Definicio. (Projektiv sik I.) Egy II projektiv sik alatt a (P, L,Z) harmast
értjiik, ahol P és L két diszjunkt nem tires halmaz, és Z C P x L egy illeszkedés-

nek nevezett relacio (illeszkedési relacio), amely kielégiti a kdvetkez6 axiomakat:

P1 P barmely két kiilonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van L-nek,

amely mindkettdvel reldciéban 4ll.

P2 £ barmely két kiilonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek,

amely mindkett6vel reldcidban all.
P3 £ minden eleme legaldbb harom kiilonbozd P-beli elemmel 4ll reldciéban.
P4 P minden eleme legaldbb harom kiilonb6z6 L-beli elemmel 4ll reldcioban.

2.1.2. Definicio. (Projektiv sik II.) Legyen P egy nem iires halmaz, és legyen £
a P halmaz részhalmazainak egy halmaza (azaz ha ¢ € L, akkor ¢ C P). Azt

mondjuk, hogy a (P, L) pér egy projektiv sik, ha teljesiilnek az aldbbi axiémak:

P1 P barmely két kiilonbozd P, () eleméhez 1étezik pontosan egy ¢ € L,
melyre P € {és () € (.

P2 £ barmely két kiilonboz6 ¢, e eleméhez 1étezik pontosan egy P € P, melyre
PelésPce.



2. Elméleti bevezetés 2.1. Véges projektiv sik

P3

P4

2.1.3.

1y

2)

3)

Minden ¢ € L -hez létezik legaldbb 3 kiilonboz6 P, (), S eleme P-nek ugy,
hogy P (,QQ € (és S € /.

Minden P € P -hez létezik legaldbb 3 kiilonboz6 7, e, f eleme L-nek ugy,
hogy Pe(,Pceés P € f.

Megjegyzés. (A megjegyzés mindkét definicidra vonatkozik.)

Az els6 két axiomara vonatkozdlag nem sziikséges mindketté axiomanal
kikotni azt, hogy pontosan egy 0sszekotd egyenes (metszéspont) 1étezzen;
elég, ha az egyik axiomandl kikotjiik, hogy létezzen pontosan egy Ossze-
kot6 egyenes (metszéspont). A masik axiomdndl csak a léfezést elvarva au-
tomatikusan teljesiilni fog az is, hogy pontosan egy metszéspont (0sszek5td

egyenes) létezik.

Dualitds. Vegyiik észre, hogy a P1 és P2, illetve a P3 és P4 axiémdk egymas

dudlisai.

Nemelfajuldsi varidciok. A P3 és P4 axiéma helyettesithetd lenne a kovet-

kez6 két axioma valamelyikével:

P3’ Létezik négy altaldnos helyzetd pont, vagyis létezik négy olyan pont,
melyek koziil semelyik harom nem kollinedris.

P3” A sik barmely két egyeneséhez létezik olyan pont, amelyik a két egye-

nes egyikén sincs rajta.

2.1.4. Definici6. Ha a projektiv sik ponthalmaza véges, akkor véges projektiv sik-

nak nevezzik.

2.1.5.

Példa. (Fano-sik) Legyen P az euklideszi sik egy szabdlyos haromszog

csucsaibdl, oldalfelezd pontjaibdl, €s beirhaté korének kozéppontjabdl allé pont-

halmaz, £ legyen a hdromszog oldalegyeneseibdl, szogfelez6ibdl, és beirhatd ko-

rébdl all6 egyeneshalmaz, az illeszkedés pedig legyen a tartalmazds. (Lasd 2.1-es

abra.) Az abra alapjan P halmaz pontjai: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 és £ halmaz egyenesei:



2.1. Véges projektiv sik 2. Elméleti bevezetés

2.1. abra. Fano-sik

{1,2,4}, {2,3,5}, {3,4,6}, {4,5,7}, {5,6,1}, {6,7,2}, {7,1,3}. Konnyen el-
lendrizhets, hogy ez az alakzat kielégiti a P1 — P4 axiémakat. Ez a példa a Fano-
sik, Gino Fano olasz matematikusrol nevezték el, aki els6ként épitette fel a pro-
jektiv geometriat axiomatikusan 1892-ben. (Axiomai kozott szerepelt, hogy a pro-

jektiv sikon nincs izomorf konfiguracié a Fano-sikkal.)

A kovetkezdkben megnéziink egy altaldnos példat, amely véges testekre épiil,
de elbtte betekintiink egy kicsit a véges testekrdl tanultakba. Minden véges test
elemszama primhatvany (beleértve az elsé hatvanyokat, azaz magukat a primeket
is). Barmely p* primhatvanyhoz izomorfitdl eltekintve pontosan egy T véges test
létezik, amelyre |T'| = p*. T-n értelmezve van két miivelet, az egyiket dsszeadds-
nak, a masikat szorzasnak hivjuk; az 6sszeadds asszociativ és kommutativ, 1étezik
nullelem, és minden elemnek 1étezik ellentettje; a szorzds asszociativ és kommu-
tativ, 1étezik egységelem, €s a nullelemen kiviil minden elemnek 1étezik inverze;
teljesiil rajuk a disztributivitas. Fontos még megemliteni, hogy mig az egész illetve

valos szamok korében van rendezé€s, itt nincs, hiszen 1 + ...+ 1 = 0, mert mod
—_——

P
p szamolunk, igy az 1 hozzdadasaval nem feltétleniil kapunk egyre nagyobb sza-
mokat. Emiatt a valos sikon edzddott szemléletiink néha téviitra vezethet a véges

sikokon.



2. Elméleti bevezetés 2.1. Véges projektiv sik

2.1.6. Példa. A ¢ elemii véges testet GF(q) -val fogom jelolni (ez a jelolés a
Galois field elnevezésbdl szarmazik, amelyet Evariste Galois francia matemati-
kusrdl neveztek el, aki megalkotta a Galois-elmélet, amely kapcsolatot teremt a
testelmélet és a csoportelmélet kozott). Itt ¢ = p”, ahol p prim, h pedig pozitiv
egész szam. Legyen V egy GF(q) feletti hdromdimenzids vektortér, P a V' egy-
dimenzids altereinek halmaza (origén dtmend egyenesek), £ a V' kétdimenzids
altereinek halmaza (origdn atmend sikok). Az illeszkedési relacié legyen a hal-
mazelméleti tartalmazds. Ezen feltételek mellett az axiomak teljesiilése konnyen

ellendrizhetd:

P1 Két kiilonboz6 egydimenzids altér egyértelmiien generdl egy kétdimenzids

alteret.

P2 Két kiilonboz6 kétdimenzids altérnek mindig van metszete, és ez egy egy-

dimenzids altér, mivel V' haromdimenzios.

P3 Legyen V; kétdimenzids altér, bazisvektorai b; és b,. Ekkor V; biztosan tar-
talmazza a by, by és by + b, éltal generdlt egydimenzids altereket. Ezek egy-

mastdl kiilonbozodek, igy teljesiil a P3 axiéma.

P4 Legyen Vi egy b; vektor altal generdlt egydimenzids altér. Ekkor 1étez-
nek olyan bo, by vektorok, melyek b;-el egyiitt V' bazisait alkotjak. Ekkor
(by,b3), (by,b3) és (by,bs + bs) kétdimenzids alterek egymadstdl kiilonbo-

z6ek, és mindegyik tartalmazza V;-et, igy P4 is teljesiil.

2.1.7. Definicio. (PG(2, q)) Az igy kapott projektiv sikot PG(2, ¢)-nak nevez-

ziik. (Itt a 2 a sik dimenzidjdra utal, a ¢ pedig arra, hogy ¢ elem testre épitett.)

2.1.8. Tétel. Minden 11 véges projektiv sikhoz létezik egy olyan n szdam, amelyre
igaz az, hogy ha 11 projektiv sik valamely { € L egyenesnek n + 1 pontja van,
akkor:



2.1. Véges projektiv sik 2. Elméleti bevezetés

1. Minden e € L egyenesnek n + 1 pontja van.
2. Minden P € P ponton dt n + 1 egyenes megy.

3. 11 osszesen n* + n + 1 pontot és ugyanennyi egyenest tartalmaz.

Bizonyitas. El6szor beldtjuk, hogy ha egy e egyenesnek & pontja van, akkor egy
rd nem illeszkedd P ponton keresztiil £ egyenes megy. Az e egyenes pontjait ();-
nek, Qo-nek, ...Qg-nak nevezziik. A P1 axiéma miatt minden i-re (1 < i < k)
1étezik pontosan egy P(); egyenes. Most mér csak azt kell beldtni, hogy P ponton
at pontosan k egyenes megy (se tobb, se kevesebb). Ha példaul (), € P(@); lenne,
akkor ()1 és (o pontot e és P(); egyenes is 0sszekotné, ez ellentmondana a P1
axiomdnak. Ez ugyanigy belédthat6 e egyenes barmely masik két pontjira, vagyis
P ponton at van legaldbb £ darab egyenes. P-n 4t nincsen k-ndl tobb egyenes,
mert a P2 axiéma miatt minden P-n 4tmend egyenes metszi e-t. Ebbdl kovetkezik,
hogy nincs més egyenes P-n ét, csak PQ1, PQ, ... PQy. Igy P-n it k egyenes
megy. (Lasd a 2.2-es bal oldali dbran.) Hasonldan beldthatd, hogy ha P ¢ e, és
P-n at k egyenes megy, akkor e egyenesnek k pontja van (a dualitdsbdl azonnal

adodik).

Qo

2.2. abra.

Most belatjuk, hogy ha egy egyenesnek n + 1 pontja van, akkor az Gsszes

ponton it n+ 1 egyenes megy. Legyen ¢ az az egyenes, amelynek n+ 1 pontja van.



2. Elméleti bevezetés 2.1. Véges projektiv sik

7

Az el6z6 gondolatmenet alapjdn mar csak az [ pontjairdl kell ezt megmutatnunk.
A P3’ axiéma miatt létezik négy dltaldnos helyzetii pont, tehét 1étezik P ¢ ¢ és
R ¢ (. Legyen PRN{ = Q. P-nétn + 1 egyenes van, mert P ¢ (. Az RQ);
(1 < ¢ < n) egyenesek nem mennek 4t P-n, ezért n + 1 pontjuk van. Példaul
|RQ,| = n+ 1, ebbdl kovetkezik, hogy a Qo, ..., Q,—1 pontokon keresztiil n + 1
egyenes van. Masrészt 9, ¢ R(Q), alapjan @, -re is teljesiil. (Lasd a 2.2-es jobb
oldali 4brdn.) Dualitds miatt az is konnyen beldthatd, hogy ha egy ponton at n 4 1

egyenes megy, akkor az 0sszes egyenes n + 1 pontu lesz.

2.3. 4bra.

Végiil belatjuk, hogy |P| = n? + n + 1. Vegyiink egy P pontot, a P ponton
keresztiil n 4 1 egyenes van, és ezek mindegyike tartalmaz n pontot P-n kiviil.
Azaz 1+ (n+1)-n = n?+n+ 1 pontot szdmoltunk. Minden pontot l4tunk, mivel
van 0sszekotd egyenese a P-vel, tehdt nincs tobb pont. (Lasd a 2.3-as dbran.)

Ugyanigy beldthat6 az is, hogy |£| = n? +n+ 1. O

P

2.1.9. Definicié. Az el6z6 tételbSl az n szamot a projektiv sik rendjének nevez-

ziik.

2.1.10. Allitas. Ha a projektiv sik g elemi véges testre épiil, akkor ¢ lesz a sik

rendje, azaz PG(2, ¢) rendje q.



2.2. Véges affin sik 2. Elméleti bevezetés

Bizonyitas. Ehhez elég belatni, hogy egy egyenesnek ¢ + 1 pontja van. Vegyiink
egy hdromdimenzids vektorteret g-felett. Az egydimenzios alterek a pontok, mig
a kétdimenzids alterek az egyenesek. Az a kérdés, hogy egy projektiv egyenesnek
hany pontja van, ekvivalens azzal, hogy egy kétdimenzids altérnek hany egydi-
menzids altere van. (Egy egydimenzios alteret egy, mig egy kétdimenzids alteret
két bazisvektor segitségével kaphatunk meg.) Minden nem nulla vektor general
egy egydimenzids alteret, tehét azt kell megvizsgélni, hogy hany nem nulla vek-
tora van egy kétdimenzids altérnek. Vegylink két bazisvektort a kétdimenzids al-
térben. Ezek linedris kombindcidjaként a kétdimenzids altér minden vektora egy-
értelmiien el84ll, igy ¢® darab vektorunk van. Ebbdl el8szor is kivonjuk a null-
vektort, igy ¢*> — 1 vektor marad. Egy egydimenzids altérnek ¢ darab vektora van,
ebbdl a nullvektort elhagyva ¢ — 1 vektor marad; ennyi vektor generdlja ugyanazt
az alteret. Ez minden egydimenzids altérre vonatkozik, igy a meglévd vektorok
szamat le kell osztani ¢ — 1-el. Mivel ‘f_—_ll = q + 1, igy belattuk, hogy egy kétdi-
menzios altérnek ¢ + 1 egydimenzids altere van, vagyis egy projektiv egyenesnek

q + 1 darab pontja van. []

2.2. Véges affin sik

Mint ahogy a projektiv sikokndl l4ttuk, hogy az illeszkedési tulajdonsdgok
alapjan megfogalmazott axiomarendszernek van véges modellje, ugyanigy a
klasszikus affin sik illeszkedési axiomait is megfogalmazzuk, és erre az axibma-
rendszerre véges modellt is fogunk tudni adni. A {6 eltérés a projektiv sikokhoz

képest a parhuzamos egyenesek engedélyezése, st elbirdsa.

2.2.1. Definici6é. Két egyenes pdrhuzamos, ha nem metszik egymast, vagy egy-

beesnek.

2.2.2. Definicié. (Affin sik I.) Egy pont-egyenes illeszkedési struktirat affin sik-

nak neveziink, ha pontjai és egyenesei teljesitik az aldbbi axidomakat:

10



2. Elméleti bevezetés 2.2. Véges affin sik

A1l Barmely két kiilonb6z6 pontot pontosan egy egyenes tartalmaz.

A2 Ha P pont nem eleme az ¢ egyenesnek, akkor egyértelmiien létezik egy
olyan e egyenes, amely dthalad P ponton és parhuzamos ¢ egyenessel, azaz

ent=0.
A3 Létezik harom nem kollinedris pont.

2.2.3. Megjegyzés. Két egyenest akkor is parhuzamosnak tekintiink, ha egybees-
nek (¢ = e), tehat a P pont akdr lehetne eleme az ¢ egyenesnek. Az A3 axiémadra

azért van sziikség, hogy ne legyenek elfajulé esetek.

2.2.4. Példa. Definidljuk AG(2, ¢) affin sikot: pontjai P = GF(q) x GF(q), egye-
nesei £ = {{(z,y) € GF(q)xGF(q): y = mxz+b} : m,b € GF(q)}U{{(z,y) €
GF(q¢)xGF(q): = = ¢} : ¢ € GF(q)}. Magyardn egy szamparnak megfelels pont
akkor illeszkedik egy egyenlet altal leirt egyenesre, ha a szdmpdr kielégiti az adott
egyenletet (ahogy a koordindta-geometridban megszoktuk). Konnyen ellendriz-

hetS, hogy AG(2, ¢) valéban egy affin sik.

2.2.5. Definicié. Ha az affin sik ponthalmaza véges, akkor véges affin siknak ne-

vezziik.

2.2.6. Allitas. A parhuzamossdg affin sikon ekvivalencia-relacio.

Bizonyitas. Ahhoz, hogy beldssuk, hogy a parhuzamossag ekvivalencia-relacio,
arra van sziikségiink, hogy reflexiv, szimmetrikus €s tranzitiv legyen. A reflexi-
vitds és a szimmetria a pirhuzamossig definici6jabdl azonnal adddik, igy a tran-
zitivitast kell megvizsgalni. Vagyis ha a||b és b||c, abbdl kovetkezik-e, hogy af|c.
Tegyiik fel, hogy nem igaz; ebben az esetben a és ¢ egyenesnek lesz metszés-
pontja (P), és igy b egyenesnek a P ponton at két parhuzamos egyenese lenne.

Ezzel ellentmondashoz jutottunk. [

2.2.7. Megjegyzés. A parhuzamossagi relacié egy ekvivalencia osztalyat parhu-

zamossagi osztidlynak nevezziik.

11



2.3. Atjérés affin és projektiv sik kozott 2. Elméleti bevezetés

2.3. Atjaras affin és projektiv sik kozott

El6szor nézziik meg, hogy affin sikb6l hogyan csindlunk projektiv sikot. A
klasszikus esetben megszokott eljarast kovetjiik. A sik egyeneseinek egy parhuza-
mossdgi osztalydhoz hozzarendeliink egy pontot (ezt nevezziik idedlis pontnak),
amely a parhuzamossagi osztdly minden egyenesén rajta van, és csakis ezeken az
egyeneseken; egy egyenesnek csakis egy idedlis pontja van; egy ideélis pontot a
parhuzamossagi osztaly egy tetszdleges egyenesével adhatunk meg. Ezzel elértiik,
hogy a parhuzamos egyeneseknek is lesz kozos pontja. Az idedlis ponttal szemben
a sik tobbi pontjat kozonséges pontnak nevezziik. Egy kozonséges €s egy idedlis
pont 6sszekotd egyenesén egy olyan egyenest értiink, amely dtmegy az adott ko-
zOnséges ponton €s parhuzamos az idedlis pontot meghatirozé egyenessel. Egy
sik egyeneseinek idedlis pontjai a sik idedlis egyenesét alkotjak, tehét felvesziink
egy Uj egyenest is. (Minden parhuzamossagi osztdlyhoz mas ideélis pont tartozik.)
A sik barmely két egyenese igy metszOvé vilik, vagy kozonséges pontban, vagy
pedig idedlis pontban metszik egymast; a sik idedlis egyenese is metsz minden
egyenest a sikban. Egy adott affin siknak definici6 szerint pontosan egy idedlis
egyenese van. (Két idedlis pontnak a kozos egyenese az idedlis egyenes lesz.) Igy

tehat az idedlis egyenessel kibdvitett affin sik projektiv sik lesz.

2.4. abra.
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2. Elméleti bevezetés 2.3. Atjards affin és projektiv sik kozott

A 2.4-es dbra mutat egy szemléletet, hogy hogyan lehet elképzelni egy ided-
lis egyenessel kibdvitett affin sikot. A testre épitett sikon az idedlis pontokat leg-
egyszeriibben azok meredekségével tudjuk megadni, igy a P, és P, pont éltal
meghatarozott egyenes idedlis pontja (m), ha az 6sszekotd egyenesiik egyenlete

y = mx + b alaku (ahol b € GF(q)). A fiiggbleges egyenesek idedlis pontjat
(00)-vel jeloljiik.

Masodszor megnézziik, hogy a projektiv sikb6l hogyan lehet djra affin si-
kot csindlni. Ehhez érdemes megjegyezni, hogy a projektiv sikon nincs szerepe
annak, hogy egy pont idedlis vagy kozonséges, tehat tekinthetjiik egyforméanak
Sket. Ugyanez vonatkozik az egyenesekre is. Igy, hogy minden pont illetve egye-
nes egyforma, egy tetszdleges egyenest elhagyva (az egyenes 0sszes pontjival)

konnyen lathatéan tjra egy affin sikot kapunk.

()

(2)

: <\

7N
/

2.5. abra.

A 2.5-0s 4brdn egy 3 elemi véges testre épitett affin sikon és projektiv le-
zartjan mutatjuk be a parhuzamos egyeneseket €s idedlis pontjaikat. Ezen az dbran
konnyen szemléltethetd a 2.1.8-as tétel. A sik rendje ¢ = 3. Minden egyenesnek
q + 1 = 4 pontja van és minden ponton keresztiil ¢ + 1 = 4 egyenes megy. Az

dbréan dsszesen g% +q+1 = 13 egyenes és ¢> +q+1 = 13 pont van. Ezen az dbran
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2.3. Atjéards affin és projektiv sik kozott 2. Elméleti bevezetés

lathaté még az is, hogy ha az idedlis egyenest nem tekintjiik, akkor affin sikrészrol

beszélhetiink, az affin sikrészben a pontokat a GF(¢) x GF(¢) halmazbdl kapjuk.

2.3.1. Tétel. Minden véges affin sikhoz létezik egy olyan n szdm, melyre igaz az,

hogy ha az affin sik valamely egyenesnek n pontja van, akkor:

1. Minden egyenesnek n pontja van.
2. Minden ponton dt n + 1 egyenes megy.
3. Az affin sik 0sszesen n* pontot tartalmaz.

4. Az affin sik ésszesen n® + n egyenest tartalmaz.

Bizonyitas. Legyen ¢ az n ponti egyenes. Zarjuk le az affin sikot projektiv sikka,
vagyis vegyiink még hozz4 egy idedlis egyenest a szokott médon. Igy felhasznal-
hatjuk a projektiv sik 2.1.8-as tételében beldtottakat. Az ¢ egyenesnek n+ 1 pontja

van a projektiv lezartban.

Minden projektiv egyenesnek n+ 1 pontja van. Ha elhagyjuk az idedlis egye-
nest, annak 0sszes pontjaval, akkor minden egyenesnek elhagyjuk az idedlis pont-

jat, igy minden affin egyenesnek n pontja lesz.

Minden projektiv ponton 4t n + 1 egyenes megy. Ha elhagyjuk az idedlis
egyenest, az nem befolyésolja azt, hogy egy ponton keresztiil hdny egyenes megy,
igy minden affin ponton it n 4+ 1 egyenes megy. (Abban az esetben befolyésolta

volna, ha a pont is idedlis, de az idedlis pontokat is elhagytuk.)

A projektiv sik 6sszesen n? +n + 1 pontot tartalmaz. Ha elhagyjuk az idedlis
egyenest, aminek n + 1 pontja van, akkor azt kapjuk, hogy az affin sik 6sszesen

n? pontot tartalmaz.

A projektiv sik dsszesen n? + n + 1 egyenest tartalmaz. Ha elhagyjuk az
idedlis egyenest, vagyis elhagyunk egy egyenest, akkor azt kapjuk, hogy az affin

sik 6sszesen n? + n egyenest tartalmaz. [
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2. Elméleti bevezetés 2.4. Desargues-i és nem desargues-i sikok

P

2.3.2. Definici6. Az el6z6 tételben szerepld n szamot az affin sik rendjének ne-

vezziik.

Megadjuk az affin sik egy mdsik definicigjat, amelybdl konnyen lathatéan

kovetkezik a parhuzamossagi axioma.

2.3.3. Definicio. (Affin sik I1.) Legyenn > 2 egész szam. Az olyan pont-egyenes
illeszkedési struktirat, aminek n? pontja van, az egyenesei n pontot tartalmaznak

és barmely két pontjan 4t 1étezik pontosan egy egyenes, affin siknak nevezzik.

2.4. Desargues-i és nem desargues-i sikok

A (k, n)-ivekre legrészletesebben targyalt eredmény olyan mddszereket hasz-
ndl, amelyek nem hasznaljdk ki a testel valé koordinatdzottsdgot; pusztan kombi-
natorikus eszkozokkel az illeszkedési axiémara épit. Igy érdekes lehet egy konkrét
példa, amely nem testre épitett. A klasszikus projektiv sikokon teljesiil a kovet-

kez6 jol ismert tétel.

2.4.1. Tétel. (Desargues) Ha két hdaromszog pontra nézve perspektiv, akkor egye-
nesre nézve is perspektiv, illetve ha két hdromszog egyenesre nézve perspektiv,

akkor pontra nézve is perspektiv.

2.4.2. Megjegyzés. Két haromszogrdl akkor mondjuk, hogy pontra nézve pers-
pektiv, ha a megfelel6 pontjaikat 6sszekotd egyenesek egy pontban taldlkoznak.
Hasonl6an akkor mondjuk, hogy egyenesre nézve perspektiv két haromszog, ha

megfeleld oldalaik metszéspontjai egy egyenesre esnek.

2.4.3. Megjegyzés. A Desargues-tételt véges sikon is ugyanolyan jol lehet értel-

mezni.

2.4.4. Definicié. Egy projektiv sikot desargues-inak hivunk, ha igaz rd a Desargues-

tétel.

15



2.4. Desargues-i és nem desargues-i sikok 2. Elméleti bevezetés

A véges projektiv sikok elméletében alapvetd a kovetkezd tétel.

2.4.5. Tétel. Véges projektiv sik pontosan akkor desargues-i, ha izomorf egy vé-

ges testre épitett sikkal.

2.4.6. Definicio. (Részsik) Egy (P, £, T) illeszkedési geometria részgeometridja
a (P, L', T') illeszkedési geometria, ha P’ C P, L C L, és T C T megszoritdsa
P’ x L'-re. Egy affin vagy projektiv sik részsikja egy olyan részgeometria, amely

maga is affin vagy projektiv sik.

A részsikok onmagukban is affin, illetve projektiv sikok, igy van rendjiik.

2.4.7. Allitas. Egy s rend részsikot egy egyenes 0, 1 illetve s+ 1 pontban metsz-

het. Vagyis ha van legalabb 2 k6z0s pontjuk, akkor van s + 1 kdz6s pontjuk is.

2.4.8. Tétel. (Bruck) Ha II projektiv sik rendje q, akkor 11 részsikjdanak a rendje
legfeljebb /q lehet.

Kiilonosen fontosak lesznek szdmunkra a lehetd legnagyobb részsikok.

2.4.9. Definicio. (Baer-részsik) A Baer-részsik rendje éppen /q.

Sziikségiink lesz a Baer-részsikok néhany alapvetd tulajdonsdgéra.

2.4.10. Tétel. Abban az esetben, ha q négyzetszam akkor PG(2, q)-ban bdrmely

négy dltaldnos helyzetii pontot pontosan egy Baer-részsik tartalmaz.

2.4.11. Tétel. Egy Baer-részsiknak és egy egyenesnek 1 vagy \/q+ 1 kozos pontja

van.

2.4.12. Tétel. Abban az esetben, ha q négyzetszam PG(2, q)-ban, akkor két Baer-
részsik kozos egyenesén 1, 2 vagy \/q+1 kozos pontja van. Vagyis ha van legaldbb
3 kozos pontja két Baer-részsiknak egy egyenesen, akkor lesz \/q+1 kézds pontjuk

azon azg egyenesen.
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2. Elméleti bevezetés 2.4. Desargues-i és nem desargues-i sikok

2.4.13. Példa. (Hall-sik) Adott egy projektiv sik. Vegyiink egy Baer-részsikot és
valasszuk ki ennek egy egyenesét. A teljes egyenes, amely tartalmazza a Baer-
részsik egyenesét, legyen az idedlis egyenes. Az idedlis egyenes és a Baer-részsik
metszete /g + 1 pontot tartalmaz, ezt a halmazt nevezziik el D-nek. (Lasd 2.6-0s
bal oldali dbra.) Tekintsiik most az el64ll6 affin sikot. Azokat az egyeneseket, ame-
lyeknek az idedlis pontja a D halmaz elemei kozott van, azokat eldobjuk; azaz a
megfeleld ¢ elemi részhalmazokat nem tekintjiik tobbé egyeneseknek (de a pont-
jaikat megtartjuk). Tekintsiik a D halmazt tartalmaz6 Baer-részsikokat. Ezeknek
a Baer-részsikoknak ¢ + /g + 1 pontjuk van (mert a rendjiik ,/q), €s mivel ,/q+1
pontjuk van az idedlis egyenesen, igy marad mindegyiknek még ¢ pontja az affin
sikrészen. A vizsgalt Baer-részsikok fennmaradé ¢ pontjai lesznek az dj egyene-
sek; azaz ezeket a ¢ elemi halmazokat egyeneseknek fogjuk tekinteni. (Azok az
egyenesek, amiket nem véltoztattunk meg, azok megmaradnak.) Azt allitjuk, hogy

az igy kapott egyenesekkel egy affin sikot kapunk.

2.6. abra.

Azt, hogy affin sikot kaptunk, a 2.3.3-as definici6é alapjdn latjuk be. Kell,
hogy barmely két pontot pontosan egy egyenes tartalmazzon. (Természetesen az
idedlis egyenes nem lesz az affin sik része.) Ha vesziink két olyan pontot (P -et
és P»-t), aminek megmaradt a kdz0s egyenese (azaz az 0sszekotd egyenes idedlis
pontja, (), nincs D-ben), akkor azt mar tudjuk, hogy van kdzos egyenesiik (hivjuk

e-nek); még azt kell beldtni, hogy nincs masik kozos egyenesiik. Ha lenne, az
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2.4. Desargues-i és nem desargues-i sikok 2. Elméleti bevezetés

csak egy Uj, Baer-részsikbol szarmaz6 egyenes lehetne, azaz lenne olyan B Baer-
részsik, amely tartalmaznd P;-et, P»-t €s a D halmazt is. Mivel B-nek és e-nek
van legaldbb 2 kozos pontja (P, P,) az e egyenes egyenese a Baer-részsiknak;
azonban az {, szintén egyenese B-nek, ezért () = e N ¢, € B. Viszont () nem
eleme D-nek, igy ellentmondashoz jutunk. (Lasd 2.6-os kozépsé dbra.) Meg kell
még vizsgalnunk azt az esetet, amikor a két pont eredeti kozos egyenesét eldobtuk.
Ebben az esetben a két pont (P, P) altal meghatarozott eredeti egyenes idealis
pontjan (Q) kiviil vélasztunk két pontot (R, Ry) a D halmazbdl. A Py, P, Ry,
Ry négy éltaldnos helyzetd pont, tehat meghatdroz pontosan egy Baer-részsikot
(B). PP, N RiRy, = Q € B, ebbdl kovetkezik, hogy |B N ¢, N D| > 3 igy
|BN{lND| = /q+1. Tehdt B egy olyan Baer-részsik, aminek része a D halmaz,
igy van P és P, pontot 6sszekotd dj egyenes. Van-e tobb? Nincs, mert ha B’ Baer-
részsik tartalmazza P;-et és P»-t, akkor amiatt, hogy D C B’ tartalmazza R;-et
és Ro-tis, és igy B’ = B. (Lasd 2.6-os jobb oldali dbra.) Az nyilvanvald, hogy
ennek az 4j struktirdnak ¢® pontja van, hiszen az eredeti affin sik pontjait nem
valtoztattunk meg; az is vildgos, hogy minden egyenes ¢ pontd, hiszen vannak
azok az egyeneseink, amiket nem valtoztattuk meg, és vannak még az uj Baer-
részsikbdl szdrmazd egyenesek, amelyekrdl tudjuk, hogy ¢ pontjuk van; és épp
most lattuk be, hogy barmely két pontnak pontosan egy kozos egyenese van. Igy
belattuk, hogy affin sikot kapunk. Ezt az affin sikot le lehet zarni projektiv sikka,
és belathatd, hogy nem teljesiil rd a Desargues-tétel, igy nem izomorf a testre

épitett projektiv sikkal.
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3. fejezet
(k,n)-ivek

Innentdl az n jelolést nem a sik rendjére fogjuk haszndlni, ezért mostantdl
g-val jeloljik a széban forgd sikok rendjét, attél fiiggetleniil, hogy a sik testre
épitett-e vagy sem. A testre épitett sikokat tovabbra is PG(2, ¢)-val jeloljiik, mig
a tetszoleges g-adrendii projektiv sikot mostantdl 11 -val jeloljiik. Mostant6l az
osszes definici6 véges affin vagy projektiv sikokra vonatkozik. El6szor a (k, n)-

ivek egy specidlis esetével foglalkozunk.

3.1. 1Ivek, ovalisok, hiperovalisok

3.1.1. Definicié. (Iv) Egy olyan ponthalmazt, melynek nincs hdrom kollinedris

pontja, ivnek neveziink. Egy k ponti ivet k-ivnek neveziink.

3.1.2. Definicié. A sik valamely egyenese az adott k-ivre nézve szeld, érintd, il-

letve kitérd egyenes lehet, ha a k-ivvel rendre 2, 1, illetve 0 kdz6s pontja van.

A 3.1-es bal oldali dbrdn egy iv szemléletes dbrdja lathat6, mig a jobb oldali
abran az el6z6 definicio egyenesei lathatok. Az dbran lathato ey, e, és e, egyene-

sek rendre szeld, érintd, illetve kitérd egyenesek.
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3.1. Ivek, ovalisok, hiperovalisok 3. (k,n)-ivek

3.1. abra.

3.1.3. Megjegyzés. Egy k-iv barmely pontjabol k£ — 1 szel6 és g + 2 — k érint6
egyenes van. (Ez konnyen ellendrizhet6 a korbenézds médszerrel.) Ebbdl konnyen
kiszamithatd, hogy egy k-ivnek Gsszesen k(kT_l) szeld, k(g + 2 — k) érintd és
¢* — (k —1)q + £(k — 3) + 1 kitér§ egyenese van.

3.1.4. Definicié. (Teljes iv) A k-ivet teljesnek tekintjiik, ha tartalmazdsra nézve

maximélis, azaz nem része (k + 1)-ivnek.

3.1.5. Tétel. (Lunelli és Sce) 11, k-ive nem lehet teljes, ha ¢ > k'(’f;l).

Bizonyitas. Egy iv akkor €s csak akkor teljes, ha az iv szel§ egyenesei lefedik
a sik pontjait (hiszen egy pontot akkor lehet hozzdvenni az {vhez, ha nem megy
at rajta szeld). Szamoljuk meg, hogy a szel6 egyenesek legfeljebb hany pontot
fednek le. Egy egyenes ¢ + 1 pontot fed le. Az ivnek @ < g szelGje van, és
q darab egyenes legfeljebb q(q + 1) = ¢* + ¢ pontot fed le, igy lesz legaldbb egy

pont amit nem fed le, ezt a pontot hozzavehetnénk az ivhez, igy nem teljes. [

Erdemes megemliteni, hogy ivet, s6t teljes ivet is egyszertien tudunk konstru-
alni moho algoritmussal. Vélasztunk egy pontot, majd hozzavesziink még egyet,
természetesen az {v definicidjat szem el6tt tartva, és igy tovabb. Ez az eljaras addig

folytathatd, amig teljes ivet kapunk; azt azonban nem tudjuk megmondani, hogy a
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3. (k,n)-ivek 3.1. Ivek, ovalisok, hiperovalisok

kapott teljes iv mekkora lesz. Az el6z6 4llitas azt mondja ki, hogy a moh algorit-
mus nem akad el, amig a £ el nem éri az egyenldséget, vagyis kozelitbleg /2¢-t.
Kim és Vu meg tudtdk mutatni, hogy minden g-adrendii sikon vannak legfeljebb

V/q - log® q pont teljes fvek, valamely c rogzitett szamra.

A dolgozatban hasznédlunk egy koriilnézés kifejezést, ami annyit jelent, hogy
a sikot egy adott pontjabol vizsgaljuk ugy, hogy az adott pontot tartalmazo egyene-
sek fennmaradé pontjait, illetve metszéspontjait egy masik egyenessel vagy {vvel
szamoljuk meg. Az {v pontjait mindig P-vel, mig az {ven kiviili pontokat mindig

(2-val fogjuk jelolni.

3.1.6. Tétel. (Bose) A g-adrendii projektiv sik barmely k-ivére teljesiil, hogy k <
q + 2. Abban az esetben, ha q pdratlan, akkor k < q + 1 is teljesiil.

Bizonyitas. Legyen x az iv, P € x. P ponton it ¢ + 1 egyenes megy, minden
egyenesen P-n kiviil legfeljebb még egy pontja lehet x-nak (mert « iv). Ebbol
kovetkezik, hogy |k| <14+ (¢+1) =q+2.

Tegyiik fel, hogy |k| = ¢ + 2. Beldtjuk, hogy ebben az esetben ¢ csak pdros
lehet. Az iv barmely pontjabdl koriilnézve x-nak g + 2 pontja kell legyen, vagyis
nincs érintd. Tehdt minden P € k, minden [ > P egyenesre |l N k| = 2; ebbdl
kovetkezik, hogy minden [ egyenesre |l N k| = 0 vagy |l N k| = 2. Legyen
Q) ¢ K, nézziink korbe a () pontbol. Az egyenesek két részre oszthatk, amelyek
2 pontban metszik, illetve amelyek nem metszik az {vet. A metszd egyenesek
darabszdmat s-sel jelolve adédik a kovetkezd képlet: |k| = s -2 = ¢ + 2, ebbdl

kovetkezik, hogy s = 4 + 1. Tudjuk, hogy s € Z, igy q csak péros lehet. [J

3.1.7. Definicié. (Ovalis) A ¢ + 1 ponti iveket ovdlisnak hivjuk.

3.1.8. Allitas. Az ovlisok ltaldnos tulajdonsdga, hogy minden pontjaban ponto-

san egy darab érintGjiik van, és 0sszesen ¢ + 1 darab érint6jiik van.

21



3.1. Ivek, ovalisok, hiperovalisok 3. (k,n)-ivek

Bizonyitas. A 3.1.3-as megjegyzés megfelelS képleteibe k = ¢ + 1-et helyette-

sitve automatikusan addodik. [

3.1.9. Definicié. (Hiperovalis) Az olyan ivet, melynek ¢ + 2 pontja van hipero-

vdlisnak nevezziik.

3.1.10. Megjegyzés. A 3.1.3-as megjegyzés megfelel6 képleteibe £ = ¢ + 2-t

helyettesitve rogton adddik, hogy a hiperovélisoknak nincs érintdje.

3.1.11. Allitas. Léteznek ovilisok PG(2, ¢)-ban. Ha ¢ paros, akkor léteznek hi-

perovalisok is.

Bizonyitas. Legyen k = {(z,2?) : z € GF(q)} U {(c0)}. Ebben az esetben x
ovilis, mert || = ¢ + 1 és az y = mx + b egyenes metszéspontjait x-val az 22 =
max + b egyenlet megoldasdval kapjuk meg, igy legfeljebb két metszéspontjuk
lehet. Az x = c egyenesek pontosan két pontban metszik «-t. Abban az esetben,
ha ¢ pdros hozzdvehetjiik x-hoz a (0) idedlis pontot is, mert az z — x? leképezés
a GF(q) test automorfizmusa, igy az x> = Ox + b ,,vizszintes” egyeneseknek

pontosan 1 pontja van x-val. [

2x+2)

2x+1

0 1T 2 X xFT X42 2x 2x+12x+2

3.2. abra.

Erre egy konkrét példa lathat6 a 3.2-es bal oldali dbrdn egy 5 elemii véges
testre épitett sikon, ugyanez a szokdsos koordinédta-rendszerben elhelyezve a 3.2-

es kozéps6 abran szerepel. Erdemes még megvizsgédlni a 9 elem( testre épitett
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3. (k,n)-ivek 3.1. Ivek, ovalisok, hiperovalisok

projektiv sikon az ovélist. (L4sd 3.2-es jobb oldali dbra.) Mivel itt mar mdsodfoku
bovités kell, a test elemei nem csak szamok lesznek, igy a tengelyeken rendre 0,
1,2, x, 0+ 1,042, 2z, 20 + 1, 22 + 2 szerepel (a bdvitésnél 22 + 1 polinommal

faktorizaltunk).

3.1.12. Tétel. Il -ban pdros q-ra minden ovdlis kiegészithetd hiperovdlissd.

Bizonyitas. Legyen x a vizsgalt ovalis. El6szor belatjuk, hogy minden x-n ki-
viili () ponton at megy érintd. Indirekten bizonyitunk, vagyis tegyiik fel, hogy
(2 ponton it nem megy érintd. A ()-n athaladé kiils6 egyenesek darabszamat k-
val, mig a szel6 egyenesek darabszdmat s-el jelolve a kovetkez6 képlet adodik:
k+ s = q+ 1, ebbdl kovetkezik, hogy || = 2 - s = ¢ + 1. Ekkor amiatt, hogy ¢
paros és s € Z, ellentmonddshoz jutunk, széval az ovélis minden kiilsd pontjin at
megy érintd egyenes. Kordbban maér beléttuk, hogy az ovédlisnak minden pontjin
(P) &t van érintd. Tehat a sik minden pontjdn 4t megy érints. Tudjuk, hogy az
érintd egyenesek szdma q + 1, és ezek az egyenesek a sik Osszes, azaz ¢° + ¢ + 1
pontjat lefedik. Legyenek [y, [1, ...l; az érintd egyenesek. Most azt vizsgaljuk,
hogy hany pontot fednek le. Az [, lefed ¢ + 1 pontot, az [, lefed ¢ darab 4j pontot
(mert van egy metszéspontja [y-al), az [, maximum ¢ darab 4j pontot fed le (ez
abban az esetben fordul eld, hogy ha I, metszéspontja [y-al és [;-gyel egybeesik);
ugyanigy minden tovabbi érintdre igaz, hogy maximum ¢ darab 1j pontot fed le.
Igy osszesen ¢ + 1 + ¢ - ¢ = ¢* + ¢ + 1 pontot fedhetnek le az érinték. Ez éppen
az Osszes pont, tehat minden érintd a maximdlis mennyiségi Uj pontot fedi le, igy
l1, la, ..., [, pontosan ¢ darab Uj pontot fed le, vagyis az 0sszes érintdnek van egy
kozos metszéspontja. Az érint6k metszéspontjat hozzavéve az ovalis pontjaihoz

hiperovalist kapunk. []

v

A kovetkez6 allitas azonnal lathatoan ekvivalens az el6z0 tétellel, csak mas

szempontbdl vizsgalja.

3.1.13. Allitas. Péros rendii sikon a (¢ + 1)-ivek nem teljesek.
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3.2. (k,n)-ivek dltalanosan 3. (k,n)-ivek

Megemlitiink még egy nagyon meglepd tételt, ami igazan lendiiletet adott az

ivek vizsgalatanak.

3.1.14. Tétel. (Segre) Ha q pdratlan, akkor PG(2, q) minden ovdlisa mdsodrendii
gorbe.

3.2. (k,n)-ivek altalanosan

3.2.1. Definicio. ((k, n)-iv) Egy ponthalmazt (k,n)-ivnek neveziink, ha k elemt

és minden egyenes legfeljebb n pontban metszi.

3.2.2. Megjegyzés. A (k,n)-ivek definicidjdban gyakran kikotik, hogy legyen
egyenes, amely pontosan n pontban metszi a ponthalmazt. Mi ettél most elte-

kintiink.

A (k,n)-iveknek egy fontos specidlis esete a kordbban definialt iv, illetve

k-iv. Vegyiik észre, hogy a k-ivek megegyeznek a (k, 2)-ivekkel.

3.2.3. Definicié. Ha egy tetszSleges ponthalmazt (példaul ivet) egy egyenes i

pontban metsz a ponthalmaz (iv) ¢-szeldjének nevezziik.

Létezik egy komplementer fogalom, amit szintén sokat vizsgdlnak a véges

geometridkban.

3.2.4. Definicio. A II, projektiv sik valamely B ponthalmaza lefogo ponthalmaz,

ha minden egyenes metszi B-t.

3.2.5. Definicié. Egy B ponthalmazt ¢-szeres lefogo ponthalmaznak neveziink, ha

B-t minden egyenes legalabb ¢ pontban metsz.

3.2.6. Megjegyzés. A t-szeres lefogé ponthalmaz definicidjaban ki szoktdk még
kotni azt is, hogy legyen olyan egyenes, aminek pontosan ¢ metszéspontja van a

B halmazzal. Mi ettdl eltekintiink.
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3. (k,n)-ivek 3.3. Eredmények (k, n)-ivekr6l

3.2.7. Megjegyzés. Egy (k,n)-iv komplementere ¢*> + ¢+ 1 — k ponti ¢+ 1 — n-

szeres lefogd ponthalmaz és forditva.
3.2.8. Példa. Egy egyenes g + 1 méretii egyszeres lefogd ponthalmaz.

3.2.9. Példa. Ahogy azt mar a 2.4.11-es tételben is lattuk, egy Baer-részsiknak
minden egyenessel van legalabb egy ko6zos pontja, igy egy Baer-részsik szintén

egy egyszeres lefogd ponthalmaz, melynek ¢ + /g + 1 pontja van.

3.2.10. Példa. Konnyen lathat6, hogy harom nem egy ponton atmend egyenes, 3¢

pontu kétszeres lefogd ponthalmazt alkot.

Egy kozismert, de egydltalan nem nyilvdnvalé eredmény a kovetkezd:

3.2.11. Tétel. (Bruck) PG(2,q), ha q négyzet, felbonthaté diszjunkt Baer-részsikok

uniojdra.

3.2.12. Kovetkezmény. PG(2, ¢)-ban, ha ¢ négyzet és ¢ legfeljebb ¢ — /g, 1étezik
t-szeres lefogd ponthalmaz, aminek tq + ¢, /q + ¢ pontja van. Ezt ugy kapjuk meg,

ha ¢ darab diszjunkt Baer-részsik ponthalmazanak unigjét vessziik.

3.3. Eredmények (k,n)-ivekrol

A dolgozatban (k,n)-iveket elsGsorban nem testre épitett sikokban vizsgal-
juk. Jelolje a II, sik legnagyobb (k,n)-ivének pontszdmat rogzitett n mellett
max(n)am,, tovdbbd jeldlje max(n),, az 0sszes g-adrendi sikra vett maximu-

mot. Kozvetlen felsS korldtjat a max(n ), ,-nak a kovetkezd jol ismert tétel adja.

3.3.1. Tétel. (Barlotti) Ha 1 < n < g+ 1, akkor

max(n)s, < (n —1)g+ n. 3.1)
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3.3. Eredmények (k, n)-ivekr6l 3. (k,n)-ivek

Bizonyitas. Legyen  (k,n)-iv II,-ban. Legyen P € . Most haszndljuk a mar
jol ismert korbenézést: a P ponton 4t pontosan ¢ + 1 egyenes megy, és ezek mind-
egyike legfeljebb n — 1 pontot tartalmazhat P-n kiviil, ami rajta lehet az {ven. Ha
hozza vessziik még a P pontot is, akkor az {vnek legfeljebb (¢ + 1)(n — 1) + 1 =
(n — 1)g + n pontja van. Vagyis max(n)s, < (n —1)g +n. O

Azn = 1,n = g, n = g + 1 érdektelen esetek, ezért érdekesebb, hogyha

feltessziik, hogy 2 <n < ¢ — 1.

3.3.2. Tétel. (Barlotti) Ha max(n)sn, = (n — 1)q + n ésn < q, akkor n osztja

q-t.

Bizonyitas. Legyen « (k,n)-iv Il -ban, ahol k = (n — 1)g +nésn < ¢. A
3.3.1-es tétel bizonyitdsabodl tudjuk, hogy az egyenlGsség csak ugy teljesiilhet, ha
minden egyenes, amelynek van k6zos pontja x-val, sziikségképpen egy n-szeldje
r-nak. fgy I1,-nak minden egyenese vagy 0-szelGje, vagy n-szeldje x-nak. Legyen
Q@ ¢ k. A @ ponton dthalad6 n-szelSk darabszamat jeloljiik s-el; igy k = ns, ezért
n osztéja k-nak. A k = (n — 1)q + n képletbdl kovetkezik, hogy n osztdja g-nak
is. U

PG(2,q)-ban,ha?2 < n < g—1, akkor csak ¢ = 2" esetén érhetd el a (3.1)-es
korlat (ahol A pozitiv egész szam):

3.3.3. Tétel. (Cossu, Denniston) Ha ¢ = 2", akkor minden olyan n-re, amely

osztja q-t, igaz az hogy, max(n)s pg(2,e) = (0 — 1)q + n.

3.3.4. Tétel. (Ball-Blokhuis—Mazzoca) Ha q pdratlan és 2 < n < q — 1, akkor

max(n)g,pg(g’q) < (n — 1)(] + n.

Abban az esetben, ha n nem oszt6ja ¢g-nak, a (3.1)-es korlatot a kovetkezs-

képpen lehet javitani:

3.3.5. Tétel. (Lunelli-Sce) Ha 4 < n < q és n nem osztdja q-nak, akkor

max(n)s, < (n —1)g+n — 3.
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3. (k,n)-ivek 3.3. Eredmények (k, n)-ivekr6l

Még 4ltalanosabban Lunelli és Sce mutatta meg, hogy ha n nem osztéja g¢-
nak és n elég nagy g-hoz képest akkor egy hozzavetSleges felsd korlat max(n)s , <
(n—1)q + 1xn. Mivel ismert, hogy max(n)s, < (n —1)g+1han =2,3,4ésn

nem osztdja g-nak, Lunelli és Sce megalkotta a kovetkezd sejtést.

3.3.6. Sejtés. Han < ¢ és n nem osztja ¢-t, akkor max(n),, < (n — 1)g + 1.

Az6ta belattak, hogy ez a sejtés nem igaz.

3.3.7. Tétel. Ha q négyzetszam ésn > /q + 1, akkor

max(n)a, = (¢+vq+1)(n—g) =
1
= (n—l)q+1+(\/§+1)(n—<q—\/§+2—\/(_]_1)>.

Ez ad egy ellenpélddt abban az esetben, ha /g +1 <n < q¢—,/q+ 2.

Bizonyitas. Vegyiik ¢ + 1 — n diszjunkt Baer-részsik uniéjanak komplementerét,
a 3.2.7-es megjegyzés és 3.2.12-es kovetkezmény alapjan ez egy (k,n)-iv lesz.
Kiszdmoljuk, hogy mennyi a k. Egy Baer-részsiknak ¢ + /g + 1 pontja van, igy a
lefogé ponthalmazunk (g + /g + 1)(¢ + 1 — n) ponti lesz, igy a komplementere:

k=(+q+1)—(g++/q+1)(g+1-n)=

— (¢4 Va+ Dla—va+1) = g+ va+ 1)+ 1-n) =

— 4+ v+ Dln— V)

Ezzel az allitast belattuk. [
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4. fejezet

Néhany fontosabb eredmény

bemutatasa a Hill cikkbol

4.1. A max(n)q, felsé korlatjanak javitasa

Ebben az alfejezetben (k, n)-ivek lehetséges maximalis méretének megtald-
lasdval fogunk foglalkozni, rogzitett n mellett a [4] cikk alapjan. Jeloljiik ezt a
szokott médon max(n)s ,-nak. Rogzitett x ponthalmazra, x i-szelGinek szamat

jeloljiik r;-vel. A kovetkezd 6sszefiiggések dllnak fenn az r;-k kozott.

4.1.1. Lemma. (Standard egyenletek) 11,-ban tetszbleges k elemii x ponthal-

mazra fenndll, hogy:

i) S = +q+1
(i) S iry = k(g4 1)

(i) S i(i — Dy = k(k — 1)

Bizonyitas. A bizonyitashoz a kettSs leszamolasi médszert hasznaljuk.
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4.1. A max(n)s 4 fels6 korlatjanak javitdsa 4. Eredmények a Hill cikkbdl

@ Xyri=ere el =¢*+q+1
(i) S iri = |{(Pe): PEr,PEe} =k(g+1)

(i) S i(i — )i = |{(P,Q,e): PEr,QEr,Pce,Qce}|=k(k—1)

Mindhédrom esetben a bal oldalt az egyenesek, mig a jobb oldalt a pontok segitsé-

gével szamoljuk meg. [

4.1.2. Lemma. Legyen k egy (k,n)-iv, ahol k = (n—1)q+t és 0 < t < n. Ekkor

(l) T1:T2:...:Tt_1:0

(i) —tnro+ >0, (i —t)(n —i)r; = qt* — (¢* + ng)t + n*q — ng

Bizonyitas. (i) Tegyiik fel, hogy [ egy i-szel6je x-nak, ahol ¢ > 1, és P legyen
egy pontja az [ N k-nak. Megszdmoljuk x pontjait ugy, hogy korbenéziink a P
pontbdl. Van ¢ darab pontunk az [-r6l (beleértve P-t); P ponton 4t még g darab
egyenes megy, amit nem vizsgéltunk, és ezek mindegyikén még lehet n — 1 pont
a P ponton kiviil. Tehdat & < i + g(n — 1). Tudjuk, hogy k = (n — 1)q + t, igy
az el6zG egyenlGtlenségbe behelyettesitve (n — 1)g + ¢ < i + g(n — 1) adédik,

amibdl kovetkezik, hogy ¢ < 7. Tehét [ legalabb ¢ pontban metszi x-t.

(i) Ha a lemma (i) 4llitasat felhasznéljuk a 4.1.1-es lemmaban szerepl6 ha-

rom egyenl8ségre, akkor a kovetkezd egyenleteket kapjuk:

@ ro+> i, ri=¢+q+1
() >0 iri=(ng—q+t)(g+1)

(© Y, i(i—1)r;=(ng—q+t)(ng—qg+t—1)
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4. Eredmények a Hill cikkbdl 4.1. A max(n)s 4 felsd korlatjanak javitdsa

Tekintsiik a (t — 14 n)(b) — (c) — tn(a) egyenletet. Az egyenlet két oldalat kiilon-
kiilon alakitjuk 4t. A bal oldal:

(t_1+n>'i’”z‘—ii(i—l)m—tn (ro—i—iri) =
_tnro—l—Zt—l—l—n w; — Zz (t—1)r Ztnm

—tm"o—i—Z((t—1—|—n)iri—i(z’—1)ri—tnri):

i=t

—tnr0+zn:ri((t—1+n)i—i(i—1)—tn):

i=t

—tnro + Zri (it +in—i* —tn) =

1=t

—tnro + i (t—1t)(n—1)r;.
i=t
A jobb oldal:
(t—1+n)(ng—q+1t)(g+1)—
—(ng—q+t)(ng—q+t—1)—tn(¢"+q+1) =
= —tq2 + t2q + n2q —ng —ngt = qt2 — (q2 + nq) t+ n2q —ng.
Az atalakitdsok utdn az egyenlet:

—tm‘o—l—z (1—1)(n—1) r; = qt® — (q2+nq)t+n2q—nq
gy megkapjuk a 4.1.2-es lemma (ii) egyenletét. O
4.1.3. Tétel. Ha 2 < n < q — 1, akkor
max(n)zq < (n —1)q +[f(n,q)],
ahol
q—n, han < ?q
2
f(n,q) = g(n,q)=%<q+n——>—%{<q+n——> n2—n)} ,

ha%<n§q—1.
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4.1. A max(n)s 4 fels6 korlatjanak javitdsa 4. Eredmények a Hill cikkbdl

Bizonyitas. Legyen ~ (k, n)-iv I1,-ban, és legyen n < g — 1. Helyettesitsiik be a
k = (n—1)q+t kifejezést, ahol t < n. Megmutatjuk, hogy ¢t < f(n, q); feltehets

még, hogy ¢t > 0, kiilonben automatikusan igaz lenne.

Elsé6 esetben tegyiik fel, hogy g > 2. A két kitérd egyenesnek a metszéspont-
jat jeloljiikk Q-val. Ha a @) pontb6l korbenéziink, latunk két egyenest, amelynek
nincs metszéspontja x-val, az 0sszes tobbi egyenesen pedig legfeljebb n metszés-

pont lehet, igy k < (¢ — 1)n. Ezért (n — 1)g+t < (¢ — 1)n,igy t < ¢ —n.

Masodik esetben tegyiik fel, hogy ry < 1. Felhasznéljuk a 4.1.2-es lemma
(ii) egyenletét. A Y"1 (i — t)(n — i)r; > 0 mindig teljesiil, mert ¢-t81 n-ig adunk
Ossze, igy minden i-re igaz, hogy (i — t) > 0és (n — i) > 0. Ezért, ha ezt a
tagot kihagyjuk az egyenletbdl a kovetkezd egyenldtlenséget kapjuk (az oldalakat

felcseréltiik):

qt* — (¢* +nq)t +n*q —ng > —tn

Felhasznéltuk, hogy ry < 1, igy szerepel az egyenldtlenség jobb oldaldan —tn.
Atvissziik a bal oldalra —tn-t és leosztunk g-val, igy kapjuk a kovetkezd egyen-

16tlenséget:

P, t) =1 — (q+n—ﬁ)t+n2—n20
q

Ha behelyettesitjiik ¢-t, akkor P, ,(¢) = (n — ¢)n < 0, hiszen 2 < n < ¢ — 1.
Amiatt, hogy t < n < ¢ és P,,(q) < 0, t legfeljebb akkora lehet, mint P, ,(¢)
kisebbik gyoke, ebben az esetben dllhat fenn a P, ,(f) > 0 egyenlGtlenség. A

1

2 2
kisebbik gyok g(n,q) := % <q—|—n— %) -3 {(q—Fn — g) —4(n?— n)} .
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4. Eredmények a Hill cikkbdl 4.1. A max(n)s 4 felsd korlatjanak javitdsa

Most vegyiik mind a két esetet. Igy azt kapjuk, hogy t < max{q—n, g(n,q)}.
Kiszamitjuk, hogy hol melyik érték nagyobb:

gn,q) < g-n
)
n\> n 2
(q—}—n——) —4(n?*—n) > <q+n———2(q—n))
q q
)
2
3n*—2mn—— < 0
)
< % _2 .2 2
n = — — _—
= 3¢-1 3179 93¢ 1)

Mivel az n és g egész szamok, igy az utols6 egyenlStlenség csak akkor teljesiil, ha
n < 2q. A max{q — n, g(n, q)} fiiggvényt jeldlje az f(n, q) fiiggvény, igy a tételt
belattuk. [

7

Az ¢el6z6 képlet elég bonyolult, igy nehéz vele szdmolni, ezért mutatunk
egy kevésbé pontos, ellenben szebb képletet a g(n, ¢) helyett. Azt allitjuk, hogy
P, .(g—+/(g —n)q) <0.Azegyenletbe n = (1 — s)qg-t helyettesitve, ahol s < 1

a kovetkezd egyszeriibb egyenletet kapjuk:

3
P(lfS)q,q(q - Q\/E) = Q\/E(SQQ —sq+s— 1).

Konnyen meggondolhat6, hogy (s%q —sq¢+s—1) <0, igy valéban P, ,(q —
(g —n)q) < 0. Tehdt ¢ — \/(q — n)q egy kozelits becslés f(n, ¢)-ra abban az

esetben, ha az n kozel van a ¢g-hoz, vagyis:

4.1.4. Kovetkezmény. Ha 2¢ < n < ¢ — 1, akkor
max(n)zq < (n—1)g+¢—+/(g —n)g.

Az alabbi specidlis esetet kiilon kiemeljiik. Ha a 4.1.3-as tételbe behelyette-

sitjik az n = g — 1-et, a kovetkezd képletet kapjuk:
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4.2. Osszevetés néhany tjabb eredménnyel 4. Eredmények a Hill cikkbdl

4.1.5. Kovetkezmény.

max(q —1)sg < (¢ —2)g+q—-1-1/4

Hill adott még egy leheletnyi javitast arra, amikor PG(2,¢)-ban az n = ¢ — 1

esetet vizsgaljuk.

4.1.6. Tétel. Ha q > 8, akkor max(q — 1)2pa2q) < (¢ —2)q+q — % —\/q+

Ot

Itt nem bizonyitjuk be, de a javitds a kovetkezOn alapul. A 4.1.2-es lemmabdl
tudjuk, hogy ha vesziink egy ((n—1)g+t,n)-ivet PG(2, ¢)-ban, arra igaz az, hogy
ry =19 = ... =11 = 0. Ha tudjuk, hogy n = ¢ — 1, akkor egy kicsivel tobbet

is lehet mondani.

4.1.7. Lemma. Legyen r egy ((q — 2)q — t,q — 1)-iv Il -ban, ahol q # 2. Ekkor

ro > 0 esetén ry = 0.

4.2. Osszevetés néhany tjabb eredménnyel

Ebben az alfejezetben 0sszevetjiik Hill eredményeit olyan tjabb eredmények

atfogalmazdasdval, amiket eredetileg lefogé ponthalmazokra mondtak ki.

El6szor nézziink konkrét példakat kétszeres lefogé ponthalmazokra. A
3.2.10-es példaban mdr lattunk egy 3¢ mérettit (harom megfeleld egyenes). Mivel
ez minden egyenesnek legaldbb 2 pontjat tartalmazza, igy a komplementere egy
olyan iv lesz, amelynek (¢®> + ¢ + 1) — 3¢ pontja van, és minden egyenesnek
legfeljebb (q + 1) — 2 pontjat tartalmazza, vagyis (¢> — 2q + 1, ¢ — 1)-iv. A mdsik
pé€lda az, amikor két diszjunkt Baer-részsik unigjét vessziik, melynek 2¢+2,/q+2
pontja van, igy a komplementere egy (¢° —q— 2,/q—1, q—1)-iv. Ezekbdl azonnal

adddik a kovetkezd tétel:
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4. Eredmények a Hill cikkbdl 4.2. Osszevetés néhany tjabb eredménnyel

4.2.1. Tétel.
(i) Minden q-ra igaz az, hogy max(q — 1)2, > (¢ — 2)q + 1.

(i) Ha q primhatvdny négyzete, akkor max(q— 1)z, > (¢—2)q+q—1-2,/4.

Hill idevonatkoz6 eredménye 4.1.5-6s kovetkezmény szerint max(qg—1)9 , <
(¢ —2)qg +q—1—./q. Ez a becslés az el6z6 tétel (ii) pontja szerint bizonyos
esetekben legfeljebb ,/g-val tér el a pontos ért€ktol.

A tobbszoros lefogé ponthalmazok elemszdmara ismert alsé becslésekbdl

kaphatunk felsS becslést a (k, n)-ivek méretére.

4.2.2. Tétel. ([3]) Legyen B egy t-szeres lefogé ponthalmaz egy tetszdleges q-
adrendii projektiv sikban, 2 < t < q — 3. Ekkor |B| > tq+ /(t —1)qg —t + 3.

Ezt a tételt, ha atfogalmazzuk (k,q + 1 — t)-ivekre és olyan formaban adjuk

meg, ahogy Hill prezentdlta az eredményeit, a kovetkezd egyenldtlenséget kapjuk:

max(n)s, < (n — 1)+ 2¢ — /(¢ —n)g — n — 1. Hill eredménye 4.1.4-es

kovetkezmény erésebb ennél a lefogd ponthalmazokra vonatkozé tételnél.

A kovetkezdkben PG(2, ¢)-ra vonatkoz6 tdjabb eredményeket mutatunk be.

4.2.3. Tétel. (Ball-Blokhuis) Legyen B egy 2-szeres lefogd ponthalmaz PG(2, q)-
ban, ahol q > 9. Ekkor |B| > 2(q + /q + 1).

4.2.4. Kovetkezmény. Ha ezt a tétel atfogalmazzuk ivekre, akkor azt kapjuk,
hogy max(¢—1)2pa2q < ¢*—q—2y/q—1. A 4.2.1-es tétel (ii) pontja alapjan, ha
¢ primhatvdny négyzete, azt is tudjuk, hogy max(¢—1)2 pc(2.q) = ¢*—¢—2/q—1.

A Hill-eredmény max(q — 1)2,pg(2q) < ¢* — ¢ — /¢ + 2 — 2, aminél a fenti

koriilbeliil | /g-val jobb, €s bizonyos esetekben €les is.
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4.2. Osszevetés néhany tjabb eredménnyel 4. Eredmények a Hill cikkbdl

4.2.5. Tétel. (Blokhuis—Strome-Szonyi) Legyen B egy t-szeres lefogo ponthal-
maz PG(2,q)-ban, ¢ = p", ahol p prim és h > 2, melyre |B| = t(q¢ + 1) + C.

Legyen@zc;;z%éscp:l, hap > 3.

(i) Ha q nem négyzet ést < & — cpq%, akkor C > cpq%

(ii) Ha q négyzet, ¢ > 4, t < 4*/75 és C < cpqg, akkor C' > t./q, és B tartal-

mazza t diszjunkt Baer-részsik uniojdt.

7 7z

4.2.6. Kovetkezmény. Az el6zo tétel feltételeinek teljesiilése mellett (vagyis t =
q+1—n-nel) az (i) pontbdl | B| > t(q—i—l)—i—cpq% adodik; ebbdl kapunk egy becslést
a (k,n)-ivekre: max(n)spa2,g < (0 —1)g+n — cpq%. A (ii) pontnél hasonléan
jarunk el, igy a lefogé ponthalmazos egyenl&tlenség: | B| > t(q+1)+t,/q, amibdl
max(n)apaqg < (n—1)g+n — (¢4 1 —n),/q kovetkezik. A masodik becslés

éles, ha ¢ négyzet a 3.3.7-es tétel alapjan.

Vessiik 0ssze ezeket Hill eredményével. A lefogé ponthalmazokra vonatkozé
becslések akkor miikdodnek, ha a ¢ kicsi, azaz n nagy, ezért célszerlin = q—e-t va-
lasztani, ahol e-ra egy g-hoz képest kicsi egész szamként gondolunk. (i)-bdl, (ii)-
bdl és Hill eredményének egyszerlsitett valtozatabdl, a 4.1.4-es kovetkezménybdl

(a megfeleld feltételek mellett) rendre a kdvetkezd becslések adodnak.

max(n)spgeg < (M—1)g+q—¢c— cpq% 4.1)
max(n)opag < (M—1)g+qg—ec—(e+1)/q 4.2)
max(n)y, < (n—1)¢g+q¢—+/eq 4.3)

Abban az esetben, ha ¢ < /g, akkor a (4.3) becslésben szerepld VEG < q%,
tehat ilyenkor a (4.1) becslés a jobb. (Legaldbbis p > 3 esetén biztosan.) A (4.2)
azonnal lathatéan jobb eredményt ad, mint a (4.3). A (4.1) és (4.2) becslések nagy
n-re tehat er6sebbek; hatranyuk viszont, hogy er6sebb feltételek mellett és csak

desargues-i sikokon érvényesek.
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