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Bevezetés

A gombi geometria fogalmaval egyetemi tanulmanyaim soran ismerkedtem meg. A Geometria
eldadasok soran csak érintdlegesen, a gombi geometria alapjaival ismerkedtiink meg. Egy
évfolyamtarsam ajanlasara jelentkeztem Lénart Istvan Tanar Ur ,Nem euklideszi-geometridk az
iskoldkban” cimii kurzusara, ahol rengeteg 0j ismeretre tehettem szert. EdesanyAm matematika
tanar, az iskolaban, ahol tanit volt Lénart gdbmb ¢és hozott haza nekem egyet. Az 6ran tanult tételeket
definicidkat szivesen rajzoltam meg a gombon, sokat segitett ezek megértésében €s nagyon
érdekesnek taladltam. A 10 éves kishugom is megtalalta a szobamba a gombot, rajzolgat ra a mai
napig, és egy-két érdekességet 0 maga is észrevett. Ezel6tt nem gondoltam volna, hogy a
matematika egy olyan dga, amivel én is csak az egyetemen ismerkedtem meg, érdekes lehet egy
altalanos iskolds szamara. Ez a felismerés még inkabb felkeltette az érdeklddésemet a gdombi
geometria irant és elhatdroztam, ha az id6 szlike miatt a tanordkra nem is, szakkorok alkalmaval

mindenképpen szeretném majd bevinni az iskoldkba a geometria ezen teriiletét is.

Mindig ugy gondoltam, hogy szakdolgozatom a geometria egyik teriiletérél fog szoOlni, a
matematika ezen dga mindig is kozel allt hozzdm és az egyetemen is a Geometria targy ment a
legjobban. Hogy mért éppen a gombi geometria? A fent emlitett kurzus €s a vele jard élmények
nagy szerepet jatszottak e téma valasztasdban. Emellett azonban azért is talaltam érdekesnek ezt a
témat, mert tanar szakosként a masik szakom a foldrajz. Foldrajz tanulményaim soran egy félévig
jartam Térképészet szeminariumra, ahol sok érdekességet tanultam a térképek készitésérdl, a

gombre vetitésrdl, azaz gdmbi geometridban fontos tényezokrol.

A gdombbel a mindennapjaink soran sokszor talalkozunk, hiszen a természetben is rengeteg helyen
megjelenik ez a geometriai alakzat. A legegyértelmiibb maga a Fold, s igy ha belegondolunk
minden tavolsag, vagy teriiletmérés, amit a mindennapjainkban is elvégziink, akar lehetne gdmbi

tavolsag, illetve teriiletmérés is.

Abban az iddben, mikor felfedezték, hogy a fold nem lapos, hanem gémbolyli, a gdmbi geometria
segitett a tdjékozodasban a szarazfold és viz térképi abrazolasanal. Ennek ellenére, mar Kolumbusz
elétt, az 6si gorog és foniciai tengerészek is hasznaltdk a gombi geometria alapelveit az altaluk
ismert vilag tengeri felfedezésében. A kozhiedelemmel ellentétben, Ptolemaiosz €s nem Kolumbusz
Kristof volt, aki felfedezte, hogy a fold gombolyii. Ptolemaiosz a kdvetkez6t mondta: Ha a fold
lapos lenne kelettdl nyugatig, a csillagok egyszerre jonnének fel a nyugatiaknak és a keletieknek,

ami nem igaz. Tovabba, ha a fold lapos lenne északto délig és vissza, a csillagok amik allanddan



lathatoak mindenki szdmara, mindenhol ugyanazok lennének barhova is mennénk, ami nem igaz.
Azért tinik laposnak az emberi szem szdmara, mert annyira kiterjedt. Mar 2000 évvel ezel6tt is, a
fold ives felszinének felfedezése oOriasi hatassal volt arra, ahogy az emberek a foldre tekintettek €s

ahogy térképeket készitettek rola.

Az egyik leghasznosabb nem-euklideszi geometria a gdmbi geometria, ami a gdmbfeliiletet irja le.
A nem-euklideszi geometria elnevezés egy gylijténév: minden, ami kiilonbozik az euklideszi
geometriatdl, ide tartozik. A gombi-geometriat repiildgép-pilotak és hajoskapitanyok hasznaljak,
amikor Fold kortili utjukon tajékozddnak. A gombi geometridnak vannak meglepd kovetkezményei.
Példaul, hogy Floridabdl a Fiilop-szigetekre repiildvel Alaszkan keresztiil vezet a legrovidebb ut. A
Fiilop-szigetek Floridatol délre vannak —
akkor mért rovidebb az ut északra,

Alaszkanak? Mert Florida, Alaszka és a

Canada

Fiilop-szigetek a gdmbi geometriaban egy

, 771 es =3
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Egy masik érdekes sajatossaga ennek a

geometrianak, hogy a  haromszog

Venezuela
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sz0gosszege mindig nagyobb, mint 180°.
Kicsi haromszogekre, mint amilyet példaul egy focipalya harom szdgletzaszloja hataroz meg, az
0sszeg nagyon kozel van 180°-hoz. Ellenben nagy haromszogekre (mint a New York, Los Angeles,

Tampa varosok altal meghatarozott haromszdg) az 6sszeg joval tobb 180°-nal.

Dolgozatomban eldszor a gdmbi geometria alapjaival ismerkedhetiink meg, az euklideszi geometria
alap definicidit vizsgaljuk meg a gombon. Ezt kdvetden a gombharomszogek fontosabb
tulajdonsagait nézziik meg, majd a sokszogek oldal és szogosszegét vizsgaljuk meg, mely merdben
eltér az euklideszi geometridban tanultaktol. Ezutdn a gdbmbharomszdgek nevezetes tételei kertilnek
eld, majd a gdbmbharomszdgek nevezetes pontjait tekintjiik at. Ezt kovetden a gdmbi teriiletmérésrol

olvashatunk, legvégiil pedig a gdbmbi geometria néhany alkalmazésa kertil el6.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetOmnek, Szeghy Davidnak, aki észrevételeivel ¢&s
tandcsaival segitette munkamat. K6szonom a tiirelmet és a nagy odafigyelést mellyel végigkisérte e

dolgozat 1étrejottét.



1. A gombi geometria alapadatai

Az euklideszi-geometria alapjan a legegyszerlibb elemek definialasaval kezdjiik, hiszen ezek nélkiil
minden tovabbi okoskodas értelmetlen lenne. Igy most definialjuk az egyenes, a szakasz, a szog és a

haromszog fogalmat.
1.1. Definici6: Tekintsiik az egységsugarti, O kozépponti G gOombot.

Megjegyzés: Elegendd az egységsugaru gombot nézni, hiszen barmely két gdmb hasonlo
egymashoz. Igy minden, az egységsugari gémbre belatott tétel igaz lesz barmely r sugara gombre

is. Az egységsugari gombre kiszamolt formuldkat ezutdn az r sugarti gdmbre kdnnyen atirhatjuk, az

egydimenzios formulakat r -rel, a kétdimenzios formulédkat r’ -el kell majd megszorozni.

Ha a gombot sikokkal metsziik el, akkor a sikmetszetek korok lesznek. Ezek koziil a korok koziil
azoknak a legnagyobb a sugara, amelyeket ugy kapunk, hogy a metszdsik atmegy a gomb
kozéppontjan. A maximalis sugard korok a gombon a fokorok. Ezeket gombi egyeneseknek

nevezzik.

1.2 Definicié: Ha A ¢és B a gomb két nem atellenes pontja, akkor az AOB sik kimetsz a
gombbodl egy fokort. Ennek az A és B pontok kozé esd rovidebb ive, a két pontot 0sszekdtd
gombi szakasz, mely egyértelmii. Ha a pontok atellenes pontok, akkor végtelen sok

hosszlisagu szakasz koti 0ssze Oket.

A szakasz definialasa utdn most nézziik meg, hogy a gdmbon mit takar a gdmbi szakasz hosszanak

fogalma, illetve hogy hogyan kaphatjuk ezt meg.

Belathat6, hogy AB kozott a gombi szakasz a legrovidebb gorbe,
mely a két pontot Osszekoti, ezért az A és B pontok gombi
tavolsaga, az Oket 6sszekotd gdmbi szakasz hossza.

A gombi szakasz hossza megegyezik a gomb kozéppontjabdl az A

¢és B pontokba mutatd vektorok altal bezart szog nagysagaval.

Hiszen egy R sugaru kor esetén a teljes koriv hossza R*2m, az

R*2n

o szOghoz tartozo ivének hossza pedig R*o, ahol o a két vektor altal bezart szog (lasd az

abran). Igy egységsugari gomb esetében a gombi szakasz hossza megegyezik a gomb
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kozéppontjabol az A és B pontokba mutatd vektorok éltal bezart szog nagysagaval.

A gombi geometria egyik érdekessége, hogy az euklideszi geometridval ellentétben itt Iétezik

ugynevezett gdmbkétszog. Ez tulajdonképpen a gdmbi szég definiciodja.

1.3 Definicié: Ha egy lapszog éle a gomb kozéppontjan halad 4t, akkor a lapszog a gombfeliiletbdl
egy gombkétszoget vag ki. A gombkétszoget két félkor, a kétszog két oldala hatarolja, ¢és ezek a
kétszog két csticsaban (szogpont) taldlkoznak. A lapszog sz6gét, azaz a hatarolo félkorivek szogét a
gdmbkétszog szogének mondjuk. Két fokor a gombfeliiletet négy gdmbkétszogre bontja.

A szogmérés a gdmbon eltéré modon mikodik, mint az euklideszi geometridban. Taldlkozzon a
gdmbon a két gdmbi szakasz az A pontban. Tekintsiik a szakaszokhoz tartozd gombi kétszoget és
az ezt meghataroz6 félsikokat. Ekkor a két félsik altal bezart sz6g adja a két szakasz altal bezart

szoget.

A gémbkétszog megismerése utdn most definidljuk a gdmbharomszog fogalmat, illetve a

gdmbharomszog oldalait és szogeit.

1. 4 Definicié: Ha A,B,C pontok nincsenek egy fokoron, akkor koziiliik semelyik kettd sem
atellenes, igy paronként egyértelmiien meghataroznak egy gombi szakaszt. A harom gombi szakasz
a gombot két részre vagja. A két rész kozil a kisebb teriiletiit fogjuk az ABC

gombharomszognek nevezni. Ezt normalis vagy Euler hdromszdgnek hivjuk.

A gdbmbkozéppontbdl a csticsokhoz vezetd a,b,c egységvektorok betlizését tigy valasztjuk, hogy

ezek a vektorok a megadott sorrendben jobbrendszert alkossanak, hogy tehat abc>0 teljesiiljon.

Az a,b,c vektorok hajlasszogeinek nagysaga a
gombharomszog oldalainak hossza:

<):(b:g):a <):((_—“,Q):b <)i((_1,l_)):c

A haromszo6g oldalai altal bezart sz6gek a gombharomszog

szogei: o,f,y

A tovabbiakban azokat a haromszogeket tekintjilk, amelyek hegyesszogliek, azaz ahol az
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OA,OB,OC vektorok szogei hegyesszogliek. Erre azért van sziikség mert derék, illetve tompa
szOget megengedve formuldink egy része nem maradna az adott formdban igaz, igy az egyszerliség

kedvéért tessziik fel ezt a feltevést, hogy ne kelljen kiilonboz6 eseteket vizsgalni.

A gdmbharomszog néhany fontos tulajdonsaga:

1.5A bXc,cXa,axb vektorok a gombharomszog oldalainak sikjara merdlegesek. Hajlasszogeik

a gdbmbharomszog szogeinek kiegészitd szogei:
%(cxa,axb)=n—a  <(axb,bxc)=n—B <«(bXc,cXa)=n—y
Hiszen a bXc merdleges a BOC sikjara és A felé mutat,

azaz az a oldal sikjara merdleges és A felé mutat. Az

axXb pedig merdleges a BOA sikjara és C felé mutat,

azaza c¢ oldal sikjara merdleges ¢s C fel¢ mutat.

Lasd a mellékelt abrat.

Most nézziik meg, mit kapunk, ha a gdmbharomszdg meghatarozd vektorainak skaléris szorzatat

vesszik.

1.6 Skaldris szorzat: ab=|a||b|cos(aésbkdzrezdrt szége)

Mivel |a|=1 és |b|=1, illetve aésbkézrezdrtszégec, ezért: ab=cos(c)

Ezutan az érdekes felfedezés utan érdemes megnézni a vektorialis szorzatot is.

1.7 Vektorialis szorzat: |axb|=|a||b|sin(aés bkozrezdrt szége)

Mivel |a|=1 és |b|=1, illetve aésbkozrezdrtszégec, ezért: |axb|=sin(c)



2. Gombharomszog, polargombharomszog

Miutan az el6zd fejezetben megismerkedtiink a gombi haromszogek alapelemeivel, most
megismerkediink a rajuk érvényes formuldkkal, melyek az euklideszi geometridban is megjelennek.

Ezutan bevezetjlik a polargdmbharomszog fogalmat, mely a gdmbi geometria sajatossaga.

El6szor nézzlink meg két olyan tételt, mely a gdmbharomszog szdgeinek és oldalainak kiillonbdzo
tulajdonsagait tarja elénk.

A kovetkezokben félgdmbon a félgdmbhéjat, azaz a 2 dimenzids feliiletet értjiik.

2.1 Tétel: Egy gombhdaromszogben ket oldal és az ezekkel szemkozti szégek vagy paronként

egyenloek, vagy nem, s ekkor a nagyobb oldallal szemben nagyobb szog van.

Ha két oldal és szog egyenld, akkor a gdmbharomszdg egyenldszari (szimmetrikus), ha pedig
mindharom oldal és szog egyenld, akkor a gdmbharomszog szabalyos (egyenld oldalu).

Bizonyitas:

Tekintsiik az ABC gombharomszog A,B cstcsainal elhelyezkedd szdgeit és ezekkel szemkozti
oldalait. Haa C az AB oldalt merdlegesen felezd kordén van, akkor a fokor sikjara vonatkozo

szimmetriabol kdvetkezik, hogy a vizsgalt szogek és oldalak paronként egyenlok.

Megjegyzés: Az euklideszi geometridhoz hasonloan, az oldalfelezd merdleges azon pontok halmaza,

melyek egyenld gombi tadvolsagra vannak a szakaszvégpontoktol.

Ha a C pont az emlitett fokor altal hatarolt egyik, példaul az
A pontot tartalmazo félgomb belsejében van, akkor a>b ¢és
feladatunk az o> egyenldtlenség bizonyitasa. Minthogy B ¢és
C mas-mas félgdmbon van, az a oldal a két félgomb hatarat

D pontban metszi. Az AD gdmbi szakasz kettévagja az o

szoget, hiszen az o szoghh gOmbkétszog tartalmazza a
gombharomszdget. A mar emlitett szimmetriabol kovetkezik, hogy B a BAD gdmbi szoggel

egyenld, tehat az ezt részként tartalmaz6 BAC gOmbi szognél, azaz o szdgnél kisebb.

2.2 Tétel: Egy gombhdaromszog ket oldalanak 6sszege a harmadik oldalnal nagyobb. (Haromszog-
egyenlotlenség)



Bizonyitas:

Nyilvanval6 a tétel allitasa akkor, ha a széban forgd két oldal 6sszege 180 gombi egység, vagy
annal nagyobb, hiszen a gdombharomszdg harmadik oldala 180 gdmbi egységnél kisebb. Ha tehat
az ABC gOmbhiromszdg  oldalaira  vonatkoz6 AB+BC>AC egyenlOtlenséget  akarjuk
bizonyitani, feltehetjiik, hogy az AB oldalta BC oldallal egyenld6 BD ivvel meghosszabbitva,
félkornél kisebb ABD  ivhez jutunk.

Igaz ekkor, hogy ez az iv az ACD gombharomszog egyik

oldala, s ezt a gombharomszoget a CB iv kettévagja. A
BCD gombharomszognek a C és D cstcsoknal

elhelyezkedd szogei az el6zé tétel szerint egyenléek. Az
ACD gombharomszog C cslcsandl ezért nagyobb szog

helyezkedik el, mint a D cstcsnal. Ebbdl, ismét az el6zd
tétel alapjan kovetkezik, hogy az ABD iv az AC ivnél

hosszabb. Azaz AB+BC>AC és mivel BC=BD, ezért
AB+BD>AC.

A gdmbi geometridban minden haromsz6ghoz tartozik egy ugynevezett polargdmbharomszog. Most

ezt a haromszoget definidljuk, majd megnézziik ennek a tulajdonségait.

2.3 Definicio: A gdbmbharomszdg oldalainak sikjara a gdbmb koézéppontjaban merdlegest allitunk. E
merdlegesek altal a gdmbfeliiletbdl kimetszett két-két pont koziil azokat valasztjuk ki, amelyeket az
oldal sikja a gdmbharomszogtol nem valaszt el, amelyek tehat a harmadik cstuccsal negyedkornél
kisebb fokoriv kot Ossze. Ez a harom pont egy gdmbharomszoget, az eredeti gombharomszog

polargombharomszogét hatarozza meg.

Az eredeti gdmbhdromszdg a oldalahoz a

polargdmbharomszog a csucsa tartozik.

Megjegyzés: A definicioban szerepld konstrukcid egyértelmi.

A gomb kozéppontjabol a polargdmbharomszog csucsai felé

mutato vektorok: bXc,cXa,axb



Polargdmbharomszog oldalai: a=

Most nézziink meg két tételt, amelyek a gdmbharomszdg és a polargdmbhiromszog kapcsolatat

vizsgaljak.

2.4 Tétel: Barmely gombharomszég a sajat polargombharomszéganek a polargombhdromszioge.

Tehat parba allithatjuk a gombharomszégeket, ahol egy haromszéghoz az ¢ polarisat rendeltiik és

neki, pedig az eredeti felel meg. Igy litszik, hogy a polaritis egy bijektiv megfeleltetés a

gombharomszogek korében.

Bizonyitas:

Az ABC gombharomszoghoz tartozd A,B,C, polargdbmbharomszdget az jellemzi, hogy a
BA, CA,;CB, AB,; AC, BC, f&korivek negyedkorok, az AA, BB, CC, fokorivek pedig

negyedkornél kisebbek.

Haittaz A,A, pontok, valaminta B,B, ¢és C,C, pontok szerepét felcseréljiik, ugyanezekhez

az ivekhez jutunk. Ez azt jelenti, hogy ha az A, B,C, gdmbhiromszogbdl indulunk ki, akkor az
ABC gombharomszog elégiti ki a polargdmbhiaromszoget jellemzd, a 2.3 Definicidban

szereplé feltételeket. gy a fenti Megjegyzés miatt az A, B,C, haromszog polargémbharomszoge

az ABC haromszog.

2.6 Tétel: Egy gombharomszog és a hozza tartozo polargombharomszog esetén a gombharomszog
oldalat a polargémbharomszog megfelelo szoge 180°-ra egésziti ki.
A megfelelo szo azt jelenti, hogy az AB oldalnak a C, csucsu szog felel meg, stb. Ha a ket
polargombharomszog egymdasnak megfelelo adata a,b,c,o,p,y, valamint rendre
o, By, a, b, c, akkor a tétel szerint:

a+o,=b+f,=c+y,=m,

a,+a=b,+pf=c,+y=m.
Bizonyitas:
A 2.4 tételre vald tekintettel elég pl. csak a b,+p=m allitast igazolnunk. Ezt azonban mar egy
korabbi tételben megtettiik (1.6), hiszen b, oldal a polargdmbharomszog csucsai felé mutatd

axXb,bXc vektorok hajlasszoge.
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bx¢ _(cxa)x(axb) _(cabla_

Polargdmbharomszdg oldalainak polarisa: (é)Z |b>< y |b>< Y =
bXxc oXxXc

abc

|f)><‘|>0’ mivel abc>0 és mivel |(g:1)|:1 és la|=1 ezért: (é):g
bxc

Megjegyzés: A fenti megéllapitasbol az alabbi érdekességet vehetjiik észre:

‘b =1.

X¢|

1Q
10

IS
10

11

|bx¢|

abc
|bx¢|

a



3. Szabalyos gombi sokszogek oldalosszege és szogosszege

A sikgeometriatol éltérden a gdmbi geometridban a szabalyos sokszogek szogosszeg nem a csicsok
szamatol fiigg, hanem a sokszogek ,,nagysagatol”, ahogy majd a teriiletnél latni fogjuk (lasd 6.
fejezet).

Mivel a gdmbi geometridban a sokszogek oldalait a gdmb kozéppontjabol a csitcsokba mutatd
vektorok hajlasszoge hatarozza meg, igy az elsd észrevétel, hogy a gombi sokszdgek oldalait
fokban mérjiik. Ennek kdvetkezményeként észrevehetjiik tovabba, hogy a sokszogek oldaldsszeg is
bizonyos hatarok k6zott mozog.

Ebben a fejezetben ezeket a hatdrokat fogjuk megvizsgélni.

Eldszor nézzilk meg a gombi egy- ¢és kétszogeket, melyek a gombi geometria sajatossagai, ezt
kovetden pedig a gdbmbharomszoget. A gombi sokszogek esetében a gombharomszognél belatott

hatarokra fogunk alapozni.

3.1 A gbmbi geometria érdekessége, hogy a gdmbi kétszog mellett, beszélhetiink gdmbi egyszogrol
is, mely tulajdonképpen egy egyenes a gdbmbon. A gombi egyszog oldalosszege 360°, a gombi

egyszog szogosszege 180°.

3.2 A gombi kétszog oldalosszege 360°, a gombi kétszog szogosszege pedig 0° és 360° kozott
valtozhat (a 0° és 180° szogek elfajult gombi kétszogek).

3.3 A gombi (Euler) haromszog belsd szdgeinek dsszege 180° és 540° kozott valtozhat, mig az

oldalosszeg 0° €és 360° kozott mozog.

3.4 Tétel: Barmely gombharomszog oldalosszege kisebb, mint 2.

Bizonyitas:

Az ABC gombharomszog AB ¢és AC oldalait hosszabbitsuk meg az Oket tartalmazd fokorok

mentén a B, illetve a C pontokon til az A ponttal atellenes
A metszéspontig. Az igy el6alld ABC gdmbharomszog oldalai

rendre a,n—b,n—c, ahol az a,b,c az ABC gombharomszog

oldalai a szokasos jeldlések szerint. A hdromszog-egyenldtlenséget az
S A ¢ B
ABC gbombharomszogre  alkalmazva a (m—b)+(n—c)>a

egyenl6tlenséget kapjuk, ahonnan atrendezéssel a+b+c<2m adodik.
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3.5 Tétel: Barmely gombhdaromszogben a szégek osszege w -nél nagyobb.

Bizonyitas:

frjuk fol a (3.4)-beli egyenldtlenséget a polaris gémbharomszogoldalaira: a+b+e<2m, majd
alkalmazzuk a  (2.6)-beli  Osszefiiggéseket. Ezzel (m—a)+(n—p)+(m—y)<2m, ahonnan

atrendezéssel m<a+p+y adodik.

3.6 Tétel: Barmely gémbharomszogben a szogek 6sszege maximum 540 °.
Bizonyitas:
A gombharomszogben minden szog maximum 180° lehet, igy a haromszog belsé szogeinek

0ssze maximum 3*180°, azaz 540°.

Definicio: A gombi geometridban n egyenes nem egy darab n—széget hatiroz meg, hanem
sokkal tobbet, példaul harom egyenes a gdmbon nyolc darab haromszoget hataroz meg. Ezek koziil

a legkisebb tertiletli, konvex n—szdget nevezziik gombi Euler sokszognek.

3.7 Tétel: n=2 esetében ( n=1 esetében nem Euler sokszogrol beszéliink) a gombi Euler n-
sz0g belso szogeinek dsszege:
(n—2)%180°<)_ 0,<n*180°
i=1
Bizonyitas:
Mivel az euklideszi geometridhoz hasonloan a gombi geometridban is minden gdmbi Euler sokszog
felbomlik gombharomszogekre, igy a belsd szogek Osszegének meghatirozasanal a

gdmbharomszog belsd szogeinek 0sszegébdl tudunk kiindulni.
Az als6 hatar meghatarozasa egyértelm, hiszen az el6z6 tétel szerint, minden gémbharomszogben
a bels6 szogek Osszege nagyobb, mint 180° ¢és mivel minden FEuler n-szdég n—2

gdmbharomszogre bonthato fel, igy az alsé hatar egyértelmiien (n—2)%180° lesz.

A fels6 hatar meghatarozasa is egyértelmii, hiszen mindegyik sz6g maximum 180° lehet, igy n

sz0g esetén a felsO hatdar n*180°.

Gombi Euler n-szog oldalosszege 0° és 360° kozé esik.
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3.8 Lemma: Minden gombi konvex sokszogben az egyik oldal hossza, biztosan kisebb a tobbi oldal

hosszanak osszegénél.

Bizonyitas:

Tekintsiik az 4bran lathatdo Otszoget. Azt szeretnénk belatni, hogy
a+b+c+d>e. Ez a haromszog-egyenl6tlenséget hasznalva konnyen

bebizonyithato.

Tekintsiik a b,c,l oldali haromszoget. Tudjuk, hogy b+c>I, igy a fenti

egyenlGtlenséget  atalakitva  megkapjuk, hogy a+b+c+d>a+l+d.

Tekintsiik most a d,k,l oldalu haromszoget. Tudjuk, hogy [+d>k, igy a

fenti egyenl6tlenséget atalakitva megkapjuk, hogy a+b+d+c>a+l+d>a+k. Tekintsiik végiil az
a,e,k oldala haromszoget. Tudjuk, hogy a+k>e, a fenti egyenl6tlenséget ujra atalakitva

megkapjuk, hogy a+b+c+d>e, azaz belattuk a fenti egyenldtlenséget.

Hasonl6 elv alapjan lathatjuk be egy tetszdleges n-szdg esetén, kihaszndlva a konvexitast. Azaz

haromszogeket levagva, mint az 0tsz0g esetén a haromszog-egyenldtlenség alkalmazasaval tudjuk

bizonyitani az egyenldtlenséget.

3.9 Tétel: A gombi Euler n-szog oldalosszege kisebb, mint 2.
Bizonyitas:

A bizonyitds sordan a gombi sokszogeket ugy képezziik, hogy a
gombkétszogbet kettészeljiik, igy kapunk két gombharomszoget. Ezt
kovetden a gdmbharomszogbdl ijabb gdmbharomszdget metsziink le, igy
eljutunk a gdmbnégyszoghdz. Ezutan egy tUjabb gdmbi sokszoget

metsziink ki és eljutunk a gdmbotszoghdz €s igy tovabb.

Vegylink tehat egy gombkétszoget, ennek oldalosszeg 360°. Szeljiik el

ezt a gombkétszoget egy egyenessel, ekkor egy gdmbharomszoget

kapunk, melynek oldalosszege biztosan kisebb lesz, mint 360° a
haromszog-egyenl6tlenség miatt. Hiszen az abrat nézve b+a>c.

Ezutdn a keletkezett haromszdget is szeljikk el egy egyenessel, igy gombnégyszoghdz jutunk. A
keletkezett alakzat oldaldsszege biztosan kisebb lesz az el6z6 alakzat oldalosszegénél, ugyancsak a
haromszog-egyenlétlenség miatt. Hiszen az abrat tekintve e+f>g.

fgy folytatva a ,,szeletelést” minden keletkezd gombi Euler sokszog oldalosszege tehét kisebb lesz,
mint 360°, hiszen a fenti Lemma szerint barmilyen sokszdget szeliink is le a mar meglévd

sokszdgiinkbdl, tigy a ,,leszelt” sokszog oldaldsszeg nagyobb lesz a keletkezett oldanal.
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4. Gombi haromszogek nevezetes tételei

Ebben a fejezetben az euklideszi geometriabol jol ismert szinusz- és koszinusztételeket fogjuk
megvizsgalni gdmbharomszogek esetében.

Nézziik el0szor a gdmbi szinusztétel.
4.1 Gombi szinusztétel

4.1.1 Tétel: A gombharomszog oldalainak szinuszai ugy aranylanak egymashoz, mint a szemkozti
szogek szinuszai. Azaz:

sin(a)/sin (b)/sin(c)=sin(co)/sin (B )/sin(y)
Bizonyitas:

Képezziik az (axb)x(bXc) kifejezést!
(a

Mivel abc>0 és b egységvektor, ezért:
|(axb)x(bxc)|=abc

A vektorialis szorzat tulajdonsagai miatt és mivel <((a

laxbl[bXclsin(p)=ab
Az 1.7 6sszefiiggést hasznalva:

abc=sin(c)sin(a)sin(p)
Ha a,b,c vektorok helyett rendre c,a,b vektorokat irunk, akkor:
abc=cab=sin(b)sin(c)sin(a)

Mivel sin(c)#0, azaz c#0,m:

A két eredményt dsszevetve: sin(a)sin(p)=sin(a)sin(b)
4.2 Gombi koszinusztételek

A gOmbi geometria sajatossaga, hogy a tdvolsagmérés valojaban szogmérés, hiszen a sokszogek
oldalait a gdbmb kozéppontjabol a cstcsokba mutatd vektorok hajlasszoge hatarozza meg. Ezért a
gdmbi geometriaban két koszinusztételrdl beszélhetiink, egyik a gdmbharomszdg szdgeire, mig a
masik a gdmbharomszog oldalaira vonatkozik.

El6szor nézziik a gdbmbharomszog oldalaira vonatkozo6 koszinusztételt.

4.2.1 Tétel: A gombharomszog szokott modon jelolt oldalaira és szogeire:
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cos(c)=cos(a)cos(b)+sin(a)sin(b)cos(y)

Bizonyitas:

Egyrészt a bal oldal:
(axb)(bxc)=|axb||bxc|cos(IT—p)=—sin (c)sin(a)cos ()
Masfelol viszont a jobb oldal az 1.6 6sszefiiggés alapjan:
(ab)(bc)—ac=cos(c)cos(a)—cos(b)
igy:
—sin (c)sin(a)cos(B)=cos(c)cos(a)—cos(b)
Atrendezve:

cos(b)=cos(c)cos(a)+sin(c)sin(a)cos(p)
Ezutén nézziik meg a masik, a gdmbharomszog szogeire vonatkozd koszinusztételt.
4.2.2 Tétel: A gémbharomszog szokott modon jelolt szogeire és oldalaira:

cos(y)=—cos(c)cos (B )+sin (o )sin(p)cos(c)

Bizonyitas:

Tekintsiik az a,b,c oldalu, o,f,y szogl gdmbharomszog
polarhdromszogét és irjuk fel erre a mar ismert, oldalakra vonatkozd 80

koszinusztételt.

180-p

cos(180—y)=cos(180—c.)cos(180—f )+sin(180—at)sin (180—p ) cos (180—c)
Mivel cos(180—a)=-sin(a) és sin(180—a)=sin(a), ezért:
—cos(y)=(—cos(a))(—cos(p))+sin(ct)sin(B)(—cos(c))
Mindkét oldalt beszorozva (—1) -el:

cos(y)=—cos(c)cos (B )+sin (o )sin(p)cos(c)
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5. Gombharomszog nevezetes pontjai

A tovédbbiakban azokat a haromszogeket tekintjiikk, amelyek hegyesszdgliek, azaz ahol az
OA,OB,OC vektorok szogei hegyesszogiiek.

El6szor nézziik a gdmbharomszog magassagpontjat.
5.1 Magassagpont meghatarozasa a gombon

Az euklideszi geometridhoz hasonléan a gdmbi geometriaban is a magassagvonal a csucsot a

szemkdzti oldalegyenessel 0sszekotd szakasz, ezek metszéspontja pedig a magassagpont.

X
IS
X
A

m, meghatdrozé vektora: a

X
—

@]

Q
~—

S
X X
IS

m, meghatarozo6 vektora: b

m, meghatarozé vektora: ¢X(

A magassagpont meghatarozasadhoz kell: m,Nm,=m_Nm,

Azaz:
(ax(bxc))x(bx(cxa))=(cx(axb))x(ax(bXc))
Kifejtései tétel:
ax(bxc)=(ac)b—(ca)b
A kifejezés bal oldala:
((ac)b—(ab)c)x((ba)a—(bc)c)=—(ac)(bc)(bxa)+(ac)(ba)(bxc)+(ab)(bc)(cxa)—-(ab)(ba)(cxc)
ahol,
(ab)(ba)(cXc)=0
A kifejezés jobb oldala:

Azaz:
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baloldal= jobboldal = ugyanazt a pontot adjdk =m,, m, és m_ugyanazona pontonmegy dt

Tehat a gbmbharomszognek 1étezik magassagpontja.

Magassagpont meghatarozéasa a polargdmbharomszog oldalainak segitségével:
(cb)(ac)(axb)=cos(a)cos(b)sin(c)¢

)cos(c)sin(a)a

Q
(@)
@)
wn
—
IS
~—
wn
p—t
=
@) I
(o}
+
(@)
@)
wn
1Q
(@)
@)
wn
(o}
(ﬂ
A
IS
—_ —
IS~
+
(@)
@)
wn
—
IS

Tehat a magassagpont: cos(

5.2 Sdlypont meghatarozasa gombon

Az euklideszi geometriahoz hasonléan a gombi geometridban is a sulyvonal a csucsot a szemkozti

oldal felezépontjaval 0sszekotd szakasz, ezek metszéspontja pedig a sulypont.

s, meghatarozasa: (b+c)X

s, meghatarozasa: (a+c)X

L,
/

s. meghatarozasa: (a+b)X

1

A sulypont meghatarozashoz kell:

Ehhez tudnunk kell:
((b+c)xa)x((a+c)xb)=(bxa)X(axb)+(bxa)X(cXb)+(cXa)x(axb)+(cXa)X(cxb)
Itt:
(bxa)x(axb)=0
(bxa)x(cxb)=((bxa)b)c—((bxa)c)b=(bab)c—(bac)b=—(bac)b
(cxa)x(axb)=((cxa)b)a—((cxa)a)b=(cab)a—(caa)b=(cab)a
(exa)x(exb)=((cxa)b)c—((cxc)c)b=(cab)c—(cac)b=(cab)c
fgy

(abc)(a+b+c)fiiggetlens,,s,és s vdlasztdsdtél=s,,, s, és s ugyanazok a pontonmegy dt
Tehat a gdmbharomszogben 1étezik sulypont.

Sulypont meghatarozasa: (abc)(a+b+c)

5.3 Koré irt kor kozéppontjanak meghatarozasa a gombon
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Az euklideszi geometridhoz hasonldéan a gombi geometridban is a koré irt kor kozéppontjat az
oldalfelez6 merdlegesek metszéspontja hatdrozza meg.

Tekintsiik az ABC pontok altal meghatarozott S sikot, mely kimetszi a gdmbbdl a haromszog
koré irt kort. A koré irt kor kozéppontjdba (o,) mutaté vektor iranya megegyezik a
gombharomszog koré irhatd kor kozéppontjaba mutatd vektorral, csak hosszban térnek el
egymastol.

Tehat az o, kozéppontba mutatd vektor parhuzamos az ABC pontok altal meghatarozott S sik

normalvektoraval. Azaz:

5.4 Beirt kor kozéppontjanak meghatarozasa a gombon

Az euklideszi geometridhoz hasonldéan a gombi geometridban is a beirt kor kdzéppontjat a
szogfelezok metszéspontja hatarozza meg.

Tekintsiik az  ABC héaromszdg szogfelezdt. Ezek metszéspontjaban lesz a beirt kor kdzéppontja.
A B cslicsnal 1évé szogfelezét (f )

meghataroz6 vektort ugy kapjuk mega ¢ és a X/ %@xg
vektorokra  merdleges  vektorokat  kivonjuk

egymasbol. A ¢ vektorra merdleges vektor az

axb vektor, melyet felirhatunk a polaris vektor a=bxe
segitségével, és igy a c vektorra merdleges
vektora ¢ vektor lesz. Ugyanigy az a vektorra mer6leges vektor az a vektor lesz.
Tehata B cstcsnal 16v6 szogfelezd: ¢—a
Ugyanigyaz A és C csucsoknal 1évé szogfelezék: ¢—b, illetve a—b.
A beirt kor kézéppontjahoz tehat kell:
feNfa=faNfc
Ehhez tudnunk kell:
(¢—b)x(a—b)=txa—bXa—eXb=axb+bX¢+¢Xa
AXb+bX¢+¢X afiiggetlenf ,,f z,f - vdlasztdsatol = f ,,f zésf -egy ponton mennek dt.

Tehat a gombharomszognek 1étezik birhato kore és ennek kozéppontja:
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axXb+bXxc+cXa

A gobmbharomszog nevezetes pontjainak megvizsgalasa utan érdekes lehet megnézni a
gdmbharomszog polargdmbharomszdgének nevezetes pontjait is. Még mieldtt elkezdiink szamolni,
meggondolhatjuk, hogy valosziniileg a gdmbharomszog €és polargdmbharomszoge kozott egy

kiilonleges kapcsolat fog fennallni.

5.5 Kapcsolat egy gombharomszog és polargombharomszogének a koré — és beirt korokkel

kapcsolatban

A polératisnal megfigyeltiik, hogy egy gdmbharomszog polarisanak polarisa éppen 6nmaga, azaz

(d)=a.

Ezt kihasznalva tehat a mar meglévd képletekbe a helyére a -t irva (és ugyanigy a tobbi oldal

esetében is) megkaphatjuk a polargdmbharomszog nevezetes pontjait.

Ezutan a kovetkezo észrevételeket tehetjiik:

5.5.1 A koré irt kor kozéppontja:
Egy gémbharomszog koré irt kor kozéppontja: (axb)+(bXc)+(cxa)

A hozz4 tartozé polargdmbharomszdg koré irt korének kdzéppontja: (axb)+(bx¢)+(¢x a)

5.5.2 A beirt kor kozéppontja:
Egy gombharomszog beirt korének kozéppontja: (aXx l_7)+ (b X¢)+(exa)

A hozz4 tartozé polargdmbharomszog beirt kdrének kdzéppontja: (axb)+(bXc)+(cxa)

5.5.3 Tehat megfigyelhetd, hogy egy gdmbharomszog beirt korének kézéppontja egybeesik a hozza
tartozé polargdmbharomszog koré irhatd kor kdzéppontjaval, illetve egy gdmbharomszog koré irt
korének kozéppontja egybeesik a hozza tartozd polargdmbharomszdg beirhaté korének

koézéppontjaval.
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6. Teriilet a gombon

A gombi és az euklideszi teriiletmérés merdben eltér egymastdl, igy itt most nem tudjuk az
euklideszi geometridban tanultakat alapul venni. E10sz6r megvizsgaljuk a gdombharomszog teriiletét,

majd ebbdl kdvetkeztetlink a gdmbi sokszdgek teriiletére.
GOmbi teriiletegység: 1 fokos gombi kétszog fele.

6.1 Gombi haromszog teriilete

Altalanos teriiletképlet: T=o+p+y—180

Ezt a teriiletképletet kétféleképpen is meg lehet kapni, most ezt a kétféle bizonyitast fogjuk

megvizsgalni, az egyik Girard Desargues, a masik Carl Friedrich Gauss bizonyitasa.

6.1.1 Girard -féle bizonyitas:

A gdmbhéaromszoget meghatdroz6 3 gombi egyenes a gombfeliiletet 8 kiilonbdzd tartomanyra
bontja. A haromszog szogei altal meghatirozott gdmbkétszogek ,
teriiletét szeretnénk megvizsgalni. Egy ilyen gdmbkétszog

lefedéséhez 2 félgdmbre van sziikség, igy a 3 gombkétszog

lefedéséhez Osszesen 6 félgombre, azaz 3 teljes gombfelszinre van v v
sziikség. Ekkor a gombkétszogek gOmbharomszog nélkiili részei

négyszer-négyszer, a gOmbharomszégek Otszor-6tszor mig a

fennmaradt 3 terilet kétszer-kétszer vannak lefedve.

Ha mindegyik teriilet esetében eltekintiink két lefedéstdl, akkor az aldbbi dsszefliggés irhato fel:

T . . =2%(3gémbkétszog teriilete)—2*( gombhdromszég ) *2

gomb

Mindkét oldalt 2 -vel leosztva:
gémb __

=(3 gombkétszogteriilete )—( gombhdromszog)* 2

Azaz, a gombkétszogek egy olyan félgombot fednek le, ahol a kozépso teriilet, a gombkétszog

+2 -szer van lefedve:
. - . . T omb . - .
3 gémbkétszég teriilete= gT —(gémbhdromszég)*2

A gdmbharomszog teriiletét x -el jelolve tehat:
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20+23+2y=360+2x
Azaz a gdbmbharomszdg teriilete:

T =a+p+y—180

goémbhdromszdg
6.1.2 Gauss-féle bizonyitas:

A gombharomszog teriiletét gy hatdrozza meg, hogy a teljes gombfeliiletbdl kivonja a
gdmbharomszog kiegészitdszogei altal meghatarozott gombkétszogek tertileteit. A gombfelszinbdl
ezt kivonva a két gdémbharomszog tertileté¢hez jutunk.
T ysmphiromsaig® 2=720—(2%(180— 1) +2%(180—p J+ 2%(180—y))
Mindkét oldalt 2 -vel leosztva:

T =360—-180+a—180+p—180+y

gémbhdromszég
Azaz:

T =a+p+y—180

gémbhdromszdg

6.2 Szabalyos gombi n-szogek teriilete
Minden szabalyos gombi n-szog felbonthaté gdmbi haromszogekre, igy a szabalyos gombi n-

szogek tertilete felirhatd a gombi haromszog tertiletébol:

T,=>, a,—(n—2)x180
i=1

6.3 Allitas: Legyena T teriileti ABC gombharomszég BC oldalanak hossza a, a BC
oldalhoz tartoz6 kdzépvonal hossza pedig k. Ekkor:

cos(z): cos k
2 cos(%)

Megjegyzés: Az euklideszi geometridhoz hasonldan a gdmbi geometridban is a kozépvonal a

haromszog oldalfelez6 pontjait 0sszekotd szakasz.
Bizonyitas:

Jelolje F, és F, az AB, illetveaz AC oldal felezOpontjat. Bocsassunk a csucsokbol

merdleges gdmbi egyeneseket az F, F, gombi egyenesre. Az A, B, illetve C cstcsokon
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atmend merdleges A, B, illetve C csticshoz kozelebbi talppontjat jeldlje rendre
A',B',C'. Az AA'F, és BB'F, derékszogli gdmbhiaromszogek egybevagodak, mert
egyrészt az F, csucsndl fekvd szogeik egyenldek, hiszen cstcsszogek, masrészt az AF, ¢és
BF, 4tfogok is ugyanolyan hosszuak, hiszen az F, felez6pont, illetve a két haromszog
kozéppontosan szimmetrikus az F, pontra. Hasonldéan egybevagoak az AA'F, és CC'F,
derékszogl haromszogek is. E két haromszogpar egybevagosaganak tobb fontos kovetkezménye
van:
* az ABC gombharomszog teriilete ugyanakkora, minta BB'C'C gdmbnégyszogé
* a B' és C' pontok gombi tavolsaga 2k
* mivela BB'C'C gombnégyszog B' és C' csucsaindl derékszog van, és
d(B,B')=d(A,A")=d(C,C'), a BB'C'C gémbnégyszdg szimmetrikusa B'C’
gombi szakasz t felezd merdlegesére. A szimmetriabol tobbek kozott az is kovetkezik,

hogy B'BC<=C'CBX.

Kifejezve a BB'C'C gdmbnégyszig teriiletét a szogei segitségével, és felhasznalva az el6z6
Osszefiiggéseket:

T:(%+%+B'BC<I+C'CB%E)—2n:2*B'BC<I—TE,

wn+T

B'BC <=

egyenléségekhez jutunk.

A BC ¢és B'C' gombi egyenesek egymast két atellenes pontban metszik. Jeloljiik ezek koziil a
B oldalara esét E -vel,amasikat E' -vel. A BB'C'C gdmbnégyszog tengelyes

szimmetridja miatt az E E szakasz hosszabol kivonva az a oldal hosszat, éppena d(B,E) és

a d(C E ) Osszegét kapjuk, amik azonban egyenléek, igy:

d(B.E)=d(c,E")=7"9
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Ugyanigy az EE szakasz hosszabol kivonva az 2k oldalt, éppena d(B,E) ésa d(C,E)

Osszegét kapjuk, amik azonban egyenldek, igy:

(m—2k)
2

d(B',E)=d(C',E')=

Ha alkalmazzuk a gombi szinusztételt az EBB' derékszogli gdmbharomszogre, a kdvetkezd

Osszefliggést kapjuk:
sin(B 'BEq):%
fgy a jobboldal:
sin(%—Z g)_ sin(%)cos(k)—sin(k)cos(%) cos(k)
sin (%—%) B sin(%)cos(%)—sin(%)cos(%) B cos(%)

A baloldalon pediga sin(BBE <) megegyezik sin(r—BBE<¥) -el a szinuszfiiggvény
tulajdonsaga miatt, illetve ez megegyezik sin(BBC %) -el, hiszen egymas kiegészitd szogei. Igy

tehat a bal oldal felirhato az alabbi alakban:

sin(BBE < )=sin(BBC < )=sin( dadi )=sin(%)cos(%)+ sin(%)cos(%):cos(g)
A két oldalt 6sszevetve kapjuk, hogy:
cos (k) —cos(L)
cos(&)
2

Ez az allitas lehetdséget ad arra, hogy egy gdbmbharomszog teriiletét az oldalakkal kifejezziik.

6.4 Els6 1épésben cseréljiik kia cos(k) -taz AF,F, haromszogre alkalmazott koszinusztétel

segitségével:

b Cyain( PV (€
cos(z): cos(k) :coS(E)Cos(§)+sm(§)sm(§)51n(a)

2 cos (=) cos(%)

N|Q

Masodik 1épésben pedig a megjelené sin(a) -t kikiiszobolhetjiik az ABC gombharomszogre

vonatkozod koszinusztételbol:
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c)(cos(a)—cos(b)cos(c))

b c, . (by.
Cos(E)cos(E)ﬂm(E)sm(E sin(b)sin(c)

cos (=)=
2 cos(%)

Hamostaz a,b,c szogfiiggvényeit kifejezziik az abce szogfliiggvényeivel:

2,2,2
COS(E)COS(£)+Sin(E)Sin(g)<COS(E+E) COS(E+§)COS(E+E))
g/ oSt TSI SN, sin(2+2)sin(€4+5)
; 2 2 2 2
cos(=)=
: cos(g)
2
Atalakitva:

(cos'(§)=sin’ (5))~(cos’( 2 )sin*(2 ) «(cos” (£ )—sin’( )

b ¢\, . by. ¢
COS(—)COS(E)"'SIH(E)SIH(E)

2 . b b e c
. 251n(E)cos(i)*zsm(g)cos(i)
cos(=)=
2 cos(2)
2
Tovabbi atalakitasokkal a kdvetkezdt kapjuk:
cosz(g)+c052(2)+cosz(£)—1
5y 2 2
COS(E)_ a b c
2cos(& o <
cos(z)cos(z)cos(2)

Ebbdl a gombharomszog teriilete valoban meghatarozhato, mert a teriilet csak 0 és 2m kozotti
értékeket vehet fel, a [0, 7] intervallumon pedig a koszinusz fiiggvény szigortian monoton

csokken.
Most a teriilet kiszamitasara adunk egy ujabb formulat, melyhez az oldalakat és a félkeriiletet
hasznaljuk fel. A bizonyitast Hraské Andras: Uj matematikai mozaik cimii kényvében tekinthetjiik

meg.

6.5 Tétel (L'Huilier tétele): Egy gombharomszog T teriiletet és a,b,c oldalai kozétt az alabbi

osszefiiggés all fenn:
T s\, (s—a), (s—=b), (s—c)
gl —)=4/tg\ =)t t t
9(5) \/9(2)9 S g
ahol s :M azaz a keriilet fele.

2,
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7. Gombi geometria alkalmazasa

Ebben a fejezetben a gombi geometria egyik alkalmazéasat fogjuk attekinteni.
7.1 Euler poliéder tétel Legendre bizonyitasa

7.1.1 Euler tétel: Ha egy egyszerii poliéder csucsainak szamat c, éleinek szamat e és

lapjainak szamat 1 jeloli, akkor: 1+c=e+2

Az els6 preciz bizonyitast az Euler formuladra Adrien Marie Legendre adta, az 1794-ben publikalt
Eléments de Géometrie konyvében. A konyv nagy népszertiségnek 6rvendett, tobb kiadast megélt és

szamos nyelvre leforditottak, ennek hatasara az Euler formula széles kdrben ismertté valt.

Legendre bizonyitas:
Legendre bizonyitasa a gdmbi geometrian alapul, a gombi sokszogek teriiletére hasznalt formulat
hasznalja fel. Miel6tt ezt alkalmaznd, a poliédereket at kell alakitani sokszoghalova a gdmbon.
Tegyiik fel, hogy a konvex poliéderek oldalai atlatszoak, az élek és a csucsok pedig (egy nem
atlatszo) vazat alkotnak. Képzeljiik el, hogy a poliéder benne van egy gémbben, ugy hogy a pliéder
¢és a gomb kozéppontja egybe esik. Ekkor a gdmb kozéppontjabdl indulva a poliéder éleit a gdmbre
vetitjiik. A poliéder ¢élei gdmbi egyenesek lesznek, melyek a gdmbot, gombi sokszogekre osztjak
fel, melyek megegyeznek a poliéder sokszogeivel. Ezzel kialakul a poliéder halo a gombon. Ezt a
miiveletet sugaras vetitésnek nevezziik.
Azért, hogy bebizonyitsuk, hogy a poliéderre igaz az Euler formula, ahelyett hogy a poliédert
figyelnénk meg, Legendre a gdmbre tortént vetitést vette alapul. A poliéder haldja a gémbon
minden szempontbdl megegyezik az eredeti poliéderrel: ugyanannyi oldala, éle és csticsa van (bar
ezek gombi sokszogek, gdombi egyenesek.
Tegyiik fel, hogy a gomb sugara 1 egység. Ekkor a gdmb felszine 4I1. A felszin megegyezik a
halé oldalainak teriileteinek Osszegével. Minden oldal egy gdmbi sokszog, és ezek teriilete
megegyezik (a sokszdgek szogeinek 6sszege)—(n—2)T1, ahol n a sokszdg oldalainak szama.
Ezeknek a teriileteknek az 6sszege 3 részre bomlik:

1. A sokszogek szogeinek Osszege. Ennek egyenldnek kell lennie 2IT*c, mert mindegyik

sz0g 2I1 -vel jarul hozza a teriilethez.
2. A sokszogek oldalainak a szama: 2e ¢és mindegyik hozzdjarul a teriilethez 11 -vel.

3. Asokszogek szama: | és mindegyik hozzajarul a teriilethez 211 -vel.
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Szimbolikusan kifejezve a kdvetkezd:

1
4II=A = kz_:l Tig,)

ahol F, a k. lap.

ZT(FJ:(ZG?)—(HFZ)HﬂZ ocf.‘)—nkH+2H,
k=1 i=1 i=1
ahol n, az F, csicsszama, illetve o az F, szogei.

4n=X (1, )= 2 (X )-n, 114210

k k
4= (D a)=D. na1+Y. 211
ko k k

Azaz:

4T1=21T*c—21T1xe+211*l
Mindkét oldalt 211 -vel leosztva:

2=c—e+l

Atrendezve:

[+c=e+2
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Osszegzés

A szakdolgozatom megirdsakor arra torekedtem, hogy olyan témakordket fejtsek ki, melyek nem
tartoznak szorosan az egyetemi tanulmanyok koz¢é, &m mégis konnyen érthetéek mindenki szamara.
A dolgozatban megismerkedhettiink a gOmbi geometria alapjaival, kiilonosképpen a
gombharomszogek tulajdonsagaival, illetve a gdmbi sokszogek teriiletével. Nagyrészt az euklideszi
geometridban megismert definicidkat, tételeket vizsgaltuk meg és ezek alapjan tarult elénk a gombi
geometria vilaga. Véleményem szerint a geometria ezen aga igen érdekes és hasznos tudomany
lehet mar a gimnaziumok didkjainak is, igy tanarként szeretném majd a didkjaimmal megismertetni
a geometria ezen érdekes tertiletét.

Egyik magantanitvinyom szokta télem a kovetkez6t kérdezni, miutan kelldképpen elmélyedtiink
egy-egy témakorben: Es ez mire j0? Most fel tehetjiik ezt a kérdést: Mire jo a gombi geometria?
Mivel az euklideszi geometridhoz képest ez egy viszonylag 0j tudomany, rengeteg 01j felfedezési
lehetdség rejlik benne annak, aki kicsit jobban belemélyed, tehat a felfedezés élményét biztositja.
Emellett nagy mértékben fejleszti a térlatast is. Tulajdonképpen egy gombon éliink, igy foldrajzi
szempontbol is érdekes és hasznos minden észrevétel, amit a gdmbi geometria kapcsan tesziink.

Azt gondolom a szakdolgozatomban sok érdekes felfedezést tettiink és remélem ezzel a kis

LHizelitovel” sikertilt felkeltenem az Olvaso érdeklddését a gdmbi geometria tudomanya irant.
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