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Bevezetés

A szakdolgozatom téméajaul valasztott geometriai rész targyalasa soran a sikbeli
rud-csuklos szerkezetek merevségétsl a Cauchy-féle merevségi tételig fogok eljutni.
Ahogy haladtam elére az anyag feldolgozasdban és megértésében a kovetkezs fogal-
mazodott meg bennem: egy kicsit olyan ez, mint az a rajzos jaték, ahol a megszamo-
zott pontok Osszekotése eredményeképpen egy kép rajzolodik elénk. A megszamozott
pontokat ez esetben a csuklok, az 0sszekotd vonalakat pedig a rudak helyettesitik.
Ezen rudak és csuklok megfelel6 médon térténs megvalasztasabol addédnak a kiilon-
b6z6 merevségi szerkezeteket.

Az elsé fejezetben kimondésra keriilnek a téma megértését elGsegits, grafmerevségre
vonatkozo alapfogalmak. Tovabbé bevezetésre keriil az infinitezimélis mozgas defini-
cidja, valamint megtorténik a szemléletes leirasa is. A negyedik alfejezetben a mér
definialt infinitezimalis mozgasok alkalmazasaval készitek egy egyiitthatdé matrixot,
amely felhasznalasaval eljutok az infinitezimélis merevség fogalmaig. A tovabbiakban
par példat mutatok ezen merevségi tipusra. Végiil az utols6 alfejezetben a merevség
sziikséges feltételét boncolgatom.

A maésodik fejezetben kimondasra és bizonyitasra keriil — ,A Konyv" [3] alapjan —
Cauchy haromdimenziés poliéderekre vonatkozo merevségi probléméja, valamint olvas-

hato ezen tétel bizonyitasat elGsegité karlemma is.



1. fejezet

Rud-csuklo szerkezetek merevsége

Ebben a fejezetben bevezetem a grafmeregségre vonatkozo alapfogalamakat, vala-

mint ismertetem a téméahoz kapcsol6do alapvetd tételeket, allitasokat.

1.1. Alapfogalmak

1.1.1. Definici6é (Realizacid). Adott egy G = (V, E) graf, h : E — R leképezés,
ahol V' a cstcsok halmazat, E pedig az élek halmazat jeloli. A (G, h) egy realizdcidja
egy [V — R? leképezés (d = 2 esetben sikbeli, d = 3 esetben térbeli realizaciot

értiink), amelyre ha {i, j} € E, ekkor d< [0} f(j)) = h({i,}).

1.1.2. Definici6. Adott egy G = (V, E) graf, h : E — R™ leképezés. Ekkor a (G, h)

par f realizaciojat rid-csuklos szerkezetnek nevezziik.

1.1.3. Definicié. A (G, h) szerkezet f és g realizacioja kongruensek, ha minden i, €

Voestiesra | f(2) = f(5)| = lg(i) — g(4)] teljesiil.
Az 1.1.1. Definicio feltételeit felhasznalva kimondhatjuk az aldbbiakat.

1.1.4. Definici6 (Globalis merevség). (G, h) globalisan merev, ha barmely két f, g

realizdciojahoz létezik ¢ : R? — R? izometria, hogy g = ¢ o f.

Tehat mondhatjuk, hogy itt a globalis arra mutat ra, hogy barmilyen mésik rea-

lizaciot vesziink, az egybevagd marad az eredetivel.



1.1.5. Definicié. Adott (G, h) par két realizacioja: f és g. A két realizdcid tdvolsdgdn
a kovetkezét értjiik: d(f, g) = maxjev{|f(j) — 9(4)|}-

1.1.6. Definici6 (Lokalis merevség). Adott (G, h) parnak egy f realizacidja. Ezt
lokdlisan merevnek neveziink, ha létezik ¢ > 0, hogy minden g realiziciéra, melyre

d(f,g) < e, létezik ¢ : R? — R? izometria, hogy g = p o f.

Ennél a merevségi tiptisnal a szerkezet csicsainak megengedett egy minimalis mérté-
ki elmozdulasa, de ebben az esetben csak egy kongruens szerkezetet kapunk az erede-

tihez képest.

1.2. Példak globalis és lokalis merevségre

(4.)

Az els6 abran jol 1lathato, hogy a kiindulasi alakzatunk egy négyzet, amely 4 csuk-
16bol és 4 rudbdl tevidik Gssze, azaz nincs az 4tl61 mentén merevitve. Ebbdl kifolyolag
a négyzet konnyen deformalhato. Mivel az esetleges alakvaltoztatas soran megvaltozik
a csuklok tavolsaga, ezért a kiindulasi négyzetiink nem volt merev. A méasodik abra
méar merev, de csak lokalisan, erre a harmadik abra szolgal bizonyitékul, mivel jelen
esetben ha a fels6 haromszoget tiikrozziik, akkor a kapott abrank ugyanannak a (G, h)
parnak egy masik realizacioja lesz, tehat nem kongruens szerkezetet kapunk. Az utolso

abra pedig egy globalisan merev szerkezetre példa.



1.3. Infinitezimalis merevség

1.3.1. Definici6 (Infinitezimalis mozgas). Egy (G, h) par f sikbeli realizaciojanak
infinitezimdlis mozgdsdn egy olyan X : V — R? hozzarendelést értiink, melyre teljesiil

a kovetkez6 Osszefiiggés:
(76) = 1)) (X () = X)) =0 (1.1)
minden 7, j € F esetén.

A mozgast jelen esetben olyan fiiggvénynek tekinthetjiik, amely adott ¢t id6pillanat-

ban megadja a graf csiicsainak pillanatnyi sebességét.

Szemléletesebben az imént emlitett definiciot a kdvetkezSképpen értelmezhetjiik.
Legyen adott f(V) = {p;,...,p,} C R A p, pélydja egy deformacio soran legyen
vt (—€,e) — R? differencialhato leképezés, ahol ;(0) = p, és 7/(0) = X;.

Tegyiik fel, hogy {i,j} € E. Ekkor a kovetkezsket tekintve:

74(t) = 75(1)] dllando <= |y:(t) = 7;()|? allando,
ezt kifejtve
7i(t) = (OF = 7%(t)* + 75 ()" = 2%(8);(8).

A kompozicié fiiggvény derivaltjara vonatkozo tétel miatt a kovetkezd adodik:

(20(0400) + 205 (00) — 23 0(0) — 20)5(0) | =0

t=0

(%(O) - w(o)) <7§(0) - »y;.(o)) —0.

(. J/

(f(i)—f(j)> <X(i)—X(J‘)>

Bevezetjiik a trividlis infinitezimélis mozgasokat, amelyek a sik (illetve a tér) in-

finitezimalis izometridinak felelnek meg.



1.3.2. Definicié. Legyen ¢ : (—¢,¢) x RY — R? folytonos leképezés, ahol € > 0 és

amelyre az alabbiak teljesiilnek:
e ©(0,.) =idga
e o(t,.) : R — R izometria, tetszéleges t € (—¢,€)-e
o o(.,,p): (—¢,¢) — R? differencialhato palyan fut végig, tetszéleges p € Ré-re.

Ekkor ¢-t egyparaméteres izometria seregnek hivjuk.

Ez esetben ¢ meghataroz egy v : R? — R? vektormezét az alabbi modon:

v(p) = Selt.p)| (1.2

Ezt a v-t egy infinitezimdlis 1zometridnak hivjuk.

1.3.3. Definicié. Legyen a (G,h) parnak f : V — R? egy realizacioja. Egy in-
finitezimélis izometria megszoritasat a (véges) f(V') halmazra, trividlis infinitezimdlis

mozgasnak nevezziik.
A kovetkezd tétel eddigi tanulmanyainkol [9] mar ismert.

1.3.4. Tétel. Legyen ¢ : R — R? egy izometria. Ekkor

T T
X xr

ol Tl=A] T |+ (1.3)
Xq Xq

ahol A ortogondlis mdtriz és b eqy R¥-beli vektor.

1.3.5. Tétel. A sik minden v : R? — R? infinitezimdlis izometridja az aldbbi modon

irhato fel:



Bizonyitas: Mivel () egy irdnyitastartd izometria minden t-re, ezért az (1.3)-as
egyenlet alapjan felirhatjuk a kévetkezéket:
cos B(t) —sinf(t)

o(t,p) = A(t)p + b(t) = . p +b(?).
sinB(t)  cosp(t)

Ez esetben az A(0) = idg2 és b(0) = 0, mivel ¢(0) = idg2 akkor 3(0) = 0 is teljesiil.
Majd keressiik az (1.3)-as megfeleltetés alapjan a v(p) vektort.

v(p) = %w(t, p) =80 bl - C?S A) p+b'(0) =
=0 cosf(t) —sinfB(t) | |,
0 -1
= 5'(0) p+w.
1 0

£'(0)-t innentdl jelolje w. Ekkor a kiovetkezs adodik:

p+w.

Tehat ezzel a tételt belattuk, mivel megkapjuk az allitdsban szerepls ferdén szim-

metrikus matrixot.

1.3.6. Kovetkezmény. A sikbeli trividlis infinitezimdlis mozgdsok eqy hdrom dimen-

2108 vektorteret alkotnak.



1.4. A merevségi matrix

A mar definialt infinitezimalis mozgasok felhasznalasaval készitliink egy maétrixot,

amely felhasznélasaval eljutunk az infinitezimalis merevség fogalmaig. (6]

1.4.1. Definici6é. Ha tgy gondolunk az infinitezimalis mozgasokra, mint nd dimenzi6s
vektorokra, akkor egy (G, h) par f realizaciojanak infinitezimalis mozgasai egy linearis
alteret alkotnak R™-ben, amelyet |E| darab (1.1) alakt homogén linearis egyenlet
hatdroz meg. Ennek a homogén linedris egyenletrendszernek az egyiitthaté matrixat

nevezziik a szerkezet merevségi mdtridnak.

1.4.2. Definici6. Egy (G,h) par d-dimenzios f realizaciojanak merevségi matrixat
jelolje: R(G, h, f). Az R(G, h, f)-nak |E| sora és d|V| oszlopa van. A matrix e = {7, j}

élének megfelel6 k-adik sora az alabbi médon néz ki:

(0 o (u—h) o= fo) oo O o (= f1) (o= fo) oo 0).

A (G, h) par f realizaciojanak az X, az (1.1) alapjan, pontosan akkor infinitezimalis

mozgasa a siknak, ha teljesiil az alabbi egyenlGség:
R(G,h, f)X =0,

ahol X = (v, v, ...,v,) alakt nd x 1-es oszlopvektort jelol. Azaz X egy infinitezimélis

mozgasa a szerkezetnek, ha X € KerR.

1.4.3. Definicié. A (G, h) par f realizaciojat infinitezimdlisan merevnek nevezziik,

ha az Osszes infiniteziméalis mozgésa a szerkezetnek trivialis infiniteziméalis mozgés.

1.4.4. Allitas. A sikbeli (G, h) szerkezet f realizicidja infinitezimdlisan merev akkor

és csak akkor, ha a merevségi mdtrizdnak rangjdra igaz a kovetkezd:
T(R(G, h, f)) —9|V| - 3.

Bizonyitas: Az 1.4.3. definici6 alapjan: egy szerkezet infinitezimalisan merev, ha az

Osszes infinitezimalis mozgasa trivialis infinitezimalis mozgas. Ebbdl kévetkezik, hogy

d@'m(Ker(R(G, h, f))) _3,



dim (Ker(R(G, h, f))) —9V| - T(R(G, h, f))
3=2V| - r(R(G, mf)).
Ez az egyenletet atrendezve:
r(R(G, h, f)) —9|V| -3

egyenldséget kapjuk, ami megegyezik az allitasban szerepls Gsszefiiggéssel.

A kovetkez§ tétel bizonyitas nélkiil keriil kimondésra.

1.4.5. Tétel (Merevség és az infinitezimalis merevség kapcsolata). Ha  egy

(G, h) szerkezet infinitezimdlisan merev, akkor lokdlisan merev.

A tétel megforditasa ugyanakkor nem igaz, mert 1éteznek olyan szerkezetek, amelyek

lokélisan merevek, de nem infinitezimalisan merevek.

1.4.6. Példa. Vegyiik azt a hdrom csticsbol és harom é1b6l 4116 rid-csuklos szerkezetet,

melyet a kovetkezd vektorok hataroznak meg: (0,0), (2,3), (3,0). Ekkor:

2 -3 2 30 0
RGh)=| -3 0 0 03 0
0 0 —-13 1 -3

Megnézve a kapott matrix sorait, lathatjuk, hogy linearisan fiiggetlenek, tehat a
sorrangja 3-mal egyenld. Ebbdl az kivetkezik, hogy dim(Ker) = 6 — 3 = 3, ami mege-
gyezik a trivialis infinitezimalis mozgasok dimenzidjaval. Vagyis az altalunk megadott

graf infinitezimalisan merev, és az 1.4.5. tétel alapjan lokélisan merev.

1.4.7. Példa. Most ugy adjuk meg a rid-csuklos szerkezet harom csicsat, hogy azok
kollinearisak legyenek egymassal, mégpedig a kovetkezs koordinatazassal: (0,0), (1,1),
(2,2). Ekkor:
-1 -1 1 1 00
R(Gh)=| -2 -2 0 0 22
0 0 -1 —-1 11

10



Ez esetben konnyen lathato, hogy ha a métrix elsé és harmadik sorat dsszeadjuk,
majd megszorozzuk kettével, akkor a méasodik sorat kapjuk. A merevségi matrix sor-
rangja: 2, mivel sorai linearisan OsszefiiggGek, dim(Ker) = 6 —2 = 4, ami nem egyezik
meg a trividlis infinitezimélis mozgasok dimenzidjaval. Tehat az R(G,h) méatrix in-

finitezimalisan nem merev, de nyilvan lokalisan merev.

1.5. A merevség sziikséges feltétele

1.5.1. Tétel. Eqgy R2-beli, e rudat ésn csuklot tartalmazo szerkezet merevségének sziik-

séges feltétele, hogy
e>2|V|-3
eqyenldtlenség teljestiljon.

Bizonyitas: Egy szerkezet infinitezimalisan merev, ha r(R(G, h, f)) =2|V| -3

teljesiil. A szerkezet R(G, h, f) merevségi matrixdnak |e| sora van, ezért

r(R(G, h, f)) <e.

A 1.5.1. Tétel nem ad elégséges feltételt egy (G, h) szerkezet merevségi voltara.

1.1. abra. 9 csuklobol allo szerkezet

1.5.2. Példa. Az (1.1.4bra) bal oldala globalisan merev, s6t még ha elvesziink beldle
egy rudat, akkor is az marad. A jobb oldalan viszont lathatjuk, hogy konnyen deformal-
hato. Ha teljes egészébe tekintiink az dbrara: 9 csuklobol és 16 radbol all, vagyis teljesiil

rd a sziikséges feltétel, de ez ennél az abrandl nem elégséges a szerkezet merevségéhez.

11



2. fejezet

Cauchy-féle merevségi tétel

2.1. Az Euler-formula kovetkezménye

2.1.1. Definicié. G graf dsszefiiggd, ha G barmely két pontja kozott vezet tt.

2.1.2. Definicié. Ha egy G graf lerajzolhaté R2-be tgy, hogy az élei nem metszik
egymast, akkor a graf sikbarajzolhato. Sikbeli grafrol akkor beszélhetiink, ha mar adott

és rogzitett a grafnak egy sikba rajzolasa.

Egy sikgraf a stkot tartomanyokra bontja, beleértve a nem korlatos kiilsé tartoméanyt
is.
A kovetkezékben bizonyitas nélkiil kimondasra keriil6 formula a sikgrafok tartomanyai,

élei és csuicsal szdmara mutat Osszefiiggést.

2.1.3. Tétel (Euler-formula). Ha egy dsszefiiggd sikbeli grdfnak n csicsa, e éle és t

tartomdnya van, akkor teljesil rd a kovetkezd:
n—e+t=2.
2.1.4. Allitas. Legyen adva egy G nemiires, eqyszeri sikbeli graf. Ekkor
1. G-nek van mazimum 6tédfoki csicsa.
2. G-nek mazimum 3n — 6 éle van, ahol n a grdf csicsainak o szimdt jeloli.

3. ha G éleit kiszinezzik két szinnel, akkor lesz olyan csics, amelybdl kiindulo élek

ciklikus sorrendjében maximum kétszer van szinvdltds.

12



Bizonyitas: A bizonyitashoz sziikséges a kovetkez6 paraméterek ismerete.
Szamoljuk meg a graf tartomanyait aszerint, hogy hany él hatéarolja (azt az élt, aminek
mindkét oldaléan ugyazaz a tartomany van, kétszer kell szamolni). Jel6lje ¢ a k-tartomé-

nyok szamat.
t=1ty+ts+ts+... (2.1)
Az éleket megszamolhatjuk aszerint is, hogy mely tartomanyokat hataroljak:
2e = 2ty + 3ty + 4ty + . .. (2.2)

Jel6lje G-ben n; az i-fokt pontok szamat. Ha fokszamuk szerint megszamozzuk a csi-
csokat, ahol egy csiics foka a bel6le kiindulo élek szdmaéaval egyenld, akkor a kévetkezd

adodik:
n=nyg+n;+ng+n3+ns+... (2.3)

Masrészt minden élnek két végponja van, ezért kettével jarul hozza a fokszamok 6sszegé-

hez, tehat
2e =ny+ng+ns+ng+... (2.4)

Mindharom &llitas belatasahoz feltehets, hogy G Osszefiiggs graf.

1. Abbdl kiindulva, hogy G egyszert graf, mondhatjuk, hogy minden tartomanyanak
minimum harom oldala van. Ezt figyelembe véve a (2.1) és a (2.2) a kovetkezSkép-

pen irhato fel:

t=t3+ts+t5+ ...

2€:3t3+4t4—|—5t5+,

ebb6l a 2e — 3t > 0 Osszefiiggést kapjuk. Ha minden csiics foka minimum hat

lenne, akkor a (2.3) és (2.4) felhasznalasaval

n=mng+n;+ng+...

2e =6ng + Tn7+8ng + ...

13



Tehat 2e — 6n > 0 adodik.

A két egyenlGtlenséget Gsszegezve

(2 —6n) +2(2¢ —3t) >0
6e—6n —6t >0
6le—n—1t)>0

e>n+t
adodik, ami viszont ellentmond az Euler-formulanak.

. Az Euler-formula és a 2e — 3t > 0 Osszefiiggés alapjan lathato, hogy

3n—6=3e—t+2)=3e—3t>e.

. Legyen c azoknak a szogeknek a szama, amelyeknél szinvaltas van.

Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz. Ekkor ¢ > 4n szinvaltas van, mivel min-
den csticsnal paros sok a valtas. Minden 2k vagy 2k + 1 oldald tartomanynak
maximum 2k ilyen szoge van, amibdl a (2.3)-at és (2.4)-et felhasznalva, arra

kovetkeztethetiink, hogy

< 2tg + 4ty + 6t5 + 8t + 10t7 + . ..
= 2(3t3 + 4ty + s + 6t + Ttr +...) —4(ts +ts+ 15+t +t7 4+ ...)

= 4e — 4¢.

Leegyszertisitve tjfent az e > n + t Osszefiiggést kapjuk, ami még mindig ellent-

mond az Euler formulanak.

14



2.2. Cauchy-féle karlemma

2.2.1. Definici6é. Az olyan térbeli, korlatos alakzatokat, amelyeknek van belsé pont-

juk és elGallnak véges sok féltér metszeteként, konvexr poliédereknek nevezziik.

2.2.2. Definicié. Két konvex poliéder akkor kombinatorikusan ekvivalens, ha laphalo-
ik izomorfak, tehat ha tudunk létesiteni egy tartalmazéistart6 harmas bijekciot a két

poliéder lapjai, élei, illetve csticsai kdzott.

2.2.3. Lemma (Oldalakra vonatkozo6 koszinusztétel). [1] A szférdn adott egy
hdromszdg, melynek oldalai a, b, ¢ legyenek. A ¢ oldallal szemkézti szogét jelolje .

Ekkor o kovetkezd egyenldség teljestil:
cosc = cosa + cos b + sin asin b cos 7.

Bizonyitas: A (2.1. 4bra) alapjan hasznalt jeloléseket tekintve: Az a, b, ¢ vektorok

2.1. abra. Gombharomszog
hajlasszogeit tekintsiik a gdmbharomszog oldalainak:
a=(b,c)t, b= (c,a)g, c¢=(ab)

Abxc, cxa, axb merdlegesek a gombharomszog oldalainak sikjara. Hajlasszogeik

a gombharomszog szogeinek kiegészitd szogei:

T—a=(cxaaxb), m—fFf=(axbbxc), m—y=(bxc,cxa).

15



Az a, b, c vektorok jobbrendszert alkotnak. Tekintsiik példaul az a vektort, ami az b,
c vektorok sikjanak ugyanarra az oldalara mutat, mint b x c. Ezekszerint b x ¢ és ¢ x a
egy « szoOgl lapszog lapjaira merdéleges.

Majd az el6bb bevezetett vektorokkal képezziik a
(b x ¢)(c x a)

szorzatot. Ezt kdvetGen a kifejtési és a felcserélési tétel alkalmazaséval a kovetkezGket
kapjuk:
(b x ¢)(c x a) = blc x (¢ x a)] = b[(ac)c — (cc)a] = (ac)(bc) — (cc)(ba) =
= cosbcosa — cosc

cosbcosa — cosc = |b x cl||c x a] cos(m — ) = —sinasinbcosy
Az egyenletet rendezve:

cosbcosa — cosc = — sina sin b cos
cosc = cosa + cosb + sina sin b cos vy
Osszefiigés adodik, amely éppen a kiindulési egyenletiink volt. A térbeli esetben az a,

b, ¢ hosszakat az egységsugarti gomb felszinén mérjiik, igy a [0, 7] intervallumba esnek

az értékeik.
||

2.2.4. Lemma (Cauchy-féle karlemma). Ha Q és Q' olyan konvex n-szdgek az euk-
lédeszi sikon vagy a gombon (az aldbbi jeloléseket haszndlva),
Q:

a3 qn-1

20, Qn-1 -

q1 dn

melyekre G;qir1 = ¢,q;,, teljesil minden 1 < i < n — 1-re, tovdbbd o; < o a minden

2 <i<n—1-re, akkor a ,hidnyzo" élhossz eleget tesz a kovetkezd egyenldtienségnek:
TOn < G

és eqyenldség pontosan akkor teljesil, ha minden i-re a; = .
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Bizonyitas: A bizonyitds menete n-szerinti indukci6 felhasznalésaval torténik.
n = 3 esetre nézve: ha egy haromszog roégzitett a és b oldala altal bezart v szogét
noveljiik, akkor a harmadik, azaz c oldal hossza is né.

Analitikus meggondolassal ez a
& =a?+b* — 2abcosy

koszinusz tételbdl kovetkezik a sikbeli esetben. Kzzel analdég modon tekinthetjiik a
szféran a 2.2.3. lemméban kimondott egyenlGség kovetkezményét.

Vegyiik a n > 4 esetet. Ha valamely i € {2,...,n — 1}-re a; = o}, akkor levaghatjuk a
megfelelS csticsot és helyette a ¢;—1, giy1-et, illetve a ¢j_,, ¢i-et sszekdts atlot huzzuk
be, melyekre a ¢;_1¢;;1 = m teljesiil. Ezzel a 1épéssel az indukcidt befejeztiik,

mostantol feltehetjiik, hogy o; < o minden 2 <7 <n — 1-re.

Ezt kovetGen QQ-bol készitiink egy 1j QQ* sokszoget, még pedig a kivetkez6képpen: «,, -
et a lehetd legnagyobb olyan of , < «of _, szogre cseréljiik ki, amelyre Q* konvex
marad. Ehhez g,-et ¢}-nel helyettesitjiik, viszont megtartjuk az Gsszes tébbi ¢;-t, az

oldalhosszakat és a szogeket.

1. Abban az esetben, ha tudunk olyan az o _; = «/,_; szoget valasztani, amelyre

@* konvex marad, akkor a
00 < 0145, < 419, (2.5)

Osszefliggést kapjuk, az els§ egyenlGtlenséghez n = 3 esetet, a masodikhoz pedig

az elébb emlitett indukciét felhasznalva.
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2. Maskiilonben ha of | < af,_;, akkor a konvexitas feltétele miatt nem tudjuk
tovabbnyitni ezt a kart, ami csak agy lehetséges, ha ¢a, ¢ és ¢ kollineéris, azaz

egy egyenesre esé pontok.

Qx :

Ez esetben a kovetkez6t kapjuk:
RO+ 0, = ¢4, (2.6)
Ezt a Q*-ot a Q)'-vel 6sszehasonlitva, n-szerinti indukcidval
©a < b, (2.7)

adodik. Vagyis Osszegezve az eddigieket:

(2.5) ___(2.6) S C Y0 ) -
GG < @, = @ —qaq@e < ¢q,—q9 < qq,,

ahol (x)-gal jel6lt egyenlGtlenség a haromszog-egyenlGtlenségre utal.

Ezzel az allitast belattuk.

2.3. Cauchy tétele merev poliéderekraol

2.3.1. Tétel (Cauchy tétele merev poliéderekrsl). Ha két R3 -beli konvexr poli-
éder P és P’ kombinatorikusan ekvivalens, és megfeleld lapjaik eqybevdgoak, akkor

megfeleld élszomszédos lappdrok szogei is megegyeznek, és igy P és P’ egybevdgdak.

Szemléletesen, ha vesziink egy poliédert és azt a lapjai mentén darabjaira szedjiik,
majd tjra Osszerakjuk a megfelel§ élek mentén, akkor csak egyféleképpen tudjunk ezt

megtenni.
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Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy adott két konvex poliéder,melyeknek lapjaik paronként
egybevagoak: P és P'. P éleit szinezziik a kivetkezGképpen: legyen egy él fekete, ha az
adott élben talalkozo két lap bels6 szoge P’-ben nagyonbb mint P-ben; és zold, ha az
elébb emlitett szog kisebb P’-ben, mint P-ben.

P felszinén a fekete és z6ld élek egy kétszind sikbeli grafot hataroznak meg, amelyet
sugariranyt vetitéssel az S? feliiletre vetithetiink. Vagyis vesziink egy vetitési kozép-
pontot P belsejében, majd ebbdl a kivalasztott pontbol P minden pontjara félegyenest
illesztiink. FEzt kovetGen ha az egyeneseket elmetsziik egy gombbel, akkor a P poliéder
egy centralis vetitéstd képét, vagyis a graf egy lerajzolasat kapjuk S%.n. A szoéban forgo
graf nem iires, ha P-nek és P'-nek léteznek megfelel6 lapparjaik, amelyek lapszoge nem
egyenls. A 2.1.1. allitas 3. részét felhasznalva talalhaté olyan p cstcs, amely illeszkedik
minimum egy fekete vagy egy z0ld élre, és maximum két szinvaltas van a belgle kiindulo
élek ciklikus sorrendjében.

Messiik el P-t egy kicsi, p kozéppontu, € sugaru S,, valamint P’-t egy szintén ¢ sugari,
a p-nek megfelels p' kézépponta S, gémbbel. A metszés soran keletkezett két kon-
vex gombi sokszog, Q) és @), Sc.-ban, illetve S.-ban, amellyeknek megfelel ivei egyenld
hosszuak, mivel a két gémb sugarhossza megegyezik, illetve P és P’ megfelel lapjai
egybevagoak voltak.

Jeloljiik @ valamely szogét +-szal, ha a neki megfelel§ Q'-beli sz6gnél kisebb, és —-szal,
ha @'-beli megfelelGjénél nagyobb. Vagyis, Q-rol Q'-re attérve a + szogek ,kinyilnak",

a —-ak ,bezarulnak"’, mig az oldalhosszak és a jeloletlen szogek nem valtoznak.

Q:

A p cstces valasztasabol tudjuk, hogy vannak vagy 4 vagy — jelolést szogek,de elGfordul-
hat az is, hogy mindkét jeloléstipus megtalalhato, és ciklikus sorrendjiikben maximum
két +/— valtas van. Ha csak egyféle jel fordul els, akkor a 2.2.4. lemma segitségével
rogton ellentmondasra jutunk, hiszen ez esetben a valamelyik él hossza megvaltozik és

igy nem teljesiil a kivant tavolsdgtartas.

19



Ha mindkét elGjel el6fordul, van olyan elosztovonal, mely két él felezGpontjat koti 6ssze,
és elvalasztja a +-okat a —okto6l. Az alabbi lemma ez esetben is ellentmondasra vezet,
hiszen ez az elvalasztovonal nem lehet egyszerre hosszabb és révidebb is Q'-ben, mint

Q-ban.

Q:

2.3.2. Példa. Azitt lathato két alakzat kombinatorikusan ekvivalensek, és a megfelel
lapjaik egybevagok, viszont az alakzatok nem egybevigdk, és szemmel lathatoéan csak

az els6 abra konvex.

N

Tehat ebb6l a példabol az sziirhetd le, hogy a konvexitas sziikséges feltétele a Cauchy

tételnek.
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Befejezés

A dolgozatom attekintésének végéhez érve, az olvaséban felmeriilhet néhany igen-
csak jogosnak mondhaté kérdés. Van az emlitett dolgoknak hétkdznapibb alkalmaza-
suk? Felhasznélhatok az elhangzottak a tudomany maés teriiletein is?

A valaszok természetesen igenlGek.

e A rud-csuklos szerkezetek felhasznalasdnak jellegzetes, illetve leginkabb ismeretes
példai a tavvezeték-tartooszlopok, adotornyok, tiztornyok, kilatétornyok, maga-
slesek, darugémek és daruhidak, szalaghidak. Természetesen ezen magasépitészeti
szerkezetek megtervezésiik soran nem tekinthetGek teljesen merevnek. Figyelembe
kell venni a réacsszerkezet (a mérnoki szakzsargon egymadshoz kapcsolt rudak-
bol Gsszealld mérnoki szerkezeteket ért) alakvaltoztatasainak vizsgéalati ered-
ményeit. A vizsgélat soran egy-egy kivalasztott csticsponton miikodé kiils6 eréket
kisérik figyelemmel. Ezek az er6k nemcsak az adott csukloval kdzvetleniil érin-
tkez6 rudakat befolyasoljak, hanem képesek akar deforméciot okozni a szom-
szédos rudaknal,vagy akar a racssikoknal is. A cstucspontok elmozdulasa soran
altalaban a racssikok altal kozrefogott térrész keresztmetszetének alakja valtozik
meg. Konkretizalva: ilyen riad-csuklos szerkezeti épitmény tobbek kozott a parizsi

Eiffel-torony és a Tokyo-torony.[10]

e Tensegrity szerkezetek, olyan racsszerkezetek, amelyeknek minden egyes rudja
a terheléstdl fiiggetleniil csak nyomott vagy hizott lehet. A tensegrity mind
elnevezésében, mind felépitési elvében R. B. Fuller nevéhez fiizédik. A legegy-
szertibb tensegrity racsot az infinitezimalisan flexibilis térbeli szerkezetek kozott

kell keresniink, amit egy oktaéder-hal6zatta racsbol szarmaztathatunk.
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2.2. dbra. Oktaéderbdl szarmaztatott tensegrity racs

Tekintve a (2.2.4brat), ha az oktaéderben a kék vonallal jelolt rudakat sorra
kiemeljiik, és 6ket a konjugélt ridjaikkal helyettesitjik, egy ,elfajult" konkav
szerkezetet kapunk. Az j rudak hosszat azonos mértékben novelni kezdjiik, ez a
metddus egyre magasabb racsszerkezetet eredményez, mikozben a fels6 vizszintes
racssik egyre inkabb elfordul az alsbhoz képest. Azonban tetszéleges mértékben
nem noévelhetjiik a rudak hosszat, mivel bizonyos hossz elérésekor a szerkezet
megfesziil. Osszegezve: a kék rudakban mind huzas, a zoldekben pedig nyomaés
lép fel (a tensegrity tulajdonsagainak megfelelGen). Mivel a racsszerkezet hely-
bentartasahoz nem elegendé a rendelkezésiinkre all6 rudakszama, ezért a réacs
statikailag hatarozatlan. Ennek kévetkeztében egy infinitezimalisan flexibilis szer-

kezetet kapunk. [11]

e A nanocsoveket is rudszertd viselkedést racsos tartoként modellezik, amelyek je-

lenleg az anyagszerkezeti kutatasok kedvenc objektumai. [10]

Remélem, dolgozatom soran sikeriilt atadni mindazt, amit a merevség elmélet alta-

lam feldolgozott részébdl fontosnak és érdekesnek talaltam.
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