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1. Bevezetés

,A matematika annyira komoly szakteriilet, hogy egyetlen alkalmat sem szabad

elmulasztanunk arra, hogy szérakoztatobbd tegyiik.”
(Blaise Pascal)

A matematika, mint egyfajta misztikus, kézzel foghatatlan tudomanyag, egyre
gyakrabban jelenik meg a fiatalsagot leginkabb megmozgat6 médiumokban, a
televizioban és a mozivasznon. Az elmult évtizedek soran szamos film és sorozat
hasznalta fel meghatarozo szereppel, vagy érint6legesen a témat, hol hiteles, hol kevésbé
megbizhaté formaban. A tudomanyok, és koztiilk a matematika térhdditasa a filmes
témak korében tobbféle okbdl is bekdvetkezhetett. Ugy, mint a misztikum és az
ismeretlenség csalogaté mivolta, vagy arra valé torekvés, hogy az embereket, s koztiik
féleg az ifjabb generacidkat kozelebb hozzadk e tudomanyagakhoz. A legtobb ember
szdmara a matek a gy(lolt targy, ami a legkevésbé érthet6 és feldolgozhato,
megszerethetd és egyaltalan érdeklédést kivaltd. A tévéképerny6n valé megjelenése a
gyartok és forgatokonyvirok reménységei szerint a nézettség novekedését hozza, éppen
e miatt a titokzatos és elérhetetlen tulajdonsaga miatt, mig a szakteriilet miivel6inek

reménységében az ifjisag és a matematika egymashoz kozelitése szerepel.

A matematikat szerethet6vé és jatékossa tenni nagy feladat, de remek modja a
fiatalokkal valé megszerettetésének. Ezek a filmek és sorozatok talan erre az utra
léphetnek, de megvan benniik a veszélye annak is, hogy tavolabb sodorjak a
célkozonséget e teriilett6l. Bizonyos alkotdsok tulmutathatnak azon a szinten, ami
érdeklédést valt ki és ezzel megerdsithetik az idegenség érzését, esetleg
hiteltelenségiikkel a befogadék bizalmat veszthetik el. Ha azonban megtalaljak a
megfelel6 utat, nagyobb élményt nydjthatnak a nézéknek, mint amit az addigi
tapasztalataik adtak. Manapsag ki ne ismerné a Csoddlatos elme (A Beautiful Mind), vagy
a Good Will Hunting cimi filmet, esetleg a Gyilkos szamok (Numb3rs) cimii sorozatot,
hogy csak néhany példat soroljak fel azon filmek koziil, amelyek mind matematikai

tartalmak felhasznalasaval sziilettek és valtak sikeressé és ismertté.

Az elmult 70 évben szamos olyan filmsiker sziiletett, amiken keresztiil

megismerhetjiik a kaszindk vilagat és jatékaikat. Dolgozatomat a fiatalok korében az
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egyik legismertebb film, a 21 - Las Vegas ostroma cim film ihlette, de ilyen a teljesség
igénye nélkil az 1995-6s Casino Robert De Niro f6szereplésével, vagy a Las Vegas cimii
sorozat, ahol egy-egy részben szintén megjelennek maguk a jatékok is és a matematikat
segitségiil hivo jatékosok. A szerencsejatékok és kaszindk vilagaban sokkal nagyobb
szerepe van a matematikdnak, mint azt a legtobb ember gondolna. A jatékosok
szerencséje csak az egyik oOsszetevlje ezeknek a jatékoknak, mig a kiszamithato
valdszinliségek inkabb a haznak kedveznek. Ezek ismerete nem illegalis, de vannak
betartand6 szabalyok, és ezek megszegését a jatéktermekben nem nézik j6 szemmel. Szé
lesz a kés6bbiekben a Craps nevili kockajatékrol, amit talan a legtobbszor jelenitenek
meg a mozivasznon. Igy példaul A Szerencseforgaté, a Tisztességtelen ajdnlat, vagy a Mig
a Jackpot el nem vdlaszt cim( filmekben. A pokert és a Black]Jacket szintén sokszor
feldolgoztak, példaul a Pdkerarcok vagy az Eséember cimi filmben. Tobbrészes
filmsorozatok is épiilnek e koré a vilag koré. Az Ocean’s 11-t6] az Ocean’s 13-ig, de még a
neves James Bond sorozat tobb részében is megjelennek kaszindk és veliik egylitt a

szerencse mogé bujtatott matematika.
1.1.Célkitizések

Mint korabban mar emlitettem, van, hogy ezek a filmek kissé homadlyosan, elmosva
targyalnak egy-egy részt, nem mindig hiteles informdacidkat koézolnek, vagy olyan
tételeket mutatnak be, melyeknek nem feltétleniil van koze az elmondottakhoz.
Természetesen az az opcio is fenndll, hogy az adott film, vagy sorozatepiz6d megfelel6en
boncolgat egy témat, tényleges és bizonyithaté adatokat kozol. Egy szoéval ezeket az
alkotasokat tobb szempont alapjan is elemezhetjiik. Dolgozatomban ismert
mozifilmekben megjelend, kedvelt kaszinéjatékokat és matematikai modelljiiket fogom
bemutatni. Foglalkozom a Craps nevli kockajaték feldolgozasaval, majd beszélek a
BlackJack, vagyis a 21 nevii kartyajatékrol, amit tobbek kozott a 21 - Las Vegas ostroma
cimd film is feldolgozott. Itt a torténet elején a Monty Hall paradoxonként is ismert

jatékmester probléma is megjelenik, amit én is beleépitek a szakdolgozatomba.

A Black]ack a kaszindk kozkedvelt jatéka vilagszerte, melyet egyszer(l szabalyai és
latszolagosan jo esélyt kinalo lehetdségei a jatékosok korében is népszeriivé tették.
Latszolagos lehetdség alatt arra gondolok, hogy a kezd6 jatékosok, akik nem mélyednek

bele a BlackJack lényegébe és valosziniiségeibe, ugy gondoljak, hogy a jaték nagyobb



meértékben a szerencsérdl, és csak kisebb részben a tudasrél szdl. Az aldbbiakban
bemutatjuk, hogy a haz (a kaszind), a paklik szamabdl és a jatékosok érzelmeikre valo
hagyatkozasab6l adédé el6nye teljes mértékben ledolgozhatatlan, de ahhoz, hogy
minimalisra redukaljuk azt, komolyabb matematikara, nagy koncentraciora, alapos és
hosszas gyakorlasra, a tetteinket befolyasol6 érzelmeink és intuicioink félretevésére van
szlikség. Emellett bizonyos triikkok is segitségiinkre lehetnek abban, hogy veszteség
helyett kisebb-nagyobb nyereménnyel tavozhassunk az asztaltol, igy példaul a

lapszamolas.

Ezzel szemben a Crapsben a nyerés valdszinlisége viszonylag nagy, a kaszinéjatékok
kozil legalabbis a legjobb lehet6ségekkel ez jar. Ezen kiviil egy elég egyszer( jaték,
inkabb a tétrakas és a tétardny az, ami meggondolast igényel. A két jaték matematikai
hatteriiket tekintve is kiilonbozik. Mig a Crapsben a gyézelem két kocka dobdsanak
eredményébdl all, a BlackJack 1-8 pakli kartyaval is jatszhatd, igy sokkal nagyobb
eseményteret hasznal. Ebbdl kifolydlag az emlitett kockajaték valdszinlisége néhany
egyszerl lépésben bemutathatd, a Black]Jack eseményeinek meghatarozasa mélyebb

meggondolast, hosszadalmas és faradsagos szamolasokat kivan.

A kovetkez6kben bemutatom a Craps jatékot, annak szabalyait és kiszamolom a
nyerés valoszinliségeit. Ezek utdn a Las Vegas ostroma cimi filmben megjelend
matematikai tartalom logikai rendjét kovetve kifejtem a 21 jatékkal kapcsolatosan
megjelené matematikai tartalmakat, és roviden ismertetem a BlackJack szabdlyait és a

jaték koriilményeit.
1.2. A dolgozat felépitése

Els6ként az emlitett film kezdetén (14. perc) megjelend jatékmester problémat fogom
bemutatni, amely az érzelmeket félre tevd, pusztan matematikai gondolkodas
fontossagat hivatott hangsulyozni. Majd ezutdn a Craps szabalyait és matematikai
hatterét ismertetem. A dolgozat nagyobb részében pedig a Black]Jack stratégidk és
taktikak nyomon kovetésével foglalkozom, amik pusztan matematikai szamitasok utjan,

az intuiciokat félretéve vezetnek minket a sikeres jaték 6svényén.

A dolgozat tovabbi részeihez elengedhetetlen a 21 szabalyainak ismerete, igy roviden

részletezni fogom ezeket és a nyereséges jatékhoz sziikséges triikkkoket és taktikakat.
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Gondolhatunk itt a lapszamolasi technikakra és azok kozil is a legnépszertibbre, a Hi-Lo
rendszere, valamint a kiilonb6z6 stratégiakra, amelyek az adott leosztasokhoz tartozé
optimalis lépéseket részletezik. Bemutatom az interneten és egyéb forrasokban
fellelhetd, stratégiai 1épéseket tartalmazé tablazatokat. Felvazolom, milyen matematikai
szamitasok révén juthatunk el az alkalmazandé eredményekig, hogyan allapithatjuk meg

bizonyos lapallasok esetén, mi a legmegfelel6bb dontés.

2. Jatékmester probléma

A film els6 negyedében megjelend jatékmester probléma, amit mas néven Monty Hall -
paradoxonnak! is szokds nevezni, egy amerikai televiziés vetélked6ben jelent meg
el6szor. Az utolsé feladatban a jatékosnak harom ajt6 kozil kellett valasztania, amelyek
mogott egy Uj auto, illetve két kecske (vagy, ahogy a 21 cimi filmben szerepelt, két
roncs) allt. Miutan a versenyz6 kivalasztott egy ajtot, a jatékmester, aki tudta, hol van az
autd, kinyitott egy masikat, amely mogott egy kecske volt. Ez utan felajanlotta az
Ujravalasztds lehetdségét a jatékosnak, aki megvaltoztathatta a dontését, vagy
maradhatott az eredetileg megjelolt ajtonal. A felmeriil6 és megvalaszolandé kérdés
tehat az, hogy atpartolni, vagy az els6nek valasztott ajtonal maradni érdemesebb? A
valdszinliség eszkozeivel belathatjuk, hogy minden esetben valtanunk Kkell, ez azonban
némileg ellentmond a jézan észnek, az emberek megérzéseinek. Izgatottan, a nagy
nyeremény kapujaban kozbe szélhat a félelem, a fesziiltség. Ezek miatt a jellemz6
szitudciok miatt érdekes szamunkra a probléma felbukkanasa a filmben, hiszen a puszta
matematikai eredményekre val6é hallgatasunk az, ami a nagyobb nyeremény

valoszinliségéhez vezet minket, akar csak a BlackJack stratégidknal.

A Kkovetkezdkben a jatékmester probléma elméleti hatterét és az ujravalasztas
fontossdganak matematikai bizonyitasat részletezem majd. Ennek sordn a felhasznalt
elméleti és gyakorlati ismeretek a 21 kartyajaték matematikai boncolgatasahoz is alapul
fog szolgalni. Az elméleti rész olyan ismereteket tartalmaz, amelyekre részben mar szert

tehettiink az egyetemi el6adasok soran, igy csak szemléletes példakat emlitek majd.

! Wikipédia: Monty Hall - paradoxon, utolsé médositasi datum: 2013.07.24. utolsé letsltés: 2013.10.30.,
link: http://hu.wikipedia.org/wiki/Monty_Hall-paradoxon
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2.1. Elméleti hattér

A valészinliségszamitas véletlen jelenségek matematikai modelljeivel foglalkozik,
amelyek lefolyasat nem hatarozzak meg rogzitett feltételek és koriilmények, vagyis tobb
lehet6ség van a kimeneteliikre nézve. E sztochasztikus folyamatoknak (kisérletnek) meg
tudjuk mondani, hogy mik a lehetséges eredményeik. Meg tudunk adni egy (2 halmazt,

ezeknek a kimeneteleknek a halmazat, amit eseménytérnek neveziink.

1. Definicié: Az 0sszes lehetséges kimenetelb6l 4all6 2 halmaz a kisérlet

eseménytere.

Fontos, hogy ezek a sztochasztikus folyamatok azonos koérilmények kozott
akarhanyszor megismételhet6k, igy a valdszinliségszamitas tulajdonképpen olyan
torvényszerliségekkel foglalkozik, amelyek a jelenségek tobbszori megismétlése soran
érvényesiilnek. A véletlen kisérletekkel kapcsolatban eseményekrdl beszélhetiink,
allitasokrol, amelyek helyességét a kisérlet kimenetele donti el. Egy kisérlet soran egy
esemény vagy bekovetkezik, vagy nem. Ezek az £ eseménytér részhalmazai, mivel
minden eseményhez hozzarendelheté az (2-nak egy olyan részhalmaza, amely az
eseményt megvaldsitd kimenetelekbdl all. Ha két eseményt ugyan az a részhalmaz
képvisel, nem tesziink kiilonbséget koztlik. Az eseményeket altaldban a latin abécé nagy

bettiivel jeldljiik.

2. Definicio: Az A esemény az () eseménytér részhalmaza.
3. Definicié: Egy Kkisérlet eseményeinek Osszességét (2 részhalmazainak

Osszessége) irott A& betlivel jeloljlk.

A Kkisérletek kimeneteleivel kapcsolatban arra vagyunk kivancsiak, mekkora a
valoszinlisége annak, hogy bekodvetkezik-e egy bizonyos esemény. A valdszinliség
szemléletes definiciojat a relativ gyakorisag fogalmaval adjuk meg. Ha a kisérletet n-szer,
azonos korilmények kozott elvégezziikk (n hossza kisérletsorozat), az esemény
gyakorisaga, v, azoknak a kimeneteleknek a szama, amikor az esemény bekovetkezett.
Az esemény relativ gyakorisaga igy az esemény gyakorisaganak és a kisérlet hosszanak
hanyadosa, ami minden kisérlet soran mas értékd lehet, de a véletlen jelenségek

korében bizonyos stabilitast mutat.



4. Definicio: Az A esemény relativ gyakorisaga egy n hosszu kisérletsorozatban

V4

gda = -

n

Az A esemény bekovetkezik, ha a kisérlet kimenetele (2 egy eleme) eleme az A
halmaznak (2 egy részhalmaza). A teljes {2 halmaz, mint esemény a biztos esemény,
hiszen barmi is a kisérlet kimenetele, bekovetkezik. A biztos eseményt igy szintén (-val
jeloljik. Az iires halmaz, mivel nincs eleme ({2 egyetlen eleme sem tartozik bele), nem
kovetkezhet be. Lehetetlen eseménynek nevezziik, jele: @. Az A esemény maga utan
vonja a B-t, vagyis A részhalmaza B-nek, ha A bekovetkezése esetén B is bekovetkezik,
A C B. Természetesen, ha A € B és B € A, akkor A és B egyenl6k. Barmely A és B
eseményhez hozzarendelhetd egy C esemény, az A és B 0sszege, A + B, amely () azon
elemeibdl all, melyek A és B koziil legalabb az egyikhez hozzatartoznak, vagyis A és B
esemény kozil legalabb az egyik bekovetkezik. Ugyanigy meg lehet adni véges sok
esemény Osszegét: A + A, + As+ - +A,, vagy X;A; (i = 1,2,... n). Az Osszeghez
hasonléan barmely A és B eseményhez létezik egy C esemény, amit a két esemény
szorzatanak hivunk. Q azon elemeibdl all, amelyek A-hoz is és B-hez is tartoznak, vagyis
A és B is bekovetkezik. Véges sok esemény szorzata: A;A,A;..A, vagy [[;A; (i =
1,2,..n). Az A és B esemény egymast kizar6 események, ha szorzatuk a lehetetlen

esemény, vagyis egylitt nem kovetkezhetnek be. Minden A eseményhez hozzarendelhet6
egy A esemény, az A komplementer eseménye, vagy az ellentettje, ami 2 azon pontjaibél

all, amelyek nem tartoznak bele A-ba, vagyis A akkor, és csak akkor kovetkezik be, ha A

nem kovetkezik be.

5. Definicié: Az () eseménytér bizonyos részhalmazainak 0Osszességét, oA4-t,

halmazalgebranak nevezziik, ha teljestilnek ra:

L. NEA

ii. hadA € A,akkordA € A
iii. had € A,B € A,akkorA + B € A

Egy halmaz 6sszes részhalmazai mindig halmazalgebrat alkotnak.

6. Definicio: Az eseménytér részhalmazainak halmazalgebrajat eseményalgebranak

nevezzuk, egyelemi részhalmazait pedig elemi eseményeknek.



Az elemi események egymast paronként kizaré események, osszegiik a biztos
esemény. Ha az ) elemszama, |Q|=mn, az 2 0Osszes részhalmazaibdl all6 A4

eseményalgebraban 1év6 események szama 2™.

Egy tetszOleges véletlen jelenséget matematikailag a kisérlet lehetséges
kimeneteleinek 2 halmazaval és az 4 eseményalgebraval adhatunk meg, (£2,4), ahol az
A elemeit eseményeknek nevezziik. Ha egy kisérlettel kapcsolatban csak véges, vagy
megszamlalhaté sok kimenetelt tudunk megfigyelni, akkor megvalaszthatjuk gy az
eseményteret, hogy az események O0sszessége az eseménytér Osszes részhalmazaibdl

alljon.

7. Definicié: Azt mondjuk, hogy az A4, 4,, ... A, események teljes eseményrendszert

alkotnak, ha teljesil:

i A#0(G=1,2ek),
ii. A;Aj =@,i# j,(egymast paronként kizar6 események,j = 1,2,... n),

Egy esemény valdszinliségét a relativ gyakorisaggal tudjuk kozeliteni, ekkor egy n
hosszu kisérletben g,(A) az A esemény relativ gyakorisaga. Az el6z6ek alapjan

gn(4) <1, 9,() =1,ha AB = @, akkor g,(A + B) = g,,(4) + g,(B).

8. Definicié: Egy kisérlettel kapcsolatos # eseményalgebra elemein értelmezett

P(A) (AeA) fiiggvényt valdszinliségnek neveziink, ha a kovetkezd feltételek

teljestilnek:
i. P@A)>0
i, P@=1
iii. Ay, A5 .. Ap€ A és AA=0G0+)j)(j=12..n) esetén PR 4)=
i=1 P(A)

Az (0, A, P) harmast a P fenti tulajdonsagaival véges valdszinliségi mezdnek nevezziik.

9. Definicio: Adott egy (), 4 P) valdszinliségi mezd, egy B € A esemeény, ahol
P(B) > 0. Egy tetszlleges A € A eseménynek a B feltétel melletti feltételes

valOszintlisége



P(AB)

Ha A4, 4,, ... A, € A tetszdleges események és P(A4,4, ...A,) > 0, akkor
P(A1A, ... A,) = P(A)P(A;]1A)P(A5|A,A,) ... P(A,|A1A, . Ap_q).

Ha A,,A,,..A, paronként kizaré és pozitiv valdszinliségli események sorozata, és

Y.i P(A;) = 1, B pedig tetsz6leges esemény, akkor

P(B) = ) P(BIA)P(4)

Ez a teljes valoszinliség tétele.

Thomas Bayes brit matematikus a feltételes valdszinliség és forditottja kozotti
kapcsolatok tekintetében a kovetkezd teljes eseményrendszerekre alkalmazhaté tételt
adta meg. Tegylik fel, hogy az A4, 4,, ... A,, események teljes eseményrendszert alkotnak,

B egy tetsz0leges pozitiv valésziniliségli esemény, akkor

P(B|A)P(A)  P(BIADP(A)

P(ilB) = Y P(BIA)P(4y) P(B) ,

(i=1,2,..n).

Bayes nem a gyakorisagban, hanem a valdszinliségben val6 hitet teremtett, amivel
lehet6vé tette a valdszinliség alkalmazasat minden helyzetben. A wikipédia szerint
Bayes ugy definidlja a valészinliséget: ,Egy esemény valdszinlisége az ardny akozott,
hogy mi az elképzelés, attol fiiggden, hogy az eseménynek milyen lehetséges kimenetelei

lehetnek, valamint a vart dolog értéke kozott a megfigyelt kovetkeztetések alapjan.”

10. Definicio: (Q, A, P) tetszOleges valdszinliségi mez6, az A € A és B € A események

fiiggetlenek, ha
P(AB) = P(A)P(B).
Ha A és B a fenti definici6 alapjan fiiggetlenek és P(A) > 0, akkor

P(B)P(A)

P(B|A) = PCA)

= P(B).



Ha P(4) = 0, vagy P(A) = 1, akkor az A esemény minden mas eseménytdl fiiggetlen. Ha
A és B fiiggetlen, akkor A és B, A és B, A és B is fliggetlenek.

11. Definicié: Az A4, A, , ... , A, eseményeket teljesen fliggetlennek mondjuk, ha az

i1,1p, ., ix(k = 2,3,...,n)indexek minden valasztasa mellett fennall, hogy
P(AilAiz "'Aik) = P(All)P(Alz) P(Alk)

Ha A4, A,, ... ,A, a 11. definici6 alapjan vett fliggetlen események, akkor az események
kozll akarhogyan valasztunk ki k darabot (k =1,2,... ,n) és azokat ellentettjiikkel

potoljuk, tovabbra is fliggetlen eseményeket kapunk.

12. Definicié: Legyen (0, o4 P) valdszinliségi mez6, T, = {41, 4, ..., A} és
Ty = {By, B,, ..., B} két teljes eseményrendszer (4; € A, Bi€A;i=1,2,..nj=
1,2,..n).7; és T, teljes eseményrendszereket fliggetlennek nevezziik, ha minden

i-re és j-re
P(A;B;) = P(A)P(B)).

13. Definicié: A T3,75,..,T, teljes eseményrendszereket akkor mondjuk
fliggetlennek, ha barhogyan Kkivalasztva egy-egy eseményt, az egyes
eseményrendszerekbdl, az igy kapott n darab esemény fiiggetlen.

14. Definicié: Legyen (, o4 P) valdszinliségi mezd, A, S A, A, S A pedig
tetszéleges eseményalgebrak. Azt mondjuk, hogy A, és A, fiiggetlenek, ha

minden A; € A, és A, € A, esetén
P(AlAz) = P(A1)P(A2)-

15. Definicié: Legyen (Q, A, P) valoszinliségi mez6. Az 2 eseménytér w elemein
értelmezett £ (w) fliggvényt valdszinliségi mezének nevezziik, ha minden a < b
valés szdmparra azoknak az w Kkimeneteleknek az 0Osszessége, melyekre

a < &(w) < b teljesiil, véletlen esemény (vagyis € A).

A 15. definicié alapjan P(a < é(w) < b) valészinliség minden a < b szdmpar esetén

értelmezett.
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16. Definicio: Legyen ¢ valoszinliségi valtoz6. A P(a <& < b) valdszinliségek
Osszességét, ahol a < b tetszlleges valds szampar, a ¢ valdszinliségi valtozo
eloszlasanak nevezziik.

17. Definici6: A P(é <x) = F(x) (—o0 < x < 4+00) fliggvényt a ¢ valdsziniiségi

valtozo eloszlasfliggvényének nevezziik.

A & valoszinliségi valtozo eloszlasa és eloszlasfiiggvénye kolcsondsen egyértelmiien
meghatarozzak egymast. Barmilyen F(x) eloszlasfiiggvény a kovetkez6 tulajdonsagokkal
rendelkezik: F(x) monoton nem-csokkend, balr6l folytonos és lim,_, . F(x) =1,
lim,,_,_, F(x) = 0. A gyakorlatban kétfajta eloszlasfuggvény fordul el6 a leggyakrabban,

a diszkrét val6szintliségi valtozo és a folytonos eloszlasu valoszinliségi valtozoé.

18. Definicié: A & valdszinliségi valtozot diszkrétnek nevezziik, ha lehetséges
értékeinek halmaza megszamlalhat6, azaz az altala felvett értékek véges, vagy
megszamlalhatéan végtelen szamsorozatba rendezhet6k.

19. Definicié: Jeloljik a & altal felvett értékeket x,, xq,.... Diszkrét valdszin(iségi
valtozé esetén a P(¢ = x;) szamokat nevezziik a ¢ valtozo eloszlasanak. Jelolje A;
a (¢ = x;) eseményt, ahol i = 0,1, .... A; események egymast paronként kizarjak,
mivel & az x; értékek koziill valamelyiket biztosan felveszi. Igy {4;}

eseményrendszer teljes és ); P(4;) = 1.

Igy a diszkrét valészin(iségi valtozé meghataroz egy teljes eseményrendszert, amit &
altal generalt teljes eseményrendszernek neveziink. A diszkrét val6szinliségi valtozo
eloszlasfiiggvénye az x; pontokban szakadasos, két, nagysdg szerinti sorrendben
novekvd x; pont kozott pedig allandé értéket vesz fel. A szakadas nagysaga az x; pontban

a P(&¢ = x;) valdszintiséggel egyenlé.

20. Definicio: A & valoszinliségi valtozot és eloszlasat folytonosnak mondjuk, ha &
eloszlasfiiggvénye folytonos.
21. Definicio: A ¢ val6szinliségi valtozé eloszlasat és eloszlasfiiggvényét abszolut

folytonosnak mondjuk, ha a ¢ eloszlasfiiggvénye, F(x) el6allithat
X
F(x) = f f()dt
—00
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alakban, ahol az f(t) fliggvény véges sok ponttél eltekintve folytonos, az integral

pedig Riemann-integral.
Ha F(x) abszolut folytonos, akkor

i. F(x) folytonos

ii. Azokban a pontokban, ahol f(x) folytonos, F(x) differencialhaté és
F'(x) = f ().

iii. f(x)>06s fjooof(x)dx.

Ha F(x) abszolut folytonos, akkor tetszdleges a < b valos szdmokra

b
F(b) - F(a) = j F()dx.

22. Definicié: Ha a & diszkrét valdszinliségi valtozo lehetséges értékei x4, x,, ... és
P(& = x;) = py, akkor a Y5_; x,px szamot a & varhat6 értékének nevezziik és

E (&)-val jeloljuk.

(o]

E(§) = Zxkpk,

k=1
feltéve, hogy a jobb oldalon all6 sor abszolut konvergens.

Az abszolut konvergenciara azért van sziikség, mert ha nem teljesiil, a sor 0sszege
atrendezéssel megvaltoztathat6 lenne, a varhat6 érték pedig nem lenne egyértelmiien
definidlva. Ha a )3, xxp sor nem abszolut konvergens, akkor azt mondjuk, hogy a ¢

valoszin(iségi valtozonak nem létezik varhaté értéke.

Ha a ¢ valdszinliségi valtozé korlatos, akkor létezik & varhatd értéke. Ha & 1
valdszintiséggel egy c allandoval egyenld, akkor E (&) = c. Ha E (§) létezik, akkor E (c€) is
létezik és E(cé) =cE(§). Ha &4, &,,..., &, diszkrét valdszinliségi valtozok, &
lehetséges értékei xpq, Xyz, ... (k=1,2,..n), f(xq,x3, ... Xx,) egy n valtozos fliggvény,
akkor az f(&4,€ 5, ...& ) valoszinliségi valtozo értékét a kovetkezOképp szamolhatjuk

ki:
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E(FG 080 nf) = D (o nig )P 1 = Fagg oo = Fni)

i1,i3,in
feltéve, hogy a jobb oldalon all6 sor abszolut konvergens.

Ha E (&) és E(n) léteznek, akkor 1étezik E (¢ +n) és

E(+n) =E&) +E@m.

A & — E(§) valészinliségi valtoz6 varhato értéke 0. Ha & és n fiiggetlen valoszinliségi

valtozok, amelyeknek létezik varhato értéke, akkor 1étezik én varhato értéke is és

E(¢n) = E(OE().

Ha E(én) = E(§)E(n), akkor a & és n valtozokat korreldlatlanoknak nevezziik. Ha E(§)

létezik és ¢ az origora szimmetrikus valdsziniiségi valtozd, akkor E (&) = 0.

23. Definicio: A & diszkrét valoszinliségi valtozé A feltétel melletti feltételes varhatd

értékét E(¢|A) — val jeloljik, és a kovetkez6képpen értelmezziik:

[ee)

EGE14) = ) xeP(E = x,l4),

k=1

feltéve, hogy a jobb oldalon all6 sor abszolut konvergens.

Mivel P(§ = x,|A) < %, ha E (&) 1étezik, akkor E (¢|A) is l1étezik.

Mivel f(x|A) < %, ezért ha E(§) létezik, akkor E(§]|A) is létezik. Ha {B,} tagabb

értelemben teljes eseményrendszer és E (¢) létezik, akkor
E©) = ) EGIBIPB).
k=1

Ez a teljes varhato érték tétele.

24. Definicio: A & valdszinliségi valtozonak a n valdszinliségi valtozora vonatkozo
feltételes varhatd értékén, amit E(&|y)-nal jeloliink, egy olyan valdszin(iségi
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valtozot értiink, amelynek értéke E (E |Ay), han =y, ahol A, a (n = y) esemeényt

jeloli.
Ha E (£) létezik, akkor E (¢|y)-nak létezik a varhaté értéke és E(E (£|n)) = E(&).

2.2.Az atpartolas matematikaja
A jatékmester probléma, vagyis a Monty Hall paradoxon lényegi kérdése az, hogy
atpartolni, vagy az eredeti ajtonal maradni érdemesebb. Most, hogy az elméleti hatterét

tisztaztam, bebizonyitom azt, miért is kell megvaltoztatnunk dontésiinket.

AKkar heurisztikus gondolkodassal is belathatjuk az atpartolas helyességét. Tegyiik fel,

hogy A, B és C ajték koziil mi az A-t valasztjuk. Ekkor annak a val6szinlisége, hogy az uj
autd az altalunk valasztott ajtdé mogott van, P(A) = é A jatékmester kinyitja a B ajtét,

ami mogott nincs nyeremény. Ezutdn mi nem valtoztatjuk meg a dontésiinket, ezaltal

megtartjuk az 1/3-os esélytlinket. Lassuk mindezt egy tablazatban.

Maradunk az eredeti valasztasnal

Az ajt6, amit valasztok
Az ajtd, ami mogott az autd van

A B C
A veszit veszit
B veszit veszit
C veszit veszit

1. tablazat — Maradunk az eredeti valasztasnal

Az 1. tablazatban lathatjuk, hogy a valasztott ajté és a nyeremény helye 9 félekép
kombinalédhat. Az Osszes esetbdl 3 az, amikor elvissziik a nyereményt. Ha az A-t
valasztjuk, a jatékmester kinyitja a B-t, vagy a C-t. Maradunk a dontésiinknél és nyeriink,
ha az aut6 az A ajté mogott van, illetve veszitiink, ha a B, vagy a € mogott van. Ugyan igy,
ha a B-t, vagy a C-t valasztjuk, § kinyit egy masik ajtot és akkor gy6ziink végiil, ha az autd
a B, illetve ha a C ajté6 mogott van. Igy tehat annak a valésziniisége, hogy elvissziik a

fonyereményt (Ny) azzal a feltétellel, hogy a valasztas soran nem valtoztattunk az

eredeti dontéstinkén (Nv) P(Ny|Nv) = % = %
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Abban az esetben, ha atpartolunk egy masik ajtéhoz, a tablazat a kovetkezdkép alakul

(2. téblazat).

Megvaltoztatjuk a dontésiinket

Az ajto, amit valasztok

Az ajtd, ami mogott az autd van

2. tablazat — Megvaltoztatjuk dontésiinket

Ha megvaltoztatjuk a dontésiinket az egyik lires termet rejté ajté kinyitadsa utan, csak
abban az esetben veszitiink, ha az eredetileg valasztott ajté mogott volt az autd. A masik
két esetben éppen arra az ajtéra valtunk, ami moégott a nyeremény van. Tehat, ha mi az
A-t valasztjuk és az auté a B ajté mogott van, akkor a jatékmesternek a C ajtot kell
kinyitnia. Megvaltoztatjuk a dontéslinket B-re és megnyerjilk az autoét. Ha az A-t
valasztjuk és a C mogott van az autd, a jatékmesternek a B ajtot kell kinyitnia, mi
kivalasztjuk a C-t és megnyerjiik az aut6t. Viszont, ha az aut6é az A ajté6 mogott volt, a
jatékvezetd kinyit egy lires ajtot és mi a masik iiresre partolunk. Lathatjuk, hogy harom
esetbdl kétszer elvittiik a nyereményt, mig ha nem valtoztattuk meg a dontésiinket,
ebbdl a harom esetbdl csak egyszer nyernénk. Igy, annak a valésziniisége, hogy nyeriink
(Ny), azzal a feltétellel, hogy megvéltoztatjuk a dontéstinket (V) P(NY|V) = g = g
Vizsgadjuk meg a problémat a Bayes tétel tekintetében is (wikipédia - Bayes tétel).
Jelolje A1, Az, illetve Az azokat az eseteket, mikor rendre az els6é, a masodik, illetve a
harmadik ajté mogott van a nyeremény. Ekkor P(A;) = P(A4,) = P(A43) = % Tegyiik fel,
hogy az elsd ajtot valasztottuk, a jatékmester pedig a harmadikat nyitotta ki, ezt jelolje B.
Mivel nem nyithatja ki azt az ajtot, ami mogott az autd van, annak a valdszinlisége, hogy
a jatékmester a harmadig ajtot nyitja ki, ha az aut6 a masodik ajt6 mogott van
P(B|A,) = 1. Ezzel parhuzamosan, annak a valdszinlisége, hogy a jatékmester a
harmadik ajtét nyitja ki, azzal a feltétellel, hogy a harmadik ajt6 mogott van az autd

P(B|A3;) = 0. Ha két lehet8ség van a valasztasra (vagyis a valasztott ajtonk mogott van
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az autd), akkor véletlenszeriien valaszt, P(B|A4;) = > (annak a valdsziniisége, hogy a

harmadik ajtot nyitja ki, azzal a feltétellel, hogy az els6 mogott van az autd). Mivel nem
tudjuk hol a dij, szamunkra annak a val6szinilisége, hogy a jatékmester melyik ajtot nyitja

ki, egyforma, P(B) = 1/2. A Bayes tételt alkalmazva a kdvetkezd egyenleteket kapjuk.

11
P(BIADP(4) 3°3 1

P(41lB) = =55 =3
2
P(BIA,)P(A,) 1'% 2
P(lB) = —Fy— =T =3
2
P(BIA)P(4,) 0-3
P(A3]B) = === 4= 0
2

Lathatjuk tehat, hogy nagyobb valészinliséggel vissziik el a nyereményt, ha
atpartolunk, mivel az lres ajté kinyitdsa utdn az eredeti valasztas val6szinlisége 1/3

marad, mig a masik, még jatékban 1évé ajtoé 2/3.

3. Craps

A Craps az egyik legid6sebb és legnépszeriibb kaszindjaték, amit a torténészek tobbsége
szerint az 1200-as években talaltak ki Anglidban. A torténetek szerint egy Hazarth nevi
kastély ostromdanak idején, Sir William of Tyre és lovagjai id6toltésképp alkottak meg a
jatékot. A jaték ezutan terjedt el Anglidban, majd Franciaorszagban. Innen terjedt el a
gyarmatositdsok utan Amerikdban is, ahol még tobb variacidja sziiletett a kiilénb6z6
fogadasi lehet6ségeknek.? Ezt a jatékot két kockaval jatszhatja korlatlan szamu jatékos.
Ok felvaltva résztvevék és dobdk, akik a két kockat eldobva pontokat érnek el. A jaték
elején a ,,shooter”, azaz a dobd felteszi a tétet, majd valaszt kett6t az 6t kocka koziil, amit
a jatékvezet6 odatol neki. Ezek utan eldobja 6ket gy, hogy az asztal masik végén 1évo

falrdl visszapattanjanak. A dobas 0Osszege hatarozza meg a tétek sorsat, amelyeket

2 A torténeti attekintés a kovetkezé forras alapjan késziilt: Online Casino Advice: Craps torténelem, utolsé

letoltés: 2014.04.25., link: http://www.onlinecasinoadvice.hu/craps/a-craps-tortenete/
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el6zdleg feltettek, a dobo és a tobbi résztvevd. Minden kor elején fogadhat az aktualis

dob¢ és az asztal koriil all6 tobbi jatékos egyarant.

“"EEEEEE =S8R
2 2
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Don't pass bar B S| 5, @@

PASS LINE PASS LINE

1. abra: Craps asztal (forras: http://hu.craps.net/szabalyok/)

PASS LINE

Pon't pass bar BB

1
>
W
o
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3.1.Szabalyok
A dobd, vagyis a ,shooter” els6 dobdsa a ,,come-out roll”. Ha ez 7, vagy 11, akkor és azok
a jatékosok, akik a ,pass line”-ra, vagyis az 6 gy6zelmére fogadtak, egybdl nyernek, 1:1
tétarannyal, vagyis visszakapjak a tétjiiket és még egyszer annyi zsetont. Ha viszont az
els6é dobas 2, vagyis két egyes (snake eye), 3, vagy 12, akkor bekovetkezik a ,craps”. A
shooter és akik ra fogadtak veszitenek, akik pedig a dob¢ ellen fogadtak, vagyis a ,don’t
pass line”-ra, azok 2 és 3 érték esetén 1:1 aranyban nyernek. Ezekben az esetekben ér
véget a jaték az els6 dobas utan. Ha az els6 dobas, vagyis a come-outroll 4, 5, 6, 8, 9, vagy
10, a dobdnak folytatnia kell jatékot. llyenkor addig kell djra dobnia, mig az elsének
kidobott 0sszeg meg nem ismétlédik, vagy hetet nem dob. Ha az els§ érték visszatér, a
dobd, és akik az els6é dobdsa utdn fogadtak ra (come), azok 1:1 tétarannyal nyernek.
Ellenben, ha nem az elsé dobas dsszege, hanem a 7 jon hamarabb, azok nyernek 1:1
aranyban, akik a dobd ellen fogadtak az els6 dobads utan (don’t come). Lassunk egy
példat. Ha az els6 dobas értéke 4, djra dobunk. Tegyiik fel a kovetkezd dobassorozathoz
jutunk, 4, 6, 8, 4. Ekkor vellink egyiitt azok is nyernek, akik a come-ra fogadtak, azok
pedig veszitenek, akik don’t come-ra. De ha példaul a sorozatunk 4, 6, 7, akkor veszitiink,

veszitenek, akik a come-ra fogadtak és nyernek, akik a don’t come-ra.

Ez csupan az alapjaték, ezeken kiviil egyéb tétrakasi lehetdségeink is vannak, amelyek

a kijovo értékek valdszintliségei alapjan a kovetkezd csoportokba sorolhatok:
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7.
8.
9.

Ha az els6 dobas 4, vagy 10, 9:5 aranyban nyernek azok, akik az elsé dobas utan
arra fogadtak, hogy a 4, vagy a 10 (az els6 dobas értékének megfelel6en) jon
el6bb, nem a 7es. Itt, a dobdn kiviili, fogad6 résztvevék nyereménye azért nem
egyezik meg a come-ra fogadokkal, mert 6k az asztalon a konkrét szamra tettek,
nem a come-ra.

Ha az els6 dobas 5, vagy 9, 7:5 aranyban nyernek, akik arra fogadtak, hogy nem
7, hanem 5, vagy 9 jon el6bb.

Mikor az els6é dobas 6, vagy 8, 7:6 tétarannyal nyernek, akik a 6, vagy a 8
hamarabbi érkezésére fogadtak.

Az egydobdsos tét 3, 4, 9, 10, 11 esetén 1:1 aranyban fizet, 2, 12 esetén 2:1
aranyban fizet, 5, 6, 7, 8 esetén viszont a tétraké elvesziti a zsetonokat.

7:1 aranyban fizet a ,hardways” 4 és 10, ami 4 esetén azt jelenti, hogy 2db 2-es

jon fel, 10 esetén pedig 2 db 5-6s.

9:1 aranyban fizet a ,hardways” 6, vagy 8, ami az el6z6ek alapjan két 3-as, vagy
két 4-es.
4:1 tétarannyal lehet fogadni 7-re.

7:1 aranyban barmely craps-re, vagyis 2, 3, 12 6sszegekre.

,Hardways” craps 2 (1,1), vagyis a ,snake eye” 30:1 aranyban fial.

10. A ,hardways” craps 3 (1,2) 15:1 tétarannyal fogadhaté.

11.Szintén 15:1 tétarannyal fizet a hardways 11 (5,6).

12.Valamint 30:1 arannyal tehetiink a ,hardways” 12 (6,6) 6sszegre.

3.2.Esélyek3

Minthogy a Craps jatékban két kockaval dobunk, ennek matematikai hattere egyszer

valoszinliségek kiszamitasan alapszik. Az alapjaték eredményeit tovabb egyszerisiti,

hogy 1:1-es tétarannyal dolgozik. Lassuk akkor ezeket:

A craps (vereség) dobasok valdszinliségeinél a 2 érték csak egyfélekép johet ki,

két egyessel, amit az angol kaszindnyelv ,snake eye” névvel illet. Ennek

valOszintlisége i. 3-nal az egyik kocka értéke lehet 1-es, vagy 2-es, mig a masik

kocka ettdl fligg6en, csak egy féle szam lehet. Tehat a 3 6sszeg valdszinlisége 32—6.

® A fejezet Wintsche Gergely nyitrai el6adasanyaganak segitségével késziilt.
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Végil a 12 ismét csak két 6-os kombinacidjaként johet ki, ezért szintén 0 @
valoszinliség erre a vereségre.

Automatikusan nyerd esetek a hetet és tizenegyet éré dobasok. A 7 valészinlisége
mindkozil a legjobb, hiszen az els6 kocka 6 félekép alakulhat, tehat % eséllyel

dobjuk. Ezzel szemben a 11 valészinlisége hasonléan alakul, mint a haromé,
vagyis 32—6.

A tovabbi esetekben folytatni kell a dobast, mig az elsének dobott érték, vagy
barmilyen 7 értékii 6sszeg fel nem jon. Illyenkor nem szamit, hogy hanyszor és
milyen értékeket dobtunk ki az els6 és az utolsé dobas kozott, vagyis a dobott
sorozat (pl. 4, 5, 8, 7) hosszdnak és elemeinek nincs befolydsa a valdszinliségek
alakulasara. Ezekben az esetekben, ha az els6ként dobott érték n, az els6nek
feljott érték legyen e, az utolsoként dobott érték pedig legyen v. Ekkor a keresett
valoszinliségek a kovetkez6képp alakulnak.

P(v=n)

P(e=n) P(v=7)+P(v=n)

Ez az egyik médja a valdszinliség kiszamitasanak.

A 3. tablazat mutatja a lehetséges val6szinliségeket, amelyek eredményeit a
kovetkezd képlettel szamoltuk ki. Az els6é tag annak a valészinilisége, hogy az els6
kidobott érték n. A masodik tag pedig annak a valdszinlisége, hogy a két
lehetséges végkimenetel koziil az kovetkezik be, amivel megnyerjiik a tétet.

A 3. tablazat alapjan tehat a gy6zelem valdszinlisége a dobé szamara

b2oo gy O 2 21 o503
324 “360 ' “396 36 36 495 '

P(gy6zelem) = 2
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elsé osszeg

valdsziniisége

gy6zelem, vagy vereség

gy6zelem valdsziniisége

3 3
4 36 gy6z, ha 4 el6bb jon, mint 7 369" 324
: 4 4 16
> 36 gy6z, ha 5 elébb jén, mint 7 36 10 = 360
> 5 5 25
6 36 gy06z, ha 6 el6bb jon, mint 7 36 11" 39

8 36 gy6z, ha 8 el6bb jon, mint 7 36 11 = 39¢
° 4 4 16

? 36 gy6z, ha 9 el6bb jon, mint 7 36 10~ 360
> 33 9

10 36 gy6z, ha 10 el6bb jon, mint 7 369" 324

3. tablazat — Dobo gybzelmének valdsziniiségei

Hogy a szamitasok egyszeriibbek és atlathatobbak legyenek, tegyiik fel a

tovabbiakban, hogy 1 értékii tétet tettiink fel. Ekkor a nyeremény varhaté értéke

E(nyeremény) = 1x 1,493 — 1 x (11 x 33) = 0,493 — 0,507 = —0,014.

Lassuk most azokat az eseteket, amik nem az alapjaték 1:1 tétaranyaval dolgoznak. Itt
sziikségiink lesz azokra a valdszin(iségekre, ahol a 7 hamarabb jon fel, mint az els6nek

kidobott 6sszeg. Ez a fentihez hasonléan igy alakul:

Pv=7)
Plv=7)+Pw=n)

Ekkor a nyeremény varhato értéke a kovetkezo:



4

P(v =n)

Pv=7)

E(nyeremény) =

ahol t, ést, a ty:t, tétarany elemei.

t,Pwo=7)+Plwv=n) Pw=7)+Plw=n)

A kiilonb6z6 tétaranyok varhaté értékeit a 4. tablazatban 6sszegzem. Az egyszerliség

kedvéért a kaszindk ezeknél a fogadasoknal csak ottel, illetve hattal oszthatd értéki

téteket fogadnak el.

Példaként végigszamolom az egydobasos tét esetét. Itt az 1:1 tétaranyu 3, 4, 9, 10 és

11 6sszegek valészinliségeinek 6sszege szorzddik 1-gyel, a 2 és 12 valdszinliségeinek

Osszege a 2:1-es arany miatt kett6vel, mig az 5, 6, 7 és 8 értékekre val6 veszteség miatt

ezek valdsziniisége -1-gyel. Igy a varhat6 érték egydobasos tét esetén

2+3+4+3+21+1+12_4+5+6+5 =_l.
36 36 36 18

tét neve tétarany varhato érték
1. 4/10 a7 el6tt 9:5 -1/15
2. 5/9 a7 elétt 7:5 -1/25
3. 6/8 a7 el6tt 7:6 -1/66
4. egydobasos tét 1:1 és 2:1 -1/18
5. hardways 4/10 7:1 -1/19
6. hardways 6/8 9:1 -1/11
7. barmely 7 4:1 -1/6
8. barmely craps 7:1 -1/9
9. hardways craps 2 30:1 -5/36
10. hardways 3 15:1 -1/9
11. hardways 11 15:1 -1/9
12. hardways craps 12 30:1 -5/36
4. tablazat

Mint lathatjuk a nyeremény varhat6 értéke minden esetben negativ. A kaszinéjatékok

hosszu tdvon mindig a banknak kedveznek, legyen szd Kkartya, vagy kocka, vagy

barmilyen mas szerencsejatékrol. A kovetkezdkben lathatjuk majd, hogy ehhez az

egyszerl kockajatékhoz képest, a szintén egyszerd szabalyokkal vezérelt BlackJack

mennyivel faradtsagosabb matematikai meggondolast igényel és azt, hogy a nyeremény

varhato értékei is masképp alakulnak majd.
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4. Black]Jack

A 21 az egyik legkedveltebb kasziné jaték a rulett, a craps és a poker mellett, mivel igen
egyszer(, konnyen jatszhato és ,viszonylag” nyereséges. llletve mindezek mellett azért is
vonzoé az atlagos, mondhatni kezdd jatékosok szamara, mert elsdre ugy tlinik pusztan
szerencse kérdése a gy6zelem. A gyakorlottabbak viszont mar tudjak, hogy a megfelel6
stratégia és egyéb triikkok és taktikdk nagyban javithatnak esélyeiken. Ezek a
jatékmodok matematikai val6szinliségeken alapulnak, szamitasokkal bizonyithatéak és
minél magasabb szamu jatékkal, akar é16, akar szimulalt esetekkel kozelithetiink is
ezekhez az értékekhez. A tovabbiakban sort keritek a BlackJack szabalyainak
ismertetésére, a huzasi, vagyis az alapstratégia részletezésére és matematikai

aladtdmasztasanak felvazolasara.
4.1. Szabalyok*

A BlackJacket, avagy a huszonegyet francia kartyaval jatsszak, egy, kettd, négy, hat,
illetve nyolc paklis valtozata van, ahol egy pakli 52 lapbél all, a standard kartyakbdl
joker nélkiil. gy tehat van négy szin, kor, karé, pikk és treff, és mindegyikbél 13 féle
kartya. Kettestdl tizesig, amelyek értékét a rajuk irt szam jelenti, majd bubi, ddma és
kiraly, amelyek 10-10-10 pontot, illetve az asz, ami 1 vagy 11 pontot érhet. A jatékot az
nyeri, aki lapjainak 0sszértéke kozelebb all a huszonegyhez, de azt még nem lépte tul.
Egy asz és egy tizes értékili lap kombinacidja adja a Black]Jacket, ami a jaték legerdésebbije,
de egyes kaszindkban az osztondl 1évé ilyen parositas mindig erésebb annal, mint ami a

tobbi jatékosnal van.

A jatékot mindenki az osztdval (dealer) szemben jatssza, igy a tobbi jatékosnal 1évd
lapok nem befolyasoljak a nyereménytlinket. Az hogy 6k milyen lapot kapnak csak
lapszamolasnal érdekel majd minket. Ha a huzott lapok értéke tobb mint 21, akkor
vesztiink (bust), attdl fiiggetlentil, hogy az oszténal mennyi van. Ha a dealer lapjainak
osszértéke nagyobb, mint huszonegy, akkor minden még jatékban lév6 kéz, vagyis
jatékos (aki megallt 21 alatt) nyer. Ha sem az oszté6 sem a jatékos nem lépi at a
huszonegyet, akkor az veszit (lose), akinél kisebb 6sszérték van, illetve egyenl6ség

esetén dontetlen (push) és a feltett tétiink megmarad. A jatékos tetszés szerint huzhat,

4 A szabalyokrol sz6l6 fejezet El Finito — A Blackjack Alapjai cimii konyve alapjan késziilt.
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vagy megallhat barmilyen kézre, mig az osztonak tizenhét alatt kotelez6 rahuznia, mig
tizenhéttdl meg kell allnia. Ez a szabaly a stratégia kidolgozasa szempontjabol alapvetd

fontossaggal bir.

A jaték kezdetén az osztd6 megkeveri a lapokat, majd az egyik jatékos egy
vagokartyaval elvagja a paklit,® majd a dealer szétvalasztja és egyiket a masik elé helyezi.
Ezutan egy jelol6kartyat helyez a pakli utols6 harmada utadn, ha a kartyak idaig
elfogynak, ujrakeverik a paklit. Miel6tt még a jaték elkezdddne, az oszté a legfelsd
kartyat a hasznalt kartyakat tartalmazé kartyaégetObe teszi és ezzel az el6készitd
miiveletek végéhez érve elkezdédik a jaték. Ezek a ritudlék a véletlen jelenlétét

hivatottak fenntartani.

A jaték menete roppant egyszert, a dealer felszélitja a jatékosokat, hogy tegyék meg
tétjeiket, majd kiosztja a lapokat. Az oszt6 balrél jobbra kiosztja az elsé majd a masodik
sor lapot felfelé forditva, kivéve az 6 masodik lapjat, ami leforditva marad (leosztas).
Ezutan a jatékosok el6tt tobbféle valasztasi lehet6ség all. Kérhetnek uj lapot (hit),
megallhatnak (stop), duplazhatnak (double down) - ilyenkor meg egyszer ugyanannyi
tétet Kkell betenniiik, mint amivel inditottak -, szétvalaszthatnak (split) - ha két ugyan
olyan lapjuk van, ekkor még egyszer ugyan annyi tétet raknak fel és két keziik lesz a
tovabbiakban -, vagy feladhatjak a jatékot (surrender) - ekkor a tét felét visszakapjak.
Duplazni akkor érdemes, ha j6 esélyt latunk arra, hogy a harmadik lappal elég kozel

kertliink a 21-hez, mivel ezutdn mar nem hizhatunk toébb lapot.

A Black]Jackben kothetiink biztositast, ha az oszt6 felfelé néz6 lapja asz. Ekkor az adott
tétlink felével fogadunk, majd amikor az oszté megnézi lefelé forditott lapjat, ha az tizes
érték, azaz a dealernek Black]Jacke van, akkor a tétiinket elveszitjiik, de a biztositasként
berakott tét duplajat visszakapjuk, vagyis az eredeti tét felét veszitjiik csak el. Ha az
osztonak nincs Black]Jacke, a biztositasra betett tétet veszitjiik el, az eredeti téttel pedig
jatékban maradunk. A Black]Jack alapszabdlyai ugyanazok, de minden kasziné alkothat
sajat hazszabalyokat. Ez az oka annak, hogy nem mindenhol lehet feladni, vagy
biztositast kotni. Ennek folytan valtozhat az is, mekkora a tétek also, illetve fels6 limitje,

vagy az, hany paklival jatszunk.

5 Itt a pakli az 6sszes jatékban 1évo kartyat jelenti attdl fiiggetleniil, hany 52 lapos pakli teszi is azt ki.
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4.2. Stratégidk és matematikai hatteriik

A huzasi, avagy az alapstratégia lényege, hogy minden egyes lapértékhez 1étezik egy
specifikus valaszlépés (4. szakirodalom), ami a paklik szamatdl fiiggéen, habar nem tul
nagymértékben, de eltér6 lehet. Ez a stratégia valdszinliségi 0sszefiiggéseken alapul,
ezért a gyakorlatban el6fordulhat, hogy az optimalis dontéssel mégis veszitiink, akar
tobbszor is egymdas utan, de a valdszinliségeknek megfelel6 1épések betartdsa, az
egyenletes jaték biztositja a hosszu tavu elényt a hazzal szemben. Ebbdl a szempontbdl
fontos a Las Vegas ostroma cimi film azon momentuma, amelyet a korabbiakban a
jatékmester probléma mentén is elemeztiink: az intuiciéinkat és érzelmeinket félretéve,

a matematikai valdszinliségeknek megfelel6en kell dontentink a jaték folyaman.
4.2.1. Az alapstratégia

Az alapstratégiat tehat matematikai szamitasokkal hatarozhatjuk meg az adott jatéktol
fliggben (kasziné hazi szabalyai). Az 5. tablazat az interneten és egyéb helyeken
fellelhetd, az alapstratégia lépéseit bemutaté tablazatok felhasznaldsaval késziilt, a
hasznalt paklik szamatoél fiiggetleniil, igy konnyen lathatjuk azt is, miben térhetnek el

egymastol az alkalmazando stratégiak.

Az 5.1, 5.2 és 5.3 tadblazatokban is lathato, hogy a kiilonb6z6 kezeket harom csoportra
oszthatjuk. A hard leosztasok csak szamokat tartalmaznak, a szoft kezek egy aszt és egy

szammal jelzett lapot, a parok pedig két egyforma értéki kartyat (4. szairodalom).
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Jatékos Oszto

Hard Kéz 2 3 4 5 6 7 8 9 T A
5 H H H H H H H H H H
6 H H H H H H H H H H

5.1. tablazat
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Jatékos Oszto

Soft Kéz
A2 H H D/H D D H H H H H
A3 H H D D H H H H H
A4 H H D D D H H H H H

5.2. tablazat

Jatékos Oszté

Parok

5.3. tablazat

Jelmagyarazat:

e D (double) - duplazas, ha nem lehetséges, huzas
e H (hit) - lapkérés
e P (split) - szétvalasztas
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e R (surrender) - feladas

e S (stand) - megallas
4.2.2. Az alapstratégia matematikdja

A kovetkezdkben azokat a matematikai folyamatokat fogom részben rekonstrualni,
illetve felvazolni, amelyek a fenti tablazat eredményeihez vezetnek. A hattérben
meghiz6dé matematikai 1épések elsé nekifutdsra nem tlinnek bonyolultnak, de ha
heurisztikusan szeretnénk megkozeliteni az eredmény miértjeit, lathatjuk, hogy az
egyszerii szamitasok nem vezetnek el minket a helyes megoldashoz. Elsé
prébalkozasaink az egyszeri valoszinliségekkel azért nem érnek célt, mert a lehetséges

esetek szama tul nagy.

Ha példaul arra gondolunk, hogy a keziinkben 1év6 lapok 6sszege hard 12 és az osztd
felforditott lapja egy 3-as, a tablazat alapjan hdznunk kell. Ezt prébalhatjuk azzal
magyarazni, hogy ha végtelenitett paklival szamolunk, akkor az osztd kovetkezd
lapjanak varhaté értéke a lapok értékének atlaga kerekitve, ami 7 akkor is, ha az aszt 1
értékkel és akkor is, ha 11-gyel vessziik. Ha tehat az oszté felhiiz egy hetest, majd még
egy hetest, az eredmény 17 lesz, amire 6 mar megallhat, mi pedig veszitiink 12-vel. Ha a
dealernél 4-es, 5-0s, vagy 6-os van, azért kell megallnunk, mert az 6§ végeredménye
varhatéan 18, 19, vagy 20 lesz, mig a mienk 19 egy uj lap huzasaval, ami csak ezen
esetek 1/3-4aban vezet vereséghez. Ha ndla 6, vagy annal magasabb lap van, tjfent nem
allhatunk meg, mert az oszt6 varhaté végeredménye 21 lesz, amivel biztosan ver minket,
hacsak nem érjiik el mi is a 21-et és igy nem veszitjlik el a téteket. Ez logikus érvelésnek
hangzik, amivel talan meg is elégedhetnénk a jatékasztalnal iilve, de abban a pillanatban,

ahogy adott szdmu paklival szeretnénk szamolni, maris kevésbé egyszerii a helyzet.

Tegyiik fel, hogy konkrét szamu paklival dolgozunk. A legegyszer(ibb esetben legyen
egy pakli, de hogy még egyszerilibb legyen a szamolas, vegylik az egész paklit el6készités
nélkiil, tehat nem vagtuk el és nem dobtuk a fels6 lapot az éget6be. Ekkor 52 kartyank
van, minden értékbdl 4 db, illetve tizes értékbdl 16 (10, Bubi, Dama, Kiraly). Tekintsiik
tovabbra is azt az esetet, mikor nalunk hard 12 (asz nélkiili) van, az osztonal pedig 3-as.
Mivel pontosan tudjuk melyik lapbo6l hany darab van a pakliban, az els6 jatékban

kiszamolhatjuk, hogy varhatéan mi lesz az osztd kovetkezd lapja. Ez attdl fligg6en tobb
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féle lehet, hogy a mi 12 értékiink milyen lapokbdl all 6ssze. Ha még nem kértiink lapot,
akkor lehet egy 2-es és egy tizes, egy 3-as és egy 9-es, egy 4-es és egy 8-as, egy 5-0s és
egy 7-es, vagy két darab 6-os. De ha mar haztunk egyszer, akkor az esetek tovabb
bomlanak. Lehet akar 4 db 2-es és egy 4-es Osszege is az 6tddik huzas utan. Ezekre az
esetekre kiilon-kiilon meg kellene vizsgalnunk, hogy mi lehet az 0szt6 masodik lapjanak
az értéke. Mivel 3-asra nem tud olyan lapot hizni, ami miatt meg kéne allnia, igy a
harmadik lapjat is ki kell szamolnunk, ami tovabbi eseteket ad, és igy bonyolddik tovabb

a heurisztikus megkozelitésiink, amivel a tablazatot meg szeretnénk fejteni.

Persze vannak olyan mezdk, amelyeket egyszerli megmagyarazni és sziikségtelen
dontési egyenletekkel megkozeliteni Sket. {gy példaul hard kéz esetén 11-ig még minden
értékre rahuzhatok, esetleg duplazhatok, mivel a legnagyobb lap, ami kovetkezhet egy
tizes. Ha aszt huzok, azt tekinthetem egyesnek és nem sokallok be téle, akarcsak ha
tizest huzok, elérem a 21-et, vagyis nem tudok olyan lapot hdzni, amivel tullépném a
hatart. Ha hard 18-on, vagy a folott allok, azért érdemes megallni, mert nagyon kevés
olyan lap, amivel nem sokallok be, vagy ha van egy tizes parom, azt azért nem valasztom
szét és allok meg, mert Kicsi az esélye annak, hogy az oszté 21-gyel megverjen, viszont,

ha szétvalasztok, konnyen elronthatom mindkét kezem.
4.2.3. Optimalis stratégia a BlackJackben¢

Ahhoz, hogy a tadblazat elemeinek keletkezését megérthessiik, kevésbé egyszeri
szamolasokra és tovabbi elméleti kiindulépontokra lesz sziikségiink. Az alapstratégia
matematikai vetiiletével egy korabbi elméleti cikk alapjan foglalkozunk, amely a Journal
Of The Americian Statistical Association cimi folyo6iratban jelent meg 1956-ban. Ez a
cikk az egyik legjelentésebb irodalom ebben a témdaban, az dltalam mar sokszor emlitett
A BlackJack alapjai cimi konyv is erre alapozza a matematikai hattérrel foglalkozé
fejezetét. Ebben a dolgozatban csak a huzasi stratégia bizonyitasaval foglalkozom, a

specidlis esetek faradtsagos és hosszadalmas visszafejtésére nem kertiil sor.

A cikk alapjan az idealis stratégiat dontési egyenletek segitségével allapithatjuk meg,
amelyekhez sziikségiink van néhany jelolés bevezetésére. Jelolje D az oszto felfelé néz6

lapjat. Ezutan jeldlje M(D) azt a minimalis egész szamot, amire ha a mi lapjaink értéke x

6 A fejezet a Journal of the americian statistical association cim{i folydiratban megjelent, The optimum
strategy in blackjack cimii cikk alapjan késziilt.
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és x < M(D), akkor huznunk kell, ha pedig x > M(D), akkor megallni. Kiilon kell
vizsgalnunk a hard és a soft kezek esetét, vagyis amikor nincs a lapok kozott asz, illetve,
amikor van. Mivel az asz 1 értékkel is beszamolhatd, igy ha besokallnank, csak
modositjuk az értékét. Legyen M(D) hard kéz esetén és M*(D) soft kéz esetén a minimalis
allando jelolése. M(D) és M*(D) alapjan huzunk. Ha egy bizonyos értéknél mar érdemes

megallnunk, akkor az azon feliilieknél is meg kell majd allnunk.

Jeldlje Esx az x 6sszegen megall6 jatékos nyereményének varhaté értékét. Hasonldan,
jelolje Eqx az x 6sszegre még pontosan egy lapot hizé jatékos nyereményének varhaté
értékét. Ha a ,soft” kezek esetét vizsgaljuk akkor pedig E4x az X 6sszegre egy, vagy tobb
lapot huzo jatékos varhato értékét. Ha x-et tekintjiik valtozonak, Eqx- Esx altalaban
monoton csokkend fiiggvényt adnak. Ekkor M(D) az a legkisebb olyan egész szam,

amelyre E; , — E; , < 0.

Ahhoz, hogy a dontési egyenletet konnyen attekinthet6 formdaban irjuk fel, bevezetjlik
a T valoszinliségi valtozot, ami az oszté lapjainak 6sszege. Mivel az oszté 17 alatt nem
allhat meg, T > 17.1gyha T > 21,vagy T < x, akkor a jatékos megnyeri a tétet, ha T = x,
nincs tétmozgas, illetve ha x < T < 21, akkor a jatékos veszit. Ezekkel kifejezve a

megallas varhato értéke

Egx=P(T>21)+P(T <x)—P(x <T < 21)
=P(T>21)+P(T<x)—[1—-P(T>21)—P(T =x) — P(T < x)]
= 2P(T >21)— 1+ 2P(T < x) + P(T = x)

A dontési egyenlet felirdsahoz sziikséglink van még Eqx felirdsara, azaz az x 0sszegre
lapot huz6 jatékos nyereményének varhatd értékére. Jelolje J a jatékos végosszegét,
miutdn huzott még egy kartyat, illetve soft kéz esetén akar tobbet is. Ekkor a leosztas
végkimenetele haromféleképp alakulhat J értékétdl fiiggéen. Mivel a dealernek (osztd)
16-ra még huznia kell, 17-re viszont mar meg kell allnia, ezért T > 17. Az els6 esetben,

ha ] < 17, csak akkor nyerhetiink, mikor az oszt6 besokall. Ennek a varhaté értéke
P(T >21)—[1—-P(T>21)]=2P(T >21)— 1.

Mikor 17 < J <], ajatékos gy6zelmének valoszinlisége
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P(T>21)+P(T<])—P(<T<21).

Harmadik esetben pedig, mikor a jatékos végosszege tullépi a 21-t, a vereség a biztos

esemény, igy a gy6zelem varhaté értéke —1.

Természetesen J és T hatassal vannak egymasra, arra milyen lapot hizhatunk, de ez
az eltérés elég kicsi ahhoz, hogy feltehessiik, J és T fiiggetlenek egymastdl. fgy a huzas

varhaté értéke a kovetkezoképp alakul

Egx = P(J < 17)[2P(T > 21) — 1] — P(J > 21)

+ Z P(J = DIP(T > 21) + P(T < j) — P(j < T < 21)].
j=17

1. Allitds: Ezek utan a dontési egyenletiink

Egy — Esx = P(J <17)[2P(T > 21) — 1] = P(J > 21) — 2P(T > 21) + 1 — 2P(T < x)
21

_P(T=x)+ zP(]=j)[P(T>21)+P(T<j)—P(j<TS21)]

j=17

Némi algebrai atalakitassal ezt az egyenletet egyszer(ibb alakra hozhatjuk. A feldolgozott

irodalomban ezek 6sszevontan, végeredményként szerepelnek:

Egy—Egy=—2P(T <x)—P(T =x) — 2P(T > 21)P(J > 21) + 2P(T <] < 21)
+P(T =] <21)

Mivel a két egyenlet azonossaga szamomra nem volt olyan egyértelm(, mint ahogy a

cikk ir6i gondoltak, a kovetkez6kben levezetem az 0sszefliggéseket.

Egy— Egp = 2P(J < 17)P(T > 21) — P(J < 17) — P(J > 21) — 2P(T > 21) + 1
21

—2P(T < x)—P(T = x) + Z P(J = HP(T > 21)
j=17

21

+ZP(]=j)P(T<j)—ZP(/=j)P(j<TS21)

j=17 Jj=17

+ P(J > 21)P(T > 21) — P(J > 21)P(T > 21)
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A zardjelek fel- és a summdak szétbontdsa utan hozzaadtunk, majd elvettiink

P(J > 21)P(T > 21)-et, ezzel nem valtoztattunk az egyenlet értékén.

Ejy —Esx —2xP(T <x) = P(T = x)
21

+P(T > 21) P(]<17)+ZP(]=]) +P( > 21)

j=17

+P(J<17)P(T>21)—P(J<17)—P( >21)+1—-2P(T > 21)

21

+ZP(]=j) P(T<j)—ZP(]=j) P(<T <21)

j=17 j=17

—P(J > 21)P(T > 21)

A P(J<17)+ X3, PUJ =) + P(J > 21) val6sziniiségek paronként kizarjak egymast,
osszegiik a biztos esemény, melynek valészinlisége 1. Ezaltal az egyenlet masodik
sordban all6 szorzat P(T > 21). A harmadik sorban all6 -2P(T > 21)2t szétbontjuk,
majd lathatjuk, hogy 1 — P(T > 21) = P(T < 21).

Egy — Egy = —2P(T < x) = P(T = x)+P>2D+ P(J < 17)P(T > 21) — P(J < 17)

21
—P( > 21) + P(T < 21)—PFE>21) + Z P =) P(T <))
j=17
21

_ZP(]:j) P(j < T <21) =P > 21)P(T > 21)

j=17

A pozitiv és a negativ el6jeli P(T > 21) valoszinliségek kiejtik egymast. Most ismét

hozzaadunk és elvesziink két azonos tagot.

Egy—Esy=—2P(T <x)—P(T =x)+P( <17)P(T > 21) — P(J < 17) — P(J > 21)
21 21
+P(T<2D+ » PU=))P(T<j)— Y PU=j) P(<T<21)
2 2

—2P(J > 21)P(T > 21) + P(J > 21)P(T > 21)

Az egyenlet alabbi tagokbdl all6 részét a 6. tablazat segitségével szemléltetem:
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21

P(J <17)P(T > 21)— P(J < 17) — P(J > 21)+P(TS21)+ZP(]=j) P(T <)

j=17
21
_ Z P(J =) P(j<T<21)+P(> 20)P(T > 21)
j=17
T ] <17 17 18 19 20 21 >21
<17 + - + + + + + + + + + + +
17 + - + + + + + + + + + +
18 + - + - + + + + + + + +
19 + - + - + - + + + + + +
20 + - + - + - + - + + + +
21 + - + - + - + - + - + +
>21 + - +

+P(J<17)P(T>21)
-P(J<17)

-P(]>21)
+P(T<21)
+XP(J=j)P(T<j)
-XP(JF)P(j<T<21)
+P(]>21)P(T> 21)

6. tablazat

Az egyenletben szerepld valdszinliségek a tablazatban lathaté moédon alakulnak, igy a

kovetkezd egyszerlibb formaban {rhatéak fel:
2P(T<]<21)+P(T=]<21)

Ezek utdn a dontési egyenlet valoban megegyezik a cikkben szerepld egyszerlisitett

alakkal:

Egy—Egy=—2P(T <x)—P(T =x) — 2P(T > 21)P(J > 21) + 2P(T <] < 21)
+P(T =] <21)
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Ez az altalanos dontési egyenlet, ami az x, vagyis a jatékos kezének értékétdl fliggben
valtozhat, kimaradhatnak bel6le bizonyos tagok. Mivel az oszt6 16-ra még ra kell, hogy
huzzon, csak 17-nél allhat meg el8szor, igy minden esetben T > 17. Az egyenlet els6 két
tényez6je 0, vagyis kiesik, ha x < 17. P(J > 21) szintén kieshet, mikor ,hard” (nincs a
lapok kozott asz) x < 12, mert ilyenkor nincs olyan lap a pakliban, amit hizva atlépnénk
a 21-t. llletve kiesik ez a tag minden ,soft” (van asz a lapok k6zott) kéz esetén, hiszen ha
huzas utan besokallnank, az &szt automatikusan 1 értékkel szamoljuk. Ebbdl adéddan
Egx—Esx =0, ha x(hard) <12 és x(soft) < 17. Itt tehat a keresett kiiszobszam
M(D) > 11, illetve soft kéz esetén M*(D) > 16 minden D-re.

12 < x(hard) < 16 esetén az els6 két tényezd ismét csak 0. Az egyenlet utolsé két
tényezdjét pedig J és T fliggetlensége miatt atirhatjuk Ugy, hogy szétbontjuk és silyozzuk

az el6fordulasuk val6szintiségével.

Egy— Esy = —2P(T <x) = P(T = x) — 2P(T > 21)P(J > 21)

+ Zzi P(T =t)[2P(t <] <21) + P(J = t)].

Mivel 12 < x < 16 esetén az egyenlet els6 két tagja nem fordulhat eld, igy az eredmény

Egy— Es, = —2P(T > 21)P(J > 21) + 221 P(T = )[2P(t <] < 21) + P(J = 1)].

t=17

J — x (J a jatékos végosszege, x aktudlis lapjaink dsszege) valdszinliségi eloszlasa egy
lap htizasa utan P(J — x = 10) = % illetve P(J — x = i) = % (i = 2,3,4,5,6,7,89,(1,11)).
ha minden kartya egyforma valdszintiséggel fordul el6. Ez a feltevés az é16 jatékban nem

helyes, mivel altaldban t6bb paklival jatszanak, de igaz abban az egyszer( helyzetben,

mikor az asztal 52 lap permuticioibdl all. Ezzel a feltevéssel tehat P(J > 21) =
% (x — 8) x(hard) = 12 esetén, mivel x — 8 olyan lap van, aminek hizasaval besokallna.
Tegylik fel, x(hard) = 12, akkor 12 — 8 olyan lap van, amivel besokallunk, a 4 féle 10
értékid kartya, P(J > 21) = %. x(hard) = 13 esetén 5, x(hard) = 14 esetén 6 olyan lap
van, amit huzva veszitiink és igy tovabb. Szintén ez utan a feltevés utan kovetkezik, hogy

P(t<]<21)=—(21—1), ha P( =t) = minden 17 <t <21 esetén. Itt 21—t
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olyan lap van, amivel nyerhetiink. Ezek utdn a dontési egyenletbe behelyettesithetjiik a

kapott értékeket:

2
By, —E, ., = —(x—8)P(T>21)+Z L ws—20pr =0
’ ’ 13 t=1713

Nem Kkell kiszdmolnunk Ej; , — E , értékét minden 12 < x < 16 eseteén, elég talalnunk
egy olyat, amire az egyenlet nullat ad, a monoton csokkenés miatt onnan kezdve minden
eredmény 0, vagy anndl kisebb lesz. Jelolje ezt a megoldast xo, Eqy, — Esy, = 0-t

atrendezve

_ 1,215 -P(T =1t)
o = P(T > 21)

A kovetkez6kben harom esetet vizsgalunk, Az els6, mikor x, < 12, ekkor M(D) = 12,
mivel 12-nél kisebb szamra barmit is hizunk, nem sokallunk be. A masodik, ha x, > 16,
akkor M(D) > 16. Illetve a harmadik, mikor 12 < x, <16, ebben az esetben
M(D) = |xo] + 1. P(T > 21) egy adott értékére az osztonak nagyobb esélye van jé kezet

szerezni, mint a minimalis dlland6 szerint htiz6 jatékosnak. Lassunk egy példat. Mikor

(2158>)3
P(T > 21) =2 és P(T = 18) =2, x, = 8+ —5— = 13,25, tehdt M(D) = 14. Mig, ha
5
(21,5kor)3
P(T > 21) = —es P(T=19)=- akkor xo =8+ —F—=1175,igy M(D) = 12.
5
Abban az esetben, ha x(hard) = 17
18 5
Egy —Esx = ——P(T > 21) ——P(T =17) + Z (43 —2t)P(T = t).

Ezek utan egy tetsz6leges P(T = t) értékre lathatjuk, hogy E; 7 — E5 17 < 0 minden D-
re, tehat M(D) < 17.

»Soft” kezeknél a dontési egyenletre csak x(soft) = 17 esetén van sziikség. Ekkor

1 21
Eaqn = Esx == 73P(T =17 + Zt_ —(43 —20P(T =1t)
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P(T = t) barmely értékére lathatjuk, hogy minden D-re pozitiv egyenletet kapunk. gy
tehat M*(D) > 17.

Az xp és a dontési egyenlet kiszamitasahoz szlikségiink van a P(T = t) valdsziniiségre,
ezt harom lépésben szamolhatjuk ki. Az els6, hogy egzakt értékeket vizsgalunk,
P(T, = v) a val6szinlisége annak, hogy az oszt6 harom kartyabol v 6sszeget ér el. Ezek a
,<three-card probabilities”, vagyis a ,harom-kartyas valdszinliségek”(7. tablazat), ahol
kilon-kiilon ki tudjuk szamolni a lehetséges D értékeket az osztd elsd lapja alapjan.

Azokat az eseteket is ide szamoljuk, mikor a dealernek két lap utan kotelezé megallnia.

Els6 lap Els6 harom lap dsszege (egzakt) Osszeg
17 18 19 20 21 >21
2 0,0878 0,0800 0,0753 0,0675 0,0627 0,0941 0,4675
3 0,0894 0,0878 0,0800 0,0753 0,0675 0,1443 0,5443
4 0,0973 0,0800 0,0847 0,0800 0,0753 0,1992 0,6165
5 0,0941 0,0973 0,0894 0,0753 0,0769 0,2620 0,6949
6 0,1506 0,0902 0,0910 0,0831 0,0784 0,3169 0,8102
7 0,3639 0,1255 0,0690 0,0659 0,0588 0,0941 0,7773
8 0,1145 0,3529 0,1192 0,0580 0,0596 0,1741 0,8784
9 0,1145 0,0965 0,1145 0,1145 0,0345 0,1804 0,6549
T 0,1098 0,1082 0,1098 0,3255 0,1098 0,1788 0,9420
A 0,1020 0,1035 0,1020 0,1035 0,1020 0,1631 0,6761
Osszeg 1,3239 1,2220 0,9349 1,0486 0,7255 1,8071

7. tablazat — Az els6 harom lap 6sszegének egzakt valészinliségei
A masodik szakaszban a kovetkezd feltételes valdsziniliségeket szamoljuk Kki:
P(T = 1:|T1[7 = tp), ami annak a feltételes valdszin{isége, hogy az oszté eléri a t, (t = 17)

végosszeget feltéve, hogy t,, (tp < 17) részosszeg.

Az egyszerliség kedvéért feltételezziik, hogy barmely lap huzasanak valdszinlisége
1/52 és akarhany kartyat huaz is a jatékos, a kovetkez6 lap hizasanak valészintisége is

1/52 (visszatevéses mintavétel).

A harmadik 1épésben az el6z6 két szakasz eredményeit kombinalva P(T =t) egy

kozelitése t > 17-re
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P(T=t)=P(T, =1t) +Z- ~ P(T, = HP(T = t|T, = ).
j<17

Kérdés ezzel a kozelitéssel kapcsolatban, hogy mennyire pontos. Az egzakt értékekkel

val6 szamolas hosszu és faradtsagos folyamat, ezért a cikk csak két esetet vizsgal meg.

D = 6-ot és D = 10-et. A konkrét és a kozelitett valdszinliségek a legnagyobb eltérést

D = 6 esetén mutatjak (8. tablazat).

t 17 18 19 20 21 >21
P(T=t) egzakt | 0.166948 | 0.106454 | 0,107192 | 0,100705 | 0,097878 | 0,420824
P(T=t) 0,167625 | 0,107234 | 0,108017 | 0,101260 | 0,098364 | 0,417499

hozzavetdleges

8. tablazat — P(T=t) alakuldsai D=6 esetén (forras: The Optimum Strategy in BlackJack)

D minden lehetséges értékére az egzakt és a hozzavetOleges valdszinliségek kozti

kilonbség 1% alatt marad. A korabban szdrmaztatott Xo Kkifejezés vizsgalata soran

lathatjuk, hogy a hiba legfeljebb 2% lehet. Az egyetlen eset, mikor ez a kiilonbség

valtozast okoz M(D) értékében, az a D = 10. Itt ugyanis a kerekitett 6sszeg 16,01, ekkor

M(D) = 17, mig az egzakt 15,97, M(D) = 16. Ez az eset tovabbi meggondolasokat

igényelnek, amelyekre ebben a dolgozatban nem keritiink sort.

A P(T=t) lehetséges értékei a fentebbi formula alapjan a 9. tablazatban lathatéak.

t
17 18 19 20 21 (natural) 21 >21

2 0,141781 0,134885 0,131432 0,123829 0,119581 0 0,348492

3 0,133533 0,133052 0,126197 0,122563 0,114903 0 0,369751

4 0,132206 0,116037 0,122553 0,11793 0,114292 0 0,396983

5 0,121374 0,124511 0,117753 0,105446 0,107823 0 0,423092

D 6 0,167625 0,107233 0,108018 0,10126 0,98364 0 0,417499
7 0,372743 0,139017 0,077841 0,079409 0,073437 0 0,257552

8 0,131202 0,363359 0,129634 0,068457 0,070026 0 0,237322

9 0,122256 0,104217 0,35755 0,122256 0,061079 0 0,232643
10 | 0,114756 0,113186 0,114756 0,328873 0,03624 0,078431 0,213674
(1,11) | 0,128147 0,131284 0,129716 0,131284 0,051284 0,313725 0,11456

9. tablazat — Az oszt6 végosszegének valdszinliségei (forras: The Optimum Strategy in BlackJack)

Ha az oszt6 felforditott lapja tizes, vagy asz, megnézi a masodik lapjat. Ha Black]ack,

azonnal felforditja és a jatéknak vége. Viszont, ha a dealer nem mond semmit, a
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tovabbiakban  D=10, wvagy D=(1,11) esetét ugy  vizsgalhatjuk, hogy

P(T = t|T # natural 21)7. Az eredményeket a 10-es tablazat mutatja.

t
17 18 19 20 21 (natural) 21 >21
D 10 | 0,124522 0,122819 0,124522 0,356862 0,039415 0 0,231859
(1,11) | 0,2186728 0,191299 0,189015 0,191299 0,074728 0 0,16693

10. tablazat — Az oszt6 végosszegének valdszinliségei, ha 2 lap utan nincs Blacklackje (forras: The Optimum Strategy in
BlackJack)

Ezek utidn a megfontolasok utdn mar lathatjuk a huzasi stratégia 1épéseit. Az
alapstratégia tehat megmutatja M(D) milyen értékeire alljunk meg, vagy hdzzunk és
folytassuk a jatékot. A specialis esetekben M(D) és M*(D) kiszamitasa és a varhat6
értékek tovabb bonyoldédnak. Ezek kiszamitasa a cikkben nehezen visszakovetjetd és
hosszadalmas, faradtsdgos munkat igényelne, amivel ebben a dolgozatban nem

foglalkozok.

4.2.4. Osszegzés
A jatékosoknak harom kérdést kell szemmel tartaniuk a jatszmak soran. Az els6, hogy
adott helyzetben huzzanak, vagy megalljanak. A masodik, hogy mikor érdemes duplazni

és a harmadik, hogy mikor valasszak szét parjaikat.

A jatékosok keze altalaban egy egyértelm, 21-nél kisebb, egész 6sszeg, amit ,hard”
kéznek is neveziink. Ha a lapok kozott &sz is van, akkor ez az 6sszeg nem egyértelmd, két
lehetséges értéke is van attdl fliggben, hogy az aszt 1-nek, vagy 11-nek szamitjak. Ezeket
az eseteket nevezziik ,soft” kezeknek. Néhany jelolést is bevezettiink a korabbiakban,
amelyek segitettek az esetek leirdsaban. D az oszté felfelé nézé lapja, ami 2, 3, ... 10,
(1,11) lehetnek. M(D) egy egész szam, egy minimadlis dllandé egyértelmii kezek szamara.
Ha az oszt6 felforditott lapja D és a jatékos dsszege egyértelmi (,hard”) és kevesebb,
mint M(D), akkor huzunk. Ha a jatékos 6sszege egyenld, vagy nagyobb, mint M(D), akkor
megallunk. M*(D) ugyan ezzel a megfontoldssal egy minimadlis alland6 ,soft” kezek
szamara. Ebben az esetben a jatékos ket lehetséges értéke koziill a nagyobbikkal

szamolunk. A korabbi szamolasok alapjan M(D) lehetséges értékeit, illetve a nem

7 natural21: egy tizes és egy asz kombinaci6jabdl all6 21-t, vagyis a balckjacket természetes, vagyis
natural21-nek is szokas nevezni.
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részletezett specialis esetek kozé tartozd ,soft” kezekre vonatkoz6 M*(D) értékeit az

alabbi, 11. tablazat mutatja:

13 D=2,3 18 [ D<8, (1,11)
MMD)| 12 | D=4,56 |M*D)|19| D=9 10

17 | D=7, (1,11)

11. tablazat — M(D) alakulasai (forras: The Optimum Strategy in Blacklack)

A duplazas és a szétvalasztads hattere a dolgozatban nem részletezett, de a cikk

eredményeit bemutatom a kdvetkez6 tablazatokban.

A jatékos két

lapjanak

v
[E
N

0sszege 11 10 9 <8
(egyértelmii

esetben)

D értékei,
amelyekre - 2<D<10 2<D<9 | 2<D<6 -
duplazhatunk

A jatékos két

lapjanak

v
Uy
O

18 17 13-16 12
osszege (soft

kéz esetén)

D értékei,
amelyekre - 4<D<6 3<D<6 D=5,6 D=5
duplazhatunk

12. tablazat — Duplazas (forras: The Optimum Strategy in Blacklack)
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10-esek
6-0sok, 3-asok
Parok aszok, 8-asok 9-esek 7-esek 4-esek és 5-
és 2-esek
0sok

D értékei,
amelyekre mindig 2<D<7 D=5 -

szétvalasztunk

13. tablazat — Szétvalasztas (forras: The Optimum Strategy in BlackJack)

4.3.Trikkok és taktikak

A minél sikeresebb Black]Jack jatékhoz az alapstratégian kiviil (amit az el6z6ekben
lathattunk) tovabbi két fontos stratégiai 1épés jarulhat hozza. Ezek a lapszamolas és a
helyes tétrakas, amelyekrdl ebben a dolgozatban csupan érint6legesen esik majd sz,

mivel ezek nem épiilnek komolyabb matematikai tartalmakra.

4.3.1. Lapszamolas

Az atlagemberek tudatdban a lapszadmolds, mint valami titokzatos, szamukra
megtanulhatatlan dolog él, pedig csupan alapmiiveletekrdl van sz6, amelyek megfelel
gyakorlassal tokéletesen elsajatithaté technikat képeznek. Ezek a modszerek
tokéletesen alkalmasak arra, hogy megallapitsuk, elényben vagy hatranyban vagyunk-e
az adott helyzetben a kaszin6val szemben. A kozhiedelemmel ellentétben a
kartyaszamolas nem a lapok megjegyzésérdl szol, hanem azok értékérdl, méghozza ugy,
hogy bizonyos értékeket rendeliink bizonyos Kkartyatipusokhoz, lapcsoportokat
alakitunk ki. A lapokhoz rendelt pontértékeket adjuk 0ssze és ezen 0sszeg segitségével
dontjiik el, hogy érdemes tovabb jatszani vagy sem. Lapszamol6 rendszerek kozott is
van természetesen kiilonbség, de csak annyiban, hogy hogyan valasztjdk meg az egyes
lapok értékét. Ezeket El Finito A BlackJack Alapjai cim{ miivében alaposabban is

ismerteti, am ebben a dolgozatban csak roviden és foként a HiLo rendszerr6l lesz szo.

Dr. Edward Oakley Thorp professzor az 1960-as évek elején kezdett el el6szor

VA

azzal kapcsolatban, hogy bizonyos lapcsoportok eltavolitasa milyen hatassal van az
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eredményekre. Ezekb0l az esetekbdl kikovetkeztetve hozta 1étre az elsd kartyaszamlalo
rendszert, a Thorp féle 10-es szamlaldt, ami a tiz értékd lapokhoz -9-et, a tobbihez,
pedig +1-et rendelt. Ez id6 tajt Allan Wilson is megalkotott egy ilyen rendszert, ahol az
asz +4-et, a tizesek +1-et, a tobbi lap pedig —-1-et értek. Ez a két kutatds szamos tudost
késztetett arra, hogy Uj rendszereket hozzanak létre, vagy a mar meglévoket finomitsak.
Az évek soran Harvey Dubner, Julian Braun, Stanford Wong, Jerry L. Patterson és Arnold
Snyder foglalkoztak alaposabban a ma is nagy népszerliségnek 6rvend6 Hi/Lo rendszer
tokéletesitésével és reprezentalasaval, amelynek 1ényege, hogy a tizesek és az aszok -1-
et, 2-t6l 6-ig a lapok +1-et illetve a hét, nyolc, kilences lapok pedig nullat érnek (lasd: El
Finito - A BlackJack Alapjai). Ezzel a rendszerrel taldlkozhatunk a 21 cimi filmben is,
mivel a kiilonb6z6 lapszamolasi rendszerek kozott ez szamit a legismertebbnek és a
legkedveltebbnek. Ennek oka az, hogy koénnyen tanulhatd, kezelhetd, legtobbszor

hatékony és tobb pakli esetén is elényds.

J6 lapszamolasi méd valasztasaval azt is konnyebben elddnthetjiik, milyen leosztast
hogyan érdemes megjatszani, ravezethet minket arra, hogy érdemes-e esetleg eltérni az
alap stratégiatol, ami habar matematikailag a legoptimalisabb megoldasokat mutatja. Ha
példaul sok alacsony lap tavozott mar a paklibél, és a tizesek és aszok szama igy elég
magas, akkor bizonyos leosztasokat mégis szétvalaszthatunk vagy megduplazhatunk,

vagy éppen megallhatunk hamarabb.

A Kkartyaszamol6 rendszereknek harom aspektusban térhetnek el egymastél, a
fogadasi hatékonysdgban, ami a kaszin6val szembeni el6nylinket vagy hatranyunkat
segit megallapitani, a jatékhatékonysagban, ami megmutatja mikor érdemes valtoztatni
az alapstratégian és a biztositasi hatékonysagban, ami azt segit eldonteniink, hogy ha az
oszto felfelé nézo lapja asz, érdemes-e biztositast kotniink. A rendszerek k6zott azonban
egy sincs, amelyik mindharmat jobban teljesitené a tobbinél. El Finito, mar emlitett
konyvében pontosabb szazalékos kimutatast is talalunk, illetve tanacsokat arra

vonatkozoan, adott kériilmények k6zott melyik rendszert érdemes hasznalni.

5. Osszegzés

A matematika feldolgozasa filmekben és sorozatokban egyre népszeriibb. Néhol egész

torténeteket épitenek fel ra, néhol csak érint6legesen jelenik meg. A legtobbszor kartya
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és kockajatékok apropojabdl, kaszindkrol és szerencsejatékokrdl sz616 mozifilmekben és

sorozatokban. Dolgozatomban két igen ismert és kedvelt jatékot dolgoztam fel.

Lathattuk, hogy a Craps, ami egy igen egyszer(i kockajaték, igen egyszeri matematikai
hattérrel rendelkezik. A két kockaval valé dobas kimenetelei végesek, valdszinliségeik
egyszerliek és a nyeremények varhaté értéke is igen konnyen kiszamolhato. ezaltal a
szerencsére kevésbé hagyatkozva, nyereségesebb jatékot jatszhatunk. Ebben a jatékban
vannak a legjobb nyerési esélyeink, habar a haz el6nye egyik jatékban sem kiizdhetd le

teljesen.

Igy van ez a Blackjackban is, ami szintén egyszer(i és kedvelt a gyakorlott és az
alkalmi szerencsejatékosok korében is. A Crapssel szemben viszont bonyolultabb és
kevésbé atlathaté matematika all mogotte. Nem szamolhaté olyan konnyedén és gyorsan
végig, iddigényes és nehézkes meghatdrozni, mi a legmegfelelébb 1épés bizonyos
kartyaallasok soran. A legtobb, ezzel a jatékkal foglalkozé szakirodalom és internetes
oldal is csak szimulaciokra alapul6 valészinliségekkel indokolja az ajanlott 1épéseket. A
feldolgozott cikk és az egyetemi hattérismeretek alapjan a 4.2-es fejezetben az alapvetd

huzasi stratégia valoszinliségeit mutattam be.

A kaszinok el6nyét letornazni nem csak matematikai szamitdsokkal tudjuk. A
lapszamolas szintén népszerli téma a hollywoodi filmekben. Taldlkozhattunk vele az
Eséemberben, a Mdsnaposokban és a 21 - Las Vegas ostroma cim filmben is. A 4.3-as
fejezetben az egyik legnépszeritibb ilyen rendszer bemutatdsaval foglalkoztam. A
lapszadmolas lényege nem az, hogy a pontos lapokat tartjuk fejben. Egyszer(ibb egy
logikai rendszer alapjan értékeket rendelni a lapokhoz és az 6sszegeket figyelembe véve
varni a kovetkez6 huzas eredményét. Mint lathattuk, a Hi-Lo rendszerben az alacsony
lapok +1-gyel, a magasak -1-gyel szamolanddk, igy minél nagyobb a kiment lapok
Osszege, annal tobb magas lap van jatékban, ami szintén beleszamit az esélyek

latolgatasaba.

A kaszinojatékok és a matematikat tartalmazé filmek pedagogiai szempontbol
hasznosnak mondhatoéak, kozelebb hozhatjak a fiatalokat ehhez a tudomanyteriilethez.
Mindazonaltal, a mozifilmekben megjelen6 matematikai tartalom nem mindig
megbizhatd, néha csak latvanyelem. Mind az egyetemen, mind az alsébb szintd

iskolakban érdemes lehet bemutatni ezeket a megfeleld elemzés utan.
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