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Koszonetnyilvanitas

Ezuton szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Hermann Péternek,
aki mindig segitette tanacsaival munkamat, ha kérdésem volt mindig szivesen
fogadott.

1. Bevezetés

Kvaterniokrol William Rowan Hamilton irt el6szor.

Hamilton igy emlékezett az egyik, fidhoz irott levélben, amelyet a kor szoka-
sos kissé dagélyos stilusdban vetett papirra:

Oktdber 16-odik napja volt, eqy hétféi nap, az Ir Kirdlyi Akadémia Tandcsa
tlésének napja, ahol nekem kellett elndkdlnom. Anydddal egyiitt indultam oda
a Kirdlyi csatorna mentén: bdr beszélt hozzdm valamit, egydltaldn nem fog-
tam fel, amit mond, mert a tudatomban valami derengeni kezdett. Viratlanul
mintha zdrult volna egy dramkér: fellobbant egy szikra, amely bevilagitotta sok
hosszi év eqy tranyba forditott gondolatait, az én - vagy ha gy alakul, akkor
masok munkdjdt, ha még elegendd tudatos élet adatik meg nekem, hogy tdjé-
koztassam a vildgot felfedezésemrdl. Nem tudtam lekiizdeni magamban azt a
vdgyat, hogy késsel a hid puha kovébe véssem az i, j, k szimbolumok kozotti
alapvetd osszefiiggéseket:

2= 2=k =ijk =1

amely megoldotta a problémdt, persze a felirat régen lekopott. De sokkal tar-
tosabb feljeqyzés maradt errdl a naprol az Akadémiar Tandcs Feljegyzések:
Konyvében, ahol feljeqyezték, hogy engedélyt kértem és kaptam arra, hogy a
szakosztdly elsd tlésén eldaddst tartsak a kvaternickrol. Az elGaddst meg is
tartottam a kovetkezd honap november 13-adik napjdan, hétfon.

Az egyetemi tananyagban a kvaterniok teste elsGsorban érdekes és egyedi
példaként szerepel (mint az egyetlen nem kommutativ test, ami a valos test
folott véges dimenzids). A dolgozatban a kvaterniok alkalmazasara szeret-
nék példat mutatni, elsGsorban a geometridban a térbeli forgatasok elegans
leirasaval.



2. Elméleti attekintés

2.1. Kvaterniok

A kvaterniok a komplex szamok 4 dimenziéra valo kiterjesztése.

Definicié: ¢ = a+ bi + c¢j + dk alakt formélis kifejezésekbdl, az tgynevezett
kvaterniokbol all, ahol a, b, ¢, d valés szamok, i,j,k pedig a Q kvaterniécsoport
elemei.

2.1.1. Kvaternié tulajdonsagok:
e ( kondjugaltja : ¢ =a — bi — cj — dk
konjugalas tulajdonsagai:
- @ = q , a konjugalt konjugaltja az eredeti kvaternio

-1+ @p=q+¢és )x_q = \-q, VA € R esetén, vagyis a konjugalas
linearis leképezés R f6l6tt

— Q=0 ¢
e gnormija: N,=qq=a*+0"+*+d*
e kvaterni6 valos része: Req = a

e kvaternio képzetes része: Imqg = bi + ¢j + dk

Img

e a q kvaterni6 képzetes részéhez tartozo egységvektor ¢ = N(Tmg)

e inverz ¢! = -
q

e trigonometrikus alak : ¢ = /N, (cosf + ¢sind)

ahol
cos = —2
N
és
sinf = Yb2+c2+d?

vV Ny
N, =1 esetén egység kvaterniorol beszéliink.

e exponencialis alak: ¢ = N, - e?



e Kvaterniok szorzésa nem kommutativ: példaul ij # ji

®
© 0

Q|1 i j k | -1] -] - |-k
1| L || g | k| —-1]—=i|—j]—k
i 0 |1 k|5 —=i] 1] k|
i1 k[ =1 |- k| 1]—i
Szorzastablazat: | k k| g3 | —i|—-1|—-k|—7] 1 1
1| 1] =i | —k| 1] i3]k
A= | 1 | =k g v | 1| k | —J
-j | =y 1 | =i | 7 | =k |—=1| 1
k| —k|—5| i 1 k R !

2.1.2. Miiveletek kvaternitkkal

o Osszeadas:
¢+ g2 = (a1 + bii + 17 + dik) + (ag + bai + coj + dok) = (a1 + a2) +
(bl + bz)Z + (Cl + Cg)j + (d1 + dg)k)

Legyen S(q) a q kvaternié valos része, V(q) pedig a képzetes része. Tehat
q=5(q)+Vi(a).

e Szorzas:

g2 = (S(q1) +V(q1))(S(g2) + V(ge)) =
S(q1)S(g2) + V(q1)S(g2) + S(a)V(g2) + V(q1)V(g2)

a képzetes részek egymaéssal valo szorzasa a szorzastablazat alapjan
torténik.

e Skalaris szorzéas:

Ny =4qq = (S(q) +V(9)(S(q) = V(g)) = S*(q) + V(9)V(q) =
S?(q) + Nv(q)

Ezek alapjan definidlhatd két kvaternio skalaris szorzata. Tehat bels6
szorzatként definialjuk : < p,q >= S(pq)



A skalaris szorzattol megkovetelt alaptulajdonsagok egyszertien belat-
hatok:

<p,q>= S(pq) = S(pq) = S(qp) =< q,p >
- <p,q+r>=8plqg+r)=5Spg+pr)=<pq>+<pr>
—a€eR, a<pg>=<ap,q>=<p,aq>

<p,p>= S(pp) = N, > 0; csak akkor egyenld, ha p = 0.
A bels6 szorzatnak megfelelGen a p és q kvaternidk kozti szog :

_ _ S®»3)
COS\ = —(—=—2

/Npr/Ny
e Vektorialis szorzat:

Felidézziik a mar ismert vektorialis szorzatot, és megprobaljuk kvater-
niok segitségével kifejezni, ami a kévetkezGképpen fog kinézni:

ik
b1 (&1 d1 = (CldQ — dlcg)i — (bldg — dlbg)] + (b1C2 — Clbg)k’
bg Co dg
Tehat
p X q= (c1dy — dica)i+ (diby — bida)j + (bica — c1b2)k

Mondjuk p-t és g-t egymasra merdlegesnek, ha S(pg) = 0 és pdrhuzamosnak,
ha V(pgq) = 0. Egy tetszéleges kvaternio esetén a valos rész és a vektor rész
merdlegesek egymasra:

A skalar illetve a vektor rész konjugaltjat az alabbi modon irjuk fel:

S(g) =51 es V(g = 52
Ekkor
S(S(p)V(p)) = 15((p+p)(p—p)) = 2S(P — pp)

tovabba felhasznélva, hogy S(pp) = S(pp)

LS(pp — pp) = 2(pp — pp + PP — pp]) = 2 (PP — pp + pp — PP) = 0

Vagyis a skalar és vektor rész tényleg merélegesek egymasra, a fent definialt
modon.



2.1.3. Tisztan képzetes kvaternidok

Mivel dolgozatom soran szamos helyen el6fordulnak tisztan képzetes kvater-
niok, igy ezekre kiilon megnéziink néhany tulajdonsagot. Tisztan képzetes
kvaterniok azok, ahol a valos rész 0. Ezeknek a kvaternioknak a halmaza hé-
rom dimenzios vektortér, melynek bazisa {, 7, k}. Ezért legfontosabb hasz-
nuk, hogy tisztan képzetes kvaterniokkal leirhaté a haromdimenziés vektor-
tér.

e Vektoridlis szorzat:
Vezessiink be egy [A,B] = A- B — B - A kommutétort, ami megmu-
tatja, hogy az A és a B elemek felcserélheték-e. Ha ez az érték 0 a
két elem felcserélhets. A kommutator segitségével a vektoridlis szorzat
egyszertien megadhato, p és q kvaterniok képzetes részének vektorialis
szorzata a két kvaterni6 kommutatoranak kétszerese:

V(p) x V(q) = B51E :@

ugyanis

p-q = (—=biba—cico—dydy)+(crdy—dyca)i+ (diba—bidy) j+ (bica—c1bo) K
q-p = (—biba—cico—dydy)+(dicy—crdz )i+ (bidy—diba) j+(c1ba—bica) k

tehét
pra—q-p=2-((crc = dico)i+ (diby — bidy)j + (brcs — cxbo)k)
e p és q legyenek tisztan képzetes kvaterniok, akkor

P7 = (bii + c1j + dik) (boi + caj + dok) =
= —b1by + bycok — bydyg — 109 — c1bok + c1doi — dydy + dibyj — dicoi =

= —(ble+C162+d1d2>+ ((Cldg—dlcg)i+(d1b2—bld2>j+(b102—01b2)l{3) =
=77+ X7

Vagyis a tisztdn képzetes kvaterniok szorzata a két vektor skalaris szor-
zatanak (—1)-szeresébdl és vektorialis szorzatabol all Gssze.

o Négyzetiik valos és nem pozitiv.

() = (bi + ¢j + dk)(bi + cj + dk) =
—b? + bck — bdj — cbk — ¢ + cdi + dbj — dci — d* = —(b* + ¢* + d?)



2.2. Forgatasok

A kvaterniok segitségével konnyen leirhatok a forgatasok 3 és 4 dimenzidban.
Forgatésok alatt értem: sikban a pont koriili forgatast és térben a tengely
koriili forgatast, majd felidézem a forgatasok jellemzéit.

Minden forgatas egybevigosag, tehat tavolsagtarto és ebbdl kdvetkezGen szog-
tarto.

Pont koriili forgatas: Pont koriili forgatasnal adott a sikban egy pont,
a forgatas kozéppontja és adott egy elGjeles szog, amely a forgatas mértékét
és iranyat adja meg.

Fontosabb tulajdonsagai:

e Ha a forgatas szoge a teljes szog barmely tobhszorosétdl eltérd mértéki,
akkor egyetlen fix pont van , a forgatas kozéppontja.Ha a forgatés szoge
a teljes szog t6bbszorose, akkor a sik minden pontja fixpont.

e A pont koriili forgatés iranytarto.

e A pont koriili forgatas az egyenest olyan egyenesbe viszi at, amely az
eredeti egyenessel a forgatas szogével megegyez6 szoget zar be.

Egyenes koriili forgatas a térben: Adott egy térbeli L egyenes és «
sz0g. Az L koriili a szogi elforgatas barmely L-re meréleges S sikban az
LN S metszéspont koriili « szogi forgatas, mégpedig minden merdleges sik-
ban ugyanabban az iranyban.

2.3. Linearis transzformaciok

Tovabba sziikséges idézni a mar tanult linearis transzformaciokat is.
Definicié: T test, az A : T" — T™ fliggvény linearis transzformacié, ha
Yo, w € T™ vektorra és A skalarra teljesiil, hogy

Alv+w) = A(v) + A(w)
A(A\v) = AA(v)

Tehat tetszéleges A linearis transzformacio dsszegtarté és skalarszoros tarto.
Matrixokkal reprezentélhatoak a linearis transzforméciok, igy a forgatasok
is.



2.3.1. Linearis transzformacié matrixa

Nézziik meg, hogyan lehetséges a matrixokkal valé reprezentalds. Legyen
A T? — T? lineéris transzformacio. Ha

i (1) (1) - e 1) - 28]

Tehat megmutattuk, hogy ez a reprezentacié nem lehet més mint 2 X 2-es
matrixal torténd balrdl valo szorzas. Tehat:

A T _|la c||x|  |ax+cy
yl | |b d||y| |bx+dy
2.4. Forgatasok reprezentilasa matrixokkal

Ezek utdn nézziik, hogy a mar felidézett forgatasoknak milyen métrixok fe-
lelnek meg.

A sik O origo koriili o szoggel valo elforgatasa a siknak az a transzformacioja,
amelynél az O pont 6nmagara képzdédik le. Az (x,y) koordinataju P pont az
(x1,y1) koordinatajo Py pontra képzidik le, ahol

T1 =2Tcosa —ysina
Y1 = Trsina + Yy cos o

Sikban az origd koriili o szogi elforgatas matrixa:

_ |cosa —sina
~ |sina cosa

Térben egy adott tengely koriili forgatasok az alabbi matrixokkal irhatok le.
Példaul: x-tengely koriili o szogii forgatds métrixa:

1 0 0
M,= 1|0 cosa —sina
0 sina cosa

y-tengely koriili a sz6gii forgatas métrixa:

cosae 0 —sina
M, = 0 1 0
sinae 0 cos«



z-tengely koriili v sz6gi forgatas métrixa:

cosae —sina 0
M, = |sinaa cosa O
0 0 1

a fenti métrixokban az « sz0g az 6ramutato jarasaval ellentétes irdnyu szog.
Ezeket a forgatasokat fogjuk a kvaterniokkal reprezentalni.

2.5. Reprezentilas kvaternidokkal

A forgatasokat erre alkalmas kvaterniokkal valo szorzasként szeretnénk meg-
adni. Mivel a kvaterniok tulajdonsaganal lattuk, hogy szorzasuk nem kom-
mutativ igy jobb és bal oldalrél val6 szorzas megadaséara kiilon leképezéseket
kell megadnunk. Rogzitsiink le egy q egység hosszi kvaterniot és erre nézziik
az alabbi transzformaciokat.

Legyen a g-val valo bal oldalrol val6 szorzas :

Py qr
a g-val jobb oldalrol valo szorzéas pedig :
P x— xq

ahol x tetsz6leges .

Megmutatjuk, hogy ezek a ¢y, és ¢r leképezések 1 determinansi ortogonalis
transzforméacioknak felelnek meg. ElGszor is azt kell megmutatni, hogy a
leképezések egybevagosagok:

2.5.1. A &, leképezés tulajdonsagai

Hossztartas
Legyen = € Q (q az el6z6ekben rogzitett kvaternié amir6l tudjuk, hogy
N, =1). Akkor

Ny = N,N, = N,

Tehat a kvaterniokon értelmezett @, leképezés hossztarto.

Szogtartas

Legyen x,y € Q és X az x és y altal bezart szo0g, aminek a nagysagat definicio
szerint cos A\-val adhatunk meg, ekkor

_ _ S(=m)
COS)\_\/NT\/E'
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A ¢-val valo szorzés utan qx és qy altal bezart sz6g A, ahol

cos N — S(qz(qy)) S(qzyq) S(yagz)  __ _ Nq¢S(yz)
VNazA/Nay — A/NaVNay/Noy/Ny Nq\/Nm/N,, NoVNey/Ny
S(zy)

Wz—\/N_y = CoS A
Tehat cos N = cos A vagyis a leképezés szOgtarto, mivel a cos A egyértelmtien
meghatarozza a kdzrezart sz0g nagysagat.

Ez a két tulajdonsig egyiitt bizonyitja, hogy a leképezés egybevagosag. A
bizonyitas a ®p leképezésekre hasonloan miikodik.

2.5.2. A &, és Pi transzformacidk reprezentalasa matrixokkal

Mivel ezek nyilvan val6an lineéris transzformaciok, ezért a ¢r és ¢, leképe-
zések esetén nezhetjuk az 1,1, j és k képét:
Jelolje ¢ = a4+ bi 4 ¢j + ka rogzitett kvaterniot.

@L(l)—a+bz+03+dk
gy g)z—b—l—aH—d]—ck
() = —c—dz—l—aj—l—bk
O, (k) = —d+ci — bj + ak

Jobbrol vald szorzés esetén:

Dp(l) =a+bi+cj +dk
(I)R(i):—b+a§ dj'%—cl%
Dr(j) = —c+dz+aj—bk
Sp(k) = —d—ci+bj + ak

Alkalmazzuk a szokasos megfeleltetéseket:
1=(1,0,0,0),z = (0,1,0,0),7 = (0,0, 1,0),1% = (0,0,0,1)

Ezeket felhasznalva a ®; és Pp linearis transzformaciok méatrix reprezenté-
cioi:

a —b —c —d
b a —-d c
Ao, = c d a —b
d —c b a

11



és hasonldan

a —b —c —d
b a d —c
Aoy = c —d a b
d ¢ =b a

Vegyiik észre, hogy az A, és Ag, matrixok ortogonalisak, ami azt jelenti,
hogy

Ag, Ay, =1

Ag Ay, =1
,ahol I az egységmatrix, tovabba det(Ag,) = 1, det(Ag,) = 1. Tehat az
(Ag,) és az (Ag,) matrixok elemei az SO(4)-nek azaz az 1 determinansi,
4 x 4-es ortogonalis matrixokbol 4ll6 csoportnak.

2.5.3. Forgasszog meghatarozasa

Legyen w az x és a gqx kvaterniok kozotti szog, ahol ¢ = cos 0+ ¢sinf. Ekkor:

S(x(qx S(x(zq S(q S
\/NLI(\(I/%:N(I\(/%: \/(%: \/(%:S(q):cosﬁ
Tehat az w sz0g nagysaga megegyezik a 0 szog nagysagaval, vagyis a szog
csak ¢-tol fligg. Ebben az értelemben beszélhetiink forgatasrol, amikor az x
és a képe altal bezart szog allando és ez az w szog lesz a forgatas szoge.

COSW =

3. Forgatasok a négydimenziés térben

Nézziik meg, hogy mely forgatédsokat kapunk meg ezen a moédon. Mint ahogy
mér fentebb is definidltuk, vessziik a

q = cost + gsinf

egységkvaterniot (tehat N, = 1) és legyen x egy tetszéleges kvaternio. Al-
kalmazzuk a @, transzforméciot az x és g kvaternidkra:

qr = xcosf + (Gz)sinb
és
q(¢r) = qr cosf — xsin b

Vezessiik be az x1 = ¢x jelolést. Az igy kapott x; és az x kvaterniok mergle-
gesek egymasra , mivel:

S(zqz) = S(~2zq) = —225(4) =0

12



Tehat azt kaptuk hogy az = és x; altal kifeszitett sik invaridns a transz-
forméacioéra, mivel

qr = xcost + xysind
illetve
qr1 = —xsinf + x1 cos 6.

Matrix alakba felirva:

cosa  sin«
—sina  cos«

vagyis az x és xp altal kifeszitett sikra valé megszoritasa 6 szoggel pozitiv
irdnyba torténd forgatas.

A &g transzformécio alkalmazasaval pedig a kovetkez6 eredményeket kapjuk:
Hasonléan bevezetjiik a xo = xq jeldlést. Ekkor

xq = xcost + xosinf
és
Toq = —xsinf + x5 cos

Tehat itt megkaptuk hogy az z és x altal kifeszitett sikban valo forgatast 6
szoggel negativ irdnyba.

Mivel lattuk, hogy az x és x; altal kifeszitett sik invaridns a ¢, transzformaciora-
ami ortogonéalis- igy a sik merd6leges kiegészit6 sikja is invarians lesz a ¢p-re
nézve.

3.1. Speciilis esetek

Nézziik meg a kovetkezd esetet:
Valasszuk tetszoleges kvaternionak az x = 1-et, akkor kapjuk , hogy z; = ¢.
Ebben az esetben a fenti kiszamolt eredmények a kovetkezdk lesznek:

®; transzformacidval:
ql = cosf + ¢sind
és

qq = —sinf + gcosf

13



fgy megkaptuk az 1 és ¢ elemek altal kifeszitett sikban valo pozitiv iranyba
forgatast 6 szoggel.

®&p transzformacioval:
1lg = cosf + ¢sinf
és
Ggq = —sinf + g cos¥,

ami pedig a negativ irAnyba torténd forgatas 6 szoggel az 1 és ¢ elemek altal
meghatarozott sikban.

Nézziik a 0, w, q tisztan képzetes kvaterniokat, melyek paronként merslegesek
egymasra és jobbrendszert alkotnak. Ekkor nyilvan a skalar-szorzatok:

v-w=0,0-¢q=0,w-¢4=0
a vektorialis szorzatok pedig:

=w

S>

UXW=q,wWXq=10,qX

Most valasszuk az z-et 0-nak. Ebben az esetben a transzformaciokkal a ko-
vetkezGket kapjuk :

& transzformacioval:
r1=q0=qXxX0=w,igy
qu = vcost + qusin = v cosf + wsin O
és
quw = wcosf + quw sinf = —vsin O + w cos O

Igy megkaptuk a 0 és @ tisztan képzetes kvaterniok altal meghatarozott sik-
ban val6 pozitiv irdnyu forgatast 6 szoggel.

® i transzformacioval:
To =00 =10 X q=—w, igy

vq = v cosf + vGsinf = v cosh — wsin b
és
wq = wcosh + wqsinf = vsin @ + w cos
amivel megkaptuk a negativ iranyu 6 szoggel torténd forgatast a v és w altal

meghatarozott sikban.

14



4. Forgatasok a hdAromdimenziés térben

Lattuk, hogy a ®p és &, transzformaciok forgatasok. A két forgatast egye-
sitve megkaphatjuk a grq~! miveletet. Ez az j transzformacio 20 szoggel
forgat a ¢ tengely koriil tisztan képzetes kvaterniokat. Ugyanis tisztan képze-
tes kvaterniokra alkalmazva a transzformaéciot, szintén tisztéan képzetes kva-
terniot kapunk. Ezt majd a kévetkezGkben bizonyitani is fogjuk.
Definialjuk a kovetkez6 transzforméaciot, amir6l be szeretnénk latni, hogy
alkalmazva a 3 dimenzi6s térben, forgatast kapunk:

¢q(z) = qrq~"
ahol:
x = v/N,(cos ¢ + Tsin @)
q = cosf + ¢sinf ugyanis N, =1
22 =—-1¢6s¢*>=—1

Szeretnénk megmutatni, hogy ez a transzforméacioé az x vektor részének 26
szOggel torténd forgatasa a g vektor része (valojaban ¢) koriil.

4.1. Forgastengely meghatarozasa

Ehhez el6szor megnézziik hogy a ¢, leképezés fixen hagyja-e V(q) -t azaz a
q képzetes részét:

¢6(V(9)) = qV(g)g™" = (S(a) + V(2)V (Q)[N%Z( (@) = V(g)] =
v (S(@) + V(9)[S(@)V(g) = V(a)V(9)] =

v (S(@) + V(@)[S(@)V(a) = V() V()] = dla'V(a)] = V(q)
)-t

Tehat mivel V' (¢)-t fixen hagyja, igy ez kell, hogy legyen a forgatas tengelye.

4.2. Bizonyitas a 4-dimenzids forgatasok segitségével

Az eddig leirtak tudatdban, a 3-dimenziés forgatas bizonyitésa egyszertien
torténik.
Az x pontosan akkor képzetes kvaternio ha

T = —x.

Tehat, elég a transzforméaciora ezt megmutatni:

qrq~' = qrq = qTq = qTq = —qTq = —qrq = —qrq .

Igy bebizonyosodott , hogy a = +— gzg~" transzformécié 3-dimenziés forga-
tasa x vektor részének 20 szoggel q vektor része koriil. Tehét sikeriilt minden
3-dimenzios forgatast igy elGallitani.
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5. Tiukrozések

Megmutatjuk, hogy a forgatas 2 merdleges sikra valo tiikrozéssel elGallithato.
Sikbeli forgatasokrol tudjuk, hogy elGallnak két egymas uténi tiikrézésbol.
Val¢jaban, minden 3-dimenzids forgatas felbonthaté 2 sikra valo tiikrozésre,
ahol a sikok metszésvonala a forgatas tengely. A forgatas szoge pedig a két
sik altal bezart szog kétszerese lesz.

Legyen ¢ a forgastengely és w egy vektor. A w vektor 0 szogi elforgatotjak
q koriil, az alabbi médon irhatjuk fel:

wr = quq

ahol ¢ = cosg + ¢sin g. A két sik legyen d és d' a hozzajuk tartozoé normal
vektorok pedig n és n’. A két sik metszésvonala pedig a ¢ altal meghatéarozott
egyenes. Fkkor

nXxn=4qgsinf ésn-n=cosf

ha a két sik 8 szoget zar be egymaéssal.
Tiikrozziik w-t a d sikra, ekkor kapjuk, hogy

majd w'-t tiikrozzik a d' sikra:

w” = 7n'(hwn)n’ = ('n)w(nn')

A kvaterni6 tulajdonsagokat alkalmazva:

n=-n-n"+nxn =-—cosf+ sinp
n=-n"-n+n"xn=-—cosf —gsinp

De mivel
(')t = (—cos B — gsinB)~! = (—cos § + ¢sin 3) = nn/

Ezért

1

7

w” = (WA)w(A'R)"

Ha g = g akkor w” = wg ami bizonyitja az allitast.
Legyen ¢ egy leképezés a w tisztan képzetes kvaternion:

¢: R’ = R® ¢(w) = qug™*

N, =1 és R® bézisa {2,3,/%}
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Legyen ¢ = a + bi 4 ¢j + dk ekkor

~

$(i) = i(a® + b* — & — d?) + j(2ad + 2bc) + k(2bd — 2ac)
¢(7) = 1(—=2ad + 2bc) + j(a® + & = b* — &%) + k(2ad + 2cd)
d(k) = i(2ac + 2bd) + j(2¢d — 2ab) + k(a* + d*> — V* — ¢?)

tehat a leképezést az alabbi métrixszal reprezentalhatjuk:

a’> 4+ b — 2 —d? —2ad + 2bc 2ac + 2bd
M = 2ad + 2bc a?+c—b—d? 2¢d — 2ab
2bd — 2ac 2ad + 2cd a?+d>—-1v -

Konnyt ellendrizni, hogy az M matrix ortogonalis: MM =T és detM = 1.
Tehét a ¢(w) = quwqg™" linearis leképezés forgatast ad R*-ban.
Mésrészrél, ha a linearis leképezés

0:R*— R® 0(w) = quwq

akkor a leképezés matrix reprezentacija

b+ +a? —2bc —2bd
N = —2be -2+ b+ d? —2cd
—2bd —2cd —d* + 0>+ 2
Itt az N matrix szintén ortogonalis, viszont detN = —1, tehat tiikrozésrol

van sz6, mégpedig w tiikrozése a ¢ normalvektora sikra.

6. Alkalmazasok

Mint azt ahogy azt mar korabban leirtam a kvaterniok alkalmasak a forga-
tasok leirasara. Ezért szamos helyen alkalmazzék.

6.1. Geometriaban

Azt mér az el6z6ekben lattuk, hogy az origon atmend tengelyt 3-dimenzios
forgatasok mindegyike elall az x +— qug~! transzformacioval. Hasonloan
teljesiil nem origon atmend forgéas tengely esetén is, tehat minden esetben.
Most ezt szeretném megmutatni.
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Legyen ¢ egy altaldnos egységkvaternio, = tetsz6leges vektor, amit for-
gatni szeretnénk. Ekkor a kovetkezs fiiggvény adja meg a forgatast:

z—qlz+e)gt—e

ahol e egy vektor, melynek segitségével a forgastengelyt és a forgatni kivant
vektort az origoba toljuk, majd a forgatas utan visszatoljuk. Az igy kapott
miivelet szintén forgatas:

gz +e)gt—e=qrqg '+ (qeqg ' —€)

mivel az geq~! — e vektor nem fiigg az z-t6l, igy helyettesithetjiik egy v
vektorral. Igy a forgatas dltalanos alakja 3-dimenziés forgatasok esetén:

T qrg v

Ezek utan megnézhetjiik, hogy két (altalanos helyzeti) egyenes esetén, az
egyik egyenes koriili forgatds, majd a mésik egyenes koriili forgatas egyiitt
forgatast ad-e. Legyen ¢; és ¢ tengely koriili forgatés, vy, vy vektorok, ekkor
a két forgatas egymasutanja:

Q2(Q1$Qf1 + 112)(51 +v1 = (@2q1)x(geqn) "t + Qszqgl + vy

mivel gouaqy’ + vy fiiggetlen x-t6] igy helyettesithetjiik egy w vektorral.
Vagyis ekkor is forgatast kapunk, melynek alakja:

(CIQQ1)9€(Q2Q1)_1 +w

Ennek bizonyitasa kvaterniokkal egyszerd, geometriai Gton viszont nehezeb-
ben mutathato meg.

Nézziink meg példakat kvaterniokkal vald forgatasokra:
Elsé példa

Forgassuk el a koordindta-rendszert z-tengely koriil —60°-kal. Hatarozzuk
meg a P(2,3,—4) pont koordinatait az j rendszerben.

Megoldas matrixszal

sin(—60°) = —sin 60° = —*2
1B g\ /2 14 38
4 ] o) s )= (-va s
0 0 1 —4 —4



Megoldas kvaterniokkal

q = cos 30° — k - sin 30° —%4— V3L
x =21+ 3] —4k

grg~t = (% %k) 2 + 35 — 4k) (%—i )
ﬁk)(2¢+3j—4k):fz+— — 2Bk — j+ 3 — 2
( 2+2f+3z+3f2 2\/_k>< >:—\/§—k+%§z’—
2/842 5 4 9035 4 8B 3k 4 /3 = ( 2)i— (V3+3)j - 4k

P = (1+¥,—¢§+§,—4)
Masodik példa
Hatarozzuk meg azt a forgatéast, amely az alabbi két forgatas egymaés utani
elvégzésével keletkezik:

Ry: x-tengely koriili 90°-os forgatas
Ry: z-tengely koriili 45°-0s forgatas

Megoldasa

Ry :qy = cos45° + i sin 45°
Ry : qgo = cos22.5° + k sin 22.5°
RyRy 1 q2q1 = (cos22. 57 + k sin 22. 5°)(cos 45° + i sin 45°) =
cos 45°(cos 22.5° 4 1 cos 22.5° + 7 sin 22.5° 4 k sin 22.5°

Mivel ¢ és gy kvaternidk egység hossztuak és azt is tudjuk, hogy
(21 = €os ¢ + nsin ¢

ezek alapjan a ¢ szog meghatarozhaté a szogfiiggvények segitségével:

o o__ f+1
cos ¢ = cos 22.5° cos 45 < 7 )

sin ¢ = \/l 1+sin222.5°> :l\/<3_¢%>
tan ¢ = = V7 —4v2 ¢ = 49.210°

Innen kovetkezik, hogy a forgatés szoge 2¢p = 98.42°, a forgatas tengelye
pedig

(1,\/5—1,\/5—1)
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6.1.1. Origén dtmend tetszSleges tengely koriili forgatas

Ac= <01,02,02> egységvektor altal meghatarozott tengely koriili v szogi
forgatas métrixat az alabbi modon adhatjuk meg:
p+qd  goicatres qeies +res

Qe,y) = |qeica+res  p+qc3  qeacs —ra
qcic3 — rcy  qcacs + ey P+ ch

ahol p =cos~vy,q=1—p, r =sin~.
Jelolje T'r(Q) a féatloban 1évé elemek Gsszegét, ekkor

Tr(Q) =1+ 2cos~.

A matrix és a forgasszog ismeretében a c forgastengely meghatarozhaté az
alabbi médon, ha 0 <y <7

1 (32 — Q23
C2| = ﬁ Q13 — @
C3 Q21 — Q12
Harmadik példa
2 -1 =2
Legyen A = |2 2 1 |! Bizonyitsuk be, hogy A = «oF, ahol a valés
1 -2 2

szam, I’ pedig egy valodi forgatast reprezentald matrix! Keressiik meg, hogy
mely tengely koriil, és mekkora szoggel forgat az F matrix!

Megoldas

Vélasszuk a-t 3-nak, ekkor a kapott [ méatrix:

Wl

_2
3

(SN ESI U [N)
Wl

Wi
wNow |

Innen a forgasszog meghatarozhato:
2 =1+ 2cosy vagyis cosy = %

tehat a forgatas szoge: v = 60°.
Az F matrix és a forgasszog ismeretében meghatarozhaté a forgastengely:

2 1
C1 —3 7 3 —1
_ 1 _2_ 1) 1| _
2l =3E5 | 3 3] 1
C3 §+§ 1



Tehat az F' matrix 60°-os szoggel forgat a ( —-1,-1, 1) tengely koriil.
Negyedik példa

Legyen Fy az a = (1,1,1) vektorral megadott tengely koriili 120 fokos, Fj
pedig a b = (1,1, —1) vektorral megadott tengely koriili 60 fokos forgatas
operatora! Irjuk fel a forgasmatrixokat! Szamitsuk, ki, hogy az Fy = F\ Fy,
illetve F; = F5F; forgasméatrixok mely tengelyek koriili forgatnak, valamint
szamoljuk ki az ered&forgasszogek cosinusat!

Megoldas
00 1
Fr=1100
010
2 2 1
13 %
S O I
3 3 3
FlFQZ
00 1 2 2 1 -2 1 2
F=11 00 _31 2 _32 = 23 % i
- S O N WS B
010/ \-5 3 3 —3 3 3
ezek alapjan megkapjuk, hogy: Tr(F3) = —%, amibdl kovetkezik, hogy
cosy = —2
A forgastengely pedig:
1 L
C1 3 Vil
eol=—_11]=[-2%
2 2\/ﬁ ) \/lﬁ
C3 3 \/_171
FQFl:
2 2 1 2 1 2
£ £ 2 0 0 1 s 2z
Ff_?’lﬁ_?’z 10()*%_32_31
S U C\E o 3
-3 3 3/ \0 10 5 3 T3
ezek alapjan megkapjuk, hogy: Tr(F3) = —%, amibdl kovetkezik, hogy
5
cosy = —¢

21



A forgastengely pedig:

1 3
C1 ) 3 \/11*1
C3 3 \/_171
Megoldas kvaterniokkal
o~ (hohd)
V37 V3 V3
cos 60O = 5 és sin 60O = \/73

h— ( C1
RS f’ V3
cos 30° = X2 és sin 30° =
q2 = cos 30° + bsin 30° f +

5

2\[@+2\[j_2\[k
3= Q12 = (-+§i+§j+%k>(—+ﬁl+7j Q\f/f)

1 3; 1 V3
PRI A L N v L R S A v L B

V3 1.
il Tk fj_4\/§l+4¢§_2\/§+2¢52+2\/33+2fk
Ebbdl kévetkezik, hogy

43 4

cos ¢ = ﬁg tehat ¢ ~ 73.22° vagyis a forgasszog: 0 ~ 146.44° ami azt
jelenti, hogy cosf = —%

sin ¢-t felhasznalva a forgastengely: (\/Lﬁ, \/iﬁ, \%)
+

a1 =aa = (4 + 7gi+ Mj k) (g bt %k) -
f+f2+fj+f’f+4f IR
vty Lt Ve (s IZL\/—FL\/H"Q\/]_FL\/]C
Ebbdl kévetkezik, hogy
cos ¢ = f tehat ¢ ~ 73.22° vagyis a forgasszog 0 ~ 146.44° ami azt
jelenti, hogy cosf = _6

sin ¢-t felhasznalva a forgastengely: (\/iﬁ, ot V%)
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6.2. Fizikdban
6.2.1. Merev testek forgatasa

Merev testnek azt a testet nevezziik, amelyre tetszéleges koélcsonhatas soran
fennall, hogy kozben barmely két pontjanak tavolsiga allando. A klasszikus
mechanikaban, el6fordulé merev testek gyakran forognak egy adott tengely
koriil. Ilyen példaul a Fold tengelye koriili forgasa, fogaskerekek vagy orias-
kerék forgasa. Ezek leirasara alkalmasak az Euler-szogek. Nézziink meg egy
feladat megoldasat Fuler-szogekkel és kvaternio forgatassal is.

Euler szogek
Két, kozos origdji, derékszogi koordindta-rendszer egymashoz viszonyitott
helyzetét egyértelmiien jellemezhetjiik az Euler-féle szdgekkel.

N N
>N

V4

s

B

gt
A rogzitett koordinata-rendszert kis bettikkel (x, y, z), az elforgatott koordinata-
rendszert pedig nagy betiikkel (XY, 7Z) jeloljiik. Az zy és XY sikok met-

szésvonala a csomévonal, jelolése: N.
Az Euler-szogek:

e « az X tengely és az N csomdvonal kozotti szog
o 3 a7z tengely és a Z tengely kozotti szog
e v az X tengely és az N csomovonal kozotti szog

A forgatast megvalosité matrix:

cosae —sina O (1 0 0 cosy —siny 0
R=|sina cosa 0| [0 cosfB —sinf| |[siny cosy O
0 0 11 |0 sinf8 cosf 0 0 1



ahol a matrixok rendre z, N és Z tengelyek koriili forgatésokat jelolik.

Otodik példa
Legyen R,(Z) : R® — R® az x tengely koériili I szoggel torténs forgatas,
R, (% : R? — R3 az y tengely koriili 5 szoggel valo forgatas. Igazoljuk, hogy

Ro(3) - By(3) # By(3) - Ra(3)!

Megoldas

0 -1 0

Rm@(l 0 o)

0 0 1

00 -1

<>( )

1 0 0
0 -1 0 00 -1 0 -1 0
Rz(g)Ry(g): 1 0 0 (O 1 O) 0 0 -1
0 0 1 10 0 1 0 0
00 —1 0 -1 0 0 0 -1
R,(3)R(5)=10 1 0 1 0 0)]=1(1 0 O
1 0 0 0 0 1 0 -1 0

Hatodik példa

Azn = (O, %, \/T§> tengely koriil 60°-os szoggel forgassuk el az x = (1, 1, O)

pontban 1évén testet. Hatarozzuk meg, hova keriil.

Megoldas
1 0 0 cos60° —sin60° 0 1 0 0
0 cos30° sin30° sin60°  cos60° 0 0 cos30° —sin30° | =
0 —sin30° cos30° 0 0 1 0 sin30° cos30°
AN e WAL AN
0 ¥ 1 Vi1 0 ¥ _1| 3 5 V3
0 — 5/ N0 0 1/ N0 3 %5 —% 8 s
13 3\ &g _1
2 1 2 1
3 5 V3 1] = %
wvs 55 \o -V
4 8 8 8
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Kvaterniokkal

qrq ' = (%g + 37+ ‘fk> (i +J)<f ij - “Tgk)
3 3

1!

1

—1
3 _ 1. _ 31\ _ _ V8 3, 3
(T_ZJ_TIC)*_?"HGJ"‘wk 80—

al%

_|_

1

1

3 9, . 3/3 9. 3p 1. 3 _ 4 22, 2v/3p _ iny
16 T8+ 76 T el i vt At Tt T A ¥ 6 k= §/§

k
A kvantummechanikanak fontos matrixai a Pauli matrixok, amelyek tulaj-
donképpen kvaterniokat reprezentéljak, a dolgozatomban mutatott 4 x 4-es

maéatrixok helyett 2 x 2-es komplex elemii méatrixokkal.
Minden kvaterniohoz hozzarendelhets egy A(q) 2 x 2-es komplex matrix:

([ a+b cHdi
Alg) = <—c—i—di a—bi)

”|

6.2.2. Pauli matrixok

mivel

a+bi ctdi (10 i 0 0 1 0 i
(—c—i—dz’ a—bi>_a(0 1>+b<o —i)+c<—1 0)+d(i o>

Tehat a kvaterniokat lehetséges az U(2) matrixokkal abrazolni, ahol az egy-
ségek: I,0,,0y,0,, a 0; matrixok a Pauli matrixok. A Pauli-métrixok a
kvantummechanika fontos matrixai, ugyanis a skalarszorosai a spinoperato-
rok.

A kvaternio Osszefiiggéseikhez hasonlo Osszefiiggések itt is megadhatok:



Nem kommutativak:

Oy Oy — 00, = 210,
Oy 0, — 0,0y =210,
O, 0y — 0,0, = 210y

Pauli-méatrixok determinéansa:
deto; = —1

Pauli-matrixokkal forgatni is lehet, az alabbi médon:

PR ..
e 12”“:cosgl—zsm%a-n

ahol n a forgastengely iranyvektora R3-ban, o a forgasszog ami 0 és 47 ko-
zOttl értékeket vehet fel.

Tovabbé hasznaljak még a forgatasokat példaul térbeli mozgo objektumok
helyzetének leirasara mint példaul rhajo, repiilégép, a robotok iranyité-
saban, kameramozgasoknal vagy a geodézidban illetve a kartografidban is.
Ezeknél gyakran el6fordul, hogy a forgatas lefrasara kvaterniokat hasznalnak
a szamolasok egyszertisitésére.
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