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1. fejezet

Bevezetés

1.1. El8sz6

Szakdolgozatom alapjaul Lénart Istvan tanar ir Nem-euklideszi geometridk éraja
szolgélt, mely orak keretében elmélyiiltiink a gémbi geometridban. Egy 1j vildg nyilt
ki elttem, és nagyon érdekesnek taldltam. Ennek a vilagnak szeretném egy kis részét
részletesebben bemutatni.

Dolgozatomban a haromszogek stulypontjat veszem fokusz ala, meg fogjuk nézni,
hogy milyen hasonlésagok és kiilonbségek vannak a sikharomszogek és gobmbharom-
szogek esetében.

Ahhoz, hogy kicsit el tudjunk mélyiilni ezekben a gondolatokban, a masodik fe-
jezetben bevezetem a gombi geometridhoz sziikséges fogalmakat. Valamint az utolso
alfejezetben, mutatok egy masik interpretaciot. Ennek a lényege, hogy gémbi geo-
metriara mint 6nallé6 geometriara tekint. Nem hasznaljuk az euklideszi térgeometria
elemeit, ahhoz, hogy bevezessiik a gombi geometria alapfogalmait, hanem egy onal-
16 rendszer alapjait fektetjiik le. Az ehhez sziikséges ismereteimet a Nem-euklideszi
geometridk oran [2| szereztem, és ennek segitségével vezetem majd be itt is. Még
fontos megemliteni, hogy ezt a fejezetet, az utolso alfejezettdl eltekintve, az [1, o.
374-380] konyv alapjan épitettem fel. A harmadik fejezetben ratériink a dolgozat
téméjara, a stulypont-tétel bizonyitasara. A tételt haromféleképpen fogjuk belatni.
Minden alkalommal, ugyanazzal a méodszerrel bebizonyitom a gémboén és a sikon is
a tételt.

A negyedik fejezetben pedig a teriiletfelez6 vonalakkal és a teriiletfelez6k met-
széspontjaval foglalkozunk. Megvizsgaljuk, milyen hasonlésigokat és kiilénbségeket
mutatnak a sikharomszogek silyvonalai és silypontja a gédmbharomszogek stlyvo-
nalaival, teriiletfelez6 vonalaival, illetve a sdlyponttal és a teriiletfelez6k metszés-

pontjaval.



1. Bevezetés 1.2. Készonetnyilvanitas

1.2. KoOszonetnyilvanitas

Koszonet Lénart Istvan tanar Grnak, hogy egy 1j vildgot nyitott ki el6ttem, hogy
megmutatta, hogy méashogy is lehet tanitani, és nem utolsé sorban, hogy segitett e

szakdolgozat létrejottében.



2. fejezet

Gombharomszogtan

2.1. GOombi tavolsag

2.1.1. Definicié. Legyen adott a gombfeliilet két pontja, P és Q. Ha ezek a gomb

kézéppontjdval, O-val egy egyenesbe esnek, P-t és QQ-t atellenes pontoknak nevezziik.

Ha P és QQ nem dtellenes pontok, rajtuk keresztil csak egy fokdr hizhato, melyet az

OPQ sik a gombfeliileten kimetsz.

2.1.2. Definici6é. A fékior olyan gombi kér, melynek sugara megegyezik a gémb

sugardval.

Két nem atellenes pont tehat egyértelmiien meg-
hatéroz egy f6kort. E f6kornek a P és ) kozotti kiseb-
bik ivét a P és () pontok géombi tavolsaganak nevez-
zuk Két atellenes pont tavolsagan félfckorivet értiink.
A PQ iv hossza: PQ— rPOQ< ahol r a gdbmb sugara.

Ha ugyanazon gémb kiilénb6z6 pontjainak tavol-
sagat hasonlitjuk 0ssze, a gdmb sugarat egységnyinek
vehetjiik, igy a gdmbi tavolsdgokat szogekkel fejezhet-
jik ki. A gémbi tavolsagmeérés tekinthets euklideszi
értelemben vett szogmérésnek. A szogeket fokokban
vagy radianban is mérhetjiik.

A gombfeliileten a f6korivek jatsszak ugyanazt a
szerepet, mint sikban az egyenesek. Eltérés abban
van, hogy két f6kor egymast két (atellenes) pontban
metszi. Igy Gn. gombkétszog jon létre. A gombkeétszo-
geket hatéarold fél-fokoroket, a gombkétszog oldalai-

nak nevezziik. Ezeknek hossza 180°-kal egyenl6.

2.1. 4bra. [1]

2.2. 4bra. [1]



2. Gombhéaromszogtan 2.2. Gombhéaromszog

Két egymast metsz§ f6koriv altal bezart szogon
a meszéspontjukban hizott érintGk hajlasszogét ért-
jik. Ez a sz0g megegyezik a f6koriveket kimetszd két
sik altal bezart lapszoggel. Ennek a szognek a meg-
hatarozésa akkor valik egyértelmiivé, ha pl. a f6kor-

ivekenek adunk meg haladasi iranyt, és a sz6gon egy

olyan elforgatas nagysagat értjiik, mellyel az egyik
feékoriv, haladasi irdnyaval egyiitt dtmegy a masik
fokorivbe. (2.2)

A kozéppontban a f6kor sikjara merdleges egye-

2.3. dbra. [1]

nes a gombfeliileten két atellenes pontot metsz ki. Ezt a két pontot a f6kor polusainak
nevezziik, a f6kort pedig barmely polusa polarisanak. Az a polus, mely a f6koron
adott bejarasi értelemben haladva bal kéz irAnyaban fekszik, a bal oldali polus. Két
feékor altal bezart szog egyenlé a megfelels polusok altal bezart szdggel, azaz a po-

lusok gémbi tavolsagaval. (2.3)

2.2. Gombharomszog

2.2.1. Definicié. Egy hdroméld testszoglet (triéder), ha csicsa a gomb kozéppont-
ja, a gombfeliiletbél gobmbharomszoget vdg ki. A gombhdromszdget hatdrold fvek a
gombhdromszog oldalai, az tvek kézos pontjai a gombhdromszog csiucsai, az oldalak

altal bezdrt belsd szogek a gémbhdromszig szogei.

Most csak az Gn. Euler-féle gmbhéaromszogekkel
foglalkozunk, amelyekben minden oldal és szog ki-
sebb, mint 180°.

Az ABC gombharomszog oldalainak meghossza-
bitasai egymast a haromszogon kiviil fekvs A’, B’ és
C' pontokban metszik. A gombfeliiletet a harom f6-
kor nyolc gémbharomszogre osztja. A cstucsok atelle-
nes pontjai altal alkotott A’B’C’ haromszog az ABC

haromszog dtellenes hdromszoge. Az A'BC, AB'C,

2.4. &bra. [1]

ABC'" haromszogek, melyeknek egy-egy oldala kozos
az ABC haromszoggel, az ABC haromszog mellékhd-
romszogei. Az atellenes haromszogek megfelel§ oldalai és szogei egyenl6k, a mellék-
haromszog kozos oldalai és ezen oldalakkal szemkozt fekvd szogei egyenldk, a tobbi
oldalak és szégek egymast 180°-ra egészitik ki.

A gombharomszog minden oldalahoz két polus tartozik. Jarjuk be az oldalakat
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2. Gombhéaromszogtan 2.3. Gombi trigonometria

ABC A sorrendben, és vegyiik a baloldai pélusokat, melyek egy gdombharomszoget, az
eredeti gbmbhéaromszog poldarhdromszégét hatarozzak meg. Barmely gémbhéromszog
a sajat polarharomszogének a polarharomszoge. Igazolhato, hogy a polarhdromszo-
gek egyikének az oldalai a mésiknak a megfelel§ szogeit 180°-ra egészitik ki.

Egy gombharomszog két oldalanak 6sszege a harmadik oldalnal nagyobb.

A goémbi tavolsag a két pontot dsszekots rovidebbik f6korivnek felel meg.

A gombhéaromszog oldalainak Osszege kisebb 360°-nal.

Ha ezt a tételt a polarharomszog oldalaira alkalmazzuk, tgy kapjuk:
A gémbharomszog szogeinek 6sszege nagyobb 180°-nal (és kisebb 540°-nal). Ugyanis,
ha a, b, ¢ egy gombharomszog oldalai és o, [, v a szbgei, akkor a polargémbhé-
romszog oldalai 180° — «; 180° — 35 180° — ~; tehat ha a + b + ¢ < 360°, akkor
180° — av 4+ 180° — B 4 180° — v < 360°, vagy mas alakban:

a+pB+7 > 180° (2.1)

A gémbharomszogre, a sikharomszogekhez hasonléan, sok tételt irhatnank fel,
ezek koziil csak néhannyal foglalkozunk, amelyeket bizonyités nélkiil felhasznalunk.
(P1. itt is érvényes, hogy nagyobb oldallal szemkozt nagyobb szog fekszik és ennek

megforditasa.)

2.3. Gombi trigonometria

2.3.1. A derékszogii gombharomszog

Legyen az ABC'gombhéaromszogben v = 90°,
az a és b oldalak hegyesszogek. A gémbharom-
szog triederét egészitsiik ki az OA'B'C’ tetra-
éderré, egy olyan sikkal val6 metszéssel, mely
B’-ben merdéleges az OB'-re, igy az OB'C" sikra
is. A’B’ és B'C" mer6leges OB'-re. A'C" merdéle-
ges OC'-re, tehat az OB'A’; OC'A’; OB'C’ sik-

haromszogek derékszogiiek (a derékszogek a ko-

7éps6 betiik altal jelzett csucsoknal vannak). Az
OB'A’ haromszogben az A'B’ befogoval szem-

kozti szog a gombharomszog ¢ oldala, igy: 2.5. abra. [1]

2.3.1. Tétel (Gombhéaromszogtan Pitagorasz-tétele).

OB OB OC'
OA ~ 0C' OA

cos ¢ = = cosa-cosb (2.2)



2. Gombhéaromszogtan 2.3. Gombi trigonometria

Az 8—2: és a 8—3; aranyokat az OB'C’ és OC'A" derékszogli haromszogekbdl fe-
jeztiik ki. A kapott cosc = cosa - cosb képlet a derékszogii gombharomszog oldalai
kozott allapit meg Osszefiiggést, ezért a gombhdromszigtan Pitagorasz-tételének ne-
vezik.

Egy hegyesszog szinusza kifejezhets két oldal szinuszénak aranyaval.

AC'  AC' A'B sinb

inf = = : = 2.3
S0 = B T 04 OA  sine (2:3)
Hasonléan
sino = 81'na (2.4)
sin ¢
A szdg koszinuszara a kovetkez&t kapjuk:
B'C'" B'C' AB  tga
= = : = 2.5
CSP= 4B T 0B 0B e (25)
Hasonléan:
tgb
cosa = 22 (2.6)
tgc

Ha az a és b oldal nem hegyesszogiiek, akkor a mellékgémbharomszog oldalai mar
igen. Erre alkalmazva a kapott Osszefiiggéseket belathatjuk, hogy tompaszog esetén

is érvényben maradnak.

2.3.2. A gombharomszogtan szinusz-tétele

Legyen ABC' egy derékszoget nem tartalma-
z6 gdémbharomszog, igy OA nem merGleges az
OBC sikra. Az OA egyenesen at az OBC sik-
ra csak egy mer6leges sik fektethets. Ez a sik a
gombfeliileten kimetsz egy f6kort, mely atmegy
a-n, és messe a BC' oldalt D-ben. Az AD gém-
bi tavolsag az ABC' gémbharomszoget két de-
rékszogi gombharomszogre bontja (az ADC< és
ADB< derékszog). Az ABD és ACD derékszo-

gli gdmbharomszogben:

2.6. dbra. [1]

Az egyikbdl sin AD-t kifejezve és masikba helyettesitve sin 5 : siny = sinb : sinc
Osszefiiggést kapjuk. Ugyanigy sin« : sin f = sinasin b, vagy egyiitt a kettd:

6



2. Gombhéaromszogtan 2.3. Gombi trigonometria

2.3.2. Tétel (A gombharomszogtan szinusz tétele).
sina :sinf :siny =sina :sinb : sinc. (2.8)

A gombhdromszog szdégeinek szinuszai gy ardnylanak eqymdshoz, mint a szemben

fekvd oldalak szinuszai. Ez a gémbhdromszigtan szinusz tétele.

Ha adott két oldal és a nagyobbikkal szemkozti szog, tigy a szinusz-tétellel kisza-
mithaté a kisebbel szemkozti szog.

A megoldas soran a szog szinusza a szoget még nem hatarozza meg egyértelmien
hiszen sina = sin (180° — «). Ezért azt a szoget kell valasztani, amelyik esetében
teljesiilt a ,nagyobb oldallal szemben a nagyobb szog fekszik” tétel. Ha a kisebbikkel
szemkozit szog adott, akkor a sikharomszogtanhoz hasonléan 0, 1 vagy 2 megoldast
kaphatunk. Ugyanez a meggondolés érvényes, ha két szog és valamelyikkel szemben
fekvé oldal adott.

2.3.3. A gombharomszogtan koszinusz-tétele
Az el6bb kapott ADB és ADC' derékszogli gobmbharomszogekre alkalmazhatjuk
a megismert Pitagorasz-tételt (2.3.1 Tétel)
cosc = cos BD cos AD (2.9)
cosb = cos CD cos AD (2.10)

Elosztva egyméssal a két egyenletet

cosc cos BD  cos(a— CD) cosa—cos CD +sina —sin CD

cos b cos C’AD Cos C’AD CoS C’AD
cone = cosa +sina - tg CD (2.11)
cosb

Az ADC haromszogbdl cosy = t%gcf amibdl tg C D= tgb - cos .
Igy ¢

c=f =cosa+sina-tgb- cosy ebbdl

2.3.3. Tétel (Gombharomszogtan oldalakra vonatkozé koszinusz-tétele).

cosc = cosa - cosb+sina-sinb - cosy (2.12)
Hasonloan

cosa = cosb-cosc+sinb-sinc- cosa (2.13)

cosb = cosa - cosc+sina-sinc- cos (2.14)



2. Gombhéaromszogtan 2.3. Gombi trigonometria

Ez a gdmbharomszogtan oldalakra vonatkozo koszinusz-tétele.

Ennek a tételnek a segitségével harom adott oldalbél meghatarozhatjuk a szo-
geket, tovabba két oldalbol és a kdzbezart szoghdl meghatarozhatjuk a harmadik
oldalt.

Ha a polargémbharomszogre alkalmazzuk a tételt, gy a szogekre vonatkozéd
koszinusz-tételt kapjuk.

Mint ahogy méar lattuk, ha a, b, és ¢ egy gobmbharomszog oldalai, és «, £, v a
szOgei, akkor a polarhdromszog oldalai 180 — «, 180 — 3, 180 — -y, hasonlban a szogei
pedig 180 — a, 180 — b és 180 — c. Tehat igy szol a tétel:

2.3.4. Tétel (Gombharomszogtan szogekre vonatkozo koszinusz-tétele).
cosy = —cosa - cos 3+ sina-sinf - cosc (2.15)

Ha behelyettesitsiik a 2.3.3 tételbe a polarharomszog oldalait és szogeit, majd a

koszinusz azonossagait alkalmazva kovetkezik az allités.



2. Gémbharomszégtan 2.4. Gémbharomszoégtan mint nem-euklideszi geometria

2.4. Gombharomszogtan mint nem-euklideszi geomet-
ria

Az el6bbiekben bevezetett fogalmak (mint pl.: gdmbi egyenes, egyenesek haj-
lasszoge, gombi tavolsag) bevezethetSk az euklideszi geometria nélkiil is csak gombi
eszkozok, alapfogalmak hasznalataval. Legyen adott a gombfeliilet, valamint az alap-
halmaz elemei: pontok és egyenesek. Itt egyenes alatt a gomb egy f6korét értjik.

Vegyiink egy f6kort és osszuk fel 360 részre, egy ilyen rész a gémbi tavolsagegység.

Barmely két egyenes egy atellenes pontparban metszi egymast, valamint barmely
atellenes pontpéaron at végtelen sok egyenes fektethets. Két atellenes pont 180 egy-
ség tavolsagra van egymastol. Két egyenes meghataroz egy gimbkétszoget, vagyis a
kétszogek csticsai mindig atellenes pontok. (Tekintsiink el attol az elfajulo esettdl,
amikor két nem atellenes pontot Gsszekotd szakaszokat vesziink, mert ugyan az is
egy kétszog, de mindkét oldala ugyanazon egyenesben van.) A gémbkétszogek segit-
ségével tudjuk értelmezni az egyenesek hajlasszogét.

Legyen AB egy gombkétszog, vegyiink fel a cstucsaitol 90 egységnyire az I és az
F5 pontokat, ezek felez6pontjai a kétszognek, hiszen minden kétszog oldalhossza 180
egység. Bz a két pont meghataroz egy egyenest, ezen az egyesen tekintsiik az F} és az
F5 pontok tavolsagat, ez lesz a gobmbkétszog szarainak, illetve az azt alkoto egyene-
seknek a hajlasszoge. Ilyen modon tavolsaggal tudunk szogeket definialni és szogekkel
tavolsagokat. Ez az egyenes, amit az el6bb definidltunk, a kétszog oldalainak fele-
zomerd&legese.

Az A cstucestol mind a két felezGpont 90
egységnyire van, vagyis az egyenes is, amit
rajtuk keresztiil fektettiink. Az AF} Fh<t-et,
mint ahogy mar lattuk, a szarain 90 egység-
re felvett pontokon keresztiil fektetett sza-
kasz hosszaval tudjuk megadni. De ez a sza-
kasz az A-bol indul, és a masik felezGpont
rajta van az FiF; egyenesen, vagyis A-t6l 90
egységnyire van tehat AF)Fy<< = 90° azaz
90 egység. (Az igy létrejovs haromszoget ok-

tansnak nevezziik, melynek minden oldala és

szoge 90°.)
Minden Aatellenes pontparhoz hozza tu-
dunk rendelni kélcséndsen egyértelmien egy 2.7. abra

egyenest, mégpedig tgy, hogy a két pontot



2. Gémbharomszégtan 2.4. Gémbharomszoégtan mint nem-euklideszi geometria

0sszekot6 egyenesek valamelyikének vessziik a pontok kozotti tavolsdgénak a felezd
merGlegesét. Ez az egyenes az 0Osszes, a pontparon athaladé egyenesre meréleges,
nevezziik ezt a pontpar poldrisanak és az egyeneshez rendelheté pontpart pedig az
egyenes polusdnak.

Barmely harom nem kollinearis pont egy
gombhdromszdget hataroz meg. Ezek koziil
azokkal foglalkozunk, melyeknek oldalai nem
nagyobbak 180°-nal. Ezeket Euler-féle ha-

romszogeknek nevezzik.

2.8. 4bra
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3. fejezet
A sulypont

Ebben a fejezetben a gébmbharomszogek silypontjat fogjuk vizsgalni. Haromféle
bizonyitast adunk arra, hogy a gémbon és a sikon egy haromszog stulyvonalai egy
pontparon illetve egy ponton mennek at, és ez a pont a sulypont. Az el6bbiekben
bevezetett fogalmakat, tételeket is hasznalva fogom bizonyitani a tételt.

A 2.4 fejezetben bevezetett geometriai felépités nem az euklideszi tér segitségével
tortént. Ezzel arra akartam ramutatni, hogy a gémbon is lehet geometriat csinalni
1j fogalmakkal, az euklideszi geometria segitsége nélkiil. Viszont még nem sziiletett
bizonyitas a stulypontra — tudomasom szerint, — mely csak ezen gémbi eszkozoket
hasznalna, ezért a tételt az euklideszi geometria, a projektiv geometria és gombi tri-
gonometria eszkozeivel fogom bebizonyitani. Minden alkalommal meg fogjuk nézni
a bizonyitast a sikon is, analég moédon, ahogy a gémbon is.

Az egyszeriiség kedvéért egység sugari gémbbel foglalkozom ebben a részben is.
Persze az Osszes allitas igaz lenne nem egység sugari gombre, csak a szamitasok
egyszertsitése érdekében tegyiik fel ezt. Nem fogok minden egyes tételt, allitast be-
bizonyitani, de ami szorosan kapcsolodik a témahoz, azokat az allitasokat, tételeket
bizonyitom.

Mindenekel6tt definidlok két fogalmat, amit minden részben hasznalok:

3.0.1. Definici6 (Sulyvonal). Egy tetszileges hdaromszig egyik oldaldnak felezdpont-

jat a szemkozti csucesal 6sszekotd szakaszt nevezzik sulyvonalnak.

Meg kell jegyezni, hogy a gobmbon a stulyvonalak két pontban metszik egymaést,

tehét sziikséges még egy definicio:

3.0.2. Definici6 (Sulypont). Az Fuler-féle gombhdromsziogek silypontjinak, azt a
pontot nevezzik, melyet a sulyvonalak a haromszog belsejébe esd szakaszai metszenek
k.
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3. A silypont 3.1. A gbmb mint az euklideszi tér része

3.1. A gomb mint az euklideszi tér része

Ennek a résznek a sikgeometriai fogalmaihoz Hajos Gyorgy kényvét [4] hasznal-
tam. Tekintslink most a gombre, mint az euklideszi tér részére, majd az euklideszi

geometria elemeivel vezessiik vissza problémat a gombrdl a sikra.

3.1.1. A centralis projekcié

Legyen ABC' egy altaldnos gombharomszog. A gomb O kozéppontjaval az OABC
egy triéder. Az ABC pontok altal kifeszitett sik, és az OABC triéder metszete egy
haromszog. Ennek a haromszégnek a segitségével bizonyitjuk a stlypont-tételt a

gébmbon. De mindezek el6tt definidlunk egy projekciot:

3.1.1. Definici6 (Centralis projekcid). Legyen adott egy nyilt félgomb G, vagyis egy
olyan félgomb, amirdl elhagytuk az egyetlen olyan fokdrét, amit teljesen tartalmazna
(az egyenlitdjét), valamint a gomb kozéppontja C, a vetités kizéppontja, és eqy S sik,
ami pdrhuzamos, €s nem azonos azzal a sikkal, ami dthalad a gomb kézéppontjdin és
tartalmazza azt o fokort, amit elhagytunk. Legyen P € G egy pont a nyilt félgomb-
feliileten, P képét S-en az e wetitd-félegyenes” hatdrozza meg. Az e félegyenes a C-bdl
indul, és keresztilmegy P-n. A P' pont az eN S lesz. Bz eqy kilcsondsen eqyértelmd

megfeleltetés, mert visszafelé S-rdl tudunk vetiteni G-re hasonlé mddon.

[lyen médon a gombi egyenesek az S sikon is egyenesek leszek, és ha két egyenes
metszi egymast a gémbon, akkor metszik egymést a sikon is, és forditva. Tehat a
centralis projekci6 illeszkedés tarto.

Azzal, hogy kivettiik az egyenlitGt, azt értiik el, hogy nem kell b&viteni az euklideszi

sikot idedlis pontokkal és idedlis egyenessel, tehat az euklideszi térben maradunk.

3.1.2. A sikharomszog silypontja

Az ebben a részben targyalando6 bizonyitasban felhasznéaljuk a sikharomszogek

stilypont-tételét, ezért most bebizonyitjuk ezt a tételt:

3.1.2. Tétel (Sulypont-tétel). A hdromszdg silyvonalai egy pontban metszik egy-
mdst. Ez a pont a hdromszog sulypontja. A hdromszog bdrmely sulyvonaldra igaz,
hogy a sulypont a sulyvonal oldalfelezd ponthoz kiozelebbi harmadold pontja.
Bizonyitds: [4]

Elgszor megmutatjuk, hogy AF) és BF, sulyvonalak harmadoljak egymaést. Jelolje
ABC haromszog s, és s, stlyvonalanak metszéspontjat S. Legyen tovabbéd az AS
szakasz felez6pontja P, a BS szakasz felez6pontja (). Az ABC haromszogben I F,

kozépvonal, ezért Fy Fy szakasz hossza fele AB szakasz hosszanak és parhuzamos vele.

12



3. A silypont 3.1. A gbmb mint az euklideszi tér része

Az ABS haromszogben PQ) kbzép- C
vonal, ezért P() szakasz hossza fe-
le AB szakasz hosszanak és par-

huzamos vele. A fenti két észre-

vételt Osszevetve azt kapjuk, hogy
PQF\F, négyszog paralelogram-
ma, mivel PQ) és FiF, szakaszok Q

egyenl6 hossziak és parhuzamo- A

sak. A paralelogramma atloi fele-
zik egymast, igy PS = SF| és 3.1. dbra

QRS = SF,. Mivel P és () az AS illetve BS szakaszok felezépontjai, ezért AS = 25F)
és BS = 2SF;. Ha bizonyitasunkat az s,, s. silyvonalparra is elvégeznénk, akkor
azoknak is s, harmadolopontjan (S ponton) kellene dthaladniuk. Ezért mindharom

silyvonal ugyanazon az S ponton megy keresztiil.

O

3.1.3. A gombharomszog siilyvonala

3.1.3. Allitas. Az ABC sikhdromszog silyvonaldnak centrdlis vetilete a gombhid-

romszog sulyvonala.

Bizonyitds:

Ahhoz, hogy belassuk a tételt, elég azt meg-
mutatnunk, hogy a gobmbharomszéghen a BC
oldalon az E pont oldalfelez§ valamint, hogy
O, D, E, A egy sikban van. Kezdjiik a fele-

z6ponttal:

Az OBC haromszog egyenld szari haromszog. 3.9. 4bra
Ebben a haromszégben az OD szakasz silyvo-
nal, tehat a D pont felezi a C'B szakaszt. De A
mivel ez egy egyenlG szari haromszog, ezért
a szogfelezd-tétel alapjan (CD: DB =1:1)
OD szogfelezs is. A korcikk ivhossza arédnyos
a kozépponti szoggel, tehat egyenld szogek-
hez egyenlé ivhosszak tartoznak. Tehat ha OD 0 C
egyenessel metszve a C'B korivet kapjuk az W
E pontot, ahol ahogy mar megmutattuk, OD B E

3.3. dbra

szogfelez6, akkor az E pont az iv felez6pontja
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3. A silypont 3.1. A gbmb mint az euklideszi tér része

lesz, tehat a gdbmbharomszog BC oldalanak is felez&pontja.
Ezek utan nyilvanvalo, hogy O, D, E, A pontok egy sikban vannak, mert egy egye-
nesen és egy rajta kiviil fekvé ponton keresztiil pontosan egy sikot fektethetiink.
Ez a sik tartalmazza a DA szakaszt, is ami az ABC sikharomszog silyvonala. A
definialt centralis vetités alapjan az AD sikbeli egyenes szakasz az AE gémbi sza-
kaszba képzddik, ami valoban egy gombi egyenes lesz, hiszen olyan sikkal metszettiik
ki a gdbmbbdl ami 4tmegy a kozéppontjan, tehit a metszet: f6kor. Tehat AE gémbi
szakasz az A csicshoz tartozé stulyvonal.

OJ

3.1.4. A gombharomszog sulypontja

3.1.4. Tétel (Gombharomszog silypontja). A gombhdromszig sulyvonalai eqy pont-

ban metsxzik eqymast, a sulypontban.

Bizonyitds:

Lattuk, hogy a gombharomszog silyvonalat le tudjuk vetiteni arra, a sikra amit
a gombhéiromszog harom csicsa feszit ki, igy egy sikharomszdget kapunk, aminek
silyvonalai a gombi stulyvonalak sikvetiiletei. Lattuk a 3.1.2-es tételben, hogy a
sikharomszogek silyvonalai egy pontban metszik egymast. Ennek a pontnak a ké-
pe a gobmbhiromszog sulypontja, mert a centralis projekcié illeszkedéstart6. Ha a
stilyvonalak a kijelolt sikban metszették egymast, akkor a gémbi silyvonalak egy

pontparban metszik egymaést.
O
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3. A silypont 3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometridban

3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometri-

Aban

3.2.1. Papposz és Desargues tételei

3.4. 4bra

3.2.1. Tétel (Papposz-tétel). Vegyiink fel két eqyenest a gombon. Mind a két egye-
nesen vegyink fel hdrom pontot: Ay, Ao, As, Bi, Bo, Bs. Ekkor A1Bs és AyB

metszete, A1Bs €s A3By metszete és Ay By és A3Bo metszete eqy egyenesen vannak.

3.2.2. Tétel (Desargues-tétel). A projektiv sikon két hdromszog akkor és csak akkor

perspektiv pontra nézve, ha eqyenesre nézve is az.

Bizonyitasunkhoz Desargues tételére lesz sziikségiink, ezért axiomaként feltehet-
jiik Desargues tételének érvényességét a gombi geometridban. Hessenberg bizonyitot-
tal, hogy Papposz tételének érvényességébdl Desargues tétele mar kovetkezik, ezért

axiomaként Papposz tételét is elfogadhatjuk axiémaként a tovabbi bizonyitasokhoz.

3.2.2. Mellékharomszogek oldalfelezé pontjai

A kovetkez$ tételt a Nem-euklideszi geometriak tanitasa az iskolaban [2| cimd

jegyzeteim alapjan bizonyitom.

!Hessenberg, G.: Beweis des Desargues’sche Satzes aus dem Pascalschen. Mathematische An-
nalen, 6: 161-172. (1905)
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3. A silypont 3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometridban

3.5. abra

3.2.3. Allitas (A mellékharomszog oldalfelezs pontja [2]). Legyen ABC dltaldnos
gémbhdromszog. Nevezziik Fi-nak az A-val szemkdzit oldalfelezépontot, Fy-nek a B-
vel és Fy-nek a C-vel szemkizti felezdpontokat. Tekintsiik az ABC" mellékhdromszd-
get. Az FyFy egynes (kdzépvonal egyenese) metszete az ABC' hdromszoggel, a BC'
oldal F felezdpontja.

Ilyen mo6don lehet képezni a tobbi mellékharomszog oldalfelezG pontjait is, a

megfelel§ felez6pontokkal.

A kovetkezd lemma segitségével be tudjuk latni, hogy a kézépvonal meghosszabi-
tésa altal kimetszett pont a mellékharomszogon felezGpont, és ha felvessziik a mel-
lekharomszog felez6pontjat, akkor egy egyenesen lesz az eredeti hiromszog megfeleld

felez6pontjaival.

3.2.4. Lemma. Az ABC gémbhdromszég FyF3 kizépvonala, és a BC' oldal fele-

zdmerdlegese 90°-0s szoget zdar be eqgymdssal.

Bizonyitds:

Tekintsiink a gémbharomszdgre, mint a gombfeliilet olyan tartomanyéra, amelyet
egy, a gbmbkozépponttal azonos csicsponti triéder metsz ki a feliiletb6l. Az OM Fy
sik meréleges az OBC' sikra, mert Fj-ben merdlegest allitottunk BC gdmbi egye-
nesre. Az oldalfelezé meréleges is egy gombi egyenes, igy az a sik amely kivigja a
gomb feliiletébdl, atmegy a géomb koézéppontjan, és meréleges lesz az OBC sikra.
De azt is tudjuk, hogy az ABC' sikharomszog kézépvonala meréleges a BC' oldal

felez6merdlegesére, hiszen BC' parhuzamos F,F3-mal.
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3. A silypont 3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometridban

Mivel az OM F; mer6leges a BC' sikegye- A
nesre, igy az ABC sik 6sszes BC-vel péar- \
huzamos egyenesére is merdleges, kozte az
Fy F5 sikegyenesre is. Hasonl6an, mivel az
OM F sikra merGleges az F,F; sikegyenes,
igy az OFyF; sik is merdleges ra. Ez a sik,
az OF,F3 sik, metszi ki a gdbmbbdl azt a
fekort amely a gombi haromszog kdzépvo-
nala, de mivel ez a sik mer6leges az OM Fy
sikra, igy a benne levé kor is merdleges er-
re a sikra, tehat az O kozépponti Fi-en

és M-en &tmend f6kor is meréleges arra a

kérre. Tehat a gombharomszog kézépvona-

la valoban meréleges a vele szemkdozti oldal

oldalfelez& merdlegesére.
0 3.6. dbra

Es akkor most lassuk a 3.2.3 allitas bizonyitasat:

Bizonyitds:|2]

A 3.5-6s abra alapjan. Tekintsiik a C'C" gémbkétszbget, melyben A és B pontok
meghatarozzdk a haromszoget és a mellékharomszoget. Vegyiik az FyF5 egyenes
metszéspontjat a BC’ egyenessel, legyen ez a pont F. Lattuk, hogy az FyF3 egye-
nes merGleges a BC' oldal felezémerGlegesére. Tehat Fy M F haromszog egy kétszer
derékszogli haromszog, melynek az Fy M F szoge és az M F1F' szoge 90°-0s. Minden
kétszer derékszogli hdromszog olyan, hogy a haromszog azon csiicsa, amely nem a
90°-o0s szogeknél van, polusa, annak az oldalnak amelyen a 90°-o0s szogek fekszenek.
Masképpen, a poluson atmend Gsszes egyenes merdlegesen metszi a polaris egyenest.
Mert ha vesziink egy tetszGleges pontot a poléarison, akkor a polus, a gémb kdzép-
pontja, és az el6bb vett pont altal kifeszitett stk meréleges lesz a polérist tartalmazo
sikra, tehat a kapott sik altal kimetszett f6kor is merdleges lesz a polaris f6korre.

Ezek alapjan az F polusa az Fy M egyenesnek. Igy ha
ICF|=|RBl=¢ = |BF|=90—z (3.1)
kovetkezik. De mivel a |CAC’|: 180, ezért
|FC'|= 180— |CF| — |F\B| — |BF| (3.2)
ami pedig az el6bbiek alapjan:
FC'|=180 — (90— 2) —z — 2 = |FC'|= 90 — x (3.3)

17



3. A silypont 3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometridban

Tehat F valoban felezi a BC oldalt az ABC" mellékharomszogben.

Ugyanigy gondolkodunk visszafelé¢, amikor abboél indulunk ki, hogy tekintjiik a BC’
oldal F felez&pontjat és belatjuk rola, hogy egy egyenesen van az F; és F3 pontokkal.
Ha vessziik a BC” oldal felez6pontjat, akkor az az el6bbiekben latottak alapjan 90
egység tavolsagra van az F) ponttol. Az Fi-ben allitott meréleges egyenesnek igy
az F pont polusa, és az Osszes olyan egyenes ezen a ponton halad keresztiil, ami
merdleges ra4, marmint az Fj-ben Allitott meréleges egyenesre. De mivel az [y Fj

merGlegesen metszi [ M-et igy neki is az [’ ponton kell athaladnia.
OJ

3.2.3. Sulypont-tétel bizonyitasa Desargues tételével

Nézziik elGszor a bizonyitast a gombon, majd latni fogjuk, hogy hasonlé mod-

szerrel be lehet bizonyitani a tételt a projektiv sikon is. Tehat lassuk a gdmbi esetet:

3.2.5. Tétel (Gombi sulypont-tétel). A gombhdromsziog sulyvonalai egy pontpdrban
metszik eqymdst. A két pont kizil az eqyik a hdromszig belsejébe esik. Ez a pont a

gombhdromszog sulypontja.

Bizonyitds:|2]
A 3.7-0s abra alapjan. Legyen ABC' egy tetsz6leges gobmbharomszog. Vegyiik a ko-
zépvonalak metszéspontjait, mégpedig a kovetkezbket: FyFy, N BA' := F', F1F3N
CA = F" és veégiil FoF3NCB' := F". Az €l6z6 részben bizonyitott 3.2.3 allitas
alapjan, tudjuk, hogy F’, F” és F" pontok rendre felezik a BA', C'A’ és a CB’
oldalakat.
Most tekintsiik a BC' A’ haromszoget. Ennek a haromszognek az F' és az F” fele-
z6pontjai, valamint a CA’B’ haromszog, mellékharomszoge. Tehat, a 3.2.3 allitas
alapjan az F'F" egyenes a C'A’B’ haromszég C B’ oldalfelezé pontjan megy at. Te-
hat F', F" és F" pontok kollinearis pontok, és az egyenes, ami tartalmazza Gket,
legyen s.
Desargues-tétel alapjan, ha két haromszog egyenesre nézre perspektiv, akkor pontra
nézve is perspektiv. Az ABC haromszog és az F) FyF3 haromszog pedig perspektiv
az s egyenesre, mert ahogy méar emlitettiik: F1F, N BA' .= F', FiFs;NCA = F”
és végil FoF3NCB' := F". Tehat a tétel értelmében pontra is perspektivek. Azaz
az AF|, BF; és a C'Fj egyenesek egy ponton mennek at, amely legyen S. Az S pont
valoban a sulypont, mert Fi, F, és F3 pontok felezGpontok, tehat a AF;, BF, és a
C'Fj5 szakaszok stlyvonalak.

O
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3. A silypont 3.2. Papposz és Desargues tételei a gombi geometridban

3.7. abra

3.2.6. Tétel (Sulypont-tétel). A hdromszdg silyvonalai egy pontban metszik egy-

mdst. Fz a pont a hdromszog sulypontja.

Bizonyitds:

Most is Desargues-tételét fogjuk hasznalni, hogy lassuk, hogy a projektiv sikon az
el6z8 bizonyitassal analog modon be lehet latni a tételt. Legyen ABC' haromszog
a projektiv sikon. Vegyiik a haromszog kozépvonalait, ezek parhuzamosak a meg-
felel oldalakkal. A parhuzamos egyenesek idedalis pontokban metszik egymast. Az
igy kapott harom idealis pont pedig az idealis egyenesen fekszik. Tehat az ABC' és
az FiFyF3 haromszogek egyenesre nézve perspektivek. Desargues-tétel alapjan pe-
dig, ha egyenesre nézve perspektivek, akkor pontra nézve is perspektivek. Tehat a

stilyvonalak egy ponton mennek &t: a stilyponton.
O
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3. A silypont 3.3. A sulypont-tétel bizonyitdsa gdmbi trigonometridval

3.3. A sulypont-tétel bizonyitasa gombi trigonomet-

riaval

Lattuk az els6 fejezetben, hogy gobmbharomszogek oldalaira és szogeire be tudunk

vezetni szogfiiggvényeket. Most az ott latottak alapjan fogjuk a megfelels szogfiigg-

vényeket hasznalni a silypont-tétel bizonyitasahoz. Ebben a részben Ceva-tételelével

fogjuk bizonyitani. A Ceva-tételt Glen Van Brummelen kényvében szereplé gémbi

Menelaosz-tétellel bizonyitom |5]. Lassuk, hogyan vezeti le Brummelen Menelaosz

tételét a gobmbon.

3.3.1. Menelaosz tétele a gombon

3.3.1. Tétel (Sikbeli Menelaosz-tétel (3.8a)).

AK AT DL
KB TD LB

Maésképpen:
(ABK) = (ADT)(DBL)

Ebb6l pedig mér kovetkezik a kozismertebb alak:

AT DL BK
(ADT)(DBL)(BAK) = —1 oLLDE R _
Ahol (ABK) jelélés két pont osztoviszonyat jelenti: (ABK) = £X.

(a) Sikbeli Menelaosz-tétel [5] (b) Gombi Menelaosz-tétel[5]

3.8. dbra
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3. A silypont 3.3. A sulypont-tétel bizonyitdsa gdmbi trigonometridval

Bizonyitds:
Hiuzzunk parhuzamost D-bél a TK szakasszal. Igy XADA ~ KATA és DBXA ~
LBKA. Ebbdl pedig kovetkezik az allitas:

AK AK XK AT DL
KB XK KB TD LB’

O

Az abrat, amit Menelaosz hasznalt, hogy bizonyitsa a tételét, kicsit nehéz értel-
mezni, mivel egy gombi képet rajzolunk le a sikba. H a gémb kozéppontja. A gorbék
a fekorivek, amelyek a gomb felszinén futnak, és a szaggatott vonalak a sikbeli Me-
nelaosz-tétel alakzatat adjak, ahonnan indultunk. A K pont a gdmb belsejében van,
a T pedig azon kiviil. Most észrevehetjiik, hogy a harom arany a Menelaosz sikbeli
tételben, a pontok melyek meghatarozzak az aranyt, egy egyenesre esnek. Szeretnénk
ezt a harom aranyt ,kivetiteni” a megfelel§ ivek aranyara. Tehat atalakitani AK B-t
AEB—re, ADT-t AﬁG—re és DLB-t DZ?B—re. Ezekhez a kovetkez6 lemmékra lesz

sziikség:

3.3.2. Lemma (A).

A_B _ sina
BC  sinfg’

Bizonyitds:
Vetitsiik merdlegesen A-t és C-t a fiiggsle-

ges atmérdre. A gobmb sugarat 1-nek véve, a

két pontozott szakasz hossza sin o és sin [3.
A létrejott két haromszog hasonlo, tehéat a
megfelel§ oldalak aranya megegyezik.

4

3.3.3. Lemma (B).

AC _ sina
AB  sinf’

Bizonyitds:
Vetitsiik merélegesen B-t és C-t a fiiggéle-

ges atmérdre. Az allitas azonnal kovetkezik

abbol, hogy a két létrejott hdromszog ha-

sonlo.

U

3.10. bra. Lemma (B)|5]
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3. A silypont 3.3. A sulypont-tétel bizonyitdsa gdmbi trigonometridval

3.3.4. Tétel (Gombi Menelaosz-tétel).
sin AAZ _ sin AAG sin DE
sin BAZ sin GE) sin B

Bizonyitds:

A 3.8b abra alapjén, a 3.3.2 lemma és a =~
3.3.3 lemma segitségével be tudjuk helyet-
tesiteni a gombharomszog megfelel6 olda-
lainak szogfiiggvényeit. Ezt a 2.1 részben \
lefrtak alapjan tehetjiik meg. Igy tulajdon- \
képpen, megint a sikharomszogekre vissza-

vezetve bizonyitottuk a tételt.

O
G E B

3.3.9. Ceva tétele 3.11. abra. Gombi Menelaosz-tétel|5]

Ceva tételére t6bb bizonyitas létezik. Hajos Bevezetés a geometriaba konyve [4]
példaul baricentrikus koordindtdkra vonatkozo tételek segitségével bizonyitja a tételt.
De van olyan bizonyitas is, mely a Menelaosz-tételt hasznalja fel a bizonyitashoz. Ez
azért hasznos a bizonyitas szempontjabol, mert az el6bbiekben lattuk, hogy Men-
elaosz tételét lehet a gobmbon is értelmezni. Miel6tt a gombi bizonyitasra térnénk,

lassuk el6szor, hogy hogyan is sz6l a tétel és bizonyitasa a sikon.

3.3.5. Tétel (Ceva tétele). Ha az ABC' hdromszog BC, CA, AB oldalegyenesein
a csucsoktdl kilonbozd Ay, By és Cy pontok gy helyezkednek el, hogy

AC, BA, CB;
. . =1 .
CiB AC BA ’ (3:5)

akkor az AAy, BB; és a CCY egyenesek eqy pontban metszik egymdst.

Bizonyitds:|6]
Hasznaljuk Menelaosz tételét az BAB; haromszog-

re:

ACY . BO ‘ B,.C

CiB OB, CA
Majd hasznéljuk a BC'B; haromszogre is.

BA; _ CA . B.O

A C AB; OB
Majd a 3.6 és a 3.7 egyenleteket Gsszeszorozva:
BA, CA B,O AC, BO BC

A,C AB, OB C,B OB, CA _ (_D'((_l))‘
3.8

1. (3.6)

1. (3.7)

3.12. 4bra. Ceva tétele
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3. A silypont 3.3. A sulypont-tétel bizonyitdsa gdmbi trigonometridval

Egyszertisités utan kapjuk az allitast:

AOl BAl CBl
CiB AC BA

~1. (3.9)
0

3.3.6. Tétel (Gombi Ceva-tétel). Ha az ABC gémbhdromszég BC, CA, AB oldal-

egyenesein a csucsoktol kilonbézd Ay, By és Cy pontok gy helyezkednek el, hogy
sin A/bl sin B/Al sin C/él
sin C’:B sin AAC' sin BAA

=1. (3.10)

akkor az AA;, BB, és a CCy gombi eqyenesek eqy pontban metszik eqymdst.

C

Bizonyitds:
Hasznéljuk a goémbi Menelaosz-tételt az

BAB; haromszogre:
sinA?l . sinB:O 'sinB:C’ ~ 1 (3.11)
sinCiB sinOB; sinCA

Most hasznaljuk a BC' B; haromszogre is.

sin B;ll sin 6A sin BAO
sin A,C sin AB, sinOB

=—-1. (3.12) 3.13. abra. Gombi Ceva-tétel

Majd a 3.11 és a 3.12 egyenleteket Gsszeszorozva:

—~ —~

inAC, sinBO sinB,C sinBA, sinCA sinB,O
sin Al ~ sin X _sin i sin Al ~ sin - _sin i C(—1)(—1). (3.13)
sinCh1B sinOB; sinCA sinA;C sinAB; sinOB

Egyszertisités utan kapjuk az allitast:
sin ACy sin BA; sinChB,
sinCiB sin A{C' sin B1A

=1. (3.14)

3.3.3. Sulypont-tétel bizonyitasa Ceva tételével

Tehat, ha teljesiil ez az egyenlGség tetszdleges gdmbi hdromszog osztopontjaira,
akkor az Gket a szemkozti csticsokkal 0sszekotd egyenesek egy pontparon haladnak

at. Ezt fogjuk kihasznalni a stulypont létezésének bizonyitasara.

3.3.7. Tétel (Gombi sulypont-tétel). A gombhdromszig silyvonalai egy pontban

metszik eqymdst. Ez a pont a gdmbhdromszig sulypontja.
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3. A silypont 3.3. A sulypont-tétel bizonyitdsa gdmbi trigonometridval

Bizonyitds:

Az allitdas azonnal kovetkezik a 3.3.6 té-
telb6l, mert a hanyadosok szogfiiggvénye-
inek argumentumaban lévé gémbi szaka-
szok hosszai azonosak, hiszen a siilyvonal
az oldalfelezGpontot és a szemkozti cstucsot

Osszekot6 szakasz. FEzek alapjan:

sin AﬁCl sin B;ll sin C'ABl
sin C’:B sin A?C’ sin BTA

=1. (3.15)

SinZ siny sin 2 =1-1-1=1. (3.16) 3.14. abra. Gombi stulypont-tétel

sSinT giny sinz

g

Hasonl6képpen lehet bebizonyitani a tételt a sikon is.

3.3.8. Tétel (Sulypont-tétel). A hdromszdg silyvonalai egy pontban metszik egy-

mdst. Fz a pont a hdromszog sulypontja.

Bizonyitds:
frjuk fel Ceva tételét a haromszog sulyvonalaira. Mivel a stlyvonalak oldalfelezék,

ezért a kovetkezd format Olti az egyenlet:

AF; BF, CF,

. . =1 3.17
B FiC F,A ’ ( )
de mivel oldalfelezékrsl van szd ezért:
rY i _11.1=1 (3.18)
Ty z
OJ
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4. fejezet

A teruletfelezd vonal

Az el6bbiekben lathattuk, hogy a stlyvonalak a gobmbon egy pontparban met-
szik egymast. Ebb6l a szempontbol a géombi és sikbeli sulyvonalak hasonlé médon
viselkednek. Nézziink most egy a sulyvonalakkal kapcsolatos tulajdonsagot, mely
kiilénbség lesz a gombharomszogek és sikharomszogek kozott.

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk a stlyvonalak egy masik tulajdonsagat, a te-
riiletfelezést. A sikon egy haromszog teriilete egyenes aranyban van oldalhosszaval:

a-myg

TA = 9 )

ahol a az egyik oldala és m, az a oldalhoz tartoz6 magassag. Tehat amikor az a oldalt
felezziik a stulyvonallal akkor az eredeti hdromszoget a stulyvonal két egyenld teriiletd
haromszogre vagja. Vagyis a sikharomszogek korében a stilyvonal teriiletfelez6 vonal
is egyuttal.

Ebben a fejezetben Lénart Istvan: Axiomatizdlds a gdmbon cimid elGadas jegyze-

teimet hasznaltam irodalomkeént [3].

4.1. Gombharomszogek teriiletfelezdje

Nézziik meg el6szor, hogy van-e
kiilonbség a gémbharomszogek ko-
rében a sulyvonal és a teriiletfelezd
vonal kozott?

Csinaljunk egy kétszoghdl egy
haromszoget. Vagjuk le a csicsat

egy egyenessel, mely nem messze

halad az egyik csicstol, és merd-

leges a kétszog szogfelezGjére. Igy 4.1. dbra
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4. A teriiletfelezé vonal 4.2. A teriiletfelezdk tulajdonsagai

kaptunk egy egyenl@szari haromszoget, mely szinte akkora mint az eredeti kétszog.
Vegyiik fel a felez6pontokat, majd kossiik 6ssze a csticsokkal. Ez egy egyenld szartu
haromszog, igy az egyik stlyvonala a gombharomszogek korében is teriiletfelezd lesz,
de a méasik kettdn jol latszik, hogy nem teriiletfelez6k. Még ebben a specialis esetben
is jol latszik, hogy kiillonboznek a targyalt vonalak, tehat lathatjuk, hogy van értel-
me kiilonbséget tenniink a gébmbharomszogek korében a silyvonal és a teriiletfelezd

vonal kozott.

4.2. A teriiletfelez6k tulajdonsagai

Meg kell emliteni, hogy a gémbhéaromszogek korében kétféle teriiletfelez6rdl be-
szélhetiink. Az egyik a haromszog cstcsain athalado teriiletfelezék, a méasik pedig
az oldal felez6pontjan athalado teriiletfelez6. Ez a kett6 ugyanis azért nem eshet
egy egyenesbe, mert, ahogy az el¢bb lattuk, a stlyvonal nem azonos a teriiletfelezg
vonallal (speciélis esetektdl eltekintve). Az alabbi képen a fekete egyenes a harom-
szog oldalfelezG-pontjan athalado teriiletfelezd, a piros egyenes pedig a héromszog
csucsan athaladé teriiletfelezd.

A kovetkezSkben pedig azt fogjuk latni, hogy a csicsokon athaladé teriiletfelezk

egy pontparon haladnak at, a teriiletfelez6-ponton.

4.2. abra

4.2.1. A teriiletfelez6k metszéspontja

Hasonléan, mint a sikon, a gdmbdn is értelmezhets az a kérdés, hogy mi lesz azon
pontok mértani helye, amivel egy adott gombharomszog rozitett alapjat osszekotve,

egy az eredetivel azonos teriileti haromszoget kapunk. A sikon ezen pontok mértani

26



4. A teriiletfelezé vonal 4.2. A teriiletfelezdk tulajdonsagai

hely egy az alappal parhuzamos egyenes volt ami athaladt a harmadik cstcson. A

gémbon ez egy kor lesz, mégpedig az tigynevezett Lexell kor.

4.2.1. Lemma (Lexell-lemma). Legyen adott eqy ABC gombhdromszog. Azon P
pontok mértani helye, melyre ABC és ABP gémbhdromszégek teriletének mérdszd-
ma azonos, két kornek, a Lexell-koriknek eqy-eqy kirive. Ezt a két kort pedig az
alabbi modon kapjuk meg: A’B'C' pontokon és az A’B'C" pontokon dthaladé kérik,
ahol A" és B' az A és B dtellenes pontjai, C" pedig C tikiorképe az AB egyenesre.
Ezeknek a koroknek pedig csak a C és C" cicsokat tartalmazé A’ B’ nyilt koriv lesz

a megolddsa, hogy Euler-féle haromszigek korében maradjunk.

A maésik lemma, amit hasznéalni

fogunk, a hatvanypont-tétel.

4.2.2. Definicié. A hatvdnyvonal
barmely pontjabol a két kérhoz hiuzott

érintddarabok hossza azonos.

4.2.3. Lemma (Hatvanypont lem-
ma). Hdrom dltaldnos helyzetd kor
hatvanyvonalai eqy pontban metszik

eqymdast.

Tekintsiik ennek a tételnek azt

a specialis esetét, hogy harom, egy-

méast metszd kor hatvanyvonalai egy

4.3. abra

pontban metszik egymast. Ahol a
hatvanyvonalon azt az egyenest értiik, mely a két kor metszéspontjain halad at.
Ez az allitds a gébmbon is igaz.

A fenti lemmaék ismeretében méar bizonyithaté a kovetkezd tétel:

4.2.4. Tétel. A gimbhdromszdg csiucsain dthaladd teriletfelezok eqy pontpdrban

metszik eqymdst, amelyek egyike a teriiletfelezdk belsd metszéspontja.

Bizonyitds:

Legyen adott ABC gombharomszog. Vegyiik, az A cstcsbol indulé teriiletfelezd
vonalat, ez a BC oldalt D pontban metszi. Szerkessziik meg a A, B, és D pontokon
athalado Lexell kort. Ezen a kéron vannak azok a pontok melyek az A és B pontok-
kal fele akkora teriileti haromszoget alkotnak mint az eredeti ABC' haromszog. Igy
rajta van az a pont is melyet a B csicson athaladoé teriiletfelezé vonal metsz ki az
AC oldalbol, azaz az E pont.
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4. A teriiletfelezs vonal

4.2. A teriiletfelezdk tulajdonsagai

Az AD szakasz két egyenld terii-
letdi haromszogre bontja az ere-
deti haromszogiinket ABD-re és
AC D-re. Vagyis ha megszerkeszt-
jik az A’, C" és D pontokon atha-
ladé Lexell kort is, akkor megkap-
juk azon pontok mértani helyét is
melyek az A és a C' csiicesal Ossze-
kotve fele akkora teriiletd harom-
szOget alkotnak mint az ABC' héa-
romszog. Ez a kor metszi az AB
oldaldt az ABC héaromszognek. Ez
a pont az F pont lesz, és ezen
a ponton halad at kovetkezéskép-
pen a C csics teriiletfelezd egyene-
se. Ezutan pedig szerkessziik a B,
C'" és F pontokon athalado kort,
ez at fog haladni az E ponton is,
mert a BCE és BCF haromszo-
geknek egyarant fele akkora a terii-
lete, mint az ABC' haromszognek.
Megvan a harom egymast metsz6
koriink, ezeknek a koroknek a lé-
tezik egy hatvanypontja. Azt kell
latnunk, hogy a hatvanyvonalak
azonosak a haromszog teriiletfele-

z6 vonalaival. Ez pedig abbol ko-

4.4. dbra. Az ABC haromszog Lexell korei (pi-
ros), teriiletfelezgk (z61d)

4.5. dbra. Lexell korok athaladnak az atellenes

pontokon

vetkezik, hogy a D ponton két kor is athalad: az A'B'D és az A'C'D, de ezek a
korok A’-n is athaladnak, vagyis az A’D hatvanyvonal athalad az A ponton is. Ez

ugyan igy igaz az E és az F pontokra is, tehit a hatvanypont lemma értelmében a

teriiletfelezG egyenesek egy pontpéaron haladnak at.

O
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Osszefoglalas

A maésodik fejezetben bevezettiik a gdmbi geometria alapfogalmait, valamint
lattuk hogyan lehet kiterjeszteni a sikbeli trigonometriai ismereteinket, eleinte de-
rékszogi gombharomszogekre, majd, hogyan lehet dltalanositani a tobbi Euler-féle
gombharomszdogre.

Miutan a maéasodik fejezetben lefektettiik az alapokat a silypont-tétel bizonyi-
tasdhoz, ratérhettiink magéanak a tételnek a bizonyitasara a harmadik fejezetben.
Lathattunk harom bizonyitast arra nézve, hogy az Euler-féle gombharomszogek sily-
vonalai egy pontparon haladnak at, a stlyponton.A harom bizonyitas a geometria
kiilénbo6z6 eszkozeit hasznélta fel, bemutatva ezzel a geometria sokszintiségét.

Egészen az utolso alfejezetig a sikgeometria és gombi geometria hasonloségait
lathattuk a bizonyitasokon keresztiil, de meg kell jegyezni, hogy szdmos kiilonbség
is van. Ezek egyikére tértem ki dolgozatom végén. Lathattuk, hogy sikbeli stlyvo-
nal a haromszog teriiletfelezGvonala is, de a gémbhéaromszogeknél altalaban nem
a stlyvonal a teriiletfelezGvonal. Eppen ezért kétféle teriiletfelezé vonalat tudunk
megkiilénboztetni a gdmbharomszogek korében, a csticson és az oldalfelezd ponton
athaladot. Bebizonyitottuk, hogy a csiicson athalado teriiletfelezék egy pontparban

metszik egymast.
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