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Bevezetd

Vannak sikbeli geometriai tételek, melyeket nagyon nehéz sikban bizonyitani,
de térben egészen egyszertien és frappansan belathato az allitas érvényessége.
Ha egy tételt nem is nagyon nehéz bizonyitani, akkor is van olyan eset, amikor
sokkal latvanyosabb, érthet6bb térbe kilépve gondolkodni. Ilyen problémékat,
tételeket és feladatokat gytijtottiink Ossze ebben a dolgozatban. Megmutatjuk,
hogy milyen ésszert, frappans és akar kozépiskolai tudéssal is megérthetd
bizonyitasokat adhatunk egy-egy tételre, feladatra, melyeket gimnaziumban csak
nagyon ritkan, vagy nem tanitunk.

Arra koncentraltunk, hogy bemutassuk azt a megoldasi modszert, ami nem
mélyed bele a sikbeli kérdésekbe, hanem inkadbb kijjebb 1ép a térbe és ott
probalja meg elképzelni, hogy mi miért lehet. Sok esetben egy egyenes két sik
metszésvonalaként nagyon kdénnyen kihozhat6. Ezt illeszkedési feladatokban
gyakran kihasznaljuk.

A felsorolt tételek bizonyitasdhoz tobbféle térbe kilépési modszert is hasz-
naltunk. Ilyen példaul, hogy a feladatban szerepld kordkre kupot, vagy gémbot
helyeziink. Van, hogy gémbét és kiapot is haszndlunk. T6bb tétel bizonyitasidban
egyszertien kiemeljiik az egyik pontot a sikbol, ezaltal térbelivé tessziik az abrat.
Ilyen példaul a Desargues tétel, vagy a Papposz tétel dualisa.

Az altalunk felsorolt tételek és feladatok nagy része a projektiv geometriat ve-
szi alapul, igy ezek soran nem tériink ki két egyenes parhuzamossiga és metszése
k6zotti kiilonbségre, hiszen a projektiv sikon barmely két egyenes metszi egymast.

A tételeket térbe kilépve bizonyitva egy méasik szemléletet adhatunk a geomet-

riai gondolkodasnak. Fontos, hogy tobb iranybdl is meg tudjunk kozeliteni egy
problémét. Igy ha az egyikkel nem jutunk eredményre, akkor a masik ut segithet.
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1. fejezet

A Brianchon tétel

Hajos Gyorgy részletesen ismerteti ezt a tételt az [1] tankényvben, mi is innen
vessziik az Otletet. A Brianchon tétel a projektiv geometria targyaba tartozik,
igy gimnéziumban ritkdn tanitjuk, de ha ezt a bizonyitast alkalmazzuk, akkor
lényegében nem igényel nagyobb eszkoztarat, mint amit érettségiig megtanitunk.
A parhuzamos egyenesek idedlis pontban val6 metszését nem tudjuk elkeriilni,
igy a projektiv sikon bizonyitunk.

1.1. Tétel (Brianchon). Egy kér kiré irt hatszdg dtellenes csicspdrjait dssze-
kotd egyenesek egy pontban metszik eqymdst.

A harom egyenes kéz0s pontjat, T-t a hatszog Brianchon-pontjanak nevezziik.

1.1. Megjegyzés. A tétel a projektiv geometria ismeretében kénnyen atvihets
barmely kozonséges kipszeletre, hiszen egy alkalmas transzformécioval a pro-
jektiv sikon barmely kozonséges kupszelet korbe vihetd.

1.2. Megjegyzés. A projektiv sikon az egyenesek mindig metszik egymast (par-
huzamossag esetén egy idealis pontban). A tétel akkor is igaz, ha a hatszog oldalai,
ezek érintési pontjai, valamint a hatszog csicsai kozott idealis elemek is vannak.
(példaul két szomszédos oldal parhuzamos, igy a metszéspontjuk idealis pont)

1.3. Megjegyzés. A hat érint6 ciklikus sorrendje teljesen fiiggetleniil valaszt-
hato meg attol, hogy érintési pontjaik milyen sorrendben kovetkeznek a kupsze-
leten.

Ha a sikban maradva probaljuk bizonyitani a tételt, akkor poléarisokkal, polu-
sokkal és a Pascal tétel segitségével ezt megtehetjiik. Ezeket azonban nem gyakran
tudjuk megtanitani gimnaziumban. Most egy kozépiskolas alapokon maradé6 bi-
zonyitast adunk a tételre térbe kilépés segitségével.
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1.1. 4bra. A Brianchon tétel

Az 1.1. abra altal mutatott jel6lést bevezetve, ha a hatszog oldalait ciklikus
sorrendjiikben szamozzuk (e; - eg), és a hatszog cstcsait az alapjan nevezziik el,
hOgy mely érintSkre illeszkednek (P12 - P61), akkor a p = F)12P457 q = P23P56 és
a r = P3Ps egyeneseket kapjuk. Tételiink szerint ezek az egyenesek egy kozos
pontban metszik egymast (Abrankon a T pontban).

A tétel bizonyitdsadhoz elGszor be kell latnunk egy segédtételt.

1.1. Definicié. Legyen adott egy O kozépponta k kor és egy azt E-ben érintG
t egyenes. Tekintsiink az E érintési pontra O-bol. Ekkor a ¢t egyenes OF koriili
pozitiv irdnyba valo elforgatasan az ora jarasaval ellentétes irdnyba valo forgatast
értjiik.

Vegyiik az S sikban 1év6 O kozéppontu k kor két pontjat. Legyenek ezek
A és B. Ezekben a pontokban legyenek az érintGegyenesek rendre a és b. Most
forgassuk el az a egyenest az OA egyenes koriil « szoggel pozitiv irdnyba. Ezt a
kiforgatott egyenest nevezziik a’-nek. Ezutan ugyanigy forgassuk el a b egyenest

az OB egyenes koriil, de negativ iranyba. Ezt a kiforgatott egyenest nevezziik
b'-nek. (1.2. dbra)
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1.1. Lemma. FEkkor az o',V egyenesek is metszik eqymdst és P’ metszéspontjuk
merdleges vetiilete az S sikra éppen az eredeti a,b egyenesek P metszéspontja.

dltalanos eset parhuzamos €rinték esete a =D eset
A=B=P=PF

1.2. abra. Egy kor érintGinek kiforgatasa

1.4. Megjegyzés. Ha az a és b egyenesek azonosak, akkor a két egyenes kiforga-
tasa utan a metszéspont helyben marad, a két egyenest ugyanazon egyenes koriil
forgatjuk, csak kiilonb6z6 iranyba. Igy a metszéspont és az érintési pont egybe-
esik. Ha pedig a két érint6 parhuzamos, akkor sincs probléma, hiszen a projektiv
sikon dolgozunk. Ezen a stkon az egyenesparok mindig metszik egymést. Ha pér-
huzamosak, akkor a végtelen tavoli ideélis pontjukban. (Abrankon nyillal jeleztiik
az iranyat.)

Bizonyitas. (1.1. lemma) Vegyiik azt a T sikot, ami az S sikot az AOB/ szig
szogfelezd egyenesében merdlegesen metszi. Erre a T' sikra szimmetrikusan helyez-
kednek el az a, b érinték, az A, B pontok, a kor és az OA, OB szakaszok. Ebbdl
kovetkezik, hogy az o' és a b’ egyenesek is egymas tiikorképei a T sikra nézve,
hiszen a tiikrozés a forgatast ellentétes iranyu forgatasba viszi. (A forgatas nem
6rzi meg a koriiljarast, hanem ellentettjére valtoztatja.) Az o', b képegyenesek
nem egyeznek meg, hiszen vagy kiillonb6z6 pontban dofik az S sikot, vagy ugyan-
annak az egyenesnek kiilonboz forgatassal létrehozott képei. Igy a szimmetridbol
kovetkezik, hogy a’ és b/ egyenesek az S sikot ugyanabban a P’ pontban metszik.

Az d' és a b egyeneseket ugy kaptuk, hogy kiforgattuk a kor megfelels sugara
mentén az a és a b egyeneseket. Ebbsl kovetkezik, hogy az a’ egyenes merdleges
vetiilete az S sikra éppen az a egyenes lesz és ugyanigy a b’ egyenes vetiilete a b
egyenes. Tehat a P’ pont (ami az o’ és a b’ egyenesek metszéspontja) merdleges
vetiilete az S sikra a vetiileti egyenesek metszéspontja. Ha tehat az a és a b
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egyenesek kiilonbozéek, akkor az 6 P metszéspontjuk lesz a P’ pont vetiilete.
Ha viszont az a és a b egyenesek megegyeznek, akkor az a' és a b’ egyenesek is
atmennek az A = B ponton, igy az 6 P’ metszéspontjuk (ami egyenl az A = B
ponttal) meréleges vetiilete is megegyezik az eredeti a = b egyenes érintési
pontjaval, A = B = P-vel. (lasd 1.2. abra, a = b eset) O

1.3. abra. Pj,Py; és a P3Pl is egy sikban vannak, tehat metszik egymast

Bizonyitas. (1.1. tétel) Most, hogy az 1.1. lemméat belattuk mar kénnyen bi-
zonyithatjuk a Brianchon tételt a kovetkez6 oOtlettel. Tekintsiik azt a koriilirt
hatszoget, ami az S sikban 1évé O kozéppontu kort az F, Esy, Es, By, E5, Fg pon-
tokban érinti. A hatszog cstcsait jeloljiik az 1.1. abra jelolésének megfelelGen. ( Py
- Ps1) Forgassuk el a hatszog oldalait az érintési pontjukhoz vezets sugar koriil «
hegyesszoggel, mégpedig az OFEy, OFE3, O E5 sugarak koriil O-bél tekintve negativ
irdnyban, az OF,, OF,, OFEg koriil O-bdl tekintve pozitiv irdnyban. Tehat min-
den masodikat pozitiv, mig a tébbit negativ irdnyba. A 1.1. lemma alapjan ezek
a kiforgatott egyenesek is metszik egymast, rendre a Pj,, Pjs, P, Py, Pis, P}
pontokban. Ha vessziik ezeket a pontokat, akkor a mergGleges vetiiletiik S-re az
eredeti hatszg ugyanolyan indext pontjai. Igy a vetitett pontok kozott nincsenek
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azonosak.

A 1.1. lemmabol kovetkezik, hogy a P|,Ps, és a P Pl egyenesek egy sikban
vannak. Igy a P[,P}; és a P}, Pl egyenesek is egy sikban vannak, tehat metszik
egymast. (lasd 1.3. abra)

Ugyanigy adddik az el6z6 gondolatmenetbdl, hogy az

I pl opl ! pl oD/ I pl ol
a’ = PjyPy5,0 = Py Pyg, ¢ = Py Py

egyenesek koziil barmely ketté metszi egymast. Ez azt jelenti, hogy ez a harom
egyenes vagy egy sikban van (ha a metszéspontjaik kiilonbozdek), vagy egy kozos
ponton halad at.

Ha az d,0,c egyenesek egy sikban volnanak, akkor ez a sik tartal-
mazné a Py, Py, Ps, Py, P, P, pontokat és az 0sszekots egyeneseiken elhelyezkedd
E1, Esy, Es, Ey, E5, Eg pontokat is, vagyis azonos lenne az S sikkal. Ez nem lehet-
séges, hiszen az S sik nem tartalmazza a kiforgatott érintGket, igy nem tartal-
mazhatja egyszerre két kiillonbozd pontjat egy ilyen egyenesnek. Tehat az o', V', ¢
egyenesek nincsenek egy sikban. (lasd 1.4. dbra)

P’

23

1.4. dbra. Az d/, V', ¢ egyenesek egy kozos ponton haladnak at
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Az o', ¢ egyenesek ezek szerint egy kozos ponton haladnak at. Ezért az S
sikra vetett merGleges vetiileteik, az

a = P1oPy5,b = Py3Pss,c = P34 Py

egyenesek is egy pontban metszik egymast. (lasd 1.5. dbra, kék vonalakra vissza-
vetitve) O

1.5. dbra. Az a,b, c egyenesek (kék szintiek) egy pontban (7') metszik egymast



2. fejezet

Kor lefedése savokkal

2.1. Feladat (Kor lefedése savokkal). Adott egy r sugard korlap. Egy sdv
pdrhuzamos eqyenesekkel hatdrolt sikrész, szélessége az eqyenesek tdvolsdga. Addig
pakolunk sdvokat a korlap sikjdra, amig le nem fedjik teljesen a korlapot. (ldsd
2.1.dbra) Tegyiik fel, hogy sikerilt lefedni n darab sdvval, melyeknek a szélessége
di,ds, ..., d,. Bizonyitsuk be, hogy a sdvok szélességének dsszege legaldbb kétsze-
rese a korlap sugardnak.

n

=1

Sejtés: A kort akkor tudjuk leghatékonyabban
lefedni, ha egymas mellé szorosan elhelyezett
savokat tesziink, amik nem fedik egymast.

Ez a feladat egy tipikus alkalmazéisa a térbe
kilépésnek, ugyanis sikban maradva nem igazan
tudjuk bebizonyitani az allitasunkat. Miért lesz
igaz, hogy a leghatékonyabban tgy tudjuk lefedni
a kort, ha egymas mellé tessziik a savokat atfe-
dés nélkil? Azonban térbe kilépve matematikai
9.1. abra. Lefedés savokkal Pizonyitdst adhatunk arra, ami els6 ranézésre is

logikusnak latszik, bar nehezen belathato. Ez a
bizonyitas rdadasul nagyon egyszeri is.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy sikeriilt lefedni a kort n darab savval, melyeknek
a szélessége legyen dy, ds, ..., d,. Allitasunk szerint

i=1
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Otlet: Azt a nagyon érdekes tényt hasznaljuk fel a bizonyitashoz, mely szerint
a gombov felszine csak a sugartol és a gombdovet a gdbmbbdl kimetszé parhuzamos
sikok tavolsagatol fiigg. (lasd 2.2. dbra) Térbe kilépve, helyezziink egy gémbot
a koriinkre gy, hogy a kor a gombnek gémbi f6kore legyen. Ekkor a savokat a
kor sikjara merélegesen a gémbre vetitve gombdoveket kapunk, melyek szélessége
ugyanagy dy,ds, ..., d,, mint a kort lefed§ sdvoknak. Dolgozzunk ezekkel a
gombovekkel a kort lefed§ savok helyett, igy a feladatot atfogalmazhatjuk a
kovetkezdre.

2.2. 4bra. Azonos felszint gémbovek d szélességgel

2.2. Feladat. Legyen adott eqy gombiink r sugdrral. Fedjik le ezt a gombot gomb-
ovekkel, melyeknek szélessége legyen dy,ds, ..., d,. Bizonyitsuk be, hogy a gomb-
ovek szélességének dsszege legaldbb annyi, mint a gomb sugardnak kétszerese.

i=1
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Tudjuk, hogy a gémb felszine F, = 4r?rm, a gombov felszine pedig Sy = 2rndy,
ahol dy a gombovet metszé parhuzamos sikok tavolsaga. Vildgos, hogy pontosan
akkor sikeriil lefedni a kort, ha sikeriilt lefedni a gombot is gombdvekkel. Tehat
a gombdt is le tudjuk fedni n darab gombdvvel, ahogy a kort is lefedtiik n darab
savval. Viszont ha a gombot teljesen lefedtiik, akkor a gémbovek felszinének az
Osszege legalabb akkora, mint a gémb felszine és pontosan akkora, ha nem volt
atfedés semelyik két gombdv kozott.

=1

A képletbe behelyettesitve a gomb felszinét és a gombov felszinét az alabbi Gssze-
fiiggést kapjuk.

Z orwd; > 4r’m

=1

A szumma jel elé kiemelhetGek a konstansok, igy

27r Z d; > 4r’n

=1

Ezt a képletet egyszertisitve (r nagyobb, mint 0, hiszen egy gomb sugara) kapjuk,

hogy
i=1
ami az eredeti feladat allitdsa volt. O

Tehat azt kaptuk, ami elsG ranézésre sejtésként megfogalmazodott benniink,
miszerint a kort lefed6 savokat gy tudjuk leghatékonyabban elhelyezni, ha azok
nem fedik egymaést és szorosan egymés mellé tessziik 6ket. Erre egy matematikai
bizonyitast lathattunk térbe kilépve.



3. fejezet

Haromszogszerkesztési feladat

3.1. Feladat. Legyen adott a sikon hdrom félegyenes a,b, c, melyek eqy D pont-
bol indulnak kilonbozd irdnyba és a sikot hdrom konvex szdgtartomdnyra osztjdk,
valamint legyen adott minden szdgtartomdny belsejében egy-eqy pont P, Q), R, me-
lyek nincsenek rajta a félegyeneseken. Szerkessziink hdromszoget, melynek csicsai
a félegyeneseken vannak és oldalai dtmennek az adott pontokon!

3.1. abra. Az adott abra

A feladatot nem lehet térben megoldani, hiszen szerkeszteni sikban kell. Azon-
ban adhatunk egy olyan szerkesztést, aminek helyességét térben gondolkodva
kénnyt belatni.

10
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3.2. abra. P(@) szakasz
vetitése a b és c félegye-
nesekre

3.4. abra. A K’ pont
visszavetitve

3.5. abra. Az A pont
szerkesztése

A szerkesztés menete nagyobb egységekre osztva a
kovetkezs:

1.

10.

11.

12.

13.

14.

Szerkessziink a-val parhuzamos egyenest P-n ke-
resztiil.

. Vegyiik az igy kapott egyenes és a b félegyenes

metszéspontjat. (P’)

Szerkessziink ugyanigy a-val parhuzamos egye-
nest ()-n keresztiil.

. Vegyiik az igy kapott egyenes és a c félegyenes

metszéspontjat. (Q')
Most kossiik 0ssze a D és az R pontokat.
Kossiik ossze az P’ és a )" pontokat. (3.2. dbra)

A DR és a P'()' szakaszok metszéspontjat nevez-
ziik K’'-nek. (3.3. abra)

Szerkessziink a-val parhuzamos egyenest K’'-n ke-
resztiil.

. Vegyiik az igy kapott egyenes és a P() szakasz

metszéspontjat. (K) (3.4)
Kossiik 0ssze a R pontot az igy kapott K ponttal.

Vegyiik az igy kapott egyenes és az a félegyenes
metszéspontjat. Ez a pont lesz a szerkesztendd
haromszogiink egyik csucsa, ami a-ra esik. (A)
(3.5. abra)

Az AQ egyenes és a b félegyenes metszéspontja
lesz a haromszog B pontja.

A BR egyenes és a c félegyenes metszéspontja-
ként kapjuk a szerkesztendd haromszog C' pont-
jat.

Kossiik 0ssze a C' pontot P-vel, ezen az egyenesen
rajta lesz az A pont. (3.6. abra)
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C

3.6. abra. A megszerkesztett haromszog

3.1. Megjegyzés. Elsfordulhat, hogy az adott R pont a P'Q)’ szakasz egyenesé-
nek D-vel megegyez$ oldalara esik, ekkor a haromszog A csicsa nem lesz rajta
az a félegyenesen, csak annak egyenesén. Ha pedig az R pont benne van az a
félegyenes egyenesében, akkor a megoldas nem miikddik. A megoldéasok 1étezésére
van nem trivialis diszkusszio is, ezzel most nem foglalkozunk.

3.1. Allitas. Tegyiik fel, hogy az ABC' hdromszog a feladatnak megolddsa. Ekkor
azt dllitjuk, hogy ez a szerkesztés jo, vagyis az ily modon megszerkesztett hdarom-
sz20q éppen ez az ABC hdromszdg.

Bizonyitas. Tekintsiik gy az dAbrankat, mintha egy tetraéderbe néznénk bele
alulrol. Legyen a szerkesztend6 haromszogiink sikja a papir sikja, ezt nevezziik
alapsiknak, és legyen D pont a tetraéder csticsa, ami befelé all a papirba. Ha most
leforditjuk a szerkesztés menetét erre a modellre, akkor latszik, hogy miért is jo
ez a szerkesztés.

1. Vetitsiik az ABC' alapsikban 1év6 P() szakaszt a tetraéder BC'D lapjara a
tetraéder AD oldalélével parhuzamosan. (P'Q)’')

2. A DR és a P'QQ)' szakaszok a BC' D sikban vannak, metszéspontjuk K’.
3. A K’ pont rajta van a P'QQ’ és a DR szakaszokon is.

4. Vetitsiik vissza a K’ pontot a P() szakaszra. Ez a pont rajta lesz a DR
szakasz alapsikra visszavetitett képén is, ami az AR szakasz. (R a vetités
soran helyben marad, mert benne van az ABC sikban is, D pedig A-ba

megy)
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5. Tehat az RK egyenes tényleg az A pontot metszi ki az s félegyenesbdl.

6. Az A pont ismeretében a B és C' pontokat is megfelelGen szerkesztettiik.

O

13



4. fejezet

A Papposz tétel dualisa

A Papposz tétel a projektiv geometria egy fontos tétele. Ennek duélisa szintén
érdekes tétel, ami szemléletesen bizonyithato térben.

4.1. abra. A Papposz tétel

4.1. Tétel (Papposz). Vegyiink a o sikon két egyenest, az egyiken az A, B,C, a

14
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mdsikon pedig az A, B', C' pontokat. Leqyen P = AB'NBA',QQ = AC'NCA",R =
BC'NCB'. Ekkor a P,Q, R pontok eqy egyenesre esnek. (ldsd 4.1. dbra)

4.2. Tétel (A Papposz tétel dudlisa altalanosan). Vegyink a o sikon két
pontot, az egyiken keresztil az a,b,c, a mdsikon keresztil az o', b, egyenese-
ket. Ezek metszéspontjait nevezziik el sorban A, B,C, D, E, F,G, H, I pontoknak.
(lasd 4.2. dbra) Legyenek p = FG, g = CH ésr = AE egyenesek. Ekkor a p,q,r
eqyenesek eqy pontban metszik eqgymdst.

4.2. dbra. A Papposz tétel duélisa

Vegyiik ennek a tételnek egy specidlis esetét, amikor a Py, P, idealis pontok,
vagyis az a, b, ¢, valamint az a’, V', ¢’ egyenesek parhuzamosak.

4.3. Tétel (A Papposz tétel dudlisanak specialis esete). Vegyink a o
projektiv sikon két idedlis pontot, az egyiken keresztil az a,b,c, a mdsikon
keresztil az a',b,c egyeneseket. Ezek metszéspontjait nevezzik el sorban
A, B,C,D,E,F,G,H, I pontoknak. (ldsd 4.5. dbra) Legyenek p = FG, ¢ = CH
ésr = AFE egyenesek. Ekkor a p,q,r eqyenesek eqy pontban metszik eqymdst.
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4.3. dbra. A Papposz tétel dudlisanak specialis esete

Bizonyitas. Emeljiik ki az A pontot és a hozza tartozd egyeneseket, pontokat
az alapsikra merdleges iranyba! (lasd 4.4. abra) A pont képe legyen A’. Igy két
vetitést kapunk. Legyen v; az a parhuzamos vetités, ami az alapsik pontjait az S =
FGA' sik pontjaira vetiti az alapsikra merdlegesen. Legyen ebben a vetitésben a
D pont képe D'. Legyen vy az a parhuzamos vetités, ami az alapsik pontjait a
T = CHA’ sikra vetiti az alapsikra merdlegesen. Ebben a vetitésben legyen B
pont képe B’ lesz.

Az S sik tartalmazza a F'D' egyenest, igy azt a pontot is, melybe a v; vetités
az E pontot viszi. Nevezziik ezt Ej-nek. A mésik sikunk 7" pedig tartalmazza a
H B’ egyenest, ezzel egyiitt az E pont vy vetitésben létrejott képét is, nevezziik ezt
FEl-nek. Azt allitjuk, hogy az FY és a El pontok egybeesnek, vagyis ez a két vetités
az F pontot ugyanabba az E’ pontba viszi. Ehhez az kell, hogy az EE] és az FFE)
szakaszok egyenlG hossziak legyenek. Ha ez igaz, akkor a két stk metszésvonala
(m) tartalmazza ezt az E’ pontot, vagyis a metszésvonal visszavetitett képére
igaz, hogy tartalmazza az E pontot, amit a tételben allitottunk. Ezt hasonlo
haromszogekkel lathatjuk be. (lasd 4.5. abra)

GDD'A ~ GAA'A, hiszen a szogeik egyenlGek. Ebbdl kovetkezik, hogy

GD

DD = 2=
GA

CAA (4.1)
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A?
B}
D}

A

a A E B C
=~ ; ——
~<_ g _--

b ~ \\ =~ -

D E\’\_ _:_.——’:”__‘—— F

P A ,—/”’/,’ M
. ////’_,,— //’//,
G H I

a b’ ¢’

4.4. abra. Az A pont kiemelése

Azt is lathatjuk, hogy CBB'A ~ CAA' A, szintén a szogeik egyenl@sége miatt.
Ebbdl kévetkezik, hogy
BB' = ¢B -AA (4.2)
CA
Most irjuk fel az EE] és az EE} szakaszokat szintén hasonld haromszogekkel.

FEEIA ~ FDD'A, mert a szogeik egyenlGek. Eszerint

FE

HEFELN ~ HBB'A, mert a szégeik egyenl6ek. Eszerint
HE
FEE,=—— BB 4.4
A 4.3. egyenlethdl a 4.1. egyenlet behelyettesitése utan kapjuk, hogy

FE GD

EE =-— .=~
" FD GA
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m

a A 12 B C

b

-~ M

a b’ C

4.5. abra. Az m metszésvonal visszavetitett képe éppen az r egyenes

A 4.4. egyenletbdl a 4.2. egyenlet behelyettesitése utan kapjuk, hogy

HE CB

EE, = —— .~ —
" HB CA

Az a,b,césad b, egyenesek parhuzamossaga miatt az eredeti négyszogiinket
paralelogrammék alkotjak, ezért FE = CB, FD = CA,GD = HE,GA = HB.

Emiatt FE GD HE CB
CAA =

/ !/ /
ER=%p ca ~HB ca T EE

Az E pont és az F/ tavolsaga, valamint az E pont és az E) tavolsiga tehat
megegyezik, igy a két pont tényleg ugyanaz, E] = E} = E’. Az m metszésvonal
ezek szerint atmegy ezen a FE' ponton, igy az m-et visszavetitve az alapsikra
(barmelyik vetités ellentétével, hiszen m mindkét vetitésben r képe, ahogy az
el6bb belattuk) azt kapjuk, hogy a képe az r egyenes. Az r egyenes tehat atmegy
a p és q egyenesek metszéspontjan M-en, hiszen M az m egyenes doféspontja az
alapsikkal, emiatt visszavetitett képe 6nmaga. [J
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4.1. Megjegyzés. A Papposz tétel dualisanak ebbdl a speciélis esetébdl konnyen
attérhetiink az altalanos esetre, hiszen egy alkalmas projektiv transzformécioval
(példaul egy kozéppontos vetitéssel) a P, P, pontokat atvihetjiik idealis pon-
tokba, igy elég csak a specidlis esetet bizonyitani. Ekkor a Papposz tétel dualisat
is belattuk altalanosan, amibdl a dualités elve miatt mar a Papposz tétel is ko-
vetkezik.



5. fejezet

Két kor hatvanyvonala

5.1. Definici6 (Pont kérre vonatkozé hatvanya). Egy a kor sikjaban 1évé
pont korre vonatkozé hatvanyan azt a mennyiséget értjiik, melyet ugy kapunk,
hogy a pont és a kor kozéppontjanak négyzeten vett tavolsagabol kivonjuk a kor

sugaranak négyzetét.
hk = PK2 - 7”2

ahol PK a pont és a kor kozéppontjanak tavolsagat, r» pedig a kor sugarat jeloli.

5.2. Definici6 (Pont gémbre vonatkoz6é hatvanya). Egy pont gémbre vo-
natkozo6 hatvanyan azt a mennyiséget értjiik, melyet tigy kapunk, hogy a pont és
a gomb kozéppontjanak négyzeten vett tavolsagabol kivonjuk a gémb sugaranak
négyzetét.

h, = PK* —r?
ahol PK a pont és a gomb kozéppontjanak tavolsagat, r pedig a gémb sugarat

jeloli.

5.1. Tétel. A sikon legyen adva két kilonbozd kir, melyek nem koncentrikusak.
Ekkor azon pontok halmaza a sikon, melyek hatvinya a két korre vonatkozoan
eqyenld eqy egyenes.

A tétel bizonyitasadhoz elGszor két segédtételt kell belatnunk.

5.1. Lemma. Legyen adott két kiilonbozd nem koncentrikus gomb a térben, me-
lyek azonos sugariak. Ekkor azon pontok halmaza a térben, melyeknek a két
gombre vonatkozo hatvinya egyenld egy sikon vannak. (ldsd 5.1. dbra)

Bizonyitas. (5.1. lemma) A lemma bizonyitasa nagyon egyszerii, hiszen a szim-
metridbol adodik minden.

20
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5.1. abra. Két egyenl6 sugarti gémb hatvinysikja, R nem eleme S-nek

Legyen a két gomb szimmetriasikja S (metsz6 gombok esetén a metszéskor
sikja). Vegyiink egy R pontot, mely kiilonbozik a két gomb kézéppontjatol (K-
t6l és K»-t6l) és nincs benne az S sikban. Ez a pont kozelebb lesz az egyik
gomb kozéppontjahoz, mint a masikhoz. (a szimmetrikus sik tartalmazza azokat a
pontokat, melyek egyenld tavolsagra vannak a kozéppontoktol) Tegyiik fel, hogy a
K, ponthoz van kozelebb. Ekkor a RK; < RK, miatt a két hatvany sem egyezhet
meg

hy, = RK} — 1% < RKj — 1% = hy,

hg, 7 hyg,
igy ez a pont nem lehet benne a két gémb hatvanysikjaban. [
5.2. Lemma. Ha egy o sik metsz eqy K, kézépponti ry sugari G gombét (a

metszésvonal eqy Ky kézépponti ry sugard k kir), akkor a o bdarmely pontjinak
ugyanakkora a hatvdnya a k metszéskérre vonatkozoan, mint a G' gombre.

«,e .

tételbdl kovetkezik. Legyen hy egy o-beli () pont hatvanya a k korre vonatkozdan
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5.2. dbra. () hatvanya ugyanannyi a korre és a gombre vonatkozoan

és hy ugyanezen pont G-re vonatkoz6 hatvanya. Legyen dj, = QK és dy = QK|
tavolsagok. (lasd 5.2. dbra) Ekkor definicié szerint

hk = di — T]%
A Pitagorasz tétel kétszeri alkalmazasa miatt
Tizrg—(dz—di):ri—dz%—di
Ebbdl behelyettesitéssel kovetkezik, hogy

2 2, 2 P2 2 .2
hy =di —ry +d, —dy =d; —r; = hy

ami épp a gombre vonatkozo hatvanya a () pontnak. Mivel ) megvalasztasanél

csak azt vettiik figyelembe, hogy benne legyen a metsz6 stkban, ezért a sik

minden pontjara igaz lesz az allitds. [J

Térjiink r& ezek utan a tételiink bizonyitasara. Ha térbe lépiink ki, akkor
gyonyorten latszik, hogy a keresett alakzat egy egyenes lesz.
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Bizonyitas. (5.1. tétel) Legyen az alapsikunk 7. Helyezziink a két korre a na-
gyobbik kor sugaranal nagyobb egyenls sugart gomboket. (mintha golyot gurita-
nank a goly6 sugaranal kisebb sugara lyukra) A k; korre helyezett gdmb legyen
G4, a ky korre helyezett pedig legyen G5. A két gombre vonatkozbdan egyenld
hatvanyt pontok egy sikon vannak, ami a két gomb szimmetriasikja. (lasd 5.1.
lemma) Ezt nevezziik S-nek. Ekkor T' és S metszik egymast egy m egyenesben.
(lasd 5.3. abra)

5.3. abra. Két kor hatvanyvonala a két sik metszeteként

A 5.2. lemma alapjan a T sik pontjainak hatvanya a korékre vonatkozoan
ugyanakkora, mint a rajtuk lévé gombokre vonatkozoan. Tehat a két korre vo-
natkozoan akkor lesz egyenlé egy pont hatvanya, ha a két gémbre vonatkozbdan
is. Ez akkor lehetséges, ha a pont benne van az S sikban is, vagyis rajta van a
két sik metszésvonalan, ami az m egyenes. [



6. fejezet

A Desargues tétel

6.1. Megjegyzés. A kivetkez§ tétel szintén a projektiv geometria teriiletén igaz
teljesen. A parhuzamossagot emiatt itt sem tekintjiik kiilon esetnek.

6.1. Definici6. Legyenek ABC és A'B'C’ héaromszogek a sikon. A két harom-
szoget centralisan perspektivnek nevezziik, ha az AA’, BB', CC’ egyenesek egy
k6z0s csticsban metszik egymast. A két hdromszoget tengelyesen perspektivnek
nevezzilk, ha ABNA'B', BCNB'C’ és a CANC’A" metszéspontok kollinearisak.

6.1. 4bra. A Desargues tétel térben

6.1. Tétel (Desargues tétel). Legyenek ABC és A'B'C’ hdromszigek a sikon.
A két hdromszog centrdlisan perspektiv akkor és csak akkor, ha tengelyesen is
perspektiv.

24
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A tétel igaz lesz a térben is, igy a térbeli esetre a sikbelit visszavezetve egy
kénnyed, egyszerii bizonyitast kapunk.

6.2. abra. Az AB és az A'B’ egyenes egy sikban vannak

Bizonyitas. (6.1. tétel) Elgszor lassuk be, hogy ha a térben centralisan pers-
pektivek a haromszogek, akkor tengelyesen is. Tegyiik f6l, hogy a haromszogek
kiilénb6z6 sikokban vannak.

Vegylik azt a harom sikot, melyeket az AB, BC,C' A egyenesek egyenként az
O ponttal egyiitt hataroznak meg. Messiik el a sikok 4ltal alkotott konfiguraciot a
két adott haromszog sikjaval, melyeket nevezziink T-nek és S-nek. Fzek metszik
egymast egy t egyenesben. Latszik, hogy az AB és a A'B’ egyenesek egy sikba
esnek, hiszen az OAB sik tartalmazza A'-t és B’-t is. Ebbdl kovetkezik, hogy
metszik egyméast. Ugyanakkor az AB egyenes benne van a T sikban, az A’'B’
egyenes pedig benne van az S sikban, melyek a ¢ egyenesen metszik egymast.
Ebbdl az kovetkezik, hogy az AB és az A'B’ egyenesek a t egyenesen metszik
egymast. Ugyanigy latszik az is, hogy az AC és az A'C’ egyenesek, valamint a
BC és a B'C" egyenesek is a t egyenesen metszik egymast.

Most, hogy lattuk, hogy ha a haromszogek centrilisan persepektivek, akkor
tengelyesen is, lassuk be forditva is. Ha két haromszog a térben tengelyesen perse-
pektiv, akkor centralisan is. Tegyiik fol, hogy a haromszogek kiilonb6z6 stkokban
vannak.

Ez talan még konnyebben latszik, mint a forditott irany. Vegyiik példaul az
AB és az A'B’ egyeneseket. Ezek a tengelyes perspektivitas miatt metszik egy-
mast, tehat meghataroznak egy sikot. Ugyanigy a BC' és B'C’ egyenesek és a
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CA, C'A" egyenesek is. Ez harom altalanos helyzet sik, amelyek paronként az
AA’, BB', CC’ egyenesekben metszik egymast. A harom sik egy kozos pontban
metszi egyméast, amin keresztiil mennek a paronkénti metszésvonalaik is, vagyis
AA', BB, CC". Ez a pont lesz a centralis perspektivitas centruma.

Most, hogy térben belattuk a tételt, meg kell nézni, hogy egy olyan hatarhely-
zetben, mint az egy sikban lévé haromszogek is teljesiil-e?

A Papposz tétel dualisanak bizonyitasahoz hasonldéan emeljiink ki egy pontot,
a hozza tartozé vonalakkal egytitt.

6.3. abra. Ha centralisan perspektivek, akkor tengelyesen is

Legyen a sikban két haromszogiink. Az egyik legyen ABC, a méasik DEF.
Tegyiik fel, hogy ezek centralisan perspektivek az AD, BE, C'F egyenesekkel és
O centrummal. Emeljiik ki az A pontot egy A’ pontba. Legyen v egy vetités,
mely az A pontot az A’ pontba viszi, az AO egyenes pontjait az A’O egyenesre
vetiti a haromszogek sikjara merdlegesen. (lasd 6.3. dbra) Ekkor van két nem
egy sikban 1é6v6 haromszogiink A’BC' és D'E'F, melyek tovabbra is centralisan
perspektivek maradtak ugyanazon O centrummal. Ezekre teljesiil a Desargues
tétel térbeli esete. Igy van egy t' tengely, amire igaz, hogy az A'B, D'E a BC ,EF
és a CA' F D’ oldalegyenes parok ezen az egyenesen metszik egymaést.

Most tekintsiik a térbeli &bra meréleges vetiiletét az eredeti haromszogek sik-
jara. Az A’ pont vetiilete az A pont, igy az A'D’, A’B, C A" egyenesek képe rendre
az AD, AB, C' A egyenesek. Vegyiik a t’ egyenest. Ezen az egyenesen metszik egy-
mast az A'B, D'E a BC, EF és a CA’, FD' oldalegyenes parok. Ha tehat az A’B,
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D'E, t' egyenesek metszik egymast a térben, akkor a merdleges vetiileteik is met-
szik egymast a sikon. Ugyanigy belathato, hogy BC, EF, t', valamint C A", F D', t'
vetiiletei is metszik egymast. Tehét a vetiileti haromszogek oldalegyenesei paron-
ként a t’ egyenes mergleges vetiiletén metszik egymést, ami egy egyenes, nevezziik
t-nek.

6.4. abra. Ha tengelyesen perspektivek, akkor centralisan is

Most vegyiik azt az esetet, amikor a tengelyes perspektivitast tessziik fol. Le-
gyen ABC és DEF tengelyesen perspektiv a sikon t tengellyel. Vagyis az AB,
DE,a BC, EF ésa CA, FD egyenesek messék egymast egy ¢ egyenesen. Most is
emeljiik ki az A pontot, csak most a v vetités nem a centrumba futd egyeneseket
vetiti, hanem a tengelyen metsz6 egyeneseket, melyek dtmennek A-n. (lasd 6.4.
abra) Tehat t' az az egyenes, amiben a t-ben az alapsikra mercleges sik az A'BC
sikot metszi. A’ B metszi t'-t, ezt a metszéspontot osszekotjiik F-vel, A'C' metszi a
' egyenest, ezt a metszéspontot pedig kossiik dssze F-fel. Ennek a két egyenesnek
a metszéspontja adja meg a D’ pontot, amivel megkapjuk az A’BC haromszog-
hoz tengelyesen perspektiv D' EF haromszoget, ami nincs vele egy sikban. Ebbol
kovetkezik, hogy a két kapott haromszog centralisan is perspektiv az O ponttal.
Az A'D’, BE, C'F egyenesek a térben metszik egymast, igy merdleges vetiileteik
is metszik egymast a sikon. Most tekintsiik az A’O egyenest, ami tartalmazza a
D’ pontot is. Ennek az egyenesnek a merdleges vetiilete az alapsikra éppen az
AO egyenes, ami tartalmazza a vetiileti pontokat is (A-t és D-t). A BE és a CF
egyeneseknek pedig a meréleges vetiiletiik 6nmaguk, igy ezek tovabbra is metszik
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egymast az O pontban. Tehat a két hadromszdg centralisan is perspektiv.
OJ

6.2. Megjegyzés. A bizonyités vége, ahol a tengelyes perspektivitasbol vezetjiik
le a centralis perspektivitast valojaban folosleges, hiszen a Desargues tétel két
irAnya egymas dudlisa, igy ha az egyik irany igaz, akkor a masik irdny is igaz lesz
a dualitas elve miatt.



7. fejezet

Hat kor érintkezése

7.1. Feladat. Legyen adott az Ay, Ay ..., Ag hatszég. Az A; kézépponti k; kordk
(1 < i < 6) dgy helyezkednek el, hogy ki kivilrdl érinti ko-t és ke-ot, ke kiviil-
rol érinti ky-et és ks-at, dltaldban k; kivilrdl érinti k;_1-et és ki 1-et. A ki-en
taldlhato két érintési pontot dsszekdld eqyenesnek €s a kz-on taldalhato érintési
pontokat 6sszekitd egyenesnek a metszéspontjat osszekdtjik As-vel, ez lesz az e
eqgyenes. Hasonloan, a ks-on, illetve a ks-on taldlhato két érintési pontot Gssze-
kotd egyenesek metszéspontjdt és az Ay-et dsszekdtve kapjuk az f egyenest. Végiil
a ks-6n és a ki-en taldlhato érintési pontokat 6sszekitd eqyenesek metszéspontjdt
és az Ag-ot dsszekitd egyenes legyen g. Mutassuk meg, hogy az e, f, g egqyenesek
egy ponton mennek dat. (lisd 7.1. dbra)

7.1. abra. A feladat szerint az e, f, g egyenesek egy pontban metszik egymast

29
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7.1. Megjegyzés. A feladatot 2008-ban az OKTV dént&jében, a II1. kategoria-
ban tiizték ki. Az eredeti szovegben kikototték, hogy a hatszdg konvex és minden
szOge tompaszog (lasd [2] fiizet). Erre azért volt sziikség, hogy mindenképpen
létezzen a metszéspont. Azonban ha megengedjiik ideélis pontok létezését, ak-
kor ezeket folosleges kikotni. Innent6l az ideédlis pontokat is metszéspontoknak
tekintjiik.

Bizonyitas. A 7.1. abra a feladat szovege alapjan késziilt, a jelolést kiegészitjiik
azzal, hogy a k; koron lévd érintési pontokat 0sszekdts egyenes legyen [y, a k3-on
lévé érintési pontokat 0sszekotd egyenes legyen I3 és a ks-6n 16v6 érintési pontokat
Osszekotd egyenes pedig legyen [5. Legyen E =1 N3, F =1l3Nl5és G =15N1;.
Most helyezziink a korokre egy-egy azonos nyilasszogi kupot a kovetkezd
modon. A ky, ks, ks kérokre helyezett kip cstcsa legyen az alapsik altal megha-
tarozott egyik féltérben, mig a ko, ky, kg a masik féltérben. Az Ay, ... Ag pontok
fole, vagy ala emelt kupok csticsai legyenek rendre By, ..., Bg. (lasd 7.2. abra)

7.2. dbra. A korokre egyenld nyilasszogi kipokat helyeziink

Most vegyiik az S, = BgB1Bs sikot. Ez a sik az alapsikkal éppen az [; egye-
nesben talalkozik, mivel a kupok azonos nyilasszogiek. Ugyanigy lathatjuk, hogy
az S3 = By B3 By, sik az I3 egyenesben, az S5 = B, B5Bg sik pedig az [5 egyenesben
metszi az alapsikot.

Ez a harom sik (Si,S3,55) egy kozos metszéspontban taldlkozik, nevezziik
ezt M'-nek. Ezen a metszésponton athaladnak a paronkénti metszésvonalaik is.
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S1 és S3 metszésvonalai az alapsikkal [, és [3, tehat S; és S3 metszésvonalara
illeszkedik F, valamint a kozos pontjuk Bsy. Tehat a metszésvonal a m; = EB,
egyenes. Ugyanigy gondolkodva az S3 és az S5 sikok metszésvonala az mg = F' By
egyenes, az Sy és az S sikok metszésvonala pedig a ms; = G By egyenes.

7.3. abra. A BgB1Bs, a BoB3B, ¢s a B,B5Bg stkok egy kozos pontban metszik
egymast

Az mq, m3, ms egyenesek mercleges vetiilete az alapsikra az e, f, g egyenesek,
hiszen az &ket tartalmazé alapsikra meréleges sikok tartalmazzak az mq, ms, ms
egyeneseket is. Az Sy, S3, Sy sikok metszésvonalai egy kézos M’ pontban metszik
egymast, tehat a merdleges vetiileteik is egy pontban metszik egymast, vagyis az
e, f, g egyenesek egy pontban metszik egymést, ahogy a feladat allitotta. [J



8. fejezet

Harom kor kozos érintdi

Egy érdekes tény, hogy harom kor, melyek paronként egymas kiilsejében van-
nak (vagyis létezik kozos érintdjiik) paronkénti kozos kiilsé érintSinek metszés-
pontjai egy egyenesen vannak. Vajon ez akkor is igaz, ha csak bizonyos érintGk
vannak kiviil, egyesek pedig beliil?

8.1. Tétel (Monge tétel). A sikban bdarmely hdarom egymds kilsejében lévd
kérre igaz, hogy ha vessziik pdronként a kozos kilsd érintdiket, akkor ezek met-
széspontjai eqy egyenesre esnek. (lasd 8.1. dbra)

8.1. abra. A kozos kiilsé érint6k metszéspontjai kollinedrisak

8.1. Megjegyzés. Ha a korok kozott vannak ugyanakkora sugariak, akkor ezek
érint6i parhuzamosak, tehat idealis pontokban metszik egyméast. A parhuzamos
egyeneseket innentGl nem vessziik kiilon esetnek.

32
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Bizonyitas. (8.1. tétel) Helyezziink minden korre egy az 6 sugaraval megegyezs
sugaru gombot, mely érinti az alapsikot a kor kézéppontjaban. Ekkor harom gém-
b6t kapunk. Meggondolhatd, hogy ezeket egyiitt mindig érinteni tudjuk egy az
alapsiktol kiilonbéz6 sikkal tgy, hogy a gémbdk a stk egy oldalan legyenek, ki-
véve, ha az eredeti korok kozéppontjai egy egyenesen vannak. Ezt az esetet a 8.2.
megjegyzésben vizsgaljuk. Legyen ez a sik S. A gébmbok paronkénti kézos érin-
tékupja az alapsikon fekszik, igy egy alkot6ja benne van az alapsikban és ez az
alkoto atmegy a korok érintGinek metszéspontjan, hiszen ez az alkoto a két kor
kozéppontjat Osszekéts egyenes. Ez a pont a kip csicsa. Mivel az S sik érinti
a gombdket, igy paronként is érinti Gket, vagyis az érintékipok egy-egy alkotdja
benne van az S sikban. (lasd 8.2. abra) Ezek a kiip csicsaban metszik a korok sik-
jat. Ebbdl kdvetkezik, hogy a kiipok csticsai, amik egyben a kérdk paronként vett
kiils6 érintGinek metszéspontjai az S sik és az alapsik e metszésvonalan vannak,
tehat kollinearisak. [J

8.2. abra. A sotétkék vonalak benne vannak a harom gémbot érintG S sikban

Nézziik meg, hogy mi torténik, ha a harom érintéparos koziil egyet, kettst,
vagy harmat belsd érintének vesziink. Azt tapasztaljuk, hogy nem minden esetben
lesznek egy egyenesen.
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8.2. Tétel (Harom kor k6z6s érintéi). A sikban barmely hdarom egymds kiil-
sejében lévd, nem kollinedris kozéppontu kdrre igaz, hogy ha vesszik paronként a
kozos érintdiket, akkor ezek metszéspontjai akkor és csak akkor lesznek eqy egyene-
sen, ha a kozos érintdk kozil pdros szami belsd, és pdratlan szamai kilsd érintdpdr,
vagy o korok kézéppontjar kollinedrisak.

alapsik

8.3. abra. Az egyik gomb atkeriil az alapsik és az érintGsik tuloldalara

Bizonyitas. (8.2. tétel) A bizonyitas az el6z6h6z nagyon hasonlo. Helyezziink
most is a korok sugaraval egyenls sugari gémbdoket a korokre, hogy azok a meg-
felels kor kdzéppontjaban érintsék az alapsikot. A hdrom gémbot kozosen kétfé-
leképpen tudjuk sikkal érinteni. Az egyik eset a fenti 8.1. tétel esete, amikor a
sikkal egy oldalrdl érintjiik Gket. Ebben az esetben a kiils§ érintGkre kapunk egy
bizonyitést.

Ha azonban szeretnénk belsé érintéket is hasznalni, akkor azoknal a gombok-
nél, ahol belsé érintékkel dolgozunk kozds belsG érintékipot fogunk hasznalni,
aminek a csicsanak két oldalara esik a két érintett gdmb. Mivel azt szeretnénk,
ha a kozos bels6 érintékip csticsa az alapsikba esne, ezért az egyik gébmbot, amit
beliilrsl érintiink az alapsik masik oldalara tessziik.(lasd 8.4. abra) Igy az alap-
sikra esik az egyik alkotd, igy nyilvan a csics is. Ezeknek a kipoknak az alkotoit
ugy tudjuk csak felhasznélni a bizonyitasban, ha az érint6sik nem egy oldalrol
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érinti a harom gombd6t, hanem a kup 4ltal beliilrSl érintett gomboét az S sik is
beliilrdl érinti. Ez azt jelenti, hogy a beliilrdl érintett gombok atkeriilnek az érin-
t6sik masik oldalara. (lasd 8.3. dbra) Ekkor mar a belsG kozos érintdkip egyik
alkot6ja benne lesz az érintGsikban. Viszont ha egy gémb atkeriil az S stk masik
oldalara, akkor csak akkor lehetnek az alapsik és az érintésik metszésvonalan az
érint6kupok csicsai, ha mind a két masik gémbbel bels6 érintési helyzetbe keriil.
Ha nem igy lenne, akkor az egyik kozds érint6kup alkot6ja nem lenne benne az S
érintésikban. Igy ha egy gombot attesziink az alapsik taloldalara, akkor két kiil-
s6bdl két belsd érintGpart kapunk. Ha kett6t tesziink at, akkor ugyanazt esetet
kapjuk, csak a stk szempontjabol forditva, ha pedig mindharmat attessziik, akkor
a 8.1. tétel esetét kapjuk forditva. [J

8.4. dbra. Bels§ érintéparok esetén a gdmbok kozos belss érintSkipjat vessziik

8.2. Megjegyzés. Ha az érintsik egybeesik az alapsikkal, akkor a két siknak
nincs metszésvonala. Meggondolhato, hogy ez az eset csak akkor fordulhat els, ha
a harom kor kozéppontja egy egyenesre esik. Ekkor erre az egyenesre szimmetrikus
minden. Igy persze a kozos érintsk is ezen az egyenesen metszik egymast. Ebben
a specidlis esetben barmennyi belsé és kiils6 érintépart valaszthatunk, ezek mind
ezen az egyenesen metszik egymaést.
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