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1. Bevezetd

Szakdolgozatom célja néhany ruletta érdekes tulajdonsaganak bemutatasa. Gordiilg
mozgéassal minden nap taldlkozhatunk, a rulettdk alatt egy igy mozgd pont palydjat
értjiik. Leggyakoribb példa a kerék egy pontjanak palyaja haladas kozben. Célom a
differencidlgeometria segitségével négy érdekes problémat bemutatni.

Az els6 fejezetben egy alternativ’ autd kereket vizsgélok. Ennek lényege, hogy az
igy konstrudlt kerékkel rendelkezé auté megfelel uton egyenletesen, egyenes palyan
mozog.

A mésodik fejezetben szerepls feladat is egy egyenest ad eredményiil, de az ott sze-
repl6 ,kerékkel” mar nem egyenletes mozgast kapunk. Ennek a feladatnak érdekessége,
hogy itt két nevezetes ruletta (a ciklois és a kardioid) altal generalt ruletta szerepel.

A harmadik fejezetben a ciklois egy tulajdonsagat mutatom be, a cikloidalis inga
allando periodusidejét. Az utolso fejezet is a ciklois egy meglep6 tulajdonsagarol szol,

itt a ciklis brachisztochron tulajdonsigét bizonyitom.

Ezuton szeretnék koszonetet mondani Naszodi Martonnak a konzultaciokon nyj-

tott tanacsaiért.



2. A sokszog profila kerék

A Csodéak Palotajaban lathato egy autd, amelynek érdekessége, hogy a kerekének pro-
filja nem kor, hanem négyzet. A jaték furcsasidga, hogy az auto haladasa kozben az utas
nem érez zotykolodést, a kerék forméaja ellenére. Ez a kerékhez kialakitott specidlis 1t
miatt van igy.

A négyzet profila keréknél egy kicsit altalanosabb esetet vizsgalunk, a szabalyos
sokszog kerekd autot, és a hozza tartozo utat: a lancgdrbét. A feladat levezetés nélkiil,
eredménnyel megtalalhato a [3] oldal rulettakrol szold cikkében, ahol tébb animécios

illusztracio is talalhato.

2.1. Definicié. Lancgorbének nevezziik azt a gorbét melynek paraméteres egyenlete:

Lo = ( —A cotsh(i) > (teR)

A gorbe neve onnan ered, hogy egy a két végénél felfiiggesztett lanc ilyen alakot vesz

fel a gravitacios eré hatasara.



B B(t)

2.2. Allitas. A lancgorbe ivhossza a [0, ] intervallumon:
t
((L|[0,t]) = Asinh(z) (2.1)

Ennek bizonyitasa a rutin szamolassal kijon a paraméteres gorbék ivhossz képletébdl.

Adott a rogzitett X koordinata rendszerben a fenti egyenlettel megadott L gorbe.
Tekintsiik L(0)-beli érint6hoz rogzitett Xy koordiata rendszert, melynek x —tengelye az
L(0) beli érintd, origdja az L(0) pont, y—tengelye parhuzamos 3 y—tengelyével. Ahogy
ez az érint6 gordiil a gorbén, a Xy koordinata rendszer is mozog: orig6ja megegyezik
az L(0) képével, x — tengelye a gorbe L(t) beli érintGjével. Legyen ez a ¥; koordinéta
rendszer. Jelolje B(t) a ¥, koordinata rendszer [—¢(L|[0,t]), A] pontjat.

2.3. Tétel. A B(t) pont ¥ beli koordindtdja [t,0] lesz.

Bizonyitds: Jelolje b(t) helyvektor a B pont t pillanathoz tartozo képét, és C(t) a
B(t) pont merdleges vetiiletét a gordiils egyenesre. Legyen C(t) helyvektora c(t), és
d(t) = b(t) — c(t).

Konnyen lathato, hogy C'(0) = L(0), és d(0) = [0, A].

Ha vessziik a gorbe aktudlis helyét, L(t)-t, és az e pont beli érintén az eddig megtett
utat (£(L|[0,t])-t), megkapom C(t)-t.

Azaz B képére adodik:

L'(#)

- (ol

((L|[0,t]) +d(t) (2.2)



A d(t) vektorrol tudjuk, hogy merdleges lesz az L/(t) sebességvektorra, és hossza
mindig A lesz. Tehat d(¢)-t megkaphatjuk mint L'(¢) transzfolmaltjat:

d(t) = sinh(%) A
1 1+ sinhQ(%)

Ezt behelyettesitve 2.2 egyenlethe és felhasznalva az ivhossz 2.2 képletét:

; 1 Asinh(%)
B(t) = a !
() ( — Acosh(%) > ( —sinh(%) ) 1 —|—sinh2(£)

t
= Acosh?(L
—Acosh(%) + 2(2)
cosh”(3)
t t
(st )= (2) "
—Acosh(§) + Acosh(%) 0
Azaz az B pont képe egy egyenes palyat ad. [l

A sokszog kereki autohoz visszatérve:

Az n-szdgl kerék kezdetben B kozéppontt, és alsod, vizszintes oldala az oldal fe-
lez6pontjaban érinti az A paramétertd lancgorbét. Jeldlje a sokszog koré irt korének
sugarat R.

Mivel az érintési pont (az érinté oldal felezépontja) és a B kozotti vektort jeloltiik
d-vel, adodik, hogy A = ﬁ.

Lathato, hogy a sokszog kerékkel, A paraméterii lancgorbeivekbdl all6 titon haladva,

egyenletesen, zokkenGmentesen haladhatunk.



3. Kardioid profila kerék

A ciklison gordiils kardioid feladattal egy animacioban talalkoztam a [5] oldalon. Ezen

rulettak rulettaja érdekes eredménye miatt keltette fel a figyelmemet.

3.1. Definicidé. Eqgy rdgzitett kiron kivilrél csuszasmentesen gordild azonos sugari

kor eqy pontja dltal leirt gorbét kardioidnak nevezzik.

A kardioidnak itt egy olyan paraméteres képletét irjuk fel, amelynél a korok sugara
r, a rogzitett kor kozéppontja C; = (0,—r), és a gordiils kor kezdeti kozéppontja
CQ = (O, T)Z

(0 ) o on

cos(2t) — 2cos(t) + 1
3.2. Definicié. A kardioid cstcsan a fenti paraméterezés szerinti t = 0 pontot értjiik.

3.3. Definicidé. Egy egyenesen, csiszdsmentesen gordild kér eqy pontja dltal leirt gor-

bét cikloisnak nevezzik.

A 2r sugara kor altal generalt ciklois egy paraméterezése:

2 ( t—sin(t) ) t € [0,2x] (3.2)

cos(t) — 1

3.4. Feladat. Milyen pdlyin mozog egy kardioid csicspontja, ha a kardioidot csiuszds-
mentesen gorditem eqy cikloison, amelynek eqy periodusdn velt ivhossza megegyezik a

kardioid fvhosszdval?

A feladatban megfogalmazott, ugyanakkora ivhosszakra vonatkozo feltétel abban

az esetben teljesiil, ha a cikloist generalé kor sugara dupla akkora, mint a kardioidot



3.1. &dbra. Cikloison gordiilé kardioid

generalo két kor sugara (ez a lentebb szerepld ivhoszképletekbdl konnyen lathato). Azaz
a feladat megoldasahoz a fentebbi paraméterezésekre lesz sziikség.

Ahhoz, hogy a gordiilés vizsgalatanal mindkét gérbénél ugyanazt a paramétert hasz-
nalhassuk be kell 14tni, hogy barmely t-ig a két gorbe ivhossza megegyezik a [0, t] inter-
vallumon. Azaz barmely ¢ esetén azonossigra vezet a kovetkez6 ivhosszakra vonatkozo

egyenlet:

27 [ 11— cos + st = 1 [ /oot ~ 2eosET T @omte) ~ Zom P
[\ = [ /2= 2o e @ — 2o @
/D 2 sint/2)dt = / V2 — 2cost(t) — 2sin(1) cos(t)dt
/028111 t/2)dt = /mdt (3.3)




A gordiilés egyik fontos tulajdonsaga, hogy barmely ¢ idépillanatban a két gorbe
érinti egymast, az érintkezési pontban a két gorbe érintGje megegyezik. Mivel a ciklois
P(t) pontbéli érint§jét konnyen meg tudjuk adni, a 3.4 feladathoz sziikségiink van a

kovetkezd lemméras:

3.5. Lemma. Legyen vy a 3.1 paramélerezési kardioid, és v a vy eqy egybevdgo példinya
eqy iranyitds tarto egybevdgosdgndl. Legyen adott t € R, a generdlo kiorék sugara, r,
valamint a y(t) pont képe v-n, és a v ottani érintdvektora. Ekkor v csicsa megkaphatd
a kovetkezd eljardssal:

1. Forgassuk el a v(t) kiril az v hosszisdgura skdldzott érintévektordt L-el. Ezzel
megkaptuk a gordild kor t-beli kézéppontjdt, Co(t)-t

2. Forgassuk el a v(t) pontot Cy(t) kiril (—t)-vel. Igy megkapjuk a két kor érintke-
z€si pontjat, F(t)-t.

3. F(t)-t toljuk el C’g(t)F(t;—vel, amivel megkapjuk o fix kér kézéppontjat, C-et.

4. Forgassuk el F(t)-t Cy koril (—t)-vel. Ezzel megkaptuk a kardioid csicspontjdt,
O-t.

Bizonyitds: A kardioid érint6jérdl ismert, hogy athalad a gordils kor és az W
egyenes metszéspontjan E(t)-n. [1]

Mivel F(t)Cq(t)v(t)£ megegyezik t-vel és v(t)Co(t) E(t)A egyenlGszari haromszog,
a Co(t)v(t)E(t)L =t/2 lesz.

A kardioid t-beli pontjat megkaphatjuk a csticspont két ¢ szogi elforgatasaként C
és Cy(t) koriil.

Innen lathato, hogy a fenti eljaréssal a kardioid ¢ pontjat visszaforgatjuk a cstcs-
pontjaba.

O

A fent leirt szerkesztés 1épései analitikusan:
Jelolje M, az « szogl, pozitiv irdnyba forgatds matrixat, és v a 3.5 lemmaban
szerepl érintévektort. Az atlathatosag érdekében a t paramétert elhagyom a pontok

jelolésénél.



v 2
F = M_t(l/(t) - 02) + Cg (35)
A=F+ BF (3.6)
O= M (F-Cy)+C (3.7)



Ha a 3.7 egyenletbe behelyettesitjiik a tobbi pontra kapott Osszefiiggéseket:

(
—(
(Cy — M_4(v(t) — Cy) + Cy) + 2(M_(v(t) — Cy) + Cy) — Cy
= M_y(—M_,(v(t) — C3)) + 2M_ (y(t) Cy) + Cy

( )

= M_,(=M_i(v(t) — (v(t )+Mtv| |) ) +2M . (v(t) — (v(1) +M;Vm))+

+ (u(t) *M”ﬁ)

= MMMy ) + MMy ) 4 vle) + Myv

— ﬁM_gtv 2| |M_iv+ v(t) + |%|Mtv

- m (Mfgt — ZM,% + Mg) v+ v(t) (3.8)

Visszatérve a ciklison gordiilés esetére: A ciklois és a kardioid érintGje azonos az
érintkezési pontban, ezért a ciklois ¢ paraméterbeli érintGjének irdnyvektorat, v-t meg-

kaphatjuk a ciklois paraméteres egyenletének elss derivaltjaként, azaz v = v/(t).

() = 2r ( zog(j;n_(t)l ) (3.9)
Y (t) = 2r ( iog(j;n_(t)l ) (3.10)
[/ (#)] = 4rsin() (3.11)
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A 3.8 egyenletben szerepl§ matrixok Osszegét kiszamolva:

3 t t
M, = COS(—§t) — 2008(—5) + 008(5)

t
M, ; = —2sin(?) sin(§)

.3 .t 1
My, = 8111(—51&) — 28111(—5) + sm(é)
t t
My 1 = 2cos(t) sin(—é) - 2sin(§)
My, = ZSin(%)(l _ cos(1)) (3.12)

A 3.8 egyenletbe behelyettesitve a fentieket, O pont ¢ pillanatbeli képe:

o(t)

r ( —2sin(t)sin(§))  —2sin($))(1 — cos(t)) > ( 1 — cos(t) )

- 2sin(%) 2sin(%))(1 — cos(t)) —2sin(t) sin(%)) — sin(t)

t — sin(t)
e ( cos(t) — 1 )
_, ( —sin(t) —(1— cos(t)) > ( 1 — cos(t) ) Lo ( t — sin(t) )
1 — cos(t) — sin(t) — sin(t) cos(t) — 1
—r( 0 )+2r<t_sm(t)>
(1 — cos(t))? + sin?(t) cos(t) — 1

B t — sin(t)
— o ( ; > (3.13)

Azaz az O pont képe az x tengelyen halad végig, de nem egyenletes sebességgel.
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4. A ciklois tautochron tulajdonsaga

Az id6 mérésére sokéig kerestek a mindennapokban is hasznalhaté eszkozt. Ezen esz-
kozok egyik csoportja az ingaorak. Ezek az id6t a kilengések darabszamaval mérték.
Feladat lett egy olyan inga konstrualasa melynek periodusideje nem fiigg a kilengés
nagysagatol. A matematikai inga (egy stlytalan kotélbdl, és ra erdsitett tomegpontbol
allo inga modell) pontos megoldasnak tint, de a szamitasok azt mutattak, hogy len-
gésideje csak kozelitsleg egyezne meg kiilonb6z6 nagysagn kitérések esetén (a kozelités
nagyon jo 8°-nal kisebb kilengés esetén).

A kilengéstdl fiiggetlen lengésidejt (izochron) ingat el@szor Christian Huygens hol-
land tuddsnak sikeriilt készitenie a cikloisok segitségével. A cikloidalis inga feladattal
|1] konyvnek A ciklois titkai fejezetében talalkozhatunk, egy méasik levezetéssel egytitt.

A ciklois ezen tulajdonsagahoz elGszor a tautochron tulajdonsagat kell belatnunk.

4.1. Definicié. Egy gorbét tautochronnak mondunk, ha az az idd, ami alatt eqy rajta
elhelyezett golyo a gorbe legalso pontjdig surloddsmentesen gurul le a gravitdcio hatd-

sdra, nem fligg a golyd kiinduldsi pontjdtal.

A fentebb is szerepelt, lefele 4ll6 cikloisnak csak az elsé periddusanak elsd felével
foglalkozunk, azaz a golyok kiindulépontjai ¢t € [0, 7] intervallumban vannak, mig a
gorbe aljat a t = 7 adja. A szamitasok soran a ciklois kévetkez6 paraméterezését

fogom hasznalni:

x = r(t — sin(t))
y =1r(1+ cos(t)) (4.1)

4.2. Feladat. Szamoljuk ki, hogy a ciklois t = p paraméterid pontjdrdl, nyugalombol
induld golyo mennyi idd alatt ér le a ciklois t = m paraméterhez tartozo pontjdba, csak

a gravitdciobol adodo gyorsuldst kihaszndlva.
12



Ennek kiszdmolasdhoz a cikloist egy térottvonallal kozelitjiik.
Legyen At = &, és t; = iAt(i = 0,1,...,N). Jelolje AT; a ~(t;)-b6l ~(t;41)-be
gurulés idejét. Ekkor a fizikai képletbdl a kévetkezd Osszefiiggés adodik:

1Y/ (t:)| At
v(t;)

A hg = 1+ cos(p) kezd6 magassagbol indulo golyo, h = 1 + cos(t;) magassagbeli

AT; ~ (4.2)

pontjara az energiamegmaradast felhasznalva kiszamithato a golyo ¢;-beli sebessége:

1
§mv2(ti) + mg(h — h()) =0

1
§mv2(ti) =mg(ho — h)

v?(t;) = 297 (1 + cos(p) — (1 + cos(t;))) = 2gr(cos(p) — cos(t;)) (4.3)

Az igy kapott AT;-ket Osszegezve, és a felbontas hatarértékét nézve kapjuk:

[y 29113;26_09;22@)%
[ -
§ - ¢2mii;n Sm) -
Vil \/ Slﬁécls@sm(;—’) T -
Vsl \/ OEErAE L
Vel \/1—sm B+ a(3) (1.4

Az igy kapott képletben szerepld integral kiszamolasa nehéz, de a WolframAlpha|2]

segitségével sikeriilt a kovetkezG hatarozatlan integralt kiszamitani:

13



1
/\/1 i ag@) ™

= —V2y/cos(z) — 1 ‘ 1

10g<¢2c +cos(z) = 1+ V2 cos(3)) =

= —V/24/cos(z) — cos(x) ————log(\/2¢c + cos(x) — 1+ /1 + cos(z)) =
= —2v/—1log(y/2c + cos(z) — 1+ /1 + cos(x)) (4.5)

Ide a c helyére visszairva a sin®(2)-t:

—2\/—110g(\/281n (g)+cos — 14 /1+ cos(z

= —2y/—1log(y/1 — cos(p) + cos(z) — 1 + \/1 + cos(z)) =
= —2y/—1log(y/cos(z) — cos(p) + 1/1 + cos(x)) (4.6)

Ezek segitségével mar fel tudjuk irni a 4.4 eredményét:

™

T = \/g [—2\/—_110g(\/cos(t) —cos(p) + 1+ cos(t))} =

p

— \/g(—2\/—_110g( —1 —cos(p)) + 2v/—1log(y/1 + cos(p))) =

1 + cos(p)
\/>( 2\/_) (\/_\/1—|-COS )=
T It o \/—_17T_7T r
—\/;(—2\/—_1)10g(\/—_1)—\/; (-2 DY = \/; (47)

Igy azt kaptuk, hogy a cikloisiven barhol elhelyezett goly6 az iv aljara ugyanannyi
id6 alatt jut el, hiszen a kapott eredmény nem fiigg p-tél.

Ebbdl azt a kovetkeztetést lehet levonni, hogyha tudunk olyan ingadrat csinalni,
ahol a matematikai ingaval ellentétben a felfiiggesztett sily nem kor, hanem ciklois
palyan mozog, akkor annak periédusideje allandé lesz, nem fog a kilengéstdl fiiggeni

(csak az inga hosszatol).
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Ha az inga felfiiggesztési pontjanal pofakat helyeziink el, azzal rdkényszeritjiik az
ingat, hogy ne kor, hanem més palyan mozogjon. Matematikai nyelvre leforditva: van
egy gorbénk (pofank), amirdl egy egyenest gorditek fel-le, és ekkor az egyenes egyik
kijelolt pontja cikloispalyan mozog. Ilyen pofa konnyen taldlhatd az evolita-evolvens
kapcsolatot felhasznalva. Ehhez fel kell hasznalnunk néhény differencialgeometriai fo-

galmat.

4.3. Definici6. A v : I C R — R? girbének a tel helyen vett gorbiiletén a k() =

[RMOESHO]]

O szamot értjik.

4.4. Definicié. Siméan paraméterezett gorbén eqy C*-osztalyu v : I — R leképezést
értiink. A ~ simdn paraméterezett gorbét regularisnak nevezzik, ha ~'(t) # 0 bdarmely

t e l-re.

4.5. Definicié. A~ : I — R? reguldris sima girbe. A t-beli normalis egységvektoranak

az érintdirdnyd egységuektor +90° elforgatottjit nevezzik. Jele: N(t).

4.6. Definicié. Egy sikgorbe evolutaja a gorbiileti kézépponjainak halmaza.

7elt) = (1) + ——N(1) (4.8)

15



4.7. Definicié. Adott eqy requldris gorbe a sikon. Fejtsiik le eqy rogzitett ¢} pontjdbol
kezdve a gorbét a kovetkezd modon: a gorbe minden P pontjdhoz a P-beli érintdre mérjik
fel a gorbe Q és P kozotti fvhosszdt. A kapott @ pontok alkotta gorbét a @ ponthoz

tartozo evolvensnek nevezzik.

A fenti definiciokbol latszik, hogy egy gorbének tobb evolvense létezik, de csak egy
evoliutaja. Ismert, hogy ha ~5 gérbe a v, gorbe evolutija, akkor a v, gorbe a 5 gorbe
evolvense.

A feladat célja egy olyan pofa vélasztdsa, amit egy olyan gorbe ir le aminek evol-
vense egy ciklois. Felhasznalva azt a tényt, amit ebben a dolgozatban nem bizonyitunk,
hogy a ciklois evolutaja egy vele megegyezé (eltolt) ciklois, lathato, hogy ha a pofakat

cikloisoknak vélasztva megkapjuk az izochron ingénkat.

16



5. A ciklois brachisztochron

tulajdonsaga

A brachisztochron problémat a kovetkezéképp fogalmazhatjuk meg: Adott egy kiindu-
lopont, és egy lentebbi, nem kozvetleniil alatta talalhaté célpont. Ha a kiindulépontban
elhelyezett golyd csak a gravitacié hatasara gyorsul, milyen alakt lejtén haladva fog a
legrévidebb id6 alatt a célpontba eljutni.

A problémaval sok matematikus foglalkozott: Galilei tévesen azt hitte, hogy a ne-
gyed koriv a megoldas, végiil tobb matematikus is megtalalta a megoldast, a cikloist.
Az itt olvashato levezetés szorosan koveti [1] konyvben taldlhatot. Johann Bernoulli
bizonyitashoz felhasznéljuk a fény tulajdonsagairél szol6 Fermat-elvet:

Fermat-elv: Két pont kizétt a fény azon utvonalon halad, amelyre teljesiil, hogy
a megltételéhez sziikséges 1dd a leheld legrévidebb az dsszes lehetséges két pont kézotls

utvonal kozil.

N

Ekkor, ha c4-el és cg-vel jeloljiik az A illetve a B kdzegben a fény sebességét, fennall
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a kovetkezs: ‘
sin(a)  ca

sin(8)  cp

Mivel ennek a tortnek értéke konstans két adott kozegre, ha vesziink a kézegekbél egy-

(5.1)

egy pontot amik kozotti legrévidebb utat keressiik, akkor egyértelmtien meghatarozhato
a két kozeg hataran az a pont, ahol a fény athalad.
Az 5.1 egyenletet atrendezve a kivetkez6t kapjuk:
sin(a)  sin(p)

= = konstans (5.2)
CaA Cp

Ha két kozeg helyett sok egymas utanit vesziink, akkor is fennéll a fentebbi megal-
lapitas.

Ezért, ha végtelen sok nagyon keskeny, vizszintes kozeget vesziink, akkor kozelitéssel
azt kapjuk, hogy a fenti egyenletek igazak egy folytonosan valtozé, inhomogén kozegre
is. Azaz egy olyan kozegben ahol a fény sebessége fiiggsleges irdnyban folytonosan
valtozo c(y) fiiggvény, mikdzben a vizszintesek mentén allando.

Egy ilyen kozeg két rogzitett pontja kézott a fény egy olyan L gorbén fog terjedni,
amire fennall:

sin(a(y))
c(y)

Emlékeztetdiil: a(y) az L gorbe y ordinataju pontjaban huzott érintének egy fiiggsleges

= konstans (5.3)

egyenessel bezart szoge, mig c(y) ugyanitt a fény sebessége.

Visszatérve a brachisztochron problémara: Egy olyan koordinatarendszerben ahol
az y-tengely lefelé novekszik (igy az y koordinata a golyd eddigi magassagvesztését

jelsli) jelélje v(y) az y ordinataju pontban a sebesség nagysagat. Igy az energiameg-

v(y) = 29y (5.4)

Mivel a sebesség csak a magassig valtozasatol fiigg, a gorbe palyajatol fliggetlen,

maradasbol megkaphatjuk:

hasznalhatjuk erre a probléméra a Fermat-elv 5.3 kdvetkezményét.

= konstans (5.5)

sin(a(y))
VY
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Innentdl a problémat a masik iranybdl meg kozelitve: nem azt fogjuk belatni, hogy
a brachisztochron gdrbe a ciklois, hanem azt, hogy a ciklois brachisztochron, azaz a
cikloisra igaz a fenti egyenlet.

Ehhez els6ként azt latjuk be, hogy a brachisztochron feladatban leirt pontok kozott
hogyan adhatunk meg egy ciklois palyat:

5.1. Allitas. Adott kiinduld pont, A és ndla alacsonyabban 1évé célpont, B kizitt egy-
értelmiien megadhato eqy forditott ciklois, melynek csicspontja van A-ban, és a B az

elsd iven helyezkedik el.

A ciklois egyértelmi megadasahoz a kovetkezGk sziikségesek: egy egyenes bazisgor-
bének, egy gordiilg kor, és a kiindul6 érintkezési pont.

Ezek koziil a kiindulopont: A, és az egyenes: az A-ban hiizott x-tengellyel parhuza-
mos egyenes adott. A kor megadasahoz elég a sugarat: r-t megadnunk.

Vegyiik észre, hogy a feladatban szerepl6 pontok atvihetGek eltolassal, és az y-
tengelyre tiikrozéssel olyan helyzetbe ahol az A képe az origd, mig B a negyedik sik-

negyedben van. Azaz az allitas kimondhato a kovetkez6 formaban:

5.2. Allitas. Tetszdleges P(r,y) koordindtdji ponthoz, ahol x > 0 ésy < 0 egyértel-
mien megadhato olyan re R szam, amire a pont az origobol kiindulo, r sugari generdlo

kor altal meghatdrozolt ciklois elsd vén helyezkedik el.

Bizonyitds: Legyen az origot P-vel 6sszekots egyenes f. Vegyiink fel egy r = 1 sugara
kor altal generalt, O-bol kiindul6 cikloist.

Ekkor a cikloisnak és az f egyenesnek az O-n kiviili metszéspontjat jelolje E. Ilyen
metszéspont létezik, hiszen a ciklois érintGje O-felé kozeledve tart a fiiggGlegeshez. Ha
ezt a cikloist O-bdl kézéppontosan nagyitjuk, tgy, hogy az E képe P legyen. Az igy
kapott ciklois O-bol indul, ott csticspontja van, és P az elsG ivén helyezkedik el.

A fentebbiekbdl kovetkezik, hogy ez a ciklois mindig megadhaté egyértelmiien, a

general6 korének sugara kiszamithato. 0

Ha az igy megadott cikloisra igaz a 5.5 egyenletben leirt tulajdonsag, akkor az

brachisztochron tulajdonsigu lesz.
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A Thalesz-tétel miatt EPD/ derékszog. A merdleges szérak miatt DPCZ = a.
Ekkor:

sin(a) = ( ]f;’))
sin(a) = “Z f )

P, = sin(a) (PD) = 2rsin®(a)
sin(a) = 1/ 22

' 1
sin(a) =4/ — = konstans (5.6)
VP, 2r

Ebben az egyenletben a-t és Pj-t is y koordiata fiiggvényében megadhato. Azaz a
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cikloisra teljesiil a 5.5 egyenletbeli tulajdonsag, tehat a ciklois brachisztochron tulaj-
donsagu.

Ezzel belattuk, hogy a ciklois megoldasa a brachisztochron problémanak.
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