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Bevezetés

A geometria talan a matematika legelképzelhetdbb része, ezért is szeretik oly sokan az
altalanos iskolasoktol egészen az egyetemi tanulmanyokat folytatokig, beleértve engem
Is. A geometria szamos teriilete koziil az Euklideszi geometriara esett a valasztasom.
Szakdolgozatomban a konvex poliéderek tulajdonsdgainak mélyebbre nyulod
megismerésével foglalkozom.

Igyekeztem egy olyan logikai felépitést adni a szakdolgozatomnak, amely az egyetemen
tanultakat felhasznalva, majd ebbdl tovabblépve mas érdekes Osszefiiggéseket ad egy
konvex poliéderrdl.

Az els6 fejezetben Descartes tételét felhasznalva ravilagitok a konvex poliéderek egyik
koz0s tulajdonsagara, ami a csticsok defektusaval relevans.

A masodik fejezetben Euler jol ismert tételével foglalkozom, majd kovetkezésképpen
allitasokat teszek a konvex test csucsai, lapjai, valamint élei szamanak egymashoz vald
viszonyaikrol. Itt mar eldtérbe keriil a szabalyos test 1étezése, valamint megcafolom
szdmos poliéder szerkeszthetdségét.

Ezt a gondolatmenetet folytatva a harmadik fejezetben mar nem csak a szabalyos
testekrdl, hanem a félig szabalyos testekrdl is teszek egy allitast, miszerint véges sok
ilyen poliéder 1étezik. Bebizonyitom tovabba, hogy csak néhany szerkeszthetd, mert a
tobbi mas-mas okokbol nem addodhat.

Az utols6 fejezetben mindezek altalanositasat fogalmazom meg az Euler-féle
karakterisztika segitségével. Ezt felhaszndlva mdas hasonlo, kiegészitett, egyesitett
poliéderek kozotti sszefiiggésekral is esik néhany szo.

EzOton szeretnék koszonetet mondani témavezetdmnek, Szeghy Davidnak, aki a
kezdetektdl fogva végigkisérte munkamat, és szaktudasaval, dsztonzésével, tiirelmével,
hasznos tanacsaival nélkiilozhetetlen segitséget nytjtott szakdolgozatom elkészitésében.

YAgyunknak ket félteke van: az egyik a polinomok szorzasaért és a nyelvekért felelos,
a masik pedig a dolgok térbeli iranyitasaért és mindenért, ami az életben fontos.
A geometria a matematikanak az a része, amikor mindkét félteket kell hasznalni.”

(Vladimir Arnold)


http://www.ams.org/notices/199704/arnold.pdf
http://www.ams.org/notices/199704/arnold.pdf
http://www.ams.org/notices/199704/arnold.pdf
http://en.wikipedia.org/wiki/Vladimir_Arnold

1. fejezet

A konvex poliéderek csucsairol

Kezdetben vizsgaljuk meg, hogy adhato-e szabalyossag a poliéderek belsé szogeit,
illetve a defektusaikat illetden.

Descartes-tétel

1.1. Definici6: Konvex poliédernek nevezziik azokat a térbeli korlatos ponthalmazokat,
melyek eldallnak véges sok olyan zart féltér metszeteként, amelyeknek van kdzos belsd
pontja.

Konnyen lathatd, hogy a poliéder hatara lapokbol all, mivel egy hatarold siknak a tobbi
féltérrel vett metszete (azaz egy sikon zart félsikok metszete), egy konvex sikbeli
sokszdget hataroz meg. EbbOl az is észrevehetd, hogy a lapok szakaszok (élek) mentén
csatlakoznak, az élek pedig csticsokba futnak Gssze.

1.1. Megjegyzés: A poliéder néhany tulajdonsaga: [1]
1. barmely ¢l pontosan 2 lap kdzos oldala
2. barmely laprél barmely lapra eljuthatunk élekben egymashoz csatlakozo6 oldalak
véges sorozatan
3. barmely csucsbol barmely csucsba eljuthatunk csucsokban egymashoz
csatlakozo ¢€lek véges sorozatan
4. barmely ¢€lekbdl alkotta egyszerti, zart torott vonal a poliédert két részre osztja

A késObbiekben sziikséglink lesz néhany jelolésre:

e V:csucs
o FE:él
e F:lap

1.2. Definicio: Adott egy poliéder. Tegyiik fel, hogy a P csics a poliéder
F, F, ..., E, lapjainak talalkozasanal fekszik, és a lapokhoz rendre oy o, ..., a, szogek
tartoznak - ezeket élszogeknek hivjuk. Ekkor a teljes szog és az élszogek Osszegének
kiilonbségét, azaz a 2m — ),'_; «; - t a P csticshoz tartoz6 defektusnak nevezziik.

Jelolés: A defektust jeldlje T, amely nem tévesztendd Ossze a teriilettel, amirél most
nem esik szo0.

1.2. Megjegyzés: A defektus mindig egy pozitiv szam (lasd 18. oldal).



1.1. Tétel: Egy konvex poliéderben a csucsok defektusanak osszege 4. [2]
T =4rn
Bizonyitas: Ahhoz, hogy ezt belassuk, elébb egy egyszeribb tételt fogunk
bebizonyitani, amely igy sz6l. Egy poliéderben a defektusok 6sszege egyenld a csticsok
¢és az élek kiilonbségének a lapok szamaval vett 0sszege, majd ennek a 27-vel valo
szorzata. Formalisan
T=WV-E+F)2n
Ezt az egyenletet Kicsit atrendezve adodik
T—-2n-V=2n-(F—E)
Nézziik meg, mit is takar az egyenlet jobb oldala. Minden laphoz 27-t és minden ¢élhez
(—2n)-t rendel.

A lapok talalkozasanal valdjaban az ¢€lek taladlkoznak, igy barmely két szomszédos lap
egyik ¢éle kozos, ezért a (—2n)-t bontsuk kétfelé, azaz az ¢lekhez tartozod két
szomszédos oldalra irjunk (—7x)-t.

Jeloljik ng—val az Fi (k. lap) éleinek szamat — nyilvanvaléan a csiucsok szama is
ugyanennyi. Ekkor, mint ahogyan az abran is latszik, egy laphoz

2r—m-ng =n- (2 —nyg)
érték tartozik. Tehat a poliéder lapjaira (F) 0sszegezve azt kapjuk, hogy
2n-(F —E) = Zn-(Z—nk)
FLEF
Jeloljiik a{‘-val ahol i:=1,2,..,n;, a k. laphoz tartozdé szogeket. A defektus
kiszamitasa definicié szerint ugy torténik, hogy a lapok helyett a cstucsokra (V; € V
csucsra) Osszegezziik az ott 1év6 szdgeket, majd kivonjuk 2 z-bol

T = Z Qr—(at+al+-+ aﬁnl))
VeV



Ha felbontjuk a szummat, akkor lathat6, hogy valdjaban a 27zt kell 6sszegezni a
csticsok szamara, vagyis V-szer venni a 2z-t, és ebbdl kivonni minden egyes csucsnal
talalkozo6 szogek 0sszegét.

T = Z(Zn—(ai+aé+---+aﬁnl)) =2nV — Z(a{+a§+---+a}nl)
Viev VeV
Ez utébbi 6sszegzést megkaphatjuk gy is, ha a lapokhoz tartozé szdgeket 6sszegezziik,

P

7 FLEF i=1

hiszen ez ugyanazt adja, ezért

Tudjuk, hogy ha a¥— val a k. laphoz tartozod szoget jeloljiik, akkor e szogek osszege:
Z?i‘l 0(%‘ , ami felirhat6 a sokszogekre tanult képlettell, miszerint
ng

Za}‘ =M —2)'m
i=1
Tehat a defektus megkaphat6 a kdvetkez6 modon

ng
T=2nV—ZZa{‘=2nV—Z(nk—2)-n

FLeF i=1 FLeF
A Yr.er(ny — 2) - m majdnem gy néz ki, mint a fentiekben kifejezett’ 21 - (F — E),
csak a (—1)-szerese, ezért behelyettesitve az egyenletbe, azt kapjuk, hogy

T = 2nV—(—(2n-(F—E))) =2nV +2n-(F—E)=2n-(V+F—E)
A késébbiekben bizonyitott 2.1. tételb6l (Euler tétel) tudjuk, hogy V + F = E + 2 ezért
T=2n-2=4n

0

[2]

Most mar lattuk, hogy a defektus minden konvex poliéder esetén azonos.

Ertelemszertien vetddik fel a kérdés, hogy taldlunk-e Gsszefiiggést a poliéder tobbi

alkotoelemei kozott, mint példaul az élek, cstcsok, lapok. Eppen erre ad valaszt Euler
poliéder tétele.

! Egy n-oldalt sokszég n-2 haromszégre bomlik. Tetszéleges haromszog belsd szégeinek 6sszege TT.
22m- (F—E)= ZFREFTC “(2—ny)



2. fejezet

Osszefiiggések a konvex poliéderek csuicsai, élei, lapjai kozott

Euler-féle poliédertétel

2.1. Tétel: Adott egy konvex poliéder, melynek lapszamat jelolje F, csucsszamat V, az
élek szamat pedig E. Ekkor a konvex poliéderre fennall:

F+V=E+2

azaz, a csucsok és lapok szamdnak osszege éppen kettdvel tobb, mint az élek szama. [1]

Bizonyitas: Tekintsilk a konvex poliédert egy bolygonak. Ezt megtehetjiik, mert a
konvex poliédert zart félterek véges metszeteként allitunk eld, melyeknek van kozos
belsé pontja, amit jeldljiink O-val, igy a poliéder () nem iires, azaz

36 >0:B(0,6) c P

A poliéder egy zart, konvex, korlatos alakzat. A fent emlitett O bels¢ pontbol egy

tetsz6leges K ponton at inditsunk egy félegyenest, amit jel6ljiink OK-val (K lehet kiils6
¢és poliéderbeli pont is). Mivel a félegyenes zart és konvex alakzat, igy a poliéder és a
félegyenes metszete is zart és konvex, de ezen feliil korlatos, mert a kozos rész a
poliéder egy részhalmaza. A poliéder nem fires, hiszen az O egy belsé pontja, ezért az

0K félegyenes sem lehet iires - O biztosan egy pontja ennek a félegyenesnek. Abbol,
hogy a félegyenes nem iires, valamint a poliéderrel vett metszete zart konvex és korlatos
adodik, hogy ez a koz0s rész egy zart szakasz, aminek egyik végpontja O, masik pedig
éppen a poliéder hatarpontja.

Vegylink egy G gombot a poliéder koriil. EKkor a fenti gondolatmenet alapjan a gdmb

minden F pontjara a poliédernek pontosan egy H hatarpontja lesz az OF félegyenesen,
igy a poliéder hatarat kolcsonosen egyértelmiien ra lehet vetiteni a goémbre — azaz ez egy
bijektiv leképezés. A csucsok és €élek meghatarozzak a poliédert. A csucsok a gdmbre
pontként fognak vetiilni, az élek pedig f0kor szakaszokként. De miért is van ez? Vegyiik
a poliéder tetszéleges AB élét. A gomb kozéppontjabol torténd vetités esetén a vetitési
sik az AOB lesz. Ez a sik egy gombi fokor szakaszt fog kimetszetni, mivel athalad a
gomb kodzéppontjan, igy a poliéder képe egy olyan gombi poliéder lesz, ahol a lapokat
fokorivek hataroljak.

fgy jelen esetben a gdmb egy bolygd, melyen a gdmbi sokszdgeket feleltetjiik meg.
Ezen sokszog lapjaira, mint ,,medencékre”, melyek oldalira, mint ,,gatakra” tekintiink.
fgy modellezziik a poliéderiinket bolygoval, medencékkel, és gatakkal. Alaphelyzetben



csupan az egyik medencében viz van. Az a célunk, hogy a bolygd Osszes medencéjét
elarasszuk olyan gatak felrobbantasan keresztiil, aminek csak egyik oldalan van vizes
medence, azaz egy gat felrobbantasakor mindig elarasztunk egy jabb medencét. A
masodik tulajdonsag szerint® ez véges sok Iépésben megoldhatd. A felrobbantott
gatakat jelolje Ef. Az els6 tulajdonsag miatt, miszerint minden €l pontosan 2 lap kozos
oldala, a felrobbantott gatak szama, amelyeket jeloljiink E¢-fel, éppen egyel kevesebb a
lapok szamanal, hiszen csak olyan gatat robbantunk fel, amivel egy Gj medencét kell
elarasztanunk. Mivel egy medence kiindulaskor is vizzel teli volt, igy mar csak eggyel
kevesebbet kell elarasztani felrobbantott gatakkal, ezért

Er=F—1

A harmadik ¢és negyedik tulajdonsag alapjan a legvégiil megmaradt élek (gatak),
amelyeket jeloljink E,,-mel, egy Osszefiiggd grafot fognak alkotni, mivel a kiindulo
poliéder Osszefiiggd grafnak volt megfeleltetve, és minden robbantas alkalméval csak
olyan gatat tiintettiink el, amivel egy Ujabb medence eldrasztdsra keriilt. Tehat az
elarasztand6 medence élei koziil mindig csak egy kertilt felrobbantasra, ezért barmely
két csucsa kozott lesz ut, hiszen ha az uthoz eddig nem volt sziikség erre az élre, akkor
nincs baj, ha viszont hasznalt ¢l volt, ekkor ezt ki lehet cserélni az eldrasztott medence
menti ,,.korbemend keriiléutra”. Ebbdl latszik, hogy barmely két csticsa az eredeti gdmbi
poliédernek is Osszekdthetd a megmaradt éleket hasznalva, igy E,, Osszefiiggd. Az is
bizonyos, hogy a megmaradt graf nem tartalmaz kort, hiszen ekkor lenne még nem
elarasztott medence, ezért ez a graf valdjaban egy fa, aminek az éleire és a cslcsaira
fennall®, hogy

Em=V-—-1

A bolygét kétféle gatak alkotjak, a felrobbantottak és a megmaradtak, tehat ezek
Osszessége kiadja a bolygo Osszes gatjat (poliéder éleit), azaz

E=Ef+Em=(F—1)+(V—1)=V+F—2,
ami atrendezve
V4+F=E+2

éppen a bizonyitando6 6sszefliggés. O

[1]
Ebbdl a tételbdl szamos poliéderbeli tulajdonsag levezethetd, amibdl nem csak a
poliéder alkotoelemei kozotti Osszefliggésekre kovetkeztethetlink, hanem a poliéderek
egy csoportjara, a szabalyos poliéderek mivoltéra is.

*4.oldal: 1.1. Megjegyzés
% |asd Lovasz L., Pelikan J., Vesztergombi K.- Diszkrét matematika (8.2.3)



2. 2. Az Euler-formula kovetkezményei

Jelolje tovabbra is a konvex poliéder csticsainak szamat V, lapjainak szamat F, ¢€lei
szamat pedig E. Ekkor az Euler-formula

V+F=E+2 (A)

Ha a poliéder csucsainak fokat Osszegezziik (azaz, hogy hany él fut be az egyes
csticsokba), akkor a kapott érték kétszerese az élek szamanak, hiszen egy ¢l két csticsot
kot 0ssze, €s ezt az €It mindkét végpontjanal 1évo cstcshoz hozzaszamoltuk. Mivel egy
poliéderbeli csucsba legalabb 3 ¢l fut, ezért

2E >3V (B)

Ha a poliéder lapjainak oldaléleit 6sszegezziik, akkor pontosan kétszer annyi ¢élt kapunk,
mint amennyi a poliédernek van, hiszen egy él pontosan két lap k6zos oldala, igy
kétszer szamoljuk, mert két csatlakozo oldal mindegyikénél beleszamoljuk az adott
oldal élszdmai kozé. Mivel egy poliéder lapjanak legalabb 3 oldala van, ezért

2E > 3F ©)
Az (A) és (B) 6sszefiiggéseket felhasznalva® adodik

2E+3F>3V+3F=3E+6
2E+3F>3E+6 1)
3F—E>6

Az (A) és (C) alapjan® pedig

3V+2E>3V+3F=3E+6

3V+2E>3E+6 )
3V—E>6

[2]

Ezeket az egyenlOtlenségeket felhasznalva adodnak a tovabbi allitasok.

2.2.1. Allitas: Minden konvex poliéder tartalmaz legaldbb egy 3-oldalii, 4-oldalii vagy
S-oldalu lapot. [2]

Bizonyitas: Adott egy tetszdleges konvex poliéder, azaz se a csucsok szdmarol, se a
lapok szamarol, se oldalszdmarardl nem tudunk semmit. Azt viszont tudjuk, hogy egy
lap oldalszama legalabb 3. Jeldljiik Fj, -val a k oldalu lapok szamat. Ha Osszegezziik az
Fy, éleit k > 3 -ra, akkor lapok szamat kapjuk, azaz

F=F+F+F5+-+F+--

> Tulajdonképpen (A) haromszorosat.
6 , . 4
Hasonldan (A) haromszorosat.



Tudjuk, hogy a k oldalu lapot k ¢l hatarolja. Minden €l pontosan 2 lap k6zos oldala,
ezért fenndll a

2E = 3F; +4F, + 5F5 + -+ kF}, + -+
egyenl6ség. Ezt behelyettesitve az (1) Osszefliggés kétszeresébe (6F — 2E = 12)
6(Fs;+F,+Fs+ -+ F+-)—(3F;+4F, + 5Fs + -+ kF, + ) = 12
3F; + 2F, + Fs — F, — 2Fg —3Fy — -+ — (k — 6)F;, — -+ = 12

Ebben az egyenldtlenségben a pozitiv eldjelii tagoknak (3F; + 2F, + F5) nagyobbnak
kell lenniiik, mint 12, azaz biztosan van 3 vagy 4, vagy 5 oldalu lapja a poliédernek. [

[2]
2.1. Megjegyzés: legalabb 4 ilyen lapja van, mert ha F, = Fs = 0, akkor 3F; = 12 az
F3 = 4‘

2.2.2. Allitas: Minden konvex poliéder tartalmaz legalabb egy 3-adfoki, 4-edfokii vagy
5-odfoku csucsot. [2]

Bizonyitas: Az allitdst hasonloan latjuk be. Vesziink egy tetszéleges konvex poliéder,
azaz se a csucsok szamarol, se a lapok szamarol, se oldalszamararol nem tudunk
semmit. Ebben az esetben azt vessziik figyelembe, hogy egy csucsba legaldbb harom él
fut, tehat a konvex poliéder minden csucsa legalabb harmadfoku. Jeldljik V-val a k-
adfoku csucsok szamat. A poliéder csucsait a harmadfokt, negyedfoku, 6todfoku, ...
csucsok Osszessége adja, azaz

V=Va+V,+ Vg4V + -
Mivel a k-adfoku cstcsba k ¢é1 fut, és minden €l éppen 2 cstcsot kot Ossze, ezért igaz a
2E =3V + 4V, + 5V + -+ kVj, + -
egyenldség. Ezuttal a (2) sszefliggés kétszeresét hasznalva (6V — 2E > 12)

6(Vs+Vy+ Vs + -+ Vi) = (3Vs + 4V, + 5Vs + -+ kVje + ) > 12
A fentiekhez hasonldan a pozitiv eldjelti tagoknak (3V; + 2V, + V5) nagyobbnak kell

lenniiik, mint 12, ezért biztosan van legalabb egy 3-ad, 4-ed vagy 5-6dfokd csticsa a
poliédernek. [ [2]

2.2. Megjegyzés: legalabb 4 ilyen cstcsa van, mert ha V, = Ve = 0, akkor 3V; = 12 az
V3 == 4

2.2.1. Definicio: Azon poliédereket, melyeknek élei, élszogei, lapszdgei egyenlok,
ebbdl addédoéan lapjai, testszogletei egybevagoak ¢és szabalyosak, szabalyos
poliédereknek nevezziik. [8]
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2.2.3. Allitas: Pontosan 5 szabdlyos, konvex poliéder létezik. [2]

Bizonyitas: Tegytik fel, hogy a poliéder minden lapja p oldal, és minden csucs g-
adfoku, azaz minden csucsba q €l fut. A lapok oldaléleit 6sszegezve a poliéder éleinek
kétszeresét kapjuk, mivel minden él pontosan két lap k6zos oldala, ezért

pF = 2E
2E
F==—
p

A csucsok fokait 6sszegezve ugyancsak az élek kétszeresét kapjuk, mert minden ¢l
pontosan két csucsot kot 6ssze, ezért

qV = 2E
_2E
q
Az Euler formuldba behelyettesitve F-et és V-t a kdvetkezdt kapjuk

V+F=E+2
2E 2FE

+==E+2
q p
2Ep+2Eq Epq N 2pq
pq pq  pq
2Ep + 2Eq = Epq + 2pq
2E(p+q) — Ep = 2pq
EC(+q) —pq) = 2pq
_ 2prq _ 2rq
2p+q)—pq 4-—(p-2)(q-2)

Mivel p, q pozitiv egész szamok, tehat a szamlalo is pozitiv, ezért a nevezd is
mindenképpen pozitiv, mert a poliéder élszama nem lehet negativ. Tehat
4-(p-2@-2>0
(r—2)(q-2)<4
Ez alapjan nézziik meg, mik lehetnek p és g lehetséges értékei:
e (p—2)(g—2) = 0akkor (0-x) vagy (+ 0)

Tehat p = 2 és q barmi vagy q = 2 és p barmi,
de tudjuk, hogy p,q = 3 ezért ez az eset nem

lehetséges ,
e (p—2)(qg—2)=1akkor (1-1) 4&

Tehat p = 3 és g = 3, ez éppen a tetraéder
e (p—2)(q—2)=2akkor(1-2)vagy(2-1)
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Tehat p = 3 és q = 4, ez éppen az oktaéder, vagy p = 4 és q = 3, ez pedig a
kocka

e (p—2)(q—2)=3akkor(1-3)vagy (3-1)

e Tchat p =3 és q = 5, ez éppen az izokaéder, vagy p = 5 és g = 3, ez pedig a
dodekaéder

Mivel mas kombinacid nem lehetséges p-re és g-ra, ezért csak ezek a szabalyos

poliéderek 1éteznek. O
[2]

Az eddig megkapott képletekb6l mas szerkezeti tulajdonsagait is megismerhetjiik a

poliédereknek.

2.2.4. Allitas: Nincs olyan konvex poliéder, aminek 7 éle van. [2]

Bizonyitas: Tegyiik fel indirekten, hogy létezik ilyen poliéder. Ha ellentmondasra
jutunk, akkor ez a feltevés hamis, tehat nem létezik 7 ¢élii konvex poliéder. A
bizonyitashoz az (A), (B), (C) Osszefiiggéseket hasznaljuk. Ha tudjuk, hogy 7 élii a
poliédertink, akkor szamoljuk ki (B) és (C) alapjan, hogy hany cstcsa és hany lapja van.
Behelyettesitve a (C) egyenldtlenségbe E = 7-et:

2:7=3F

14 = 3F
Tudjuk, hogy egy poliéder lapjainak szama egész és — az 2.1. Megjegyzés alapjan -
legalabb 4 db van beldle, ezért

F=4
az egyetlen lehetséges lapszam. Nézziikk meg a csucsokra vonatkozo (B) Osszefliggést
helyettesitéssel
2:7=23V
14 =3V

A csucsok szama ugyancsak egész és - a 2.2. Megjegyzés alapjan - minimum 4 csucsa
van egy poliédernek, ezért
V=4

a csucsok lehetséges szama. Tehat megtudtuk, hogy 7 €l esetén a lapok ¢€s csucsok
szama egyarant 4. Ez viszont nem elégiti ki Euler poliéder tételét, mert

4+4+7+2
8+9

azaz ellentmonddasra jutottunk, ezért rossz volt a feltevés, vagyis nem létezik 7 ¢éli
konvex poliéder. O
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Ezek utan nézziik meg, hogy van-e még ilyen poliéder, ami nem létezik. Példaul 1étezik-
e 10 lapbdl és 17 csticsbal allo poliéder.
Az Euler-formulaba (A) behelyettesitve, megkaphatjuk, hogy ennek a poliédernek hany

¢éle van.
V+F=E+2
17+10=E+ 2
E =25

Viszont a (B) egyenldtlenséget tudva lathatd, hogy ilyen poliéder nincsen, hiszen
2E > 3F -nek teljesiilnie kell, de

50=2-25%3-17 =51
Keressiink tovabbi poliédereket. A fentiekhez hasonléan az (A), (B), (C)
Osszefliggésekbodl kovetkeztetni lehet a lapok valamint a csucsok lehetséges szamara oly
modon, hogy

2V+2F=2E+4>3F+4
2V+2F 23F +4

2V —4>F —> V2§F+2
W4 2F=2E+4>3V+4

2V+2F =23V +4
2F —4 2>V

A Kkapott Osszefliggéseket abrazoljuk egy koordinata-rendszerben, melynek a két
tengelye V ¢és F lesz. Az dbrdban 1évo két egyenest €ppen a fenti egyenldtlenségek
adjak. Mivel V, F € N ezért jeloljiik pontokkal a lehetséges csucs-¢él parokat. [2]
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A 2.2.4-¢s allitas igazsaga a fenti abrar6l is leolvashatd. Euler tételébdl tudjuk, hogy
E =V + F — 2, azaz az ¢élek szdmat a csucsok ¢€s lapok szama befolyésolja. Lathato a
figgvényen, hogy a legkisebb érték a (4,4) karikahoz tartozik, hiszen ekkor az élek
szdma 4+4—2=6 - ami a tetraéder. Minden karikabol, egy masik karikaba
eljuthatunk V vagy F mentén egyesével 1épegetve, s igy novelve V és/vagy F értékét. A
(4,4) ponthoz legkdzelebbi pont viszont az (5,5)-ben van, igy biztosan egyszerre né V
¢és F is, ezért nem adodhat az E = 7, csupan az E = 8.

2.2.5. Allitas: Minden karika egy megvaldsithaté poliéder.

Bizonyitas: Egy n alapi gulanak n + 1 lapja és cstcsa, valamint 2n éle van. Ez a
grafikonban éppen a V = F egyenes, tehat tudjuk, hogy ezek a karikak megvalosithatok.
Mivel egy csonkitasnal a csucsok szama kettdvel, a lapoké eggyel ndvekszik illetve egy
felosztasnal a lapoké kettdvel, a csucsoké eggyel, ha ennek a forditottjat hajtanank
végre, azaz a csucsok szamat kettovel, mig a lapokét eggyel, a felosztas esetében a
lapok szamat kettdvel, mig a csucsokét eggyel csokkentenénk, és ezzel eljutnank az
V = F egyenesre, akkor innen a csonkitast illetve a felosztast hasznalva minden
1épésben megvalosithatd poliédert kapnank. Azaz elég belatni, hogy az inverz 1épéssel
az V = F egyenesre jutunk, mert ekkor a kiindulasi par megvalosithatdo egy n-alapu
gulaval.

Csonkitds: Az n-alapu gtla alaplapjanak cstcsai 3-adfoktiak, ami azt jelenti, hogy egy
csucsba pontosan 3 ¢l fut. Ezeket a cstcsokat levagva
eggyel né a poliéder lapjainak szdma ¢és kettovel a
csucsok szama. Minden ilyen vagéssal 3 1j 3-adfoku
csucs keletkezik, ezért ez a folyamat a végtelenségig
folytathato.

A csonkitassal nyert poliéderek éppen a fenti
koordinata-rendszerben, a V = F egyenest6l felfelé

elsd rész, hiszen az ide esé pontok (fy, o) eN?
kielégitik aV = F és V < 2F — 4 egyenl6tlenségeket, azaz
fo<ve <2fy—4
e haf, = v,: készen vagyunk
e haf, <wvg: egy lépésben az f; értéke egyet csokken igy f; = f, — 1 a v, értéke
pedig kettét, azaz v; = vy — 2
A két koordinata kiilonbségének valtozéasa vy — f, -r6l v; — f;-re véltozik vagyis

Wo—2)—(fo—D)=Wo—fo)—1
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Tehat a két koordinata kiilonbsége egy 1épés sordn eggyel csokken. Véges sok 1épés
soran ez a kiilonbség eltiinik azaz

vo—fo=0
vo = fo
Ezzel megkaptuk, hogy a V = F feletti rész minden pontja visszavezetheté a V = F
egyenesre. Ezért minden ottani poliéder az n-alapt giilabol ered.

Felosztas: A poliéder felosztasa a kovetkezOképpen
torténik. Ismeretes, hogy az n alapt gula oldallapjai 7
haromszogek. Ezeket egy bels0 pontjuknal fogva
megemeljiikk, ugy hogy a csucspontjaik helyben | P B
maradnak, azaz mintha egy héaromoldalu gualat . /s
helyeznénk rd. Ezéltal a poliéder lapjainak szdma 7 i

kettével, mig a csucsok szama eggyel nd. Hasonloan az l

elézéekhez ez az eljaras is a végtelenségig folytathato,

hiszen minden emeléssel harom 1) haromszoglap
keletkezik.

A fenti gondolatmenet alapjan az inverz 1épéseket hasznalva, a felosztassal nyert
poliéderek éppen a fenti koordinata-rendszerben a V = F egyenestdl lefelé elsé rész,

hiszen az ide esé pontok (fy, Vo) eN? kielégitik a V <F és VZ%F +2
egyenldtlenségeket, azaz

1
Efo"‘zﬁvoﬁfo

e haf, = v,: készen vagyunk
e ha v, <fy: egy Iépésben az f, értéke kettével csokken igy f; = fo — 2, a v,
értéke pedig eggyel, azaz vy = vy — 1
A két koordinata kiilonbségének valtozésa f, — v, -10l f; — v;-re valtozik vagyis
(fo—2)—(We—-1D=Wo—fo)—1
Tehat a két koordinata kiilonbsége egy 1épés sordn eggyel csokken. Véges sok 1épés
soran ez a kiilonbség eltlinik azaz
vo—fo=0
Vo = fo

Ezzel megkaptuk a V = F alatti rész minden pontja, visszavezetheté a IV = F egyenesre.
Tehat valoban az n-alapu gula felosztasaval tovabbi poliéderek nyerhetdek.

A kovetkezOben vizsgaljuk meg, hogy egy poliéder milyen élszamokkal rendelkezhet?
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2.2.6. Allitas: Egy konvex poliéder lehetséges élszdmai [2]

Bizonyitas:

=

E>6deE #7

Nézziik meg analog moddon, hogy egy csonkitds soran miképp
valtozik a poliéder. A csonkités a ,,cstics levagasat” jelenti, azaz egy
n-alapt gula esetén az alaplap csucsait csonkitva kis tetraédereket
vagunk le. Minden csonkitas soran a lapok szama eggyel, a csucsoké
kettdvel, mig az €¢lek szam harommal novekszik.

Csonkitasok 0
szama (Kezdeti | 1 | 2 | 3| 4]5]6].. k
n-alapa guala allapot)
lap 4 5 6 | 7 8|9 10| ...] (n+1)+k
A csucs 4 6 | 8 10|12 |14 |16 | ... |(n+D)+2k
él 6 9 |12 15|18 |21 | 24 | ...| 2n+3k
lap 5 6 | 7189 (10[11]...] (n+t1)+k
A esties | 5 | 7|9 |1|3|1s]17|... |k
él 8 11114 (17120123126 ... 2n+3k
lap 6 7 8 9 10|11 12 .. (n+tD)+k
A csucs 6 8 10 |12 14 | 16 | 18 | ... | (n+1)+2k
él 10 13116 |19 122 1 25|28 | ... 2n+3k
lap 7 8 | 9 10| 11|12 13 |...| (n+1)+k
A csucs 7 9 |11 | 13 15|17 | 19 | ... | (n+1)+2k
él 12 15118 |21 124 127 30| ...] 2n+3k
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Most nézziik meg, hogy mi torténik egy-egy felosztas soran. Ekkor
mintha az oldallap kdzéppontjanal fogva megemelnék az oldallapot.
Ez némileg eltér a csonkitastol, mivel itt a csucsok szama novekszik
eggyel, a lapoké kettovel, az élek szama pedig ugyancsak harommal.

Felosztasok 0
szama (Kezdeti | 1 | 2 ] 314 ]|5]6 k

n-alapa guila allapot)
lap 4 6 | 8 10 12 14 | 16 (n+1)+2k
A cstics 4 56 |7|8]|9]10 (n+1)+k
él 6 9 |12 | 1518 |21 24 2n+3k
lap 5 719 [11]13]|15]|17 (n+1)+2k
A esics| 5 |6| 7|89l (n+1)+k
él 8 11114 | 17120 |23 | 26 2n+3k
lap 6 8 | 10 |12 14 | 16 | 18 (n+1)+2k
A csucs 6 718 |9 10|11 12 (n+1)+k
él 10 13116 |19 22 | 25|28 2n+3k
lap 7 9 |11 13|15 |17 19 (n+1)+2k
A csucs 7 8 |9 |10 11 | 12 13 (n+1)+k
él 12 15118 |21 | 24 | 27 | 30 2n+3k

Lathatd, hogy minden esetben 2n + 3k alaki az élek szama. Tudjuk, hogy a

poliédernek minimum 6 ¢éle van, hiszen a legkevesebb ¢lt tartalmaz6 poliéder a

tetraéder, ennek pedig 6 éle van. A tablazatbol is latszik, hogy minden péros €1, ami 2n

alaku éppen az n-alapu guila élszama. Minden paratlan élszam, ami 2n + 1 alaka pedig

az (n-1) -alapu gula els6 csonkolasabol, vagy elso felosztasabol adodik.

17




3. Fejezet

Félig szabalyos testek

A fenti allitasokat tovabbgondolva vetddik fel a kérdés, hogy tulajdonképpen milyen
félig szabalyos testek is léteznek? Tudjuk, hogy ezeknek a poliédereknek szabalyos
lapjai vannak, amelyek lehetnek haromszogek, négyszogek, otszogek stb. Belathato,
hogy barmely konvex testben az egy csucsnal talalkozo lapok szama legfeljebb 5 lehet
(1-3.abra). Ez a megallapitas a test azon tulajdonsagabol ered, miszerint az egy csticsnal
talalkozo lapok csucsnal 1évo szogeinek Osszege kevesebb, mint 360°. Ennek oka, hogy
ha vesziink egy csucsnal talalkozo lapokat, és egy ¢l mentén felvagjuk, akkor belathato,
hogy sikba terithetd az abrakhoz hasonldan, azaz a kiteritett lapok nem fedik at egymast
¢és nem adjak ki a teljes 360°-ot (mint a 1. illetve 2. abran). Az egy csticsban talalkozo
lapok szama akkor lehet a legnagyobb, ha csak haromszogekbdl all a poliéder, mivel
ennél a szabdlyos sikidomndl a legkisebb a belsé szog. Ekkor 6 db szabalyos
haromszoget tudunk letenni egymas mellé (2. abra). Barmely mas alakzatot valasztva
vagy a 6 koziil egy cserélése esetén is a csucsndl 1évd szogek Osszege meghaladja a
360°-ot, azaz az egy csucsnal 1évé lapok kiteritésekor a lapok fednék egymast.(3. abra)

Ezek tudataban nézziik meg milyen konvex poliéderek lehetségesek? A megoldashoz
sziikségilink van a szabalyos sikidomok belsé szogeinek ismeretére:

e haromszog: 60°
e négyszog: 90°

e Otsz0g:108°

e hatszog: 120°

e hétszog: 128,57°
e nyolcszog: 135°
e kilencszog: 140°
e tizszog: 144°
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Mivel egy cstcsnal legalabb 3 lap talalkozik, igy a tizenegy-szoget mar nem kell
néziink, hiszen annak belsé szoge 147,27°, ezért a két legkisebb belsd szogl sikidom
(haromszog) ,,mell¢” sem helyezhetd mar, mert ekkor a szogek 6sszege 60° + 60° +
147,27° = 367,27°, ami meghaladja a teljesszoget.

A Schiifli szam

Az egy cslcsban talalkozo lapok oldalszamait valamint elhelyezkedéseit a Schéfli szam
irja le. Ez a szdmsorozat az egyes lapok oldalszamaibdl all, olyan sorrendben, ahogyan
a lapok ,.kovetik egymdst”, azaz szomszédos lapok oldalszamai szomszédos szamok a
Schifli szdmban’. Ezaltal megkiilonboztetjiik az (a,a,b,b) illetve (a,b,a,b) szamokat,
hiszen az els6 példaban két egybevagd lap egymas mellé keriil, mig a masodik esetben
felvaltva kovetik egymast a lapok. Mindezeken feliil nem irdnyitott, és csak a ciklikus
sorrend szamit, azaz (a,b,c,d)=(b,c,d,a)=(c,b,a,d)=...=(a,d,c,b)=(d,c,b,a)=...

Bontsuk részekre a lehetséges eseteket aszerint, hogy egy cstiicsnal hany lap talalkozik.

A. 5 lap talalkozik

a) 3,3, 3,3, 3 oldala lapok
Szogek 0sszege: 5-60° = 300° < 360°
Ennek a poliédernek minden lapja egybevagd is, ezért ez szabdlyos,
mégpedig ez az izokaéder.

b) 3,3, 3, 3, 4 oldalu lapok
Szogek Osszege: 4 -60° + 90° = 330° < 360°
Ez a csavarcsonkitott kocka.

c) 3,3, 3,3, 5 oldalu lapok
Szogek Osszege: 4 -60° + 108° = 345° < 360°
Ez a csavarcsonkitott ikozidodekaéder.

d) 3,3, 3,3, 6 oldal lapok
Szogek 0sszege: 4 -60° + 120° = 360° <« 360°
Tehat ez nem lehetséges, mivel a lapok csucsban taldlkozd szogeinek
Osszegének kisebbnek kell lennie, mint 360°. Nyilvanval6éan nagyobb
oldalszamu lap mar nem johet szdba, mert igy a szogdsszeg meghaladja a
360°-ot. Ezért a kovetkezd eset, ha csak 3 db haromszég valamint két
masféle szabalyos lap talalkozik.

e) 3,3, 3,4, 4 oldala lapok
Szogek 0sszege: 3 -60° + 2-90° = 360° « 360°
Ebben az esetben a legkisebb szogdsszeg 3 db haromszog és 2 db négyzet
esetén adodik, de mivel mar ez is éppen 360°, ezért ez sem kivitelezhetd,
valamint ezzel végeztliink az 5 lapbol allo csucsokkal, mert barmely lapot
modositva nagyobb szogdsszeget kapnank.

7 o , P P . .
Nyilvanvaldan az elsé és utolsé szam is.
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f) 3,3, 3,k,loldala lapok, ahol k,l > 4, k,l € N
Mivel k,l = 4 esetén is a szogosszeg nagyobb, mint a teljes szog, ezért ennél
nagyobb oldalszamu lapokat véve a szogosszeg még nagyobb lesz.

B. 4 lap talalkozik

a) 3,3, 3,3 oldala lapok
Ilyen 1étezik, ez az oktaéder.

b) 3,3, 3, k oldalt lapok, ahol k > 3,k € N
Ezek mind 1éteznek, ezek az antiprizmak. Ezeket gy kapjunk, ha egy
szabalyos n oldalu alakzatot elforgatjuk (360°/n)/2-vel. Az eredeti alakzat
cstcsait osszekotjiik az elforgatott képiikkel, valamint az eredeti alakzatban
elbtte 16v6 cstcs képével’. Ezutan, az elforgatott alakzatot® megemeljiik
addig, amig az oldallapok szabalyos haromszoggé nem nyulnak.

c) 3,3,k,1oldala lapok, ahol k,1 > 3, k,l € N
A Schifli szam nem csak a talalkozo6 lapok oldalszamat mondja meg, hanem
egy sorrendet is ad, ezért ez az elrendezés ugy nézne ki, hogy 2 db szabalyos
haromszog talalkozik, méghozza oldalukban. A masik két lap egy szabalyos

k-sz6g, valamint egy szabalyos [-szog (1,

2-es csucs). Mivel a Schéfli szam minden _ \\
cslcsra érvényes, ezért a hdromszogek // N\ szabéyoskszog |
taldlkozo oldalanak masik végen (3. [ [Fedvestsmedl /
cstcs), hasonlo modon felirhatd a k és 1 \ y \ e S
lap, csak éppen ellentétesen™®.  Most 73 . ‘\ > .\\
tekintve a haromszogek 3. cstcsait, azt /’/szabélyoskmg \zwgz;bélyoslszdg/‘
latjuk, hogy egy haromszoget egy k ( ,\v//
oldalu és egy 1 oldalu szabalyos lap vesz \\ //

koriil. Ide csak ugy tudnank a masik

haromszoget berajzolni, ha a két haromsz6g mar nem szomszédosan, hanem
egymassal szemben lennénk. Ez pedig mar a (3,k, 3,1) Schéfli szamot
mondana meg, hiszen nem keriilt egymas mell¢ a két haromszog.

® Szomszédos csucsaval, de egy poliéderen beliil, ez vagy mindig a bal, vagy mindig a jobb legyen.
° Ez lesz a felsé lap.
% Azért, hogy két k-szog, vagy I-sz0g ne keriiljon egymas mellé.
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d) 3,

e) 3,

f) 3,
[ )
[ ]

k, 3, k oldalu lapok, ahol k > 3,k € N
(3, 4, 3, 4) ilyen létezik, ez a kocka oktaéder
(3, 5, 3, 5): ilyen létezik, ez az ikozidodekaéder
(3, 6, 3, 6): ez nem létezik, hiszen a lapok csucsnal 1év6 szogeinek Gsszege
éppen: 60° + 120° + 60° + 120° = 360° « 360°, azaz ilyen test mar nem
szerkeszthetd. Egyértelmiien adodik, hogy nagyobb oldalszdmu lapokra
kicserélve sem adodik test, hiszen ott a sz0gdsszeg még nagyobb lesz, mint
360°.

k, 3, 1 oldalu lapok, ahol k > 3,1 > 4,k,l € N y /”"\'\\

Ez nem lehetséges, hiszen ha a fentiekhez [ >

hasonléan lerajzoljuk (1, 2-es cstcs) lathato, [

hogy ha folytatnank ezt az elrendezést két | \\ii " \\

k oldalt szabalyos alakzat egymassal szembe w i _ | szablyoskszsg |

keriilne (3-as cstics), ami nem lehetséges. (S riiivosl 526;\*\ //,
\. P

i, j, k oldalu lapok, ahol i,j,k > 3,i,j,k € N N '

(3, 4, 4, 4): ilyen létezik, ez a kis rombokockaoktaéder

(3, 4,5, 4): ilyen létezik, ez a kis romboikozidodekaéder

(3,4,6,4): ez nem lehetséges, mert a szogdsszegek elérték a 360°-0t,
hiszen 60° 4+ 90° 4+ 120° + 90° = 360°, ezért tovabb - (3, 4, 7, 4) - nem
kell méar vizsgélni

(3,4,4,5): ilyen nem adddhat, hiszen ha

lerajzolunk ciklikusan egy (3, 4, 4, 5) szbget, A

majd folytatva a 3- és 5-sz6g masik talalkozasi

csucsandl a két darab négyzetet berajzolva, a

haromszog még nem kiegészitett csticsanal két

négyzet egymassal szembe kertil

(3,4,5,5): ez nem Ilchetséges, mert a

szogosszegek elérték a 360°-ot, hiszen 60° + 90° 4+ 108° 4+ 108° = 366°.
3, 1, j, k oldalu lapok, ahol valamelyik legaldbb 4 oldali, a masik kettd
legalabb 5 oldali nem valosithaté meg, mivel az el6zdben is - (3, 4, 5, 5) -
mar meghaladta a teljes szoget, ezért nagyobb oldalszamu lapok esetén is
eléri ezt, azaz 360°-ot.

Ezzel az Osszes olyan poliéderrel végeztiink, ahol minden csticsban 4 lap
talalkozik, amik koziil az egyik egy haromszog.

9) 1,j,k, 1 oldalu lapok, ahol i, j, k,1 > 3, valamint i,j, k,l € N

Ez az eset nem lehetséges, mert itt is meghaladjak a 360°-ot, hiszen minden
lap legalabb négyzet, azaz legalabb 90° + 90° 4+ 90° + 90° = 360°
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C. 3 lap talalkozik

a) 3,3, 3 oldalu lapok
llyen 1étezik, ez a tetraéder.

b) 3, 3, k oldalt lapok, ahol k > 3 ésk € N szabalyos k szdg

Ez a kombinacié nem lehetséges, mert ha lerajzolnank
két haromszoget és egy k oldala sokszoget (1-es csucs),
folytatva a cstcsoknal 1évo lapok elhelyezkedésének
szemléltetését (2-es cstics) lathatd, hogy 3 haromszog
egymas mellé keriil gy, hogy lesz egy kdzos csucsuk (3-
as csucs), ami a (3, 3, 3) -as Schifli szamot adna.

c) 3,4,k oldalu lapok, aholk >3 ésk e N

3,4,4 ilyen létezik, ez egy prizma. A prizmak
szabalyos sokszdg alapli egyenes hasabok. Tehat olyan
félig szabalyos testek, amelyeknek alaplapjai szabalyos
sokszdgek, oldallapjai pedig négyzetek. /
3, 4, k oldalu lapok, ahol k > 4 ésk € N

Ez nem lehetséges, mert ismert Euler tétele, miszerint az ¢lek szdma éppen

kettovel tobb, mint a csucsok és lapok szdma Osszesen

V+F=E+2
Tudjuk, hogy ebben az esetben 3 lap talalkozik egymassal, ezért ha a
csticsokra Osszegezziik az élszamot, akkor minden csucsba pontosan 3 ¢l
fut. Ezzel az 0Osszeszamoldsi modszerrel viszont minden élt kétszer
szamoltunk, mivel egy €l pontosan 2 csucsot kot 0ssze, ezért valojaban az
élek kétszeresét kapjuk meg, azaz

3V =2E

Ebbdl az élszamot kifejezve, majd FEuler-tételébe behelyettesitve, azt
kapjuk, hogy

3
VHF=5V+2

F—1V+2
2

A lapok szama felirhatdo a haromszoglapok, négyszoglapok, k-szoglapok
szamaval, amit F5, F,, Fi-val jeloltiink, azaz

Fs+ Fy+Fe =5V +2 1)
A 3, 4, k oldali lapok taldlkozasanak esetében egy csucsnal csupan egy
haromszog talalhatd. Ezért a csiicsok szamat kifejezhetjiik tigy is, hogy a
haromszoglapok szdméanak haromszorosa, mivel ugyanazt a haromszoget,
mind a harom csucsanal szamoljuk. Ugyanez igaz a négyzetekre, illetve a
szabalyos k-szogre is, ezért az alabbi 6sszefliggés felirhatd

C = 3F; = 4F, = kF;, (2)
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Az (1) egyenlet hdromszorosat véve

3

A (2) egyenletet felhasznalva adodik, hogy

3
V+3F, +3F =5V +6

3F, +3F, =5V +6 /

W |

2
4F, +4F, =3V +8
2
1
4F =-3V +8
1
1
8—=V>0

3

8>1V
3

24>V

A (2) egyenletbdl kdvetkezik, hogy a csucsok szama oszthatd 3-mal, 4-el és
k-val, valamint ez kisebb, mint 24, ezért a csticsok szdma csak 12 lehet. Ez
viszont azt jelenti, hogy F; = 4 illetve F, = 3. De ez nem lehetséges, mert
az (1) egyenlet igy nem teljesiil, hiszen

1
443+ F=512+2

7+F, =8
Fk:]-

De F, = 2 kell legyen. O

3.1. Lemma: Paritas szempontjabol is megallapithatd, hogy nem létezik olyan test, ahol

paros

paratlan

paros
paratlan

paratlan

paratlan paratlan

paratlan

paros paros

paratlan

két paratlan €és egy paros élszamu lap talalkozik. Ez abbol
addodik, ha megvizsgalunk egy paratlan élszamu lapot. Ennek
a lapnak az éleinél paros illetve pératlan lapok szerepelnek
felvaltva, hiszen igy lesz a megvizsgalt paratlan élszamu lap
csucsaindl egy paros, €s két paratlan élszamu lap. Ez viszont
nem vihetd végbe, hiszen vagy 3 paratlan €lszamu vagy két
paros és egy paratlan élszamu lap fog taldlkozni. Mindezek
miatt a tovabbiakban csak a paros, paros, paratlan (ami
ciklikus) tipusu Schéfli szdmokkal fogok foglalkozni.

De ezek koziil is csupan azokkal, ahol a két paros szam
egyenld, hiszen a fenti allitasbol hasonloan adodik, hogy egy
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paratlan elszamu laphoz parosl €s paros2 lapokat rendelve, lesz olyan csucsa a paratlan
¢lszamu lapnak, ahol két azonos (paros) élszamu lap talalkozik.

Egy masik, az elézéekhez hasonld bizonyitas a 3, 4, k oldalt lapok nem Iétezésére, ahol
k>4éke N:

e 3,4, koldalu lapok, ahol k >4 ¢ésk € N
Ez nem Ilehetséges, mert ha egy csucsban a fent
megadott lapok talalkoznak (1-es cstcs), akkor a
haromszognek és a négyzetnek a masik kozds csticsahoz

szabdlyos k szég

egy szabalyos k-szognek kell csatlakoznia (2-es csucs),

: , .. . L, i szabalyos k szdg
ekkor viszont a haromszog harmadik csticsanal mar

onmaga mellett két k-szoglap is talalkozik (3-as csucs),
ami nem megfeleld.

e 3,j, koldalu lapok, ahol j, k = 3 és j, k € Nvalamintj # k
A 3, 4, k-s allitas miatt ez sem valdsithaté meg.

e 3,0, 6 oldalu lapok
Ilyen 1étezik ez a csonkolt tetraéder.

o 3,8, 8 oldalu lapok
Ilyen létezik, ez a csonkolt kocka.

e 3,10, 10 oldalu lapok
Ilyen létezik, ez a csonkolt dedokaéder.

e 3,11, 11 oldalu lapok
Ez nem lehetséges, mert ha megnézziik, hogy egy 11 ¢éli laphoz, élenként
felvaltva csatlakozik a hdromszog és a tizenegyszog, akkor belathato, hogy
korbeérve az utols6 cstcsnal (3,3,11) vagy (11,11, 11) Schéfli szam
adodna.

e 3,12, 12 oldalu lapok
Ez nem Ichetséges, hiszen itt az egy cstcsnal 1év6 szogek Osszege éppen
360°-ot, hiszen 60° 4+ 150° + 150° = 360°.

e 4,4, 4 oldalu lapok
Ilyen létezik, ez a kocka.

e 4, 4 koldalalapok, ahol k > 4 ésk € N
Ezek 1éteznek, hiszen ezek a prizmak.

e 4,6, 6 oldalu lapok
llyen 1étezik, ez a csonkolt oktaéder.

e 4,6, 8 oldalu lapok
Ilyen létezik, ez a csonkolt kockaoktaéder.

e 4,6, 10 oldalu lapok
Ilyen létezik, ez a csonkolt ikozidodekaéder.
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4, 6, 12 oldalu lapok

Ez nem lchetséges, mert ebben az esetben az egy csucsnal 1évé szogek
Osszege éppen 360°, hiszen 90° 4+ 120° + 150° = 360°, ezért a 12-nél
nagyobb élszamu oldalakat sem kell mar vizsgalni.

4, 8, 8 oldalu lapok

Ez nem létezik, mert az egy cstcsnal 1év0 szogek Osszege 360°, igy a
(4, k, k) Schéfli szam, ahol k > 8 mar nem létezik.

5, 5, 5 oldalu lapok

Ez létezik, ez a dodekaéder.

5, 5, k oldalu lapok, ahol k > 5, k € N és paros

Ez nem lehetséges, mert paratlan, paratlan, paros alaku.

5, 5, 1 oldalua lapok, ahol I > 5, [ € N és paratlan

Ez nem lehetséges, mert pératlan, paratlan, paratlan alaku.

5, 6, 6 oldalu lapok

Ez megvalosithato, ez a csonkolt izokaéder.

5, 8, 8 oldalu lapok

Ez nem lehetséges, hiszen itt az egy csucsnal 1évd szogek Osszege
meghaladja 360°-ot, hiszen 108° + 135° + 135° = 378° > 360° .

6, 6, 6 oldalu lapok

Ez nem lehetséges, hiszen itt az egy csucsnal 1évd szdgek Gsszege éppen
360°, hiszen 120° 4+ 120° + 120° = 360°.

A prizmakat és antiprizméakat leszdmitva — amikbdl végtelen sok van - 26 félig

szabalyos test létezik. Ezek egyik csoportjdt az Archimédeszi testek, masikat az

Archimédeszi testek dualisai alkotjak. Igy nyilvanvald, hogy 13-13 poliéder tartozik

mindkét csoportba.

Archimédeszi testek

Csonkolt tetraéder (3,6,6)

Kocka oktaéder (3,4,3,4)
Csonkolt kocka (3,8,8)

Csonkolt oktaéder (4,6,6)

Kis rombokockaoktaéder (3,4,4,4)
Ikozidodekaéder (3,5,3,5)

Csavarcsonkitott kocka (3,3,3,3,4) @ @ O

© oo Nk 0N E

Csonkolt kockaoktaéder (4,6,8)
Csonkolt izokaéder (5,6,6)

10 Csonkolt dodekaéder (3,10,10)

11. Kis romboikozidodekaéder (3,4,5,4)

12. Csavarcsonkitott dodekaéder (3,3,3,3,5)
13. Csonkolt ikozidodekaéder (4,6,10)

Cwww.archimedes-lab. org
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4. fejezet

A poliéderek altalanositasa

Az eddigiekben lathattuk, hogy 5 szabalyos, és — a prizmakat ¢és antiprizmakat
leszamitva — 26 félig szabalyos test 1étezik. Nézziik most meg, hogy a nem ezen
osztalyokba tartozo poliéderekrdl is elmondhatd-e egy olyan altalanositas, mint Euler
tétele (2.1). Ennek megvizsgalasahoz sziikségiink lesz az Euler-tétel teljesiilése
feltételének pontosabb megfogalmazasara.

4.1. Definicié: Ha f folytonos bijekcio, és f~1 is folytonos, akkor f-et
homeomorfizmusnak nevezziik. [3]

A tétel — miszerint a konvex poliéder cstcsai és lapjai szdma éppen 2-vel tobb élei
szamanal — olyan testekre teljesiil, ahol minden lap homeomorf a korlappal. Példaul az
alabbi test adatai az E =12, V =8, F =7 ezért, erre nem
teljesiil az Euler-tétel, viszont 1 élt (piros) behtizva, mar igaz
az Osszefiiggés

V+F=E+2

8+7=13+2

Ezen kiviil nem csak a lapok mindegyike homeomorf a korlappal, hanem maga a
poliéder is homeomorf a gombbel. Ezért nem elég a lapok ‘
gombbel vett homeomorfizmusa, sziikséges az egész ,,‘:;v --------- prepesilon

poliéder  gdombre  valdo  vetitésének  lehetdsége.
Kovetkezésképp azokra a poliéderekre, amelyek nem - :
gémbbel, hanem példaul torusszal homeomorfak, nem [/ - e

igaz a 2.1.-es Osszefliggeés. 4. sbra

A fenti allitasokbdl eredden azokra a testekre, amely lapjai korlappal, maga a test pedig
a gombfeliilettel homeomorf, teljesiil az Euler-tétel. A korabban leirt bizonyitas
alapjan™’, a poliédert megfeleltethetjiik egy bolygonak, vagyis egy gombnek, amit itt
nem részleteziink. Ekkor az altalanosabb megfogalmazasa a tételnek:

4.1. Tétel: Legyen a gombfeliileten (vagy valamely vele homeomorf feliileten) megadva
egy olyan grdf, amely e feliiletet a kérrel homeomorf darabokra ,,vagja szét”. Jeloljiik
tovabbra is e darabok szamat F-el, a megadott grdf éleinek és csucsainak szamat E-vel,
ill. V-vel. Akkor érvényes az F +V =E + 2 osszefiiggés, melyet Euler-tételnek
neveziink. [4]

17 oldal
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4.2. Az Euler-féle karakterisztika

4.2.1. Definicio: Az V +F—E szamot az alakzat felbontasa Euler-féle
karakterisztikajanak nevezziik. [4]

A kovetkezékben a karakterisztikdnak egy fontos tulajdonsagéra deriil fény. Am ehhez
sziikségiink lesz a feliilet, és a felbontds fogalmara. Nalunk, a feliilet jelentse a
kovetkezot:

4.2.2. Definicié: Adott egy H halmaz, melynek minden p € H pontjanak van olyan
O, < H komyezete (azaz olyan 0, S H nyilt halmaza, melyre p € 0,), €s egy olyan ¢
leképezés, amelyre 0, homeomorf a nyilt egység korlemezzel. Ekkor H egy feliilet.

4.2.3. Definicié: Legyen adva egy tetszdleges feliilet. Vegylink ezen a feliileten
csucsokat, majd ezeket Osszekotd ¢leket, melyeket ugy valasztunk meg, hogy
tartomédnyokra bontsa fel a feliiletet. Ezen tartoményok homeomorfak a kérlemezzel, és
minden tartomany kozos része pontosan egy cstcs, vagy pontosan egy ¢€l, vagy esetleg
az iires halmaz. Ezen kiviil a tartomanyoknak nincsen 6nszomszédos éle, azaz barmely
¢l két kiilonbozo ,,oldala” két kiillonbozd tartoményhoz tartozik. Az élek csucsokban
talalkoznak, ezen kiviil nincs mas metszéspontjuk, €s egy ¢l két kiilonbdzd csucsot kot
Ossze. A feliileten végezett ezen eljarast felosztasnak nevezziik.

A feliilet és felbontds fogalmat sokféleképpen lehet definidlni, de mi most ezt
hasznaljuk, mert ez hasonlit leginkabb a poliéder szerkezetére. Annyi moddositast
teszlink, hogy a lapok nem csak ¢élekben, hanem ¢éllancokban is talalkozhatnak. Ez a
késobbi allitas bizonyitdsdhoz lesz sziikséges.

4.2.1. Allitas: Adott egy feliilet és egy A felbontds. A karakterisztika fiiggetlen a

felosztastol, azaz egy uj, B felbontdst nézve
FA+VA_EA:FB+VB_EB [4]

A bizonyitashoz két finomitasi 1épést kell megvizsgalnunk. Az egyik élen, mig a masik
lapon fog torténni

1. El finomitasa:
Legyen adva egy tetszdleges €l a két kiilonbozd végpontjaval. Ekkor ezen az
¢len egy a végpontoktol kiilonbozd csticsot felvéve, s ezzel két részre bontva az
eredeti élt, mind a csucsok, mind az élek szama eggyel novekedett, ami a
karakterisztikan nem valtoztat. Ha a kezdeti adatok F, V, E voltak, akkor az Gjak

F'=F
V=V+1 b F+V —-E=F+V+1)—-(E+1)=F+V—E
E'=E+1

Adodik, hogy a megforditas is igaz: ha létezik csucs, ami
pontosan két élt kot Ossze, azaz masodfoku, akkor ezt a
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cstcsot eltavolitva Gigy, hogy az élek két masik végpontjai kozott egyetlen €l
fusson, a karakterisztika ismét nem valtozik.

2. Lap finomitasa:
Legyen adva egy tetsz6leges, konvex lap, melyet olyan élek =
hatarolnak, amik csucsokban talalkoznak. Kosslink 6ssze két
nem szomszédos csucsot egy ¢llel, azaz ,,vagjuk” ketté a
lapot. Belathatd, hogy ez az ¢l két 0sszefiiggd részre bontja a

lapot, ami szintén homeomorf a korlappal és ezek a lapok
teljesitik a definicid feltételeit. Ez a miivelet a karakterisztikdn ismét nem
valtoztat, hiszen eggyel noveltiik a lapok ¢€s ¢élek szamat, igy az 0j adatok

F'=F+1
V' =V p F+V —-E=F+1)+V—-(E+1)=F+V—-E
E' = E+1

Nyilvanval6, hogy ebben az esetben is a forditottan végzett miivelet hasonléan
nem befolyésolja a karakterisztikat.

3. Felosztas finomitasa: —A
Osszegezzﬁk a fenti két esetet. Legyen adott a poliéder egy // ' /’( \\\
tetsz6leges lapja. Ezt a lapot kettévagva (2. modon), majd a 4\ |
kettészeld €It 1) csucsokkal finomitva (1. modon) a “\\\ J

karakterisztika nem valtozik.
A bizonyitas vazlatos gondolatmenete a kdvetkezo:

Bizonyitas: Mindezek ismeretében vegylink egy poliédert és azon két kiilonboz6 A, B
felosztast. Azt szeretnénk beldtni, hogy taldlhatdo egy olyan kozds felosztis, ami
mindkettd finomitasa, igy az eredeti két felosztds karakterisztikdjanak meg kell
egyeznie.

FA + VA - EA = FAIBI + VAIBI - EAIBI
FB+VB_EB =FA’BI+VAIBI_EAIBI I) FA+VA_EA=FB+VB_EB

Ezzel igazolnank, hogy a karakterisztika nem fligg a felosztastol. De hogyan is kaphatd
meg ezt a kozos felosztast?

Legyen adva egy feliilet és azon két kiilonb6z6 felosztas, melyek eleget tesznek a fenti
definici6 feltételeinek.

1. 1épés: A kozos felosztas vételéhez elengedhetetlen feltétel, hogy A minden lapja
tartalmazzon B-beli csucsot, €s viszont. Ezért, ha ez nem teljesiil, akkor sziikséges A és
B felosztas olyan finomitasa, mely esetén mar A’ minden lapja tartalmaz B’-beli
csucsot, €s B’ minden lapja is tartalmaz A’-beli csucsot.
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a.) Tegyiik fel, hogy van olyan B lap, ami nem tartalmaz
A-beli csucsot (6. abra), akkor finomitsuk az A felosztast,
a kovetkez6 modon. Vegyiink az A felosztashoz ezen B lap
egyik csucsat levago uj élt (ezt tehetjiik két A két csucsan
keresztiil, vagy két 0j cstcsot felvéve, mint a 7. abran).
Mivel ez élfinomitas, ezért a karakterisztika nem valtozik.

Ekkor A 1j felosztasban (A’-ben) keletkezett egy 0j €1, és a 5. sbra

lapok szama'? eggyel nétt, ami a karakterisztikin nem
valtoztat. Ahhoz, hogy ez a B lap tartalmazzon egy A’-beli
csucsot, az eldbb felvett 1) €l B-be es6 részén vegylink fel
egy Uj cstcsot (P), ezzel két részre bontva az élt. Mivel ez
egy ¢lfinomitas, ezért A’ karakterisztikdjan ismét nem
valtoztattunk, de elértiik, hogy ebben a B-beli lapban

legyen A’-beli csucs. Ezt a 1épést az Osszes olyan B-beli
lapra végezziik el, ami nem tartalmaz A-beli csucsot. Mivel
a B felosztas véges, ezért ez véges sok 1épésben elvégezhetd. Igy most mar B minden
lapja tartalmaz A’-beli csucsot. (Ezen kijelentést jel6lje D)

b.) Az el6z6kben elvégzett miiveletek utan vetddik fel a kérdés, miszerint a finomitdssal
nyert A’ felosztas 0j lapjai tartalmaznak B-beli csucsokat? Természetesen igen, hiszen
A’ 10j éleit éppen ugy vettiik fel, hogy B-bdl egy csucsot vagjon le, ezért az uj ¢l altal
meghatarozott lapok belsejében lesz B-beli cstcs. (Ezen kijelentést jelolje E) Ett6l még
ugyan lehetséges, hogy az eredeti A felosztds lapjai k6zott van olyan, ami nem
tartalmaz B-beli csucsot, ezért - az a.) pontban leirtak szerint - B-t is finomitanunk®®
kell. Ezzel megkaptunk az uj B’ felosztast, s igy mar az eredeti A felosztas minden lapja
tartalmaz B’-beli cstcsot (Ezen kijelentést jeldlje F), valamint B’ 10 lapjai is
tartalmaznak A’-beli csucsot, hiszen B-t megfelelden finomitottuk. (Ezen kijelentést
jelolje G)

Osszegezve a fenti 1épéseket, D és G alapjan B’ minden lapja tartalmaz A’-beli cstcsot,
valamint E és F alapjan A’ minden lapja tartalmaz B’-beli csticsot.

2. lépés: Most mar vehetem a kozds felosztast, ami a v
kovetkezOképpen fog kinézni. Legyen az alap az A’ \
felosztas, és ezt egészitsik ki B’ csucsaival és éleivel. ’
Finomitsuk A’ éleit csucsokkal, melyeket A’ és B’-beli élek

metszéspontjai hatdroznak meg (7. 4bra). Vegyiik fel az ‘

Osszes ilyen 0j csticsot. Mivel ez egy ¢€lfinomitasi 1€pés, ezért 7 4

2 Egy lapot kettévéagva két Gj lap keletkezett, de mindkettd tartalmaz B-beli csucsot.

13 se g ; . s . , . , . . ’
B-hez olyan uj él felvétele, ami levag egy A-beli cstuicsot, majd ezen élen egy Uj A lapbeli cstcs

felvétele.
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A’ karakterisztikajan nem valtoztattunk.

A kovetkezOkben vegyiik hozza azon B’ csucsokat is, v
melyek egy A’-beli lap belsejébe esnek (8. abra), majd
ezeken a csucsokon keresztiil - a felosztds finomitasi ‘k ’
modszerrel - a B’-beli ¢élek mentén, kosslink 0ssze az egy \
laphoz tartozé éleken elébb felvett 0j cstcsokat (9. abra).

8

Ez egy felosztasbeli finomitas, hiszen az 0j ¢€llel noveltiik a

lapok, ¢és ¢élek szamat, majd az ezen 1évé Uj csucs

felvételével kettészeltiik ezt, ami az élek és csucsok szamat "
novelte eggyel, igy nem valtoztatva a karakterisztikan. A "

kozos felosztas eléréséhez fel kell venniink minden B’-beli ‘k ’
csucsot, valamint élt. Ez véges sok 1épésben megtehetd lap %

illetve ¢l finomitasaval. 9.5

Mivel mindig csak finomitottunk, ezért sem A, sem B karakterisztikaja nem valtozott,
azaz A’ karakterisztikdja megegyezik A-éval, B’
karakterisztikdja pedig az eredeti B-ével. A kozds A’B’
felosztast nézve, a fentiek miatt ugyancsak nem valtozik a
karakterisztika sem A-hoz, sem B-hez képest, ezért az
eredeti két felosztas karakterisztikdja is egyenld volt. Ebbdl
adodik a bizonyitasa annak, hogy a karakterisztika

fliggetlen a feliilet felosztasatol.

4.3. Alakzatok osszeragasztasa

Az eddigiekben megvizsgaltuk a poliéderek karakterisztikajat. Most nézziik meg, hogy
adhato-e a karakterisztikara egy olyan szabalyossag, amely tobb test Osszeragasztasa
esetén is érvényes.

4.3.1. A karakterisztika valtozasa: Ennek a megvizsgalasara sziikséglink lesz legalabb
két alakzatra, valamint ezek valamilyen modon val6d 0sszeragasztasara. Az alabbiakban
ismertetek két féle Osszeragasztast:

1. Vegylik most azt az miiveletet, melyben két konvex poliéder azon korlappal
homeomorf lapjait kotjik Ossze egy hasabbal, melyeknek élszama egyenld. A
korabban leirtak alapjan tudjuk, hogy barmely két poliéder esetén kialakithato ez egy
lapon 1évo élek finomitasaval ugy, hogy azonos csticsszammal rendelkezzenek. Az
Osszeragasztas eldtt a hatarlapokat kivagjuk. Hasébbal vald Osszekotés alatt azt
értjiik, hogy az egyik poliéder kivagott lapjanak cstcsait rendre dsszekotjiik a mésik
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poliéder kivagott lapjanak csucsaival tgy, hogy az élek ne messék el egymast
(10. abra). Ekkor a keletkezett alakzat karakterisztikara igaz az alabbi allitas. [4]

10. abra

4.3.1.1. Allitas: Poliéderek ésszeragasztdsa utin nyert test karakterisztikdja 2-vel
csokken az eredeti poliéderek karakterisztikajanak 6sszegéhez képest. [5]

Bizonyitas: Legyen az eredeti két alakzatnak v,, v, cslcsa, f;, f; lapja, tovabba e, e,
¢le, az Osszeragasztott lapok csucsat (és élszamat) pedig jelolje m. A két felbontas
karakterisztikaja ebben az esetben rendre v; + f; — eq, valamint v, + f, — e,.

Habar a két poliédert 0sszekoté hasabbal m uj él és m 1j lap keletkezett, ezek
karakterisztika szempontjabol nem befolyasoldéak. Az 1j poliéder csucsainak szdma
v; + v, —m, ¢éleinek szama e; + e, —m, lapjainak szama pedig a kivagasokbol
adodoan f; + f, — 2, ezért a karakterisztikdja az alabbi modon adddik

Wt+v,—-m+(itfi-2)—(eg+te—m =W +fi—e)+ W, +f—e)—2
azaz valoban kettdvel kevesebb, mint a két alakzat karakterisztikdjanak 6sszege. O

2. A masik Osszeillesztési modszer a fent emlitett hasab nélkiil torténik. Ismét két olyan
hatarlapot vesziink, amely homeomorf a korlappal, valamint csticsszamaik egyenlok.
Ekkor ezeket a lapokat kivagva, majd cstucsukat rendre Osszeillesztve adodik egy 1j
feliilet, melyre a fenti 4.3.1.1 allitas ugyancsak igaz.

Bizonyitas Az eredeti két alakzatnak legyen ismét v;, v, cstcsa, f;, f1 lapja, valamint
ey, e, €le, a hatarlapok csucsat pedig jelolje m. A fentiekhez hasonldan két felbontas
karakterisztikaja ebben az esetben IS v; + f; —e;, valamint v, + f, —e,. Az
Osszeragasztott poliéder csucsainak szdma v, + v, —m, éleinek szdma e; + e, — m,
lapjainak szama f; + f, — 2, ezért a karakterisztikaja

(t+v,—-m—(es+te,—m)+(it+f,—2)=(+fi—e)+ W +f,—e)—2
[]

Megjegyzés: Valojaban a fent emlitett két féle ragasztas egyenrangu, €s topologiailag
ugyanazt a feliiletet adja.
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4.3.2. Lyukak, fogantyuk

A kovetkezokben nézziik meg, mi torténik a karakterisztikaval, ha némileg valtoztatjuk
a poliéderiinket példaul lyukasztassal, vagy toldassal.

Legyen adva egy alakzat a karakterisztikdjaval. Vagjunk ki a feliiletébdl néhany kor
alaktl lyukat. A kor karakterisztikaja 1, hiszen ha x cstcsa van, akkor nyilvan
ugyanennyi x éle is, valamint egy lapja, igy adodik az x — x + 1 karakterisztika. Tehat
minden lyukasztéssal, eggyel csokken az alakzat karakterisztikaja. Kovetkezésképp egy
lyuknak korlappal valé beragasztasa eggyel noveli ezt az értéket.

Egy toruszon torténd lyukasztas a karakterisztikat (—1)-re
csokkenti, mivel az eredeti alakzat O karakterisztikaju. (lasd 4.
abra: ahol V = 16, F = 16, E = 32). Ezen eljaras utan keletkezett
poliédert fogantyinak hivjuk (11. &bra), aminek tehat a

karakterisztikdja (—1). Adodik a megjegyzés, miszerint egy
alakzat fogantyuval valo bdvitése eggyel csokkenti a karakterisztikat (fogantytinként).

[4]

Mindent dsszevetve vegylink most egy olyan gombfeliiletet, amelyen k lyuk van, ¢és
ragasszuk be mindet egy fogantyuval. Ekkor a keletkezett test karakterisztikaja

2—2k

hiszen mind a k szam® lyukasztas, mind a k darab fogantytival valo toldas k-val
csOkkentette az eredeti karakterisztikat, igy 6sszesen 2k-vel. [4]

Megjegyzés: g fogantytval és h lyukkal rendelkez6 gombfeliilet karakterisztikaja
2—2g—h. [4]
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Osszefoglalas

Szakdolgozatom tartalmi célja a poliéderek élei, lapjai, csucsai kozotti Osszefliggések
feltarasa,  megvalosithatosagaiknak  vizsgalata, valamint a  karakterisztika
érdekességeinek rovid ismertetése. Az utolso fejezet, mint egy kitekintés az
altalanositas fel¢, ez joval tilmutat a targyalt témakoron.

A poliéderek tulajdonsdgainak megismerése, szamos izgalmas Osszefliggést engedett
kovetkeztetni. Tobbek kozott a szabalyos illetve félig szabalyos testek létezésének
végessége, az Euler-tételnek egy magasabb szintii megfogalmazéasa, de idesorolhatd
még a lyukasztassal, illetve toldassal gyartott ujabb alakzatok legyartasa.

Elképzelhetonek tartom dolgozatom tartalmanak a kozépiskolaba vald beépitését, akar
szakkori kereteken beliil. Természetesen a precizitds igénye nélkiil, de érezzék, vannak
alaktol fliggd mennyiségek is.
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