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Bevezetés

Kozépiskolaban nem sok id6 jutott arra, hogy elmélyiilhessiink a valoszint-
ségszamitas témakorében. Az emelt szintd matematika érettségin egyediil a
binomialis eloszlasra épiil6 feladatban vesztettem pontokat. Ennek ellenére,
amikor a Matematika BSc 5. félévében belecséppentem a Valdszintiségszami-
tas cimi tantargyba, nagyon megtetszett, kiilonosen a feltételes valoszinii-
séget felhasznald megoldasok, amelyek Osszetett kérdésekre adtak igencsak
meglepd eredményeket. Késébb tanultunk a Markov-folyamatokrol, ahol egy
irdnyitott graf folrajzolasaval az els§ olvasatra iszonyatosan bonyolultnak
tling feladatok egy csapéasra megszelidiiltek és konnyen adtdk megoldasu-
kat. Sokaig gondolkodtam szakdolgozatom téméjan. A matematika szamos
teriiletével tobb féléven keresztiil tarto kurzussorozatok keretében foglalkoz-
tunk, ez azonban valami j volt, igy végiil ezt a teriiletet valasztottam és
nagy orémomre elGadonk el is vallalta a témavezetésemet.

Szakdolgozatom gerincét és alapjat Arthur Engel konyve [1] adta. Német
és francia nyelven volt meg témavezetémnek a kitet. Németiil nem beszélek,
viszont tanari minor szakom a francia nyelv, igy nagyon oriiltem, mikor ke-
zembe kaptam ezt az emelt szintd matematikat tanulé kozépiskolas diakok
szamara irt régi tankonyv franciara forditott valtozatat.

Dolgozatom elsé fejezete feleleveniti a feltételes valoszintiséghez kapcso-
16d6 tételeket és egy oroklods betegség problémajat dolgozza fel. A masodik
fejezetben bevezetem a Markov-lancok fogalmat, majd kiilonféle, iranyitott
grafok segitségével megoldhatoé példat mutatok be. A fejezet végén ismerte-
tem Arthur Engel egy szemléltetési modszerét, amellyel a kozépiskolas diakok
is meg tudjak oldani ezeket a feladatokat, a feltételes valoszintiség fogalmanak
ismerete nélkiil is, hiszen ez mar nem képezi a tananyag részét szinte sehol.
Az utolso fejezet egy biologiai kitekintd, mely nagyon egyszert példakon ke-
resztiil igyekszik ramutatni a Markov-lancok, iranyitott grafok, egyaltalan a
valoszintiségszamitas alkalmazési lehetGségeire a genetikdban.

Eziton szeretnék kdszénetet mondani témavezetémnek, Bognar Janosné-
nak a konzultaciok alkalmaval ram aldozott idGért és a sok érdekes feladat-
Otletért, amelyet felvetett és bele is keriiltek dolgozatomba.
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1. A feltételes valbdszintiség

Jol ismerjiik azokat a valosziniiségszamitast felhasznélé problémakat, amikor
adottak a kisérlet lehetséges kimenetelei (2 halmaz), és vizsgaljuk, hogy ezek
koziil egy konkrét A € 2 esemény hanyszor kovetkezik be n kisérlet soran.
Az A eseményhez vagy a relativ gyakorisag alapjan vagy esetleg szimmet-
riai alapon hozzarendelhetiink egy P(A) valoszintséget (iigyelve az axiomak
teljesiilésére).

1.1. Példa. Egy szabalyos dobdkockaval dobunk n-szer. Ekkor Q = {1,2,3,
4,5,6}. Vizsgaljuk azt, hogy mekkora valoszintséggel kapunk 6-ost, azaz
A = {6}. Keressiik a P(A) valoszintiséget a jol ismert, kozépiskolaban is
tanitott klasszikus kiszamitasi formulaval! Egy szabélyos dobokockaval egy-
feleképpen tudok 6-ost dobni, Osszesen pedig 6 oldala van a kockanak, igy
hatféle kimenetele lehet egy dobasnak, ezért

P(A) = k?dvezé eset _ 1
Osszes eset 6
Talalkozhatunk azonban ennél bonyolultabb, Gsszetett problémakkal is.
[lyenkor altalaban tébb 1épcsén keresztiil jutunk el egy kivant eseményhez.
Tobb feltétel sziikséges a bekovetkezéséhez, nem csak egy egyszeri kisérle-
tet kell elvégezniink, hanem egymaéssal Osszefiiggé kisérleteket, amelyeknél
kiillonbozGek a lehetséges kimenetelek halmazai.
Most példan keresztiil bemutatjuk, hogyan jutunk el a feltételes valoszi-
niiség fogalmahoz.

1.1. Kapcsolodo tételek

1.2. Példa. Legyen adott egy szabalyos dobotetraéder (tehat a lehetséges
dobéasok: 1, 2, 3, 4) és két urna. Az els6ben 2 piros és 1 fehér, a méasodikban
2 piros és 5 fehér golyo van. Ha 2-est dobunk, akkor az els6 urnabol hiizunk
csukott szemmel egy golyot, egyébként pedig a masodikbdl (1-es, 3-as és 4-es
dobésa esetén). Mekkora a valoszintisége annak, hogy a kihuzott goly6 piros
lesz? Erezziik, hogy a golyd szine most attol is fiigg, hogy melyik urnabol
htizzuk, hiszen az els6bél sokkal nagyobb valdszintiséggel htizhatunk pirosat,
mint a méasodikbol. Az els6ben 3 goly6 koziil 2 piros, tehat % valoszintiséggel
hizunk pirosat, mig a masodikban 7 golyobol minddssze 2 a piros, igy itt %
a megfelel§ valosziniiség. 4-félét dobhatunk, de csak a 2-es kidobésa esetén,
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tehét 711 valoszintiséggel huizhatunk a nagyobb eséllyel kecsegtets elsé urnabol,
a tobbi esetben, azaz 3 valoszintiséggel a mésodikbdl kell hiiznunk, ahol nem
nagy az esélye egy piros goly6 kihuzasanak. FEzeket az informaciokat kellene
megfelel6en Osszekombinalnunk, hogy megkapjuk a keresett valdszintiséget.
Ehhez el6bb be kell vezetniink a feltételes valdsziniség fogalmat, majd meg
kell ismerniink a teljes valosziniség tételét.

1.3. Definicié. A B eseménynek az A eseményre vonatkozo feltételes valo-

szintsége megadja a B esemény bekovetkezésének a valdszintiségét, feltéve

hogy az A esemény mar bekovetkezett, vagy bekovetkezik. Jelolése P(B | A),

szoban: B feltéve A.

A B esemény valoszintisége az A feltétel mellett, megkdvetelve, hogy
P(A) > 0 legyen:

P(ANB)

P(B|A)= TPA)

[5]

Tehat nem elég, hogy A bekovetkezett, az érdekel minket, amikor még B
is bekovetkezik ezen kiviil.

2

1. abra.



1 A FELTETELES VALOSZINUSEG 5

1.4. Tétel. (Teljes valoszintiség tétele) Legyen Ay, As, ..., A, egy teljes
eseményrendszer, B pedig eqy tetszdleges esemény.

wl [T

G

2. abra.

Ekkor P(B) = Zn: P(B | A;)P(A).

i=1

[5]

A tételt a 3. dbra grafja szemlélteti. A kiindulasi pontbol B-be példaul az
Ay eseményen keresztiill a P(B | A;)P(A;) valoszintiséggel jutunk. (Ezt a
késGbbiekben, iranyitott grafok esetén is sokszor fogjuk hasznalni.)

1.5. Tétel. (Szorzas-tétel)

P(AiNAN-NA,) = P(A)) - P(Ay | A)-P(A3 | Ay N Ag) - P(A, | AN -NA, )

~~
P(AlﬁAg)

P(A1 ﬂAQﬂAg)

Evidens, hogy a kiilonb6zi utakon B-be jutdsok valosziniisége Gsszeadodik.
(B jelentése: a B esemény nem kovetkezik be.)
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3. abra.

[gy mar meg tudjuk oldani a 1.2. Példat is. Legyen A; = {2}, Ay = {1,3,4},
B pedig amikor pirosat htizunk valamelyik urnabol. Ha mar 2-est dobtunk,
tehat bekovetkezett az A; esemény, akkor innen a B esemény bekovetkezése
pontosan a P(B | A;) = 2. Hasonloan, ha A, halmaz valamely elemét dobtuk,
akkor a B esemény bekovetkezése pontosan a P(B | Ay) = 2. A 1.4. Tétel
alapjan a

P(pirosat hiizunk) = P(B) = En: P(B | A)P(A;) = P(B | A))P(A,)+

~
—_

+23_1+3_8
7 4 6 14 21

+P(B | Ay)P(Ay) =

Wl Do
=~ =

valoszintséget kapjuk. Tehat hidba % valoszintiséggel hiiznank pirosat az els6
urnabol, mivel csak 2-es dobés esetén huzhatunk bel6le, Gsszességében 50
szazaléknal is kisebb az esélye annak, hogy pirosat hizunk.

A 1.4. Tételnek egy kissé "megforditott” rokona a Bayes'-tétel. Az elbbi
feladatnal azt is kérdezhetnénk, hogy tegyiik fel hiztam mér, és piros golyot
tartok a kezemben. Mi az esélye annak, hogy az elsd, illetve a mésodik urnabol
huztam? Erre ad valaszt a Bayes-tétel.

! Thomas Bayes (1701?7-1761) angol matematikus, presbitéridnus lelkész. Nevéhez ko-
t6dik egy specidlis matematikai formula, a Bayes-tétel, amelyet 6 maga sosem publikalt,
csak haldla utéan, jegyzeteibsl szerkesztette és adta ki Richard Price.
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1.6. Tétel. (Bayes-tétel) Az eddigi jelolésekkel dsszhangban.

_ P(B|A)P(A)
P(A; | B) = S P(B|A)P4)

[5]

Bizonyitas. A tétel kozvetleniil levezethets a feltételes valdszintiség de-
finiciojabol:
P(ANB)

P(A|B) = — 55

alapjan
b P(A| B)P(B) = P(ANB) = P(B| A)P(A)

amib&l P(B)-vel leosztva adodik a tétel. O

8]

E tétel ismeretében véalaszoljunk a kovetkez6 kérdésre: Pirosat huztam. Mek-
kora valoszintiséggel szarmazik ez a golyo az els§ urnabol, azaz mekkora va-
loszintiséggel dobtam kettest a tetraéderrel?

A korabban mér meghatirozott valoszintiségeket behelyettesitve a kép-
letbe a

[SVIIN]
=

: 7
P(Ai|B) = g5 =55
sratzy 16

eredményt kapjuk. Varhato is volt, hiszen az els§ urndbdl elég nagy eséllyel

huzhaté piros, viszont csak egyféle dobas esetén (kettes) htuzhatunk belgle.

1.2. Marta aggodalma

1.7. Feladat. Marta aggodik, hogy ha egyszer fiai lesznek, egy ritka a re-
cessziv gént atorokithet rajuk, ezért elmondta egy genetikai tanacsadonak,
hogy nagyanyjanak Aa génpéarja volt, vagyis hordozta az a gént. Ez a nemhez
két6ds gén olyan, hogy minden férfinak egyetlen génje van. Ha ez a gén az a,
akkor a férfi rendellenességeket fog mutatni, példaul vérzékenységet. Marta
anyai nagyapja, apja és férje mindnyajan egészségesek, tehat A génjiik van.
Az orokléstan szerint minden fiigyermek az anyjatol orokli a génpar egyik
génjét % — % valoszintiséggel. Egy leAnygyermek egy gént 6rokol az anya gén-
parjabol %—% valoszintséggel, és mellé 6rokli az apa egyetlen génjét. Tovabbé
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az egyes utdédokra vonatkozo eredmények egyméstol fiiggetlenek. Ennélfogva
Mérta anyja vagy Aa, vagy AA génparral rendelkezik, mégpedig 1 — £ valo-
szintiséggel.

(i) Mutassuk meg, hogy maga Marta 1 valoszintiséggel Aa, és atorokitheti
gyermekeire az a gént!

(ii) Tegyiik fel azonban, hogy a tanacsado azt a kiegészits informéciot is
megkapja, hogy Marta anyjanak volt négy egészséges fia A -val. Hogyan
kaphatjuk meg annak a modositott valészintiségét, hogy Marta anyja
Aa?

(iii) Hatarozzuk meg annak a modositott valoszintségét, hogy Marta Aa!

3]
1.8. Megoldas. A megoldas soran az 6rokldéstani ismeretekeinken kiviil a
feltételes valoszintiséget, valamint a Bayes-tételt fogjuk hasznalni.

(i) Marta génallomanya a kérdés. Biztosan megkapja apja A génjét, a ma-
sik génrél a 4. abra grafja ad informéciot. Ez a gén fiigg attol is, hogy
Marta édesanyja milyen gént O6rokolt Marta anyai nagyanyjatol. Az
abrazolt valoszintiségek alapjan jol latszik hogy négy eset adodik, eb-
b6l haromban egyformén A gént, egyben pedig a recessziv, betegséget
hordoz6 a gént kapja Marta a fix A gén mellé. Tehat a kérdéses valo-

szintiség, az 1.5. Tételt alkalmazva, P(Marta Aa) = ;.

Miérta nagyanyja

Marta apja

A A A A a

Marta: A_

4. dbra.
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(ii) Annak a valoszintisége, hogy Marta anyjanak fia (tehat Marta testvére)

(iif)

A génnel rendelkezik, feltéve, hogy Marta anyja Aa, % Ha ugyanis

Marta anyjarol tudjuk, hogy Aa, akkor az 6 fia % — % valdszintiséggel
lehet A vagy a. Tehat P(egy fic A | Marta anyja Aa) = 3. Mivel azt
az informéciot kaptuk, hogy négy fia (négy testvére Martanak) is szii-
letett Marta anyjanak A génnel, ezért felirhatjuk, hogy P(négy fia A |
Marta anyja Aa) = (%)4 = 1—16. Evidens, hogy ha Méarta anyja AA-val
rendelkezik, akkor a fia, s6t akadr mind a négy fia biztosan egészséges, A
génnel sziiletik, tehat P(négy fit A | Marta anyja AA) = 1. A Bayes-
tétel alkalmazésahoz vezessiik be a kovetkezé jeloléseket:

A; : Marta anyja Aa
Ay : Mérta anyja AA
B : négy fin A
1
P(B | A;) = P(négy fia A | Marta anyja Aa) = G
P(B | Ay) = P(négy fiu A | Marta anyja AA) =1

Ekkor megkaphatjuk, hogy mi a valészintisége annak, hogy Marta anyja
Aa, azaz betegséghordozo, feltéve, hogy van mar négy fia A génnel:

_ P(B| A;)P(A) _
PATB) = 5B TA P« P(B | A)P(Ay)
= 1

TR Ve

Tehat %7 a modositott valoszintisége annak, hogy Marta anyja Aa.

Beugratos a kérdés. Oroklgdéstanbol is tudhatjuk, de a feladat kiilon ki
is emeli, hogy az egyes utédokra vonatkozd eredmények egymastol fiig-
getlenek. Martanak négy egészséges fititestvére van. Ez nagy szerencse,
azonban nincs hatéssal Marta génallomanyara. Ugyanazt mondhatjuk
tehéat, amit az els6 feladatban is igazoltunk, hogy maga Marta i valo-
szintiséggel Aa, azaz betegséghordozo.
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2. Bolyongas iranyitott grafokon

2.1. Végtelen valdszintiségi mezs

Egy szabalyos dobokocka feldobasanal Osszesen hatféle lehetséges kimene-
tele van a kisérletnek. Most végtelen valoszintiségi mezdéket tanulméanyozunk,
amikor egy kisérlet kimenetele végtelen sokféle lehet. 2 legyen a lehetséges
kimentelek halmaza.

2=4{0,1,2,3,...} (1)

Az i eseményhez (i € Q) rendeljiik hozza a p; valoszintséget (p; > 0), ekkor
fennall:
sz‘ =1 (2)
i>0

Q2 minden A részhalmazahoz hozzarendelhetjiik a P(A) valoszintiséget

P) =0
P(A) =2 pi ha A#D (3)

(3)-ban az Osszeg altalaban valamilyen szamsorozat forméjaban &ll els. Az
alabbi harom axiomat hasznalhatjuk a végtelen valoszintiségi mezdk jellem-
zésére:

1. P egy pozitiv fiigguény, azaz YA C  esetén P(A) >0
2. P normdlt, azaz P(Q)) = 1
3. P additiv, azaz ha AN B = 0, akkor P(AU B) = P(A) + P(B)

|1, 33-34. oldal|

2.1. Definicid. Az (92, A, P) valoszintiségi mezé €2 eseményterén értelmezett
valos értékd X : 2 — R fiiggvény pontosan akkor valoszintiségi valtozo, ha
{weQ: X(w)<z}eAVreR

[10]
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2.2. Markov-folyamatok

Az imént bevezetett definiciokbol latszik, hogy innentdl kezdve nem egy-
egy véletlen kisérlettel foglalkozunk, hanem véletlen folyamatokkal. Erdek-
lodésiink kozéppontjaba a kiilonféle adllapotok és az ezek kozotti Atmenetek
keriilnek. Ezek a folyamatok id6ben torténnek, allapotvaltozasok sorozatat
eredményezik.

2.2. Definicid. Legyen adva egy (2, A, P) valoszintiségi mez6 és egy tetszo-
leges I (index)halmaz. Valoszintiségi valtozoknak az (€2, A, P) valoszintiségi
mez6n definidlt X; (¢ € I) rendszerét sztochasztikus folyamatnak nevezziik.
[6] Az alkalmazasok tobbségében az I halmazt a (nem-negativ) valos vagy
egész szamok halmazanak valasztjuk.

Példaul gondolhatunk egy nagy forgalma iizletre. Az emberek a nyitva-
tartas idejében véletlenszerd idépontban és szamban térnek be ez iizletbe
(nyilvan a valosadgban ez nem igy van). Egy nap feljegyezziik minden perc-
ben, hogy hany ember ment be az ajtéon abban a percben. Ha tehat  ember
ment be a t. percben, akkor X; = x.

Képzeljiink el egy legyet, amint repked egy szobaban. Tekintsiik mozgasat
véletlenszerinek, 6t magat pedig pontszertinek. Tanulményozzuk a mozga-
sat a jelenlegi helyzetétsl. Az Osszes lehetséges allapot halmaza legyen az
S dllapottér. Példankban S a szoba légtere. A légy allapotéat folytonos val-
tozoval fejezhetnénk ki, minden idépillanatban vizsgalhatnank a helyzetét,
de most diszkrét halmazza tessziik az S &allapotteret a kovetkezSképpen: a
szobat egységkockakra osztjuk fel, ezeket pedig beszamozzuk 1-t6] n-ig.

S=1{1,2,3,...,n}

Most ezek a kockak reprezentaljak a kiilonbozs allapotokat. Igy egy véges
halmazt kaptunk. Az id6t, mint folytonos valtozot is diszkrétté kellene ala-
kitanunk, tehat figyeljiik a legyet csak minden masodpercben, és jegyezziik
fel, melyik egységkockaban tartozkodik éppen. Ezeket a véletlen folyama-
tokat grafokon fogjuk szemléltetni. Egy nyillal fogjuk jelolni azt, amikor a
legy (altalanosan: részecske) az i. egységkockabol (altalanosan: allapotbol)
atmegy a k. egységkockdba. A nyflra altalaban odairjuk az i-bél k-ba jutas

valoszintségét, pp-t.
. ~ .



2 BOLYONGAS IRANYITOTT GRAFOKON 12

Ezekre a p;. valoszintiségekre fennéll a kovetkezd két feltétel:

L 0<px <1
2. Zpik =1
k>

A 2. egyenldség azt fejezi ki, hogy a részecske mindenképpen (1 valosziniiség-
gel) atjut a kovetkezd allapotba az i allapot utan.

A kiindulasi allapot, az Osszes lehetséges allapot és az Gsszes p;;, valoszi-
nliség ismerete egyértelmiien meghataroz egy véletlen folyamatot. Az ilyen
véletlen folyamatokat Markov-ldncnak nevezziik.

|1, 34-36. oldal|
Precizebb definicio:

2.3. Definicié. Legyen adott egy S diszkrét halmaz. Leggyakrabban az S az
egész szamok egy halmaza, példaul S = {0,1,2,..., N}. S értéki valoszint-
ségi valtozok egy Xy, X1, Xs, ... végtelen sorozatat Markov?-ldnenak hivijuk,
ha a valoszintiségi valtozok kozott fennall a

PXp =71 Xn=0Xp1=tn1,....,X1 =101) = P(Xpy1 =j | Xp, = 1)

egyenl@ség, minden n > 0 egész szdm és ig,i1,...,%,-1,%,) € S allapotok
esetén.

Legyakrabban az indexre tigy gondolhatunk, mint az id6 paraméterére. A
fenti tulajdonsagot tugy is szoktdk mondani, hogy a folyamatnak "nincsen
memoriaja”. A folyamat miltjatol nem fiigg a jovéje. |7, 12. oldal]
Feladatok megoldasahoz célszeri egy graffal szemléltetni a problémat.

2 Andrej Andrejevics Markov, orosz matematikus a matematika szamos teriiletén, szim-
elméletben és analizisben is dolgozott, de legfontosabb eredményeit a valdszintiségszami-
tas teriiletén érte el. Bebizonyitotta a centralis hatareloszlastételt. 1906-ban bevezette a
Markov-lancok fogalmat, amely alapvetd jelentGségre tett szert a sztochasztikus folyama-
tok elméletében.
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) ()
U

5. abra.

Az 5. dbra egy Markov-lanc grafja. Az allapotok halmaza az S = {1,2,3,4,5,6}.
Az 5, 6 végéllapotokat nyeldknek hivjuk.

2.4. Definicié. Egy ¢ allapot nyeld, ha nem vezet ki bel6le él vagy ha p; = 1.
Az R = {5,6} halmazt az S halmaz peremének nevezziik. Az S halmaz azon
elemei, amelyek R-nek nem elemei, a belsd dllapotok.

Példankban S\ R = {1,2,3,4}.
2.5. Megjegyzés. Az R halmaz lehet az iireshalmaz is.

2.6. Definici6é. Egy Markov-lancot elnyel6dének neveziink, ha
1. R#0és
2. minden bels6 allapotbdl el lehet érni R egy elemébe, azaz egy nyel&be.

Sok egyszertibb probléma — mint példaul a genetikai alkalmazasnal lathato
feladatok — megoldhat6 az aldbbi harom agszabaly segitségével:

1. Egy kijelolt uton végighaladas valoszintisége megegyezik a nyilakon 16v6
pir valosziniiségek szorzataval. (Lasd az 1.5. Tételt.)
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2. Azi allapotbol az R halmaz egy T részhalmazanak valamely allapotaba
eljutas p; valészinilisége megegyezik az ¢ allapotbol T-be jutd Gtvonalak
valdszintiségeinek Osszegével.

3. Az ¢ allapotbdl a k szamossigi R halmaz valamely pontjaba eljuto
ut atlagos lépésszama (nevezhetjilk varakozasnak, hossznak vagy fel-
foghatjuk id6tartamként is) megegyezik az i-b&l R-be vezets Osszes ut
silyozott lépésszamatlagaval. Ezt tgy kapjuk, hogy az x; lépéses utat
stlyozzuk a rajta valo végighaladas g, valoszintiségével (1d. 1. pont).

Azaz
m; = E Tk gk
k

[1, 36-38. oldal|

2.7. Megjegyzés. Ezek a szabalyok a teljes valoszintiség tételének (1.4. Té-
tel) kovetkezményei, de a tételt nem ismerd didkok szamara is evidenssé te-
hetdk.

De vajon mi torténik akkor, ha a kapott grafunkban keletkezik egy vagy tobb
kor? Ki tudja meddig bolyongunk egy ilyen ciklusban, mire végiil elériink egy
nyel6hoz?...

A kovetkez§ szakaszokban ilyen a problémakra latunk példakat.

2.3. Kain és Abel jatéka

2.8. Feladat. Kain és Abel egy szabélyos érmét (mindkét felére % valoszi-
niiséggel esik) dob fel sokszor egymas utan. Egyik oldal a fej (F), a masik az
iras (I). Abel a kévetkez6t javasolja Kainnak:

LHa elébb jon ki négy fej eqymds utdn (FFFF), akkor te nyersz, ha elébb jon
ki eqy IIFF sorozat akkor pedz’g én. Ez a jaték igy teljesen igazsdgos, hiszen

mindkét sorozat valoszmusege i1.1.1, l = 1 7

Igaza van Abelnek? Meddig tart a Jatek7 1, 40 oldal|

2.9. Megoldas. Az alabbi dbran lathatoak a lehetséges utak. Vannak alla-
potok, ahonnan visszakeriiliink egy korabbiba. Ez azért van, mert példaul az
IIF utan ha iradst dobunk, ez egyikiiknek sem felel meg, olyan, mintha tjra-
kezdtiik volna az egészet, és irdssal nyitottunk a sort, ezért vissza is vezet a
nyil ebbe az (I) allapotba.
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(D)

6. abra.

Mekkora valdszindséggel nyer Abel?

Lathato, hogy mindkét jatékosnak van kozvetlen 1t a gy6zelemhez, de
ekézben tobb végtelen ciklusba is belekeveredhetnek. Példaul dobalhatnak
egymas utdn a végtelenségig a kovetkezGképpen: FFF I FFF I FFF I FFF
I... Erre persze kicsi az esély, de elméletileg ..bentragadhatnak” ebben a kor-
ben.

A héarom korabban emlitett dgszaballyal innen nem jutunk messzire, az
eddigieket nem elvetve valami Gjabbra, erGsebbre van sziikség.

Jelolje p; annak a valoszintiségét, hogy az i allapotbol (a 6. abran a sza-
mozott korck jelzik az allapotokat) milyen eséllyel nyerhet Abel (IIFF). A
p; értéket tgy kapjuk meg, ha vessziik az ¢ allapotbdl elérhetd szomszédos
(1 1épésben elérhets) k allapotokhoz rendelheté py valoszintiségek megfelels
pir-kal stilyozott atlagat. Azaz

bi = Z Pik Pk- (4)
k,3 t i—k

[5]

Gondoljuk meg ezt az allitast és képletet! Ott allunk az ¢ allapotban. Ke-
ressiik p;-t, azaz, hogy mekkora valoszintiséggel nyerhetiink innen. Kiilénb6z6
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utak vezetnek ki i-bél, van amelyik "visszadob”, van amelyik egyenesen visz a
gy6zelem felé. Minden ilyen ik-tithoz tartozik egy p; dthaladasi valoszintség.
Ez a képlet fiiggetlen attol, hogy honnan jutottunk magéaba az i allapotba, és
csak annyira “gondolkodik elére”, hogy egyet lépiink valamerre. Felhasznal-
juk tehat ennek a kovetkez6 lépésnek a valoszintiségét, lépiink egyet, majd
a k allapotban vizsgalodunk, ahova érkeztiink. Ehhez is tartozik egy megfe-
lels py, nyerési esély, elég ezt felirnunk. (4)-ben a szorzést az indokolja, hogy
tudjuk, az egy adott Gtvonalon végighaladéas valoszintisége megegyezik a nyi-
lakon 16v8 pi-k szorzataval (1.5. Tétel). Ugyanezt felirhatjuk ezek utan py-ra
is. Igy lépkediink tovabb. Minden i-re felirjuk ezt az Osszefiiggést, igy egy
egyenletrendszerhez jutunk, ahol az ismeretlenek a p;-k. Megkaphatjuk p;-
et is, amely a START-b6l nyerés valoszintiségét adja meg Abelnek. Vilagos,
hogy py = 1 (9), hiszen ebben az allapotban Abel mar nyert is biztosan, nem
kell semerre sem tovabblépni. Az is konnyen lathato, hogy ps = 0 (6), mert
ebben az allapotban Kain nyert, lehetetlen, azaz 0 a valdszintisége, hogy in-
nen Abel nyerni tudjon. A tovabbi p;-kre az alabbi osszefiiggéseket kapjuk
(4) alapjan:

1 1
P1= 52 + 5P
1 1
P2 = 5ps + 5P
1 1
D3 = 5]?4 + 5]06
1 1
Pa = 5P5+ 5Ps (5)
ps =0 (6)
1 1
De = 5])2 + 5]07
pr = %}h + %ps (7)
P = %PG + %m (8)
po =1 9)

A kérdés az, hogy a START-bol mekkora eséllyel nyer Abel (ekkor termé-
szetesen mar adodik Kain esélye is). A linearis egyenletrendszert megoldva
tehat meg kell kapnunk p;-et!
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Néhany fontos Osszefiiggést észre kell venni a gyors megoldashoz a fenti egyen-
letekben.

1
pa = 5pe adodik (5)-bol, mivel ps = 0

1 1
Ps = 5Ps + 2 adodik (8)-bél, mivel pg = 1

pr = ps rendezéssel adodik (7)-bdl
Igy mar rogton csak hat ismeretleniink van. Megoldas utdn a p; = % ered-
ményt kapjuk, tehat csoppet sem igazsagos a jaték, Abel ravaszul adta meg
a feladatot, sokkal nagyobb esélye van nyerni, mint testvérének.

2.10. Megjegyzés. Ha kijelentjiik, hogy P(Kain nyer) = 1 — P(Abel nyer),
ebben benne van az az allitas, hogy a jaték 1 valoszintiséggel véget ér. Erre
azonban nincsen sziikség (ez ugyanis egy mélyebb, bizonyitasra szorulo &l-
litas), hiszen az Abeléhez hasonlé modon kiszdmithatjuk Kain nyerésének
valoszintiségét is.

Meddig tart a jdték?

Felmeriilhet benniink az a kérdés is, hogy meddig kell dobalgatniuk az
érmét, azaz mi a vdrhato lépésszam addig, mig valamelyikiik végiil nyer. Itt
is célravezetd, ha felirjuk minden allapotra, hogy onnan mekkora a jaték
varhato lépésszama. Az ¢ allapotbol a varhato lépésszamot jelolje m;. Az
el6z6 problémahoz hasonloan, rekurzioval okoskodhatunk. Hacsak nem egy
nyel§ allapotban vagyunk (ahol Abel vagy Kéin mar nyert), mindenképpen
kell egyet lépniink valamerre. Felhasznéalhatjuk itt is, hogy az 7 allapotbol
i valoszintiséggel 1épilink £ allapotba, innen pedig my, a varhat6 1épésszam.
Altalanosan tehat felirhatjuk:

m; =1+ Z Dike M. (10)

k,3at i—k

[5]
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Mint emlitettiik, a nyel6kbsl mar nem lépiink sehova, igy — a 6. abra sza-
mozasat kovetve — ms = 0 (11) és mg = 0 (12). Az m,; varhato lépésszamokra
tehat a kdvetkezs Osszefiiggéseket kapjuk:

1 1
m1:1+§m2+§m6
1 1
m2:1+§m3+§m6
1 1
m3:1+§m4+§m6
1 1
m4:1—0—§m5+§m6
1 1
m6:1+§m2+§m7
1 1
m7:1+§m7+§m8
1 1
m8:1+§m6+§m9
my =0 (12)

Arra vagyunk kivancsiak, hogy a jaték kezdetétsl, tehat a START allapotbol
kiindulva hanyszor kell dobnunk, mig valaki nyer. Ez az érték pont m;. A
linearis egyenletrendszer megoldasaval m; = 12-t kapunk. Tehat atlagosan
12 pénzfeldobas utan vagy Kain vagy Abel gy6z, azaz vége a jatéknak.

2.4. Egy érdekes paradoxon

Egy méasik jatékban Kain azt javasolja jatszanak a F'IF'I és az [ F'11 soroza-
tokkal. Felajéanlja Abelnek, hogy valasszon melyikre fogad. Abel szamolgat,
de furcsa ellentmondésra jut ...

Mennyit kell varni IFI11-re?

Abel arra gondolt, kiszamolja, atlagosan hanyszor kell feldobni az érmeét,
hogy kij6jjon IFI1.
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7. dbra.

A 7. 4bra alapjan a kovetkez6 Osszefiiggéseket irta fel:

1 1
m1:1—0—§m1+§m2
1
m2:1+§m2+§m3
1 1

m3:1+§m1+§m4

m4:1+§m3

m5:O

Ebbél az m; = 18 megoldést kapta, tehat dtlagosan ennyi dobas utan megvan
IFII.

Mennyit kell varni FIFI-re?

Azt is kiilon kiszamolta, atlagosan hanyszor kell feldobni az érmét, hogy
kijojjon FIFI.
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8. abra.

A 8. 4dbra alapjan a kovetkezs Osszefiiggéseket irta fel:

Ebbél az m) = 20 megoldast kapta, tehat atlagosan ennyi dobas utdn megvan
FIFI. Mindezek alapjan dgy ttnik, érdemesebb IF[I-re fogadni, hiszen
kevesebbet kell varni ra.

Eqgy versenyben mekkora eséllyel nyer FIFI?

A biztonsag kedvéért Abel azt is kiszamolja, hogy egy verseny esetén
melyik sorozat nyer nagyobb valoszintiséggel. Megnézi, mekkora eséllyel jon
ki FIFI (amire egyébként énmagaban tobbet kell varni) el6bb, mint [FI1.
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9. abra.

A 9. dbra alapjan a kovetkez6 Gsszefiiggéseket irta fel a p; valdszintiségek-
kel:

B 1 n 1
b1 = 2]72 2196
- 1 n 1
D2 = 2]?2 2]93
B 1 N 1
p3 = 2]94 2176
- 1 n 1
Ps = 21?5 2]98

ps =0
B 1 N 1
Pe = 2]76 2177
- 1 n 1
pr = 2P2 2]98
B 1 . 1
Ps = 2]?6 2199

py =1
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A linearis egyenletrendszert megoldva a p; = 1% megoldéast kapta, tehat ek-
kora valdszintiséggel nyer F'IF'I. Ezek szerint [F' 11 csak 1 — % = % eséllyel

nyer, tehat nem érdemes ré fogadni, inkabb F'IF'[-re kellene.

Magyardzat

Az eseteket szétvalasztottuk, szétvagtuk a grafot, igy amikor a varakozasi
idGket szamoltuk, a masik sorozat nem "ronditott bele” a grafba, nem vettiik
figyelembe, hogy kozben akar mar nyerhetett a masik sorozat vagy legalédbbis
a masik sorozatnak is kedvezs lépéseket tehettiink. A 9. abran latszik is, hogy
az [FII-re végz6dG ag még a nyerés el6tti lépésnél is (1F1) 1 valoszintiséggel
atcsaphat a F'IF'I-agba, innen pedig nagy eséllyel nyer FIF'I.

2.5. Kockan bolyongé szkarabeusz

Nézziink egy mas, de szintén a Markov-lancok tulajdonsagait felhasznal6 pél-
dat. A 10. abran lathato kocka élein bolyong egy szkarabeuszbogar. Az 1-es
szamu csicsbol indul. Ha a bogar el6bb éri el a 2-es csticsot, mint a 8-ast,
akkor Abel nyer, ha nem, akkor Kain.

10. abra.
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Mekkora valdszindséggel nyer Abel?

Az el6z6 feladat Otletét és jelolésrendszerét hasznaljuk, de ligyes jelolések-
kel sokat egyszertisithetiink az egyenletrendszeren. Nyilvanval6, hogy p, =1
(itt Abel nyert) és ps = 0 (itt Kain nyert, tehét lehetetlen mar, hogy Abel
nyerjen). A kocka szimmetrikussaga miatt azt mondhatjuk, hogy

PL=D3=Ds =0 (13)

A 4-es, 5-0s és T-es cstics — szintén szimmetriai okokbo6l — ugyanolyan fontosak
Kainnak, mint az l-es, 3-as és 6-os Abelnek. Ezekbél a cstucsokbol Kain a
valoszintiséggel, Abel pedig 1 — a-val nyer. Megjegyezziik tovabba, hogy egy
csticsba érve mindig hdrom él koziil valaszthat a bogér, hogy merre menjen,
mindharom iranyba 3 valoszintiséggel indul.

Vizsgaljuk meg az 5-6s csticsbol Abel esélyeit. Ekkor

_1 +1 +1
p5—3pl 31?6 3]?8,
azaz
1 L +1 +10
— — — —Qa —
@T34T3eT3Y
innen
3
a= -
5
adédik.

Hdny lépésben ér véget a jdaték?

Kérdésiink, hogy hanyszor valtoztatja meg a helyét a szkarabeusz bogar.
(Egy helyvaltoztatas alatt egyetlen élen valé végighaladast értiink.) Megint
m;-vel jeloljiik, hogy az ¢. csticsbol varhatdéan hany lépés alatt ér véget a
jaték. Evidens, hogy mgo = mg = 0, hiszen itt mar vége a jatéknak, nem kell
lépni sehova sem. Szimmetrikai okobdl adodik, hogy

my =13 = My = My = Mg = Ty = 1N

Valasszunk egy csticsot és irjuk fel ra a varhato 1épésszamra vonatkozo 6ssze-
fiiggést. Nézziik példaul az 1-es szamu cstcsot!

my =14+ -mg+ - my+ - ms,
1 3 M2 T 3 M 315
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azaz .
m:1+§(0+m+m),

innen pedig
m=3

adodik. Tehat atlagosan haromszor kell megindulnia egyik csticsbol egy mé-
sikba a szkarabeusz bogarnak, mig valamelyik jatékos nem nyer (azaz elére
a 2-es vagy a 8-as csticsot a bolyongas soran). |1, 45-46. oldal]

2.6. Kockajaték

2.11. Feladat. Egy szabalyos dobdkockéval addig dobunk, amig két szom-
szédos dobas kiilonbsége legalabb 3 nem lesz. Mennyi az atlagos sziikséges
dobéasszam?

2.12. Megoldas. A feladat sokat egyszertisodik, ha tigyesen rajzoljuk fel a
grafot, és osszevonunk eseteket. Egyiitt kezeljiik ha 1-est vagy 6-ost dobunk,
ha 2-est vagy 5-0st és ha 3-ast vagy 4-est. Ez lathato a 11. dbran. Az egyik
allapotot gondoljuk végig, milyen nyilakat és hozzajuk tartoz6 athaladési
valoszintiségeket kell felrajzolnunk beléle kiindulva. Nézziik meg a b allapotot,
tehat 2-est vagy 5-6st dobtunk ...

e Ha 3-ast vagy 4-est dobunk, egyikkel sincs vége a jatéknak, tehéat egy-
szertien csak atlépiink a c allapotba. % valoszintiséggel dobjuk e kettd
koziil valamelyiket.

% eséllyel visszatériink ugyanide. Miért nem %—dal, hiszen megint kétféle

szamot dobhatunk a hat koziil? Igen, de ha tegyiik fel 2-est dobtunk
el6z6leg és igy keriiltiink b-be, akkor 5-6s dobéasa esetén vége a jatéknak,
ha 5-6st dobtunk el6zéleg, akkor a 2-essel van vége a jatéknak (3 a
kiilonbség), és a VEGE allapotba kell lépniink. Tehat mindkét szamhoz
csak egy felel meg tigy, hogy megint b-be keriilhessiink.

e Ha 2-est dobtunk b-be érkezésiinkkor, akkor ezutan 5-6s (el6z6 pontban
emlitettiik is) és 6-os dobéséaval is vége a jatéknak. Ha 5-6siink volt,
akkor a 2-es (elébb lattuk szintén) és az 1l-es is véget vet a jatéknak.
Tehat akar 2-essel, akar 5-0ssel jutottunk b-be, mindkettd utan kétfélét
dthatunk gy, hogy vége legyen a jatéknak, ezért % valoszintiséggel a
VEGE allapotban kotiink ki.
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e Mekkora eséllyel jutunk a-ba? 2-es utan 1-essel vagy 5-0s utan 6-ossal.
Mindegy melyikkel érkeztiink b-be, mindkett6héz csak az egyik a-beli
szamot dobhatjuk anélkiil, hogy véget érne a jaték, hiszen 2-es utan
6-ossal vagy 5-0s utdn l-essel véget érne (4 a kiilonbség). Igy b-bél a-ba
% valoszintiséggel 1épiink.

A ¢ allapotba visszakanyarodd nyilon % szerepel, eltér6en a masik kettd
visszakanyarod6 nyiltol. Ez azért van, mert itt a 3-as utan 3-ast vagy 4-est
dobva sem ér véget a jaték, azaz jra c-be keriiliink, nem a VEGE allapotba.
Hasonléan 4-es utan is dobhatjuk mindkett6t, maradunk c-ben. Magyaréiz-
zuk még meg, hogy miért ér véget a jaték olyan nagy eséllyel (5) a-bol! Azért,
mert 1-es utan 4-est, 5-0st vagy 6-ost dobva is legalabb 3 lesz a kiilonbség,
6-os utdn pedig 1l-est, 2-est vagy 3-ast dobva.

Ezzel a gondolkodéassal mar nem nehéz kitolteni a graf tobbi részét sem.

START

1 |
3 1 3
3 L
Y a 6 c
G |1vagy GL 1 (3vagy 4 T
61 1 3
6 b 3
i 2 vagy 5 1
il — 1 3
= 6 b
2 1 6 6
3
VEGE
11. abra.

Ezek utan a Markov-lancok tulajdonsagait alkalmazhatjuk a feladat meg-
oldasara. Természetesen itt csak varhato lépésszamot érdemes szamolnunk,
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hiszen egyetlen nyel§ allapot van, a jaték 1 valosziniiséggel véget ér egyszer
(persze ezt ki is szamolhatnénk). Felirhatjuk a kovetkezd Gsszefiiggéseket:

Mmypee = 0 (14)

1 1
Mg =1+ —mg + —my, + gme + SMVEGE
1 1
mb - 1 + 6ma + 6mb + gmc _|_ ngEGE
1 1
me =1+ 6ma + 3mb + gmc + émVEGE
1+ ! + ! + =
m = Mg + —mp + —Mme
START 3 3"t 3
A lineéris egyenletrendszert megoldva az
281
= — =419
MSTART 67 )

megoldéast kapjuk, tehat altaldban 4-5 dobésig tart a jaték.

2.7. Eszter és Anna fejatadoés jatéka

2.13. Feladat. Eszter és Anna 3 érmével jatszik. A jaték soran felvaltva
dobjak fel a birtokukban 1év§ Osszes érmét, s a fejre esett érméket atadjék
tarsuknak. A jaték addig tart, amig valamelyik dobas utan az Gsszes érme
egyik jatékoshoz keriil. Kezdetben Eszternél van mind a 3 érme és 6 dob
elgszor. Mekkora valészintiséggel nyer Eszter? Atlagosan meddig tart a jatek?

2.14. Megoldas. Az elsG olvasatra bonyolult feladat szemléltetéséhez ismét
hasznaljunk egy iranyitott grafot. A 12. abrén a két nagyobb kor a jaték két
lehetséges kimenetele, ahol Eszter vagy Anna nyer, azaz megszerzi mind a
harom érmét. A szaggatott korvonala korok azok az allapotok, amikor Anna
kovetkezik a dobassal, a tobbiben és a START-ban Eszter dob. A korokbe
irt szdmok koziil az els6é mindig azt mutatja, hany érme van Eszternél, a mé-
sodik pedig, hogy mennyi van Annénal. A nyilakon feltiintettiik az &tmenet
valoszintiségét. Fz nagyon sokféle, hiszen valtozik a feldobott érmék szama.
Nézziik meg példaul a c allapotot. Itt Anna kovetkezik (szaggatott korvonal),
akinek 2 érméje van (Eszternek 1). Feldobja ket egyszerre. ..

e Eshet mindketts fejre. Ekkor sajnos at kell adnia 6ket Eszternek, és
azonnal elvesziti a jatékot. Ez }L valoszintséggel kovetkezik be, tehét
ezzel az eséllyel jutunk az E allapotba, ahol Eszter nyer.
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e Lehet egy fej, egy irds. Ekkor csak egyet kell atadnia Eszternek és marad
neki egy, tehat a b allapotba jut. Két érmébdl % valoszintiséggel lesz az
egyik fej, igy erre a nyilra ez az athaladési valosziniiség keriil.

e Az is el6fordulhat, hogy nem dob fejet, azaz mindkét érme irasra esik.
Ez megint csak az esetek }l—ében fordul el6. A d allapotba jut, tehat
nem valtozik az érmék eloszlasa, viszont Eszter kovetkezik.

Hasonlé megfontolassal tolthetjiik ki az egész grafot. Ezek utdan a Markov-
lancok tulajdonsagait alkalmazhatjuk a feladat megoldasara.

N | =

/

E
3; 0

Eszter

12. abra.

Ezutan a graf alapjan fel tudjuk mér irni a megoldéshoz sziikséges két
linearis egyenletrendszert (ahogy az el6z6 feladatoknal is tettiik).
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Milyen valdsziniséggel nyer Eszter?

Eszter nyerési esélyére a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk (a 12. abra
jeloléseit hasznélva az indexekben):

pe=1
pa =0

1 3

1 3
DSTART = gpA + ng + gpa + gpc

IR
Pa = 2pE 2pb
TS N
Py = 4pA 4pa 2pc
S B
Pe = 4pE 2pb 4pd

IR
Pa = 2pA 2pc

Innen psrarr = % ~ 60% adodik, azaz a START-bol ekkora valoszintiséggel
fog Eszter nyerni, tehat ez a jaték a kezd6 jatékosnak kedvez, neki van tobb
esélye a gybzelemre.

Hdny lépésben ér véget a jdték?

meg =0
ma =0
1
msrarr = 1+ gmA + ng + gma + gmc
1+ L + L
My, = -m —
5 E 2pb
=1+ L + L + L
Py = 4mA 4ma 2mc
=1+ + L + L
Pc = 4mE 2mb 4md
1 1
pd:1+§mA+§mc

Innen mgragr = 3,25 adodik, azaz atlagosan Osszesen 3-4-szer kell a ma-
gasba repiilniiik az érméknek, amig valaki meg nem szerzi mindet és nem

gyoz.



2 BOLYONGAS IRANYITOTT GRAFOKON 29

2.8. Egy szemléletes médszer

A Markov-folyamatokra tgy is tekinthetiink, mintha egy részecske bolyon-
gana a grafon. Ebbdl a szemléletmodbol sziilethetett Arthur Engel modellezé
otlete |1, 337-339. oldal|, [2|. Tizéves gyermekekkel foglalkozott, nekik pro-
balta meg bemutatni a Markov-lancokat ezzel a szemléletes és egyszertd mod-
szerrel. Lerajzolta a grafot és kavicsokkal toltotte fel, majd megadott algorit-
mus szerint hizogatva azokat, megkapta az egyes nyel6allapotok elérésének
valoszintiségét, illetve a varhat6 lépésszamot is. A htzasokndl természetesen
megjelent az egyes allapotok kozotti atmenetek valoszintisége is. Vettiink egy
grafot bels6 allapotokkal, athaladasi valoszintiségekkel, nyelskkel. Hataroz-
zuk meg a modszer segitségével, mekkora eséllyel nyelddik el a részecske az
egyes nyelGkben, illetve mennyi id6 alatt!

Az eljdrds bemutatdsa eqy példan

Huzasnak nevezziik, amikor egy allapotbol a belGle kivezetd nyilak mentén
a szomszédos allapotokba huzunk bizonyos kavicsokat, a nyilakra irt athala-
déasi valosziniiségek aranya szerint. Azt mondjuk, egy allapot kritikusan van
feltéltve, ha pont eggyel kevesebb kavics van rajta, mint amennyivel a hiizast
végre tudnank hajtani.

Téoltsiik fel a grafot kritikusan! Ezt mutatja a 13. dbra. 1-b6l nem tudjuk
elvégezni a hizast, mert ahhoz 4 kavicsra lenne sziikségiink, hasonléan 2-bél
és 4-bdl sem.

13. 4bra. Kritikus allapot
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Ha 1-be (valasszuk ezt kiinduldsnak) bevisziink egy kavicsot (14. abra,
fehér), méar el tudjuk végezni a hizast, tehat 1 kavics atmegy 2-be, 3 pedig
4-be (15. abra).

14. abra.
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Most méar 2-bdl is elvégezhets a huzas. A nyilaknak megfelelGen 1 kavics
megy a 3-as nyelGbe, 1 pedig 4-be (16. abra).

16. abra.

4-ben mar 6 kavics van,igy a nyilakon feltiintetett valosziniiségeknek meg-
felelGen 2 megy az 5-6s nyeldbe, 4 pedig 1-be (17. &bra).

17. abra.
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Ekkor 1-bsl megint hiizhatunk (18. abra), ezutan 4-bél is tudunk (19. abra),
de aztdn megtorpanunk. Sehol sincs a htzashoz elegendé kavics.
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1-hez hozzaadunk két kavicsot (mindig annyit, hogy mar tudjunk huzni,
20. abra) és mar huzzuk is.

20. abra.

Addig hazogatunk, amig van olyan allapot, amelyben a kritikusnal leg-
alabb eggyel tobb kavics van, azaz végezhetiink hizast. Ha a kavicsok nem
oszthatok szét a nyilak szerint, akkor csak annyit htizogatunk szét, amennyit
a nyilakhoz tartozé athaladasi valészintiségek aranya szerint tudunk, a fe-
lesleget pedig otthagyjuk az adott allapotban. Ha elakadtunk, 1-be ujabb
kavicsokat toltiink be.

Mindaddig folytatjuk az eljarast, amig a belsd allapotok vissza nem all-
nak az eredeti, kritikus toltottségiikre (22. abra). Véges sok allapot lévén, ez
el6bb-utobb megtorténik. Latjuk, hogy a 21. abra altal reprezentélt helyzet-
ben (a 20. abra és a 21. abra kozott sok lépést nem abrazoltunk) mar elég csak
egyetlen kavicsot bevinni 1-esbe és megérkeziink a kritikus feltéltéttséghez
(22. abra).
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22. abra. Végs6 allapot

34
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Ekkor levonhatjuk a kovetkeztetéseket:

Osszesen 10 kavicsot sikeriilt atvinniink a grafon. Ebbél 3 keriilt a 3-as
nyelGbe, 7 az 5-0sbe, tehat a bolyongd részecske % valoszintiséggel 3-ban,
1—70—de1 5-6sben nyelGdik el.

Az eljaras folyaman Osszeszamoljuk minden kavics Osszes lépését és el-
osztjuk az elnyel6dott kavicsok szaméval. Mivel 51 1épésre volt sziikségiink
10 kavics atjuttatasahoz, igy az atlagos varhato 1épésszamra % =5, l-et ka-
punk. Ezeket a szamokat megkaphatjuk a megel6z6 feladatoknal bemutatott
linearis egyenletrendszer felirdsaval is, de fiatalabb didkok szaméra sokkal

szemléletesebb ez a moédszer.
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3. Genetikal alkalmazasok

Az iranyitott grafokon valé bolyongas egyik alkalmazasi teriilete a genetika.
Képzeljiink el egy hatalmas grafot egyedekkel, génekkel, elagazasokkal, ahol
eld6l melyik gén 6roklédik tovabb, meghatarozva ezzel az utod egy kiilso tu-
lajdonsagat vagy éppen “csak” betegséghordozova téve azt. Ezutan az utdédok
is szaporodnak, ismét eldgazasokhoz jutunk a gének térképén. Az, hogy mi
magunk milyen tulajdonsagokat 6rokoltiink, sokszorosan milott a véletlenen.
Attol fiigg, felmenGink milyen agakrol, mely géneket 6rokolték. Erre mutat
rd az 1.2. szakasz 1.7. példja. Tulajdonképpen a sajat csaladfank genetikai
alakulasa ennek a hatalmas, képzeletbeli grafnak egy részgréafja.

Tekintsiink vissza egy népszerii biologia érettségi témara! ,A DNS mole-
kulaban tarolt informéaciok egyik nemzedékrsl a masikra a szaporodas folya-
matéban 6roklédnek. Az 6rokité anyag tehat a DNS, és benne azon egységek,
amelyek meghatarozzik egy-egy tulajdonsag természetét, vagyis a gének. Va-
lojaban tehat nem a tulajdonsigok oroklGdnek, hanem azok a gének, ame-
lyek meghatérozzak 6ket. Az egyedeknek a gének miikodése kovetkeztében
kialakult kiils6 megjelenését, megfigyelhets tulajdonsidgainak Gsszességét fe-
notipusnak nevezzik. A mogotte talalhato genetikai hattér, vagyis az egyed
Ossze génje alkotja az egyed genotipusdt.

Ha figyelembe vessziik, hogy a gének szama példaul egy gerinces faj ese-
tében tobb tizezer is lehet, és ezek szamtalan allélja fordulhat el§ az illets
faj populacidiban, akkor nyilvanvald, hogy a természetben két egészen egy-
forma génkészlettel rendelkez6 egyed el6fordulasi valészintisége rendkiviil cse-
kély. Igy lényegében minden egyed teljesen egyéni génkészlettel rendelkezik.
A genotipusnak ez az 6riasi valtozatossaga hozza létre az egy fajhoz tartozo
egyedek kiils6 megjelenésében megfigyelhetd fenotipusos valtozatossagot.” [4]

Ismerkedjiink meg Mendel® néhany kisérletével, melyeket borsokereszte-
zéssel végzett!

3 Johann Gregor Mendel (1822-1884), osztrék szerzetes éllapitotta meg az ivarosan
szaporodo populaciokban a gének természetes atorokitésének torvényszertségeit. Gyakran
nevezik 6t ,a genetika atyjanak” is, mert a munkassdgénak ujrafelfedezése alapozta meg
az orokléstant.
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3.1. Mendel torvényei
3.1.1. Egy tulajdonsag 6roklése

Megjegyezziik, hogy egy génhez két allél tartozik (ebben az egyszerd eset-
ben): a domindns A és a recessziv a. Ezekbol a kovetkezd genotipusok allnak
el6: AA, Aa, aa. Ezek kozott a genotipusok kozott hat féle keresztezddés
johet létre:

AA x AA, AA x Aa, AA X aa, Aa x Aa, Aa X aa, aa X aa

LA kerti borso egyik jellegzetes 6rokl6dé tulajdonsaga a borsémagvak sima
vagy rancos felszine. Induljunk ki e tulajdonsigokra nézve homozigota szii-
16kbél (azaz a genotipus két allélja ugyanaz). Az allélok jelolésére altalaban
kiilonb6z6 betiiket hasznalunk. Ebben az esetben a sima tulajdonsagokkal
rendelkezG allélpar jele: AA, mig a rancos tulajdonsagu anyai allélpéar jele
aa. Két homozigota sziil6 (AA és aa) ivarsejtjeinek keresztezése utan az elsé
nemzedék mindegyik tagja hibrid lesz, vagyis mind az apai, mind az anyai
tulajdonsagot hordozo allél megtalalhatdé benniik. Az els6 nemzedék tagjai
tehat genotipusukra nézve Aa allélparral rendelkezé heterozigotak. Fenoti-
pusukban, az uralkodo6, vagy mas néven dominans jelleg mutatkozik meg
lathatoan, szemben a masik, rejtve marado, lappango, recessziv tulajdonsag-
gal. Ezeket a jelenségeket Mendel az uniformitds torvényében foglalta Ossze,
amely azt fejezi ki, hogy a homozigota sziildi formdk keresztezésébdl szdrmazo
elsd hibrid nemzedék valamennyi eqyede mind genotipusdt, mind fenotipusdt
tekintve azonos.”

4]

Mendel tovabb folytatta a keresztezéseket, most mar a hibrid nemzedék
tagjai kozott. A 23. graf alapjan lathato, hogy ezuttal az utédok i valo-
szintiséggel lesznek AA dominans vagy aa recessziv homozigotak és %—el Aa
heterozigotak (Aa és aA ugyanaz, ezért ez a két titvonal eredménye 6sszeado-
dik). Fenotipusra (kiilsére) azonban csak annyi latszi, hogy az utédok } része
rancos (genotipus: aa), a maradék 2 résziik pedig sima borso (genotipus: A4,

Aa) lett.
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—
—_

apa részérol — A a

,d
—

—_

-

anya részérol — A a A a

23. abra.

Az 1. tablazatban lathaté a lehetséges genotipusok kialakulasénak valo-
szintisége. Mendel szamos méas tulajdonsagparral is elvégezte vizsgéilatait, és
mindig ugyanerre az eredményre jutott.

utod genotipusa ‘ AA Aa aa
‘ T T 1

valoszintisége 1 5 1

1. tablazat.

Ezek alapjan fogalmazta meg a hasadds torvényét, amelyben azt foglalta
0ssze, hogy a szildi tulajdonsdgok nem olvadnak dssze az elsd nemzedék hete-
rozigota egyedeiben, hanem vdltozas nélkul ujra megjelennek a mdsodik nem-
zedékben.

3.1.2. Két tulajdonsag oroklése

,2Mendel vizsgalataival a kiilonb6z6 tulajdonsagok oroklGdésének egyméshoz
valo viszonyét is tisztazta. Eddig csak egy-egy tulajdonsag allélparjait vizs-
galta, ezutan olyan keresztezéseket is végzett, ahol a sziil6k két tulajdonsag-
ban is kiilonboztek egymastol. Az egyik ilyen kisérletében a sima és a rancos
tulajdonsagpar mellett a borsomagvak sziklevelének sarga és zold tulajdon-
sdgparjat is vizsgalta. A vizsgalathoz felhasznalt homozigbta sziilék koziil a
dominans apa sima AA és sarga BB tulajdonsagokkal rendelkezett. A re-
cessziv anya allélparjaira a rancos aa és a zold bb volt a jellemzS. Mint az
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varhato volt, az els6 nemzedék mindegyik tagja egyforma lett. A hibrideket
egymassal keresztezve a masodik nemzedékben kilenc kiilénb6z6 genotipus és
négy kiilénboz6 fenotipus jelent meg. Ezt szemlélteti a 2. tablazat. A geno-
tipusokat megvizsgalva az tapasztalhat6, hogy mindkét tulajdonsig aranyai
kiilon-kiilon pontosan megfelelnek az egy allélpar 6roklédésénél tapasztaltak-
kal.”

4]

Q egyed g egyed

AB ‘ Ab ‘ aB ‘ ab

AB AABB | AABb | AaBB | AaBb
Ab AABbL | AAbb | AaBb | Aabb
aB AaBB | AaBb | aaBB | aaBb
ab AaBb | Aabb | aaBb | aabb

2. tablazat.

A 3. tablazat a kapcsolodo valdszintiségeket mutatja, amelyeket az egy
tulajdonsignal felrajzolt grathoz hasonléan kaphatunk meg.

genotipus "AABB‘AABHA@BB‘AaBHAAbHAabHaaBB‘aaBHaabb
T T I S R S A

3. tablazat.

LAzt talaljuk, hogy két olyan tulajdonsagpar is egymas mellé keriilt az
utdédokban, amelyek az eredeti sziil6i kromoszémakban egyiitt nem talalha-
tok meg. A réncos-sarga és sima-zold tulajdonsagparok Mendelt arra a ko-
vetkeztetésre juttatta, hogy a két tulajdonsag négy ivarsejtbe keriilg allélja
egymastol teljesen fiiggetleniil és véletlenszertien kombinalodhat, esetenként
teljesen 1j kombinéciokat hozva létre. Szamos hasonl6 vizsgalatanak eredmé-
nyét foglalta Gssze a fiiggetlen dréklodés torvényében, amely lényegében azt
mondja ki, hogy az egyes tulajdonsdgpdrok figgetlen éroklddésekor, a mdsodik
nemzedékben az eredeti szildi formdktol eltérd kombindciok is megjelennek.
Természetesen ez csakis olyan keresztezésekre vonatkozik, amelyekben a szii-
161 jellegek egynél t6bb tulajdonsigparban kiilonboznek egyméastol. Mendel
tovabbi kutatasai soran harom kiilonb6z§ tulajdonsagpar éroklédésének a
vizsgélatat is elvégezte, és ott 27 kiilonboz6 genotipust kapott. A fiiggetleniil
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kombinélodé allélparok esetén a masodik nemzedékben egy tulajdonsagpar
3, két tulajdonsagpar 9, harom tulajdonsagpéar 27, mig n tulajdonsagpar 3n
genotipust eredményezhet.

3.1.3. Nembhez kotott oroklédés

Nembhez kotott példaul az emberi vérzékenység vagy més néven a hemofilia
betegségének az 6roklédése. E betegségben elsGsorban a fitik szenvednek. Mi-
vel vériik levegén nem alvad meg, viszonylag kis sebeik is nagy vérveszteség-
gel jarnak. A hemofilias fiuk sziilei egészséges fenotipustiak, de a betegséget
okoz6 recessziv gént az anya hordozza az ivari kromoszomajahoz kototten,
és adja tovabb a fia utédokba. Ha egy hemofilias fia eléri a felnétt kort és
hazassagot kot egy hemofilidt nem hordozé nével, akkor fiaik nem lesznek
vérzékenyek, mivel az X kromoszomaikat anyjuktol éroklik. A lanyok viszont
apjuk X kromoszomajat kapva, egészséges fenotipussal a betegség hordozoiva
valnak. Tgy Marta kérdése az 1.7. példaban a genetikushoz, nagyon is jogos
volt.”

4]

3.2. Hardy—Weinberg-torvények
3.2.1. Biologiai kitérs

A Hardy—Weinberg-torvény* a genetika egyik torvénye. Kimondja, hogy egy
populécion beliil nemzedékrél nemzedékre a relativ allélgyakorisag valtozat-
lan marad. Ez a térvény azonban csak bizonyos feltételek mellett igaz.
Feltételezziik, hogy:

e a populaci6 elszigetelt, kizarva ezzel a migracio lehet&ségét

e a populécidban minden egyed minden egyeddel parosodik, de csupan
egyszer

e a kornyezet valtozatlan

e nincs mutacid

4 Godfrey Harold Hardy, angol matematikus és Wilhelm Weinberg, német orvos szinte
egy id6ben (1908), egymaéstdl fiiggetleniil ismerte fel a biologidbol ismert torvényszertiséget.
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Ezek a feltételek azonban a vald életben nem teljesiilnek, ezért a Hardy-
Weinberg-torvény csak ideélis populéci6 esetében érvényes. A valosagban re-
alis populacioérél beszéliink, ahol minden esetben szdmolni kell a populéaciok
érintkezésével, az Gn. mutacios rataval, és azzal, hogy nem teljesiilnek a szi-
gori szabalyok a parosodésra vonatkozoéan sem.

9]

3.2.2. A torvény matematikai megfontolasa

Egy populacié 0. generaciojanak genetikai Osszetételét a 4. tdblazat mutatja
be.

genotipus ‘ AA Aa aa
eloszlas | w v w utv+w=1

4. tablazat.

Az A és a gének p illetve ¢ relativ gyakorisdgat fejezziik ki a genotipusok
gyakorisagaval:

+’U
= U —
p 2
v
q=§+w (15)
ptg=1

Kivancsiak vagyunk, hogyan valtozik u, v, w, p, és ¢ egyik generaciordl a
mésikra. Jelolje n a generacio sorszamat. Legyen u,,, vy, Wy, Pn, €S ¢n, rendre
az AA, Aa,aa, A, és a relatv gyakorisaga. Figyeljiik az (u,,v,,w,) harmas
valtozasat, amint n novekszik. [tt kell megjegyezniink, hogy a parvalasztas
véletlenszeriien torténik a populacioban. Példaul az AA x AA par u? valoszi-
ntiséggel johet létre.
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Q egyed d egyed
AA | Aa | aa

(% w

AA w | wv | uw

Aa v || wo | v? | vw

aa w uw | vw | w

5. tablazat.

A 5. tablazat bemutatja az Osszes lehetséges parosodast, az elGfordulasuk
relativ gyakorisagaval, valosziniiségével.

A 6. tablazat Osszesiti a leszdrmazottaknél elforduld allélparok relativ
gyakorisagat.

Par tipusa Tipus gyakorisaga | Utdodok genotipusanak gyakorisiga
AA Aa aa
AA x AA u? u? 0 0
AA x Aa, Aa x AA 2uv uv uv 0
AA x aa, aa x AA 2uw 0 2uw 0
Aa x Aa v? % % %
Aa X aa, aa X Aa 2w 0 vw vw
aa X aa w? 0 0 w?

6. tablazat.

Az (15) Osszefiiggéseket is felhasznéalva kapjuk:

2 2

U —u2+uv—|—v _<u+v>2_ 2
1 — A = 5 =p
v? v\ [V

v1:uv+2uw+5+vw:2<u+§><§+w>:qu

2 2
wl:%*”w+w2=(§+w) =q (16)

(%1 2

p=ut o =p +pg=plp+q =p

U1
=g +w=pi+q =qp+q) =g

A (16) egyenletek alapjan biztonsaggal feltételezhetjiik, hogy a gének re-
lativ gyakorisaga teljesen invaridns, azaz véaltozatlan. A 2. generaciora igy
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kaphatjuk a kévetkezdket:

Uy = p? = p2 =u
vy = 2p1q1 = 2pq = 1 (17)
Wy = CI% = q2 = w1

Evidens, hogy ugyanez igaz lesz az n. generéacioéra is, azaz

Pn =10, qn =4 minden n =0,1,2,3,...
Up = P2, Up = 2pq, W, = ¢°> mindenn=1,2,3,... [1, 201-203. oldal]

Madsik meggondolds

Ugyis gondolkodhatunk, hogy vesziink egy urnat, amelyben a sziilék A
és a gamétainak eloszlasa rendre p és ¢ (p + ¢ = 1). Visszatevéssel huzunk,
igy konstrualjuk meg az utédok allélparjat, azaz tulajdonképpen bolyongunk
a 24. grafon, ezért keriilt el6 ez atobb allél esetén is miikods bioldgiai torvény.

24. abra.
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Ekkor az utédok genotipusainak eloszlasa:

genotipus‘ AA Aa aA aa
eloszlas  [p-p=p> pg @ q-q=¢°

Innen A gaméta eloszlasa az utodoknal: p; = p*+pg = p(p+q) = p-1 = p,
a esetében pedig: ¢1 = pg+q¢® = q(p+q) = q- 1 = q. Tehat nem véltozott az
eloszlasuk.
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