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El0sz6

Szakdolgozatomban a hiperbolikus sik Poincaré-féle kérmodelljét fogom vizsgalni.
A hiperbolikus sikgeometria bemutatasara f6ként a Cayley-Klein-féle modellt és a
Poincaré-féle kormodellt szoktak alkalmazni. A Poincaré-féle kormodellnek az a nagy
elénye, hogy a szogek modellbeli mértékei és az euklideszi sikbeli mértékei megegyez-
nek, vagyis ez egy ugynevezett szogtarté modell.

A dolgozat els§ fejezete elGkésziti a modell targyalasat. Mivel a modellbeli egye-
nesek az euklideszi sikon koroknek felelnek meg, igy sziikség van a korokre vonatkozo
alapvets ismeretekre. A fejezetben egyszert korgeometria fogalmak és allitasok tér-
gyalésara keriil sor. Latni fogjuk, hogy a modellbeli tengelyes tiikrézések euklideszi
értelemben inverziok. Ennek kévetkeztében fontos szerep jut az inverzioval kapcsola-
tos allitdsoknak is. Emiatt az elsé fejezetben részletesen targyaljuk a sikbeli inverziot
és annak tulajdonsagait, tobbek kozott igazoljuk, hogy az inverzidé megérzi a korok
hajlasszogét, tovabba a kori pontnégyes kettésviszonyat. A vizsgalatok sorén szin-
tetikus geometriai eszkozoket alkalmazunk, koordinata-geometriai eszkdzoket nem.

A masodik fejezetben keriil sor a hiperbolikus sikgeometria részletesebb targya-
lasara. Ennek elsg alfejezetében megadjuk a hiperbolikus stkgeometria axiémait. A
2.2. alfejezetben pedig bevezetjiik a Poincaré-féle kérmodellt, amelyben a tavolsa-
got a kori pontnégyes kettdsviszonyaval értelmezziik. Igazoljuk, hogy a modellben
teljesiilnek az axiomak.

Az utolso fejezetben el6bb specidlis egyenesseregeket értelmeziink. Bevezetjiik a
tavolsdgvonal, méas szoval a hiperciklus fogalmat. Definialjuk, hogy mikor mondjuk
két egyenes egy-egy pontjat egymashoz korrespondealénak. Ez alapjan értelmezni
tudjuk a paraciklus fogalmét is. Végiil megmutatjuk a modell egyik fontos tulaj-
donsagat, miszerint ha vesziink az euklideszi sikon egy kort vagy egy egyenest és
annak a modellkoérbeli részét, akkor az a modellben vagy egyenes, vagy kor, vagy hi-
perciklus, vagy pedig paraciklus. Emiatt mondhato, hogy a Poincaré-féle kormodell
ciklustarto.

Ko6szondém témavezetémnek, VERHOCZKI LASZLONAK, a szakmai segitséget és

a tiirelmet, amelyet a szakdolgozatom elkészitéséhez nyuajtott.



1. fejezet

Korok geometriaja

1.1. Pont korre vonatkoz6 hatvanyaval kapcsolatos

tételek

Ebben a fejezetben attekintjiik az alapvet§ korgeometriai fogalmakat és tételeket
az euklideszi stkgeometridban. A jelolések vonatkozésaban arra toreksziink, hogy a
Hajos Gyirgy: Bevezelés a geometridba c. konyv (lasd [3]) jeloléseit alkalmazzuk. Az
A és B pontok tavolsagat AB, vagy d(A, B) jeloli. Els6ként a pont korre vonatkozo

hatvanyaval kapcsolatos egyszert tételeket mondunk ki.

1.1.1. Tétel: Adott a sikon egy kor és egy pont. Ekkor ha a pontbdél szel6t hizunk
a korhoz, a ponttdl a metszéspontokig htuzott szakaszok hosszanak szorzata nem

fiigg a szel6 megvalasztasatol.
Bizonyitds: Az abra jeloléseit hasznalva adodnak az alabbiak: NoMMo4 =
MyNiNoKL és MyMoyN1£L = My NoN1 4, mivel paronként azonos korivekhez tartozo

keriileti szogek.



Ebbél kiovetkezik, hogy a PN;Ms/\ és a
PM;Ny/\ haromszogek hasonloak, mivel kettd
szogiik paronként egyenls és az My PN, £ sz6-
giik kozos. Hasonldé haromszogek megfelels ol-

dalainak ardnya megegyezik, tehat:

PNl:% 1.1. 4bra
PM, PN’ o
PN, - PNy, =PM, - PM,. [l

Megjegyzés: Ha a P pont a koron beliilre esik, akkor is teljesiil az allitas, a

bizonyitas a fentihez hasonléan torténik.

A kovetkezs definicioban folidézziik az iranyitott szakasz elGjeles hosszanak fogal-

mat.

1.1.2. Definicié: Legyen adott egy egyenes és annak egy iranyitasa. Legyen A és
B két tetszéleges pont az egyenesen. Az jﬁ irdnyitott szakasz elGjeles hosszan a
d(A, B) pozitiv szamot értjiik, ha 1@ irAnya megegyezik az egyenes iranyitasaval,

illetleg a —d(A, B) szamot, ha azzal ellentétes.

Megjegyzés: A tovabbiakban az irdnyitott egyenesen 1éve 1@ irdnyitott szakasz
elGjeles hosszat AB jeloli.

Vegyiik a P pontot és az O kozépponti, r sugari k kort. A P pontbol hizott szel
korrel vett metszéspontjait jeldlje M, és M,. Ertelmezziik a pont kirre vonatkozo

hatvanyat:

1.1.3. Definicié: A szelGegyenesen vegyiik a két irdnyitas egyikét. Az elGjeles
hosszakkal vett PM; - PM,y szorzatot a P pont k-ra vonatkozdé hatvdnydnak
nevezziik. Jelolés: h(k, P).

Megjegyzés: Az Tételbdl kdvetkezik, hogy a hatvany nem fiigg a P ponton

atmend szelGegyenes megvalasztasatol.



Megjegyzés: Ha P a koron kiviil van, akkor PM; és PM, elGjele megegyezik, te-
hat a hatvany pozitiv. Ha P a koron beliil van, akkor az elGjeles hosszak ellentétes

elgjeltiek, tehat a hatvany negativ.

1.1.4. Tétel: Egy P pontnak egy korre vonatkoz6 hatvianya megegyezik a pont
korkozépponttol mért tavolsaga négyzetének és a sugar négyzetének kiilonbségeé-

vel, azaz h(k, P) = OP? — r2.

Bizonyitds:

1.2. 4bra

A PO egyenesen vegyiik a % iranyitast. A PO egyenes korrel vett metszés-
pontjait jelolje M; és Ms. Ekkor elGjeles hosszakkal adodik, hogy OM; = —r és
OMs = r, tehat PM; = PO —r és PMy; = PO + r. Ebb&l kovetkezik:

h(k, P) = PM, - PMy = OP* —r°. O

1.1.5. Tétel: Egy kordn kiviili pont korre vonatkoz6 hatvanya egyenld a pontbol

a korhoz hazott érintészakasz hosszanak négyzetével.

Bizonyitds:

1.3. 4bra



A P-bél a korhoz hazott érintGegyenes érintési pontja legyen E. Mivel az érin-
tGszakasz merGleges a sugarra, igy a Pitagorasz-tételt alkalmazva adodik, hogy

OP? = PE? + EO?. Ezt atrendezve és az Tételt felhasznalva:
PE? = OP® —1* = h(k, P). O

1.2. A hatvanyvonal

1.2.1. Definicié: Két nem koncentrikus kor centrdlis egyenesén a kozéppontjaikra

illeszkedd egyenest értjiik.

1.2.2. Allitas: Két nem koncentrikus kor centralis egyenesén pontosan egy olyan

pont van, amelynek a két kérre vonatkozo hatvanya megegyezik.

AN

1.4. 4bra

Bizonyitds:

A korok kozéppontjai legyenek A és B, sugaraik pedig a és b. Az AB egyene-
sen vegyiik az A kezd6pontt, B-t tartalmazo félegyenessel meghatarozott iranyt. Az
AB egyenesnek tekintsiik egy P pontjat. Amennyiben a P-nek a két koérre vonatko-
z6 hatvanyai egyenldk, akkor az AP és BP iranyitott szakaszok elGjeles hosszaira
fennéll: AP? — a®> = BP? — b%. Az elGjeles hosszakra nyilvan igaz: AP = AB + BP.
A két egyenlGségbdl a BP iranyitott szakasz elGjeles hosszara fennall

a2 — 1? — AB?

BP =
2AB

Ez pedig méar igazolja az allitast, mivel a BP elGjeles hossz egyértelmiien adodik a

két kor adataibol. OJ



1.2.3. Definicié: Azon pontok mértani helyét, amelyek két korre vonatkozo hat-

vanya ugyanannyi, a két kor hatvdnyvonaldnak nevezziik.

1.2.4. Allitas: Két nem koncentrikus kor hatvanyvonala egy olyan egyenes, amely

merdleges a korok centralis egyenesére.

Bizonyitds:

01 Q 02

1.5. 4bra. A két kor hatvanyvonala

A korok kozéppontjai legyenek O, Os, sugaraik pedig r1, . Vegyiik a sik egy P
pontjat, amely nincs rajta a korok centralis egyenesén és amelyre teljesiil Oy P2 —r? =
O, P? — 12, azaz megegyezik a két korrel vett hatvinya. P-nek a centralisra vett
meréleges vetiiletét jelolje @@, a PQ egyenest pedig m.

Pitagorasz-tétel alapjan O;P? = 0,Q? + QP? és O,P? = 0,Q* + QP2 Ezeket
behelyettesitve az el6bbi egyenletbe: O1Q? — r? = 0,Q? — r3. Az el6bbi allitas
alapjan @) a centralis egyenesen az egyetlen pont, amelynek a két korrel vett hatvanya
egyenls.

Hasonloan az is beldthato, hogy az m egyenes barmely tetszéleges P’ pontjara
is teljesiil (O1P')? —r? = (OyP")? —r2.

Ezek felett mar csak azt kell belatni, hogy m pontjain kiviil nincs mas pont,
amire teljesiilnének az el6bbiek. Tegyiik fel, hogy létezik olyan P’ ¢ m, amelynek a

két korre vonatkoz6 hatvanyai megegyeznek. Ekkor a kérok centralisaira meréleges,



P'-t tartalmazo6 egyenes minden pontjara is igaz, tehéat a centralissal vett metszés-
pontjara is. Igy a centralison 2 pontra is teljesiilne a tulajdonsag, ez azonban a

Allitasban belatottak alapjan nem lehetséges. O

Megjegyzés: Adott pont hatvanya két eltérd sugart koncentrikus korre nem lesz
egyenld, hiszen ha d a pont tavolsaga a kozos centrumtoél, r1 # ro pedig a két kor

sugara, akkor fennall d* — r? # d* — r2.

Két kor hajlasszoge

Az alabbiakban értelmezni fogjuk egymast metsz6 kor és egyenes, illetve két metszé
kor hajlasszogét.
1.2.5. Definici6é: Egyméast metsz§ kor és egyenes hajlasszogén az egyenes és az

egyik metszéspontba hiizott korérinté hajlasszogét értjiik.

1.2.6. Definici6é: Azt egymaést metsz6 kq, ko korok hajlasszogén az egyik metszés-

pontban a kérokhoz hiuzott érintGegyenesek hajlasszogét értjik. Jele: (kq, ko) £.

Tekintsiik az alabbi eseteket az abra alapjan:
1. eset: ha O;MOy4 > 90°, akkor (ki, ke)& + O1MOy4 = 180°.

2. eset: ha OlMOQK < 900, akkor (kl, ]{32)4 = OlMOQK

1.6. 4bra

Megjegyzés: Konnyt belatni, hogy két kor derékszogben metszi egymast akkor
és csak akkor, ha a metszéspontba htizott sugaregyenesek mercGlegesek egymasra.

Ebbdl és az Tételbsl kovetkezik, hogy k; és ko korok merdlegesek egymasra



akkor és csak akkor, ha a kozéppontok hatvanyaira fennall h(ks, O1) = r? és

h(k‘g, Ol) = 7"%.

1.3. A sikbeli inverzi6
A kovetkezSkben bevezetiink egy fontos geometriai transzformaciot.

1.3.1. Definicié: Legyen adva a sikban egy O kozépponti, r sugara k kor. Ezt a
kort az inverzio alapkérének, az O pontot az inverzié pdlusdinak, r*-et pedig az
inverzi6 hatvanydnak nevezziik. A k korre vonatkozo inverzion azt a ¢ leképezést
értjiik, amely egy O-t0l kiilonb6z8 P ponthoz az OP félegyenes azon P’ pontjat
rendeli, amelyre fennall:

OP-OP =2

Megjegyzés: A P’ pont a P pont inverze. Az inverzié a polus kivételével minden
sikbeli ponthoz rendel egy-egy inverz pontot. A definiciobol kovetkezik, hogy ha
P inverze P’, akkor P’ inverze P. Ha egy alakzat pontjainak vessziik az inverz
képeit, akkor az inverz alakzatot kapjuk, azaz invertdljuk az alakzatot.
Az is belathatd, hogy az alapkoron kiviili pontok inverzei az alapkorén beliil
vannak, az alapkoron beliili pontok inverzei pedig az alapkoron kiviilre esnek, az

alapkor pontjai pedig 6nmaguk inverzei.

1.4. Inverz pont szerkesztése

1.4.1. Allitas: Ha a P pont az O kozéppontt, r sugari k kor belsé pontja, akkor a
P-n 4t az OP szakaszra szerkesztett merGleges hir végpontjaibol hiizott érintGk

metszéspontja épp P-nek a k-ra vonatkozo inverz képe.
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Bizonyitds:

1.7. abra. A P pont inverz képe

A metszéspontot jelolje P'. Tudjuk, hogy P’ illeszkedik az O kezddponti, P-n
athalado félegyenesre. Az OP'EA hasonlo az O PE/A-hoz, mert egyik szogiik kozos,
mésik pedig derékszog. Ebbdl felirhato, hogy:

orP"  OF
OE OP’
amelybdl atrendezve megkapjuk, hogy:
OP-OP' = OFE? =% O

1.4.2. Allitas: Ha a P pont az O kozépponti, r sugart k kor kiilsé pontja, akkor
P-b6l a korhoz hizott érinték érintési pontjait 6sszekdts hir és az OP szakasz

metszéspontja P-nek a k-ra vonatkozo inverz képe.

Bizonyitds: Az érintési pontok az OP szakasz Thalész-korének segitségével meg-
kaphatoak, innen pedig az el6z6 allitds bizonyitasa alapjan igazolhat6 az allitas.

]

1.5. Egyenesek és korok inverz képei

Ebben az alfejezetben igazoljuk, hogy az inverzi6 a kordk és egyenesek halmazat
onmagaba képezi.

Minden esetben, amikor poluson athaladé alakzat inverzérsl beszéliink, akkor
valojaban arrdl az alakzatrol beszéliink, amelybdl elhagyjuk a polust, hiszen annak

nincsen inverz képe.
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1.5.1. Allitas: Poluson atmend egyenes inverz képe énmaga.
Bizonyitds: Inverzid definiciojabol adodik. O]
1.5.2. Allitas: Poluson at nem halado egyenes inverz képe poluson atmend kor.

Bizonyitds: Jelolje « az O kozéppontt, r sugart k korre vonatkozé inverziot. Azt

kell belatnunk, hogy az e egyenes t(e) képe egy kor. (Lasd az Abrat)

1.8. 4bra

Az O-bol az e-hez huzott merdleges talppontjat jelolje T'. Ekkor az «(T) =T is
a merélegesen lesz. Azt allitjuk, hogy az OT' atmérdji [ kor lesz e inverz képe.

Vegyiik e egy tetszéleges, T-t6l kiilonb6z8 () pontjat, és legyen R az OQ) szakasz
[-el vett metszéspontja. Az ORT'A és OTQ/A haromszogek hasonloak, mivel kettd
szogiik megegyezik. Ebbdl adodik, hogy a megfelel§ oldalak ardnyai megegyeznek:

o1’ _ 0Q
OR OT -

Atrendezve az egyenléséget megkapjuk, hogy OR - OQ = OT - OT' = r?, tehat
R = 1(Q). Mivel @ az e tetszilegesen valasztott pontja, igy teljesiil, hogy t(e) = [
és az inverzi6 tulajdonsagaibol adodik «(1) = e is. O
Megjegyzés: Az éllitas akkor is teljesiil, ha az egyenes érinti vagy metszi a kort,

a bizonyitas hasonlé médon torténik.
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1.5.3. Allitas: Legyen adott egy k kor és a P és P’ kiilosnb6z6 pontok, amelyek
egymasnak k-ra vonatkozo inverzei. Ekkor barmely kor, amely athalad a P és P’

pontokon, merélegesen metszi k-t.
Bizonyitds:
A két kor mindenképp metszi egyméast, mivel P

és P’ koziil egyik a k kor belss, a masik annak kiils6 L

pontja. Jelolje M a két kor egyik metszéspontjat.

Ekkor felirhatjuk az alabbiakat:

OP -OP' = r?
OM?* = r?

— OP-OP' = OM?

Az Tételbdl adodik, hogy OM a méasik korhoz huzott érintészakasz, igy a két

kor érintGje merdSlegesen metszi egymast. O
1.5.4. Allitas: Az inverzié alapkorét derékszogben metszé kor képe 6nmaga.

Bizonyitds: Vegyiik az O kbzépponti, r sugart k kort, mint az inverzi6 alapkorét
és a C kozépponti, s sugart [ kort, amely k-t derékszogben metszi. A korok egyik
metszéspontjat jeloljik M-el. Az eddig belatottak alapjan tudjuk, hogy h(l,0) =
OM? = r2.
Az O-bdl [-hez huzott tetszéleges szel§ messe [-et a P, és P, pontokban. Ekkor
OP, - OP, = OM? = r?, tehat a P, és P, pontok egymas inverz képei. Mivel ez
tetszoleges szelGre teljesiil az Tétel miatt, igy [ minden pontja [-re képzddik.
O

1.5.5. Allitas: Poluson at nem meng kor inverz képe pédluson &t nem mend kor.

Bizonyitds: A ¢ inverzid alapkore legyen az O kozéppontd, r sugard k kor, [ pedig
legyen a poluson a4t nem haladé, C' kézépponti, s sugara kor.
Tekintsiik azt a x kozéppontos hasonlosigot a sikban, amelynek O a centruma

és elGjeles aranya 9
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A kévetkezékben belatjuk, hogy (1) = k(1).
1. eset

Legyen [ olyan kor, amelynek a poélus nem bels§ pontja. Ekkor az O-nak az [-
re vonatkoz6 hatvanyéara fennall h(l,0) > 0, a hasonlosag aranyara pedig teljesiil
A > 0.

Legyen OF az O pontbdl az [-hez huzott egyik érint&szakasz, ekkor fennall:

h(l,0) = OE2.

(™ \@k

1.9. dbra. Péluson nem atmend [ kor inverz képe
Tudjuk, hogy tetszéleges P pontra «(P) és k(P) is illeszkedik az O-bol indulo,
P-t tartalmazé egyenesre.
egyik érintGjének az érintési pontja, akkor x(E) az O-bol a k(l)-hez htuzott érints
érintési pontja lesz.
Jelolje «(E)-t E'. Ekkor az inverziobol adodik, hogy OF - OE' = r? = OF' =
r*Joe. A k(E) pont tavolsaga O-tol:

7,2 7”2 T2

.OF = .OE = — =0F'.
h(l,0) O OF? 0 OF O

A OF =

Ezzel mar igazolva van, hogy E' = k(FE).
Vegyiink egy tetszGleges egyenest, amely athalad az O ponton és metszi [-et és
k(1)-et. Jelolje M és My az l-el vett metszéspontokat, N1 és Ny a k(l) korrel vett

metszéspontokat, amelyekre teljesiil k(M;) = Ny és k(My) = N,. Ekkor fennall

14



OM; - OMy = h(l,0). Az eddigiek alapjan teljesiil:

7“2 7,2
M;-ONy =OM;-OMy- ——— =h : =72,
O 1 O 2 O 1 O 2 h(Z,O) (l,O) h(Z,O) r

Mivel OM;-ONy = r?, igy 1(M;) = N,. Hasonl6 m6don belathato, hogy t(My) = Nj.
2. eset

Ha az [ kornek a poélus bels6 pontja, akkor h(l,0) < 0, tehat A < 0 is teljesiil.
Vegyiink egy az O ponton dtmend tetszGleges e egyenest, amely az [ kort az M,
M, pontokban metszi. A k(M) illetve a k(M) pontokat jelélje rendre a @1 és Qo
pontok, ezek nyilvan elemei a () kornek.

Mivel X\ negativ, igy az M; és ()1 pontokat az e egyenesen az O pont elvilasztja.

Az Tételbdl kovetkezik, hogy az elGjeles hosszakkal fennall
h(l, O) - OM1 . OM2

Ekkor addédnak az alabbiak:

7‘2

h(l,0)
Tehat fennall @ = «(Ms). A fentiekhez hasonlé modon igazolhatd Qy = (M) is.

OQlOMQZ)\OMlOMQ:

“h(1,0) =12,

Ezzel belattuk, hogy (1) = ¢(I), vagyis [ inverz képe egy Kor. O]
Az inverziéval nyert képpontok tavolsaga

1.5.6. Lemma: Ha az O kozéppontt, r sugard korre vonatkozé inverzio az A és B

pontokat rendre az A’ és B’ pontokba viszik, akkor a pontok tévolsagara fennall:

AB

'l 2
AB_T—OA-OB'

Bizonyitds:

1.10. 4bra

15



Az [1.10] abra jeloléseit felhasznalva:

OA-OA =r? B A
"\ L oa0a—0B.op—98 94 _
OB-OB' =12 o4 OB

Ebbdl kovetkezik, hogy az OABA és OB’ A’/\ haromszogek hasonldak, mivel az O
pontbeli szogiik kozos és 2-2 oldaluk aranya paronként megegyezik. A hasonlosag
aranya A, tehat kifejezve az A’ B’ tavolsagot:

OB’

AB =\ -AB=——.
A 0A

AB.

Az inverzi6 definiciojabol pedig adodik, hogy OB’ = */oB, tehat

7“2

rpr N
A'B 04 OB AB.

1.6. Inverzid szogtart6 tulajdonsaga
A kovetkezd tételeknek fontos szerepe lesz a Poincaré-modell targyalasaban.

1.6.1. Tétel: Ha két kor, vagy egy kor és egy egyenes egy, a polustol kiillonb6z6
pontban érinti egymaést, akkor az inverz képeik is egy polustol kiilonb6zé pontban

érintkeznek.

Bizonyitds: Jelolje [ és I a két alakzatot, E pedig az érintkezési pontjukat. Inverz
képeiket rendre jelolje [1/, Iy’ és E'. Az el6z6 tételek alapjan belathato, hogy az 1/,
ly" alakzatok koziil legalabb az egyik kor. Mivel E illeszkedett mindkét alakzatra, igy
E' is illeszkedik azok inverz képeire. Az [;" és [y' alakzatoknak az E’' ponton kiviil
nincs méas kozos pontja: a polus nem lehet kézos pont, mivel az eredeti alakzatok
kozil legfeljebb egy tartalmazta a polust. Ha az E’ ponton kiviil lenne mas kozos
pont, akkor annak inverze illeszkedne az [; és [y alakzatokra, ezeknek viszont az F
ponton kiviil mas koézos pontja nincs. Tehat az [;" és I’ alakzatok érintik egymast.

O

1.6.2. Tétel: Ha két alakzat, amelyeknek mindegyike kor vagy egyenes egy, a po-
lustol kiillonb6zG6 pontban metszi egymést, akkor inverzeik ugyanakkora szogben

metszik egymast.
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Bizonyitds: Tételiinket elGszor arra az esetre latjuk be, ha mindkét alakzat egyenes.
Jeldlje ¢ az O centrumu k alapkord inverziot. Az abranak megfelelGen legyenek
e1 és e az O-t nem tartalmazd metsz6 egyenesek és a metszéspontjukat jelolje P.
T jelolje az O-nak az e;-re bocsatott merdleges vetiiletét, T} inverz képét pedig
jelolje T]. Evidens, hogy az O, T} és T} pontok kollinearisak. Ekkor az Allitas
bizonyitasa alapjan az €] = t(e1) kor az O és T] pontokat 0sszekots szakasz Thalész-
kore. Az e} kor O-beli érint6jét jelolje ¢1. Mivel OT) meréleges az e; és t; egyenesekre,
e1 és ty parhuzamosak. A t, egyenest hasonld konstrukciéval kaphatjuk meg es-bél.

Mivel e || 1 és eq || to, igy adodik: (€], €5)&L = (t1,t2)& = (€1, €2) L.

1.11. Abra 1.12. 4bra

Most belatjuk, hogy ennek a specialis esetnek a teljesiilésébsl mar igazolhato a
tobbi eset is. Tekintsiik a abrat. g; és g, olyan metsz6 korok, amelyek nem
tartalmazzak az O pontot. P jeldlje az egyik metszéspontjukat. Ezen alakzatok in-
verzei rendre a ¢}, g, korok és a P’ pont. A g1, go korékhoz a P pontba huzott
érintSket jeldlje e; és ey, amelyeknek az inverz képei rendre €] és ¢),. Ezek a ké-
pek olyan korok lesznek, amelyek az Tételbsl adoddan a P’ pontban érin-

tik a ¢ illetve a g} koroket. A bizonyitas elsé felét felhasznalva mar adodik, hogy

(91, 92) & = (e, e2)4 = (€], ¢5) 4L = (91, 95)4- U
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1.7. Kori pontnégyes kettdsviszonya

1.7.1. Definici6: Vegyiik az M, N, A és B kollineéris pontokat. Ekkor a négy pont
kettdsviszonydn az

MA MB

szamot értjiik.

1.7.2. Definicié: Vegyiik egy tetszéleges g koron az M, N, A és B pontokat. A
négy pont kéri kettdsviszonydn az
MA MB
MNAB), = — : —
( Jo AN BN

pozitiv szamot értjiik, ahol az Osszefiiggésben a pontokat 0sszekoté hiirok hosszai

szerepelnek.

Megjegyzés: A tovabbiakban a kori pontnégyes kettGsviszonyara is az (M N AB)

jelolést hasznéljuk, azaz elhagyjuk a g-indexelést.

Megjegyzés: A definiciokbol kénnyen adodik, hogy (MNAB) = (MNBA)™!,
valamint hogy (M NAB) = (ABMN).

A kovetkez6 tétel arrol szol, hogy az inverzid megdérzi a kollinearis és a kori pontné-

gyesek kettdsviszonyat.

1.7.3. Tétel: A sikban tekintsiink egy ¢ inverziot, amelyik alapkore k. Legyenek
M, N, A és B olyan pontok, amelyek egy korre vagy egy egyenesre esnek. Ezek
inverz képei legyenek rendre az M’, N', A’ és B’ pontok. Ekkor a kett&sviszo-
nyokra fenndll (MNAB)| = |(M'N'A'B')|.

Bizonyitds: Felhasznéalva az Lemmét az inverz pontok tavolsagarol adodik:

M'N'A'B' _M/A/.B/N/_ YZMA . }7ZAN (%BN . YZ'MB)_
! =2 M’B’_<QM~Q¢Y'Q¢Y~QN) OB-ON oM 0B)
MA BN
=N arp —|(MNAB) 0
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1.8. Korsorok

A kovetkezékben szintetikus moédon vannak definidlva a korsorok és azok tipusai. A
kimondott allitisokndl nem adjuk meg azok bizonyitasat. Ezekrsl a Hajos Gyorgy:
Bevezetés a geometridba c. konyv (lasd [3]) 40. paragrafusaban olvashatunk bé&veb-

ben, ahol ezek analitikus geometriai modszerekkel bizonyitva vannak.

1.8.1. Definicié: A sikban legyen adott két pont. Vegyiik a két pont altal megha-
tarozott egyenest és a két pontot Gsszekots szakasz Thalész-korét. Tekintsiik az
Osszes olyan kort, amely a Thalész-kort derékszoghen metszi és amelyek centruma
az egyenesen van. Ezen korok a két ponttal, mint pontkorrel, és az azokat Gssze-

kots szakasz felez6merdlegeseével egyiitt egy elliptikus kirsort alkotnak. (lasd az

Abrat)

1.8.2. Definicié: A sikban legyen adott egy egyenes és azon egy pont. Tekintsiik
az Osszes olyan kort, amelyik az egyenest az adott pontban érinti. Ezen korok a

ponttal, mint pontkorrel, és az egyenessel egyiitt egy parabolikus kiorsort alkot-

nak. (lasd az abrat)

1.8.3. Definicié: A sikban legyen adott két pont. A két ponton dtmend korok és
a két pont egyenese egyiittesen egy hiperbolikus kiérsort alkotnak. (lasd az

~
: '
s

-

1.13. abra. Elliptikus 1.14. abra. Parabolikus 1.15. abra. Hiperbolikus
korsor korsor korsor

abréat)

Megjegyzés: Az emlitett korsorok barmelyikére igaz, hogy az adott korsor bar-

mely két korének a hatvanyvonala a korsor egyenese.
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1.8.4. Definicié: A korsor két elemének kozos pontjat a korsor minden eleme

tartalmazza. Egy ilyen pontot a korsor alappontjanak mondunk.

1.8.5. Definici6é: A sikban legyen adott egy pont. Tekintsiik az Osszes olyan kort,
amelynek az adott pont a centruma. Ezen korok és a pont, mint pontkor egyiit-

tesen koncentrikus korsort alkotnak.

Megjegyzés: Ha egy korsor nem koncentrikus, akkor a korsor elemeinek kozép-
pontjai mind a hatvinyvonalra meréleges egyenesnek a kiilonb6z§ pontjai. Ezt

az egyenest a korsor centrdlisinak mondjuk.
A Poincaré-féle kormodell targyalasa soran felhasznaljuk majd az alabbi tételeket.

1.8.6. Tétel: Ha egy kor vagy egy egyenes merdlegesen metszi egy korsor két

elemét, akkor mer6legesen metszi a korsor valamennyi elemét.

1.8.7. Definici6: Legyen adott egy korsor, amely vagy hiperbolikus, vagy ellipti-
kus, vagy pedig parabolikus. A korsor elemeit derékszoghen metsz6 korokbdol és
a korsor centralis egyenesébdl 4ll6 korsort az eredeti kdrsor konjugdlt korsordnak

nevezzik.

1.16. 4bra. Egy hiperbolikus korsor és szaggatottal a hozza tartoz6 konjugalt
elliptikus korsor

1.8.8. Tétel: A hiperbolikus kérsor konjugéltja egy elliptikus kérsor. A paraboli-
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kus korsor konjugaltja egy parabolikus korsor.

Megjegyzés: Egy pont(kor) merdlegesen metszi az 6t tartalmazo egyenest vagy
kort. A konjugaltsag, mint relacié két korsor kozott szimmetrikus, hisz a merd-

legesség is az.
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2. fejezet

Hiperbolikus sikgeometria

2.1. Sikgeometridk axiomatikus felépitése

Ebben a fejezetben megadjuk a sikgeometridk egy axiémarendszerét. Az euklideszi
és a hiperbolikus geometria felépitésére tobb kiilénboz6 axiomarendszer is alkalmas.
Mi olyan axiémarendszert vesziink, amely a tavolsag fogalmara alapul. Csak a sik-
beli axiémakat mondjuk ki, hiszen a Poincaré-féle kérmodell is csak a hiperbolikus

sikgeometriara ad modellt.

Megjegyzés: A targyalt axiomarendszert metrikusnak szokas nevezni, mivel mint

emlitettiik, ebben a tavolsagfiiggvény kitiintetett szerepet jatszik.

Jelolések, kitiintetett alakzatok

A sik 6sszes pontjanak a halmazat jelolje X. A sik pontjainak részhalmazai kozott
vannak kitiintetett alakzatok, ezeket egyeneseknek mondjuk és nem definidljuk. A
tovabbiakban a pontokat nagy bettivel (A, B,C, ...), az egyeneseket kis bettivel
(e, f,qg, ...), a sikokat illetve szogeket pedig gorog kisbetiivel (o, 3,7, ...) fogjuk
jelolni.

Egy A pont illeszkedik egy e egyenesre, ha A € e, azaz A pont eleme az e
alakzatnak. Ha az A, B és C' pontok egy egyenesre esnek, kollinedrisnak mondjuk

Gket. Ha tetszéleges szamu pont nem kollinedris, akkor van koztiik harom olyan
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pont, amely nem esik egy egyenesre.

Illeszkedési axiémak
(IA 1) Van a sikban harom olyan pont, amelyek nem kollinearisak.

(TA 2) Barmely két ponthoz egy és csakis egy egyenes illeszkedik.

Megjegyzés: Ha A és B két egyméstol kiillonb6z6 pont, akkor a rajuk illeszkedd
egyenest a tovabbiakban (A, B)-vel jeloljiik.

Birkhoff-féle vonalz6 axiéma

Vegyiik a sik 0Osszes pontjainak X halmazit és ezen halmaz Onmagaval vett
Descartes-szorzatat, vagyis az X x X = {(A,B) ‘ A B € X} halmazt, amelynek

elemei tehat pontparok.

(BVA) Adva van egy olyan d: X x X — R valos fiiggvény, amely teljesiti az alabbi
feltételt: Tetszbleges g € X egyeneshez létezik egy olyan &: g — R bijekcio,
hogy barmely a g egyenesre illeszkeds A, B pontokra fennéll a ‘5(14) —g(B)‘ =
d(A, B) Osszefliggés.

Megjegyzés: A d: X x X — R fliggvényt tavolsagfiiggvénynek mondjuk.

2.1.1. Definicié: A sik valamely A, B pontjainak tavolsagan a d( A, B) nemnegativ

szamot értjiik.

2.1.2. Definicié: Ha egy egyenes A, B és C pontjait tekintjiik, a B pont elvdlasztja
az A és C pontokat, hogyha fennall d(A, B) +d(B,C) = d(A,C).

2.1.3. Definici6é: Vegyiik egy e egyenes egymaéstol kiilonb6z6 A és B pontjait.
Ekkor az A és B pontokat, valamint az azokat az e egyenesen elvilaszté pontok
halmazat egyiittesen (zdrt) szakasznak nevezziik. Az A és B pontokat a sza-
kasz végpontjainak nevezziik. Ha a szakaszbdl elhagyjuk a végpontjait, akkor a

kapott alakzatot nyilt szakasznak mondjuk. A tovabbiakban amikor szakaszrol

23



beszéliink mindig a zart szakaszra gondolunk. Két pont egyértelmiien meghaté-
roz egy szakaszt és ezt a két pontot a szakasz végpontjainak mondjuk. Az A és

B pontok altal meghatarozott szakaszra az AB jelolést hasznéljuk.

2.1.4. Definicidé: Irdanyitott szakaszon olyan szakaszt értiink, amely hatarpontja-
inak a sorrendjét is megadjuk, tehat meghatarozzuk, hogy melyik a kezddpontja
és melyik a végpontja. Az A és B pontok altal meghatarozott iranyitott szakaszt

jelolje B Ennek A a kezdGpontja, B pedig a végpontja.
A kovetkez§ alakzatokkal kapcsolatos tételeket nem bizonyitjuk.

2.1.5. Tétel: Ha egy egyenesen adott egy P pont, akkor ez a pont az egyenes
P ponttdl kiilonb6z6 pontjait két egyértelmiien meghatarozott osztalyba sorolja
ugy, hogy az egyenes két pontja akkor és csak akkor van ugyanabban az osztaly-

ban, ha a P pont nem vélasztja el azokat.

2.1.6. Definicié: A fenti tételben szerepld osztalyokat nyilt félegyeneseknek ne-
vezziik, a P pontot pedig a nyilt félegyenesek kezddpontjinak mondjuk. Ha a P
pontot is hozzéavessziik a nyilt félegyeneshez, akkor zdrt félegyenest kapunk. A to-
vabbiaknak félegyenesen mindig zart félegyenest értiink. Ha a félegyenesen adott
egy P-t6l kiilonb6z6 @ pont, akkor a félegyenesre a [P, Q) jelolést hasznaljuk.
Minden félegyenes meghataroz egy irdnyt. Az jﬁ irdnyitott szakasz irAnya meg-
egyezik az [A, B) félegyenes altal meghatarozott irannyal. Egy egyenesen kétféle

irAny adhato meg, ezek egymaéssal ellentétesek.

2.1.7. Definicio: Ha az (A, B) egyenesen megadunk egy iranyt, akkor irdnyitott
egyeneshez jutunk. A tovédbbiakban ha egy (A, B) iranyitott egyenesrdl beszé-
liink, akkor azon az [A, B) félegyenes altal meghatéarozott iranyt tekintjiik.

Pasch-féle rendezési axidoma

(PRA) Ha adott egy haromszogvonal és egy egyenes, amely nem megy at a harom-

sz0g egyik csicspontjan sem és metszi a haromszogvonal egyik oldalat, akkor
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az egyenes metszi a haromszégvonal még egy oldalat.

A (PRA) axiéma alapjan méar igazolhato az alabbi tétel.

2.1.8. Tétel: Ha a sikban egy e egyenest tekintiink, akkor a siknak az e egyenestsl
kiilonb6z6 pontjai egyértelmiien két osztalyba sorolhatok tgy, hogy két pont
akkor és csak akkor tartozik ugyanabba az osztélyba, ha a két pontot 6sszekotd

szakasznak nincs kozos pontja a megadott e egyenessel.

Egy ilyen osztalyt, az egyenessel egyiitt (zdrt) félsiknak neveziink. Az egyenes a
félsik hatdregyenese, a félsik tobbi pontjat belsd pontoknak, a félsikhoz nem tartozo
pontokat pedig kiilsd pontoknak nevezziik. Ha a félsikbol elhagyjuk a hataregyenesét,
nyilt félsikhoz jutunk. A tovabbiakban félsik alatt mindig zart félsikot értiink.

2.1.9. Definicié: A sikban a zaszl6 egy olyan félegyenesbdl és egy olyan félsikbol

allo alakzatpar, ahol a félsik hataregyenese tartalmazza a félegyenest.

Egybevagosagi axiéma
2.1.10. Definici6é: Egybevdigdsdgi transzformdcion (mas szoval izometridn) egy
olyan ¢ : X — X bijektiv leképezést értiink, amely tavolsdgtartd és egyenest

egyenesbe képez.

Megjegyzés: Két sikbeli alakzat egybevigo, ha van olyan izometria, amely az

egyiket a méasikba viszi.

Az alabbi kijelentést nevezik egybevagosagi axiomanak.

(EA) Ha adva van két sikbeli zasz16, akkor egyértelmiien létezik egy olyan egybe-

vagosagi transzformécio, amely az els6 zaszlot a masodik zaszloba képezi.

Az (IA1), (IA2), (BVA), (PRA) és (EA) axiomék altal meghatarozott geometriat

abszolut geometridnak nevezik.
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Parhuzamossagi axioma

(PA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszked6 P pont, akkor csak egy

olyan egyenes van, amely athalad a P ponton és nem metszi a g egyenest.

Ha az abszolut geometria axiéméaihoz hozzavessziik a sikbeli parhuzamossagi axio-

méat, akkor az igy kapott geometria az euklideszi sikgeometria.

A parhuzamossagi axiéma tagadasa

(HPA) Ha adott egy g egyenes és egy arra nem illeszked6 P pont, akkor legalabb

két olyan egyenes van, amely illeszkedik a P pontra és nem metszi a g egyenest.

Ha az abszolut sikgeometria axiéméaihoz a (PA) axioma helyett annak (HPA) ta-
gadasat vessziik, akkor az ezen axiémak altal meghatarozott geometriat nevezziik

hiperbolikus sikgeometrianak.

2.2. A Poincaré-féle kormodell

Ebben az alfejezetben definialjuk a hiperbolikus sikgeometria Poincaré-féle kormo-
delljét.

Tekintsiink az euklideszi térben egy o sikot és abban egy O centrum, r sugard k
korvonalat. A modellbeli stk pontjainak ¢ halmaza legyen a k korvonal altal hatarolt
nyilt korlemez, azaz legyen 6 = {PE o ’ OP < r}.

Jelolje G a o sikbeli egyenesek és korok halmazat. A modell egyenesei ekkor a G
halmaz azon elemeinek a ¢ nyilt kérlemezzel vett metszetei, amelyek a k kérvonalat
merdlegesen metszik. Az igy kapott modellbeli egyenesek G halmazéra tehat fennall

@z{gﬂfr!gEG, (g,k:)ézQOo}.

Illeszkedési axiomak teljesiilése

2.2.1. Allitas: Vegyiik az A és B tetszoleges, egymastol kiilonbozé pontokat a &
modellbeli sikon. Ekkor az A és B pontokra egy és csakis egy modellbeli egyenes
illeszkedik.
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Bizonyitds: Az A pont k korrel vett inverz képét jelolje A’. Az A, B és A’ pontok
egyértelmiien meghataroznak egy g kort, amely az Allitasbol kifolyolag merd-
leges a k korre. Ha egy kor athalad az A ponton és meréleges a k korre, akkor az
A’ ponton is at kell haladnia, tehat az ¢ koron kiviil nincs maéasik kor, amely merd-
leges a k korre és tartalmazza az A és B pontokat is. Az A és B pontokon athalado

modellbeli egyenes az g kornek a ¢ nyilt kérlemezben 16v§ korive. O]

2.1. 4bra

Megjegyzés: Az el6z6 bizonyitasbol kovetkezik az elsé illeszkedési axioma teljesii-
lése is, miszerint van a sikban harom olyan pont, amelyek nem kollinearisak. Ha
C tetszlleges pont, amely nincs rajta az [ koron és eleme g-nak, akkor teljesiil,

hogy az A, B és C pontok nem esnek egy egyenesre a modellben.

Megjegyzés: Ha vessziik a modell k£ hatarkorén az M és N kiilonb6z6 pontokat,
akkor ezek is egyértelmien meghatiroznak egy modellbeli egyenest, az M-en
és N-en athaladd, k-t merGlegesen metsz6 kor vagy egyenes modellsikkal vett

metszetét.

Tavolsag értelmezése a modellben

Az A és B pontok legyenek a ¢ modellsik kiilonb6z6 pontjai. Jelolje g € G az A
és B pontokon athalado, k£ korvonalat mer6legesen metszé egyenest vagy kort. A
g-nek a k-val vett metszéspontjait jelolje M és N. Ekkor a modellbeli d:6x6—>R

tavolsagfiiggvény értéke legyen

~

d(A,B) = | In(MNAB)],
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ahol (MNAB) a g-re es6 M, N, A, B pontok kettdsviszonyat jelenti. (lasd a

abrat)

Megjegyzés: A d tavolsagfiiggvényre definicio szerint teljesiil, hogy tetszGleges
A € ¢ pontra J(A, A) = 0. Koénnyen belathatjuk, hogy ha A és B &-beli pontok,
akkor fennall, hogy d(A, B) = d(B, A).

Birkhoff-féle vonalz6 axiéma teljesiilése

2.2.2. Tétel: Legyen [ egy olyan kor, amely a modell k£ alapkorét derékszégben
metszi. Ekkor az [ korre vonatkozé ¢ inverzié lesziikitése a ¢ modellsikra egy
izometria a modellben.

Bizonyitds:

Az inverzié alapkorét derékszogben metsz6 kordket és egyeneseket az inverzio
onmagukra képzi, igy ¢(k) = k, valamint +(6) = 6. Mivel az inverzi6 szogtarto, igy a
k-t derékszogben metsz6 kor vagy egyenes inverz képe a k-t ugyancsak derékszoghen
metszi, tehat a modellben az inverzié egyenestarto.

Legyenek A és B tetsz6leges egymastol kiillonb6z6 modellbeli pontok, a rajtuk
athalad6 modellbeli egyenest jelolje g, annak k-val vett metszéspontjait pedig jelolje
M és N. Az A, B, M, N pontok inverz képeit jelolje rendre A’, B’, M', N'. Mivel
az Tételben belattuk, hogy az inverzié megérzi a kettGsviszony értékét, igy
kénnyen adodik, hogy

~

d(A, B) = 1n(MNAB))=(1n(M'N’A’B’) —d(A, B,

tehat az inverzidé megérzi a modellbeli tavolsagot. O]

2.2.3. Allitas: Legyen P egy O-t6l kiilénb6z6 pont. Van olyan modellbeli izomet-
ria, amely P-t az O-ba, O-t pedig P-be viszi.

28



Bizonyitds:
\ F
F

2.2. dbra

A P pontnak a k alapkort inverzioval nyert képét jelolje @, az (O, P) egyenesre a
P pontba allitott merdSlegesnek és a k kornek a metszéspontjait pedig jelolje E és F.
A Q kézéppontia, E-t tartalmazé kort jelolje [. Az Allitast felhasznalva mivel
k L 1, igy az | kérhoz az E és F pontokba huzott érinték az O pontban metszik
egymast, tehat P-nek az [ korre vett inverz képe épp az O pont. Az is kdvetkezik k
és | merGlegességébdl, hogy ez az inverzi6 izometria a modellben.

Ezzel belattuk, hogy tetsz6leges P ponthoz szerkeszthets olyan [ kor, amelyre
vett ¢ inverzio izometria a modellben és ((P) = O. Az inverzi6 definiciojabol kivet-

kezik, hogyha «(P) = O akkor +(O) = P. O

Megjegyzés: Konnyt belatni, hogy az [ korre vonatkozo inverzié modellkorre vett

lesztikitése megegyezik az [ modellbeli egyenesre torténd tiikrozéssel.

2.2.4. Kovetkezmény: Egy modellbeli egyenes izometriaval atviheté egy O-n
atmend egyenesbe és mivel az izometria tavolsagtartéo a modellben, igy elegendd

ilyen egyenesekre belatnunk a Birkhoff-féle vonalz6 axiomat.

2.2.5. Allitas: A Birkhoff-féle vonalzoaxioma teljesiil a modellben.

Bizonyitds: Az axibméat elegend6 az O pontot tartalmazo egyenesekre belatni.
Tekintsiik a o sikon a g egyenest, amely az M és N pontokban metszi a mo-

delliink k£ alapkorét és athalad annak O kozéppontjan. Ekkor a g = g N & egy O-n

athalad6 modellbeli egyenes lesz. Az axioma £ : ¢ — R fiiggvényét valasszuk gy,

hogy tetszbleges P € g pontra {(P) = In(MNP). Ekkor az (M N P) osztoviszony
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értéke a (0, 00) intervallumba esik és tetszéleges x € (0, 00) szamra egyértelmien 1é-
tezik P € g, melyre (M NP) = x. Az ugyancsak a (0, 00) intervallumon értelmezett
In természetes logaritmusfiiggvény szigortian monoton novekvd, tehat a &€: g — R

leképezés bijektiv. Tetsz6leges A, B € g pontokra ekkor
B B (MNA)| B
(5(,4) 5(3)’ - (m(MNA) ln(MNB)‘ - ‘m (MNB>‘ - ) In(MNAB)| = d(A, B)

teljesiil, mivel (M N P) értéke nemnegativ szam, hiszen P mindig M és N kozé esik.

]

Pasch-féle rendezési axiéma igazolasa

A szemlélet alapjan ez az axioma is teljesiil, de mivel a szabatos bizonyitas nehezebb,
erre most nem tériink ki. A bizonyitas fellelhets a Szirmai Jend, G. Horvdth Akos:

Nemeuklideszi geometridk modelljei c. konyv (lasd [2]) 1.3. alfejezetében.

Egybevagosagi axioma teljesiilése
2.2.6. Allitas: A modellben teljesiil az egybevagosagi axioma.

Bizonyitds: Vegyiik a modellbeli tetsz6leges Z; és Zy zaszlokat. A 7y zaszlo fél-
egyenesének a kezdGpontjat jelolje Ay, Zo-ét pedig As. Jelolje 11 azt az inverziot,
amely Aj-et atviszi O-ba, a 1o pedig azt, amelyik As-t viszi 4t O-ba. A Alli-
tas bizonyitasa szerint ilyen inverziok léteznek, és ezek modellbeli egybevagosagok.
Az igy kapott ,(Z;) = 7, illetve 12(Zy) = 7, alakzatok félkérlemezek lesznek. A
7, felkbrlemezt at lehet vinni Zo-be egy O kozéppontu elforgatéassal, vagy egy O-n
atmend egyenesre valo tiikrozéssel. Jelolje ezt a transzformaciot ¢. Tekintsiik most
a [l =ty 0 o1y izometriat. Konnyi belatni erre, hogy u(Z;) = Zs.

Most azt kell belatnunk, hogy p-n kiviil nincs més olyan izometria, ami Z;-
et és Zo-t egyméasba képzi. Legyen p olyan modellbeli izometria, amelyre teljesiil
ii(Z,) = Z,. Ekkor a ¢ = 15 0 i 0 ¢; izometria a Z; félkorlemezt Zo-be viszi. Mivel
ilyen izometria csak egy van, igy fennéll o = ¢, ebbdl pedig kovetkezik g = p. O
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Hiperbolikus parhuzamossagi axiéma teljesiilése

2.2.7. Allitas: A modellben teljesiil a (HPA) hiperbolikus parhuzamossigi axio-

ma.

Bizonyitds: A Allitas alapjan feltehets, hogy P = O. Vegyiink egy az O-n
nem atmend g egyenest. A modellbeli g egyenes az euklideszi sikon egy olyan kort
ad, amely derékszégben metszi k-t. Emiatt g nem tartalmazza O-t. Az O-n dtmend
modellbeli egyenesek a k kor atmérsi. Ezek kozott pedig végtelen sok olyan van,

amely nem metszi g-t. Ezzel belattuk, hogy a (HPA) axioma igaz a modellben.

]

A Poincaré-féle kormodell szogtarté tulajdonsaga

Akarcsak az euklideszi sikgeometridban, a modellben is értelmezni lehet a szogvonal
és a szogtartomany fogalmat. Be lehet vezetni a derékszog fogalmét is. Eszerint egy
szoget derékszognek mondunk, ha a mellékszdgeivel egybevago.

Ertelmezni lehet a szogek meértékét. Az O-n atmend modellbeli egyenesek a mo-
dellkor atmérGi. Az ezekre torténd modellbeli tiikrozés azonos az euklideszi érte-
lemben vett tengelyes tiikrozés modellkorre valo lesziikitésével. Vilagos, hogy az O
csucsi, szogek szogfelezdi az euklideszi sikban és a modellben megegyeznek. Vegyiik
észre azt is, hogy az O csucsi derékszog a modellben ugyan azt jelenti, mint az euk-
lideszi sikon. Fzekbdl kovetkezi, hogy az O csiicsi szogek modellbeli mértéke azonos
azok euklideszi mértékével.

Ha egy olyan szoget vesziink a modellben, amelyik C' csicsa kiilénbozik O-tol,
akkor a Allitasban lattuk, hogy van olyan modellbeli titkrézés, amely az O, C
pontokat felcseréli, azaz a C' csiicsi szoget egy O csicsiba viszi. Mivel ez a tenge-
lyes tiikrozés euklideszi értelemben egy inverzio, és az Tételben kimondottak
szerint az inverzid szogtarto, igy azt kapjuk, hogy a modellbeli szogek mértéke ez

esetben is megegyezik az euklideszi szogek mértékével.

31



3. fejezet

Ciklusok a Poincaré-féle modellben

3.1. Specialis egyenesseregek
A hiperbolikus sikgeometriaban harom féle egyenesseregrél beszélhetiink.
Sugarsor

3.1.1. Definicié: FEgy adott pontra illeszkeds egyenesek seregét sugdrsornak ne-

vezzik.

Eddigi ismereteink alapjan nagyon egyszerti megszerkeszteni egy sugarsort. Az adott
P pontunkat invertaljuk a modell hatarkorére, és az igy kapott két pont, mint pont-
kor altal meghatarozott hiperbolikus koérsor elemeinek modellbe esé korivei lesznek

a P ponthoz tartozd sugarsor egyenesei.
Merdleges egyenessereg

3.1.2. Definicié: Egy adott egyenest merGlegesen metszé egyenesek Osszességét

merdleges eqyenesseregnek mondjuk.

Korsorok tulajdonsigainak ismeretében ez is konnyen megszerkeszthet6 a modellben.
Az adott e modellbeli egyenest tartalmazo kor és a modell k alapkore meghataroz-
nak egy hiperbolikus korsort. Mint ismeretes, a hiperbolikus kérsor konjugéltja egy

elliptikus korsor, amelynek minden eleme derékszéghben metszi e-t, valamint k-t is,
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tehat a modellsikkal vett metszeteik egyenesek a modellben. Ezek az egyenesek az

e egyeneshez tartoz6 merdleges egyenessereg elemei.
Adott irannyal parhuzamos egyenesek serege

Vegyiink a modellkérben egy g = (A, B) egyenest és azon az [A, B) félegyenessel
megadott irdnyitast.

A g-nek megfelel§ koriv k-ra esé hatarpontjai legyenek
M és N. Ekkor az egyenes irdnyitasa meghatarozza a két
hatarpont egy sorrendjét. Jelolje M az A-hoz kozelebbi ha- N
tarpontot, N pedig a B-hez kozelebbit. Ekkor M-et a g ira-
nyitasahoz tartozo kezdépontnak, N-et pedig a végpontnak

M

mondjuk a k hatarkoron.

3.1.3. Definicié: Legyenek adva a g, [ iranyitott egyenesek, amelyeknek a hatér-
koron a kezdd- és végpontjai az M, N illetve M, N. Azt mondjuk, hogy a g, I
iranyitott egyenesek azonos iranyuak (mds széval pdrhuzamosak), ha a hatarkori

végpontjaik egybeesnek, azaz fennall N = N.

Megjegyzés: A fentiek alapjan a k hatarkor tetszéleges N pontja egy iranyt ha-

taroz meg a modellsikon.

3.1.4. Definici6: Tekintsiik a k£ hatarkor egy N pontjat és az altala meghatarozott
iranyt. A modell azon iranyitott egyeneseinek seregét, amelyek ezt az iranyt
képviselik, azaz hatarkori végpontjuk N, az irdnyitott eqyenesek eqy parhuzamos

seregének mondjuk.
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h

N

3.1. &bra. Az N hatarpont altal meghatarozott parhuzamos egyenessereg

Megjegyzés: Tekintsiink a modell k£ hatarkorén egy tetszéleges N pontot és a
h = (O, N) egyenest. Ez a h egyenes és az N pont, mint pontkor, egyértelmiien
meghataroznak egy parabolikus korsort. Ennek korei az N pontban érintik A-t.
A korsor elemei merélegesek a modell hatarkorére. Ezen parabolikus korsor ele-
meinek a modellsikkal vett metszetei egyenesek lesznek a modellben, amelyeknél
ha N-et valasztjuk végpontnak, akkor az irdnyitott egyenesek egy parhuzamos

seregéhez jutunk. (lasd a abrat)

Megjegyzés: Konny( belatni, hogy ha vesziink egy egyenessereget, akkor az telje-
sen lefedi a modellsikot. Igazolhat6 az is, hogyha az egyenessereghdl kivalasztunk

egy egyenest, akkor a ra torténd tiikrozés az egyenessereget onmagara képezi.
Bevezetjiik az egyenesekre es6 korrespondealé pontok fogalmat.

3.1.5. Definicié: A sikon legyenek adva az a, b egymastol kiilonbo6z6 egyenesek és
ezeken a P € a, Q € b pontok. Legyenek A € a és B € b olyan pontok, amelyek
a (P,Q) egyenes egyazon oldalara esnek. Akkor mondjuk, hogy az a egyenes
P pontja és a b egyenes () pontja korrespondedlnak egymaéashoz, ha a szogekre

fennall APQA = BQPA. Jelolés: (P,a)==(Q,b).

Megjegyzés: Az a, b egyenesek messék egymast egy C' pontban. Ezeken legyenek
P és () olyan pontok, hogy C'P = C(Q). Nyilvanvalo, hogy az a egyenes P pontja

és a b egyenes () pontja korrespondeilnak egymashoz.
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3.2. Ciklusok

Az egyenesseregek segitségével mar definidlhatjuk a modellben a ciklusok harom

tipusat, a paraciklust, hiperciklust (azaz a tdvolsdguonalat) és a kort.

3.2.1. Definicié: Vegyiink a modellsikon egy ¢ egyenest és az azzal hatarolt egyik
felsikot. Azt a gorbét, amelyet a félsiknak a ¢ egyenestsl egy adott tavolsagra
es6 pontjai alkotnak, hiperciklusnak mondjuk. A ¢ egyenest szokas a hiperciklus

tengelyének nevezni.

3.2.2. Allitas: Vegyiink a sikon egy t egyenest, az altala hatarolt egyik félsikot
és abban azt a hiperciklust, amelyet a t-t6l egy adott r tavolsagra es6 pontok
alkotnak. Az a, b egyenesek legyenek meréGlegesek t-re és messék azt az A, B
pontokban. A hiperciklusnak az a, b egyenessel vett metszéspontjait jelolje P és
Q). Ekkor fennall (P, a)=(Q,b).

Bizonyitds: Az AB szakasz felez6merGlegese legyen f. Az f-re torténd tiikrozés

egymasba képezi az A, B pontokat. A szbgtartas miatt az a, b merdleges egyeneseket

is egymaésba képezi. Ugyan ez igaz a P, () pontokra is. Emiatt ez a tiikrozés az APQL

szoget a BQP X szogbe képezi, tehat P és () korrespondealnak egymassal. n

3.2.3. Definicié: A modellsikban tekintsiik iranyitott egyenesek egy parhuzamos
seregét. Ha kijeloliink egy pontot az egyik egyenesen, és vessziik a tobbi egyenesen
a vele korrespondedal6 pontokat, akkor az ezen pontok altal meghatarozott gérbét

paraciklusnak nevezziik.

Megjegyzés: A modellbeli egyeneseket, koroket, hiperciklusokat és paraciklusokat

kozos néven ciklusoknak hivjak.

A szakasz felezdmerdlegese a modellben

A kovetkez§ allitasok bizonyitasa eltt sziikséges megmutatnunk, hogyan lehet a mo-

dellben két tetszGleges pontnak megszerkeszteni az ket Osszekotd szakasz felezéme-
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r6legesét. Ehhez kihasznaljuk, hogy a felez6merélegesre torténd tengelyes tiikrozés
(euklideszi értelemben inverzi6) a két pontot felcseréli.

A modell alapkorét jelolje k, A és B legyen két tetszGleges pont a modellsikon,
a rajtuk athalado modellbeli [ egyenes alapkorrel vett metszéspontjait pedig jelolje
M és N.

Mivel az AB szakasz felez6merGlegese egy
egyenes a modellben, igy az (A, B) modellbe-
li egyenest és k-t is mer6legesen kell messe.
Az (A, B) modellbeli egyenes altal meghata-
rozott | euklideszi kor és k meghataroznak
egy hiperbolikus korsort, tehat az erre kon-

jugdlt korsor elemei mindkett6t merdlegesen

metszik. A szakaszfelez6 merdlegest megha-

tarozd f kor tehat ezen konjugalt elliptikus 3.2. abra. Az AB szakasz f
korsor eleme, igy a centruma rajta van a kor- felezGmerGlegese

sor (M, N) centralis egyenesén. Azt is tudjuk, hogy ha A és B egymaés inverz képei,
akkor f centruma az altaluk meghatéarozott (A, B) egyenesen is rajta van. Ha (A, B)
metszi (M, N)-et a C' pontban, akkor csak egy C' centrumi f kor van, amely merd-
legesen metszi k-t és ennek sugara a k-hoz hizott érintGszakasz hossza.

Ha a két egyenes nem metszi egymast, f akkor is az elliptikus korsor eleme, ez
esetben a hatvanyvonala, amely az AB szakasz euklideszi értelemben vett szakasz-

felez6 merdélegese is lesz.

Az euklideszi korok, mint modellbeli ciklusok

3.2.4. Tétel: A modellkor altal tartalmazott euklideszi kor a Poincaré-féle mo-

dellben is egy kort ad.

Bizonyitds: Vegyiik a modell k alapkore altal tartalmazott g kort. A k és g ko-
rok meghataroznak egy elliptikus korsort. Ennek két pontkorét jelolje C' és D, és

véalasszuk C-nek a modellbe es§ pontot.
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A ¢ koron valasszunk két tetszéleges pontot, A-t és B-t. Azt akarjuk belatni,

hogy ezeknek a C-t6l mért modellbeli tavolsaga megegyezik.

3.3. abra. Egy C centrumt modellbeli g kor

Szerkesszilk meg az A, B pontok modellbeli f felez6mer6legesét (lasd a E
abrat). Az f dtmegy a C ponton, mivel a konjugélt hiperbolikus kérsor eleme.

Az f kor derékszogben metszi a k, g koroket. Emiatt az f-re torténd ¢y inverzi6
g-t 6nmagéaba képezi. Innen mar adodik, hogy ¢; felcseréli az A, B pontokat és
fixen hagyja C-t. Mivel ¢y egy modellbeli izometria, konkrétabban az f-re térténd
tiikrozés, igy fennall d(C, A) = d(C, B). Ezzel belattuk, hogy g egy C' centrumi
modellbeli kor. ]

3.2.5. Tétel: Vegylink egy olyan g kort, amely nem derékszdgben metszi a k
hatarkort. Ekkor g-nek a modellkorbeli része egy hiperciklus.

Bizonyitds: Vegylik a k, g metsz6 korok altal meghatarozott hiperbolikus korsort.
Ezen korsorbol vegyiik a k-t merslegesen metszé ¢ kort, amelynek modellbe esé része
egy modellbeli egyenes (lasd a abrat).

A g koron vegyilink két modellbeli pontot, ezek legyenek A és B. Azt szeretnénk

belatni, hogy ezen pontok a modellbeli ¢ egyenestsl egyenls tavolsagra vannak.
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3.4. abra. Egy t tengelyl g hiperciklus

Vegylik az A, B pontok modellbeli f felezGmerdlegesét. Ezen f kor eleme a
konjugalt elliptikus korsornak, tehat merdlegesen metszi g-t is. Alkalmazzuk ismét
az f korre torténd ¢y inverziot, amely a modellben egy tengelyes tiikrozés. Ez fixen
hagyja a modellbeli t egyenest és felcseréli az A, B pontokat. Mivel a tiikrozés
tavolsagtarto, igy az A, B pontok ¢-t6]l mért modellbeli tavolsiga megegyezik. [

3.2.6. Tétel: Legyen g egy olyan kor, amely beliilr6l érintkezik a k hatérkorrel.

Ekkor g a Poincaré-modellben egy paraciklus.

Bizonyitds: Ak, g korok érintkezési pontja legyen N. Az N pontba a k korhoz hazott
érintGt jelolje h. Ekkor h és N meghataroznak egy parabolikus korsort, amelynek
korei az N pontban érintik h-t.

A hatarkori N pont, mint végpont, meghatarozza a modellbeli iranyitott egye-
nesek egy parhuzamos seregét. Ezek szintén egy parabolikus korsornak felelnek meg.
Az emlitett két korsor egymasnak konjugéltja. (lasd a abrét)

Vegylink a g koron két pontot, ezek legyenek A és B, a rajtuk athaladé mo-
dellbeli egyenes legyen [. Legyenek a és b azon iranyitott egyenesek, amelyek iranya
megegyezik az N altal meghatarozott irdnnyal és Atmennek az A, B pontokon. Szer-
kessziik meg a modellbeli AB szakasz f felez6merdGleges egyenesét, amely szintén
eleme a masodik parabolikus kérsornak. Emiatt az f kor derékszdgben metszi a g,

| koroket is.
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N h
3.5. dbra. Egy modellbeli g paraciklus
Lathato, hogy az f alapkdrre vonatkozo ¢y inverzié egymésba viszi az a és b
koroket, és fixen hagyja az [ egyenest. Ebb6l mar adodik, hogy a modellben [ azonos
szOgben metszi az a, b egyeneseket, tehat fennall az (A, a)==(B,b) korrespondencia.
Mivel a g barmely két pontja korrespondedl a rajtuk &tmend iranyitott egyene-

sekre nézve, igy g egy paraciklust ad a Poincaré-féle modellben. O]
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