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Bevezeto

Szakdolgozatom témaja egy angol nyelvii cikk [1] alapjan fogalmazddott meg, mely ket
specialis kupszelettel, az an. Kiepert-hiperbolaval és Kiepert-parabolaval foglalkozik. Ezekkel
az alakzatokkal el6szor Ludwig Kiepert német matematikus talalkozott egy szerkesztési fe l-
adat megoldasa sorén. Jelen dolgozat célja a Kiepert-hiperbola problémakdrének vizsgélata (a

Kiepert-parabola problémakdre mar tulmutat ezen dolgozat keretein).

A dolgozatban szerepl6, a Kiepert-hiperbolara vonatkozé allitasok eddig is ismertek voltak,
a dolgozat célja ezen ismert tételek Ujfajta megkozelitése. Szamos olyan cikket talalni, me-
lyekben az un. trilinearis koordinatakat hasznaljak e problémakor targyalasahoz [1], de akad
olyan megkdzelités is, melyben a projektiv geometriaban hasznéalatos homogén koordinatak
keriilnek el6. Jelen dolgozat abban kiilonbozik a fenti megkozelitésektdl, hogy lényegesen

egyszeriibb, elemi allitasokat hasznal.

A Kiepert-hiperbolaval kapcsolatos tételek bizonyitasahoz széleskorii hattérismeretre van
szikségink. Ennek érdekében a dolgozat els6 része egy elméleti bevezetét tartalmaz, mely a
sziikséges eldismeretek foglalja 6ssze roviden. A dolgozat masodik része a konkrét probléma-
kor tényleges targyalasa lesz, ahol az elméleti bevezetdben leirtakra tdimaszkodva teszek meg-
allapitasokat Kiepert hiperbolajaval kapcsolatban. A Kiepert altal megoldott szerkesztési fel-
adathoz hasonld problémabol kiindulva eldszor megadom, hogy milyen pontok mértani he-
lyeként all el6 ez a specialis alakzat, majd ennek néhdny tulajdonsagardl fogalmazok meg

allitasokat.

Az olvaso figyelmébe ajanlom tovabba az irodalomjegyzékben szerepld konyveket és cik-
keket, melyek az elméleti bevezet6ben ismertnek tekintett definiciokat, allitasokat és bizony i-

tasokat is tartalmazzak.



1. Elméleti bevezeto

Az elméleti bevezetd elsé feleben foként kdpszeletekre vonatkozo tételek és projektiv geo-
metriai definiciok, allitasok és tételek szerepelnek majd, melyek annak megértését segitik,
hogy Kiepert alakzata egy nem elfajuld kipszelet. Az elméleti bevezeté masodik része elemi
geometriai allitdsokkal, mer6leges affinitasokkal és ortocentrikus pontnégyesekkel kapcsola-
tos megallapitasokat tartalmaz. Ezek az allitdsok a Kiepert-hiperbola aszimptotainak és ko-

zéppontjdnak meghatarozasaban segitenek.

A dolgozat soran az idealis pontokkal kibOvitett (azaz a projektiv) sikon dolgozunk majd,
ezért az egyenesekhez és klpsze letekhez automatikusan hozza kell érteni azok idealis pontjait

is. Ezekr61 a késObbieckben mar nem teszek kilon emlitést.

1.1. KUpszelet megadasa 6t ponttal

Jelen fejezetben Un. homogén koordinatakat fogok hasznalni annak érdekében, hogy az alli-
tasok akkor is érvenyesek legyenek, ha nem csak kdzonséges, hanem idealis pontok is szere-

pelnek benntk. (A homogén koordinatikkal kapcsolatos eléismeretek [2], [4].)

Egy adott haromszog Kiepert-hiperbolajanak vizsgalata elott érdemes meggondolni, hogy
egy kupszelet egyértelmii megadasdhoz hany adatra van szikség. Az alabbi néhany tétel ezt a

célt szolgélja.

1.1.1. Tétel: Tekintsiink a sik hat tetsz6leges (nem feltétleniil kiilonbdz6) pontjat. Hasznaljuk
a kovetkez6 jeloléseket: Pi[p;, 0, ps],  P,la1,45,95), Pslrm,n, 1], Plvy,v,,vsl,
P lu,,u,,us] és Po[w,,w,, w;]. Akkor és csak akkor van olyan masodrendii gorbe, melyre ez

a hat pont illeszkedik, ha az aldbbi determinans értéke zérus:

p12 b1D2 pzz PPz DP2DP3 p?,z
917 1192 CI% q193 4293 q32

2 2 2
T'l Tl Tz TZ Tl T3 rz T'3 T'3 0
2 2 2 -
Uy V1V v, VU3 VU,yU3 VU3
2 2 2

u1 UqUy uZ Uqius Uy U3 u3

wy wiw, W, wWiW3 WoWg w3



Bizonyitas: Tekintsik a direkt irdnyt, azaz tegyik fel, hogy adott a fenti hat pont és egy rajuk
illeszkedd masodrendli gorbe. Egy masodrendii gorbe egyenletének homogén koordinatakkal

megadott egyenlete:
Ax? + Bx,x, + Cx3 4+ Dx x5+ Ex,x;+ Fx5 =0

A fenti hat pont rajta van ezen a masodfokl gorbén, ezért a koordinatakat behelyettesitve egy
hat egyenletb61 allo egyenletrendszert kapunk, ahol az 6t egyiitthato ismeretlenként szerepel.
Hat egyenlet van és 6t ismeretlen, tehat az egyenletrendszernek biztosan van nem trivialis

megoldasa az 6t egyutthatora nézve. Ez azt jelenti, hogy a tételbeli determinans értéke nulla.

A forditott irany bizonyitasdhoz tegyiik fel, hogy a tételbeli determinans értéke zérus. Ebbol
kovetkezik, hogy a kordbban emlitett egyenletrendszernek Iétezik nem trividlis megoldasa az
egyUtthatokra nézve. A fenti egyenlet minden tagjai masodfok( a homogén koordinatéas fel-

irasban, tehat a nem trivialis megoldas biztosan masodrendii gérbét szirmaztat. m

1.1.2. Tétel: Barmely 6t ponthoz létezik olyan masodrendi gorbe, mely ezen 6t ponton atha-
lad.

Bizonyitas: Ez a tétel egyszertien ko vetkezik az 1.1.1. Tételbdl P = P, alkalmazasaval m

1.1.3. Definicid: A projektiv sik 6t pontja altalanos helyzetii, ha ko ziiliik semelyik harom nem

kollinearis.
1.1.4. Tétel: Ot altalanos helyzetii ponton at egyetlen (nem elfajuld) kipszelet halad.

Bizonyitéas: Az 1.1.2. Tétel alapjan 6t pontra mindig illesztheté masodrendi gorbe. Ha elfajuld
lenne ez a gorbe, akkor legfeljebb két egyenesbdl dllna. Két egyenesen viszont csak négy pon-
tot tudunk Ggy felvenni, hogy kéziliik semelyik harom ne legyen kollinearis. Ot pont esetén

tehat sziikségképpen kdzonséges klpszeletet kapunk. Két kiilonb6z6 kézonsé ges kupszeletnek

legfeljebb négy kdzos pontja lehet, ezért az 6t ponton dthaladd kupszelet egyértelmii. m

Megjegyzés: Az1.1.1.,1.1.2. és 1.1.4. Tételek bizonyitasok részletes leirasa [2].



1.2. Projektiv transzformacio

A késObbiekben szikség lesz az un. projektiv transzforméaciok hasznalatara, ezért a kdvet-

kezokben az ehhez szikséges definiciok és fontosabb tételek szerepelnek.

1.2.1. Definicio: A bijektiv, kettésviszonytartdo leképezéseket projektiv transzformacioknak
vagy roviden projektivitdsoknak nevezzik. Ha két alakzat kozott Iétezik projektiv transzfor-

macio, akkor a két alakzat projektiv helyzetben van.

Megjegyzés: A projektiv transzformaciokat nevezhetjiuk projektiv izomorfizmusoknak is, hi-

szen bijektivek és inverzik is projektiv transzformacio.

Kozéppontos vetités

A projektiv transzformaciok kozil a sikbeli centrélis vetitésre (mas néven perspektivitas)

lesz szikség, igy az alabbiakban ezt definialom pontsorokra illetve sugarsorokra vonatkozéan.

1.2.2. Definicié: Legyen adott a projektiv sikon két (kiilonb6z3) egyenes (e illetve e’) és egy
olyan O pont, amely egyik egyenesre sem illeszkedik. Az e tartdegyenesii pontsornak az e’
tartbegyenesii pontsorra torténé O kozépponth vetitése egy tetszbleges X € e ponthoz azt az
X' € e’ pontot rendeli, amelyre X, X' és O kollinearis. Ekkor a két egyenes az O pontra nézve

perspektiv helyzetben van.

1.2.3. Definicio: Legyen adott a sikban két kiilonboz6 pont (O illetve 0') és egy rajuk nem
illeszked6 ¢ egyenes. Az O tartdpontu sugarsornak az O’ tartoponth sugarsorra torténd ¢ ten-
gelyl vetitése egy tetszOleges O-n atmend e egyeneshez azt az 0'-n atmend e’ egyenest rende-
li, amelyre eNc = e’ N c. Ekkor a két sugarsor az ¢ egyenesre nézve perspektiv helyzetben

van.
1.2.4. Tétel: (Papposz-Steiner-tétel) A kettGsviszony invarians a kozéppontos vetitésre nézve.

Megjegyzés: Ezt a tételt ismertnek tekintem, igy a ko vetkezokben nem bizonyitom.

Az 1.2.2. és 1.2.3. Definiciok és az 1.2.4. Tétel ismeretében mar barmely két elséfaju alap-
alakzat (azaz pontsor vagy sugarsor) kozott megadhatd egy projektiv transzforméacio, azaz egy
bijektiv, kettdsviszonytartd megfeleltetés. A projektiv sikon két (kiillonb6z6) pontsor illetve
két (kiilonb6z6) sugarsor esetén egyszeriien egy kdzéppontos vetitést kell megadni, amit min-

dig meg tudunk tenni megfeleld kdzEéppont illetve tengely valasztasdval. Ha egy pontsor €s



egy sugarsor kozotti projektiv transzformaciét akarunk megadni, akkor az a megfeleltetés, ami
a sugarsor egy egyenesehez az adott pontsorral wvett metszéspontjat rendeli, egy
kettdsviszonytartd bijekciot létesit a két alakzat kozott. A kdvetkezd tétel pontsorok koztipro-

jektiv transzforméaciokra vonatkozik. Ennek dudlisat tekintve sugarsorokra is ervényes a tétel.

1.2.5. Tétel: (az egyenes projektiv geometridjanak alaptétele) Ha e illetve e’ két kiilonbozo
egyenes, A,B,C €e és A',B',C' € e’ pedig kiilonbozé pontokbdl allo (tetszéleges) ponthar-
masok, akkor egyértelmiien Iétezik olyan e +— e’ kettdsviszonytartd bijekcio, amelynél

A— A B—B'ésC— C"

Bizonyitas: A létezés bizonyitasahoz tekintsik az alabbi elrendezést.

1. bra

Az 1. 4braalapjana CC'és BB'egyenesek egy olyan O metszéspontot hataroznak meg, amivel
mint kdzépponttal, megadhatunk egy centralis vetitést e-r6l e’-re. Erre a kettOsviszonytartd
bijekciora fennall, hogy A — A’, B+ B’ és C — C'. Tekintsik azt az esetet, amikor egyik
pont sem esik egybe a sajat képével. Ekkor egy megfeleléen valasztott egybevagdsaggal (elto-
lasok és forgatasok kompozicidjaként) eldallithatdo az elsé eset. Mivel minden egybevagdsag

kettdsviszonytarto, igy a kompozicidjuk is az lesz.

Az egyértelmiiség bizonyitasahoz tekintsiik a kovetkezéket. Vegylnk egy negyedik D pontot
az e egyenesen. Azt mar lattuk, hogy létezik olyan f kettGsviszonytartd bijekcio, amire
A— A',B— B'ésC > C'. Legyena D pontnak az f projektiv transzformacional vett képe
D'. Ekkor az (ABCD) kettdsviszony egyértelmilen meghatarozza a D' pontot, mivel az f leke-
pezésre teljesil, hogy (ABCD) = (A'B'C'D"). Tehat barmely tovabbi pont képe egyértelmiien

meghatarozott. m



1.2.6. Allitas: Adott két kiilonbozo tartopontti (A és B) sugarsor és koztik egy f projektiv
transzformacio a P projektiv sikon. A két tartdpontot 6sszekotd egyenest jelolje e. Az f leké-

pezés pontosan akkor perspektivitds, ha az e egyenest nmagaba Vviszi.

Bizonyitas: A perspektivitdas definiciojabdl kovetkezik, hogy ha f perspektivitas, akkor
f(e) = e'. Akovetkezékben tegyik fel, hogy e = e'. Vegylink az A tartépontd sugarsorbdl az
e egyenestdl kiillonbozé tovabbi két egyenest, a-t és b-t. Ezek képe az f projektiv transzfor-
méacional legyen rendre a’ illetve b’. A metszéspontok legyenek: anb = K illetve a’' N b’ =
K,. A K,K, egyenes biztos nem illeszkedik egyik sugarsor tartopontjara sem. A K, K, tenge-
lyli perspektivitasra fennall, hogy a +— a', b +— b’ illetve e — e'. Az 1.2.5. Tétel dualisat
tekintve ekkor egyértelmiien ltezik olyan kettdsviszonytartd bijekcio, amire a fentiek telje-

stilnek, tehat ekkor f azonos ezzel a perspektivitassal. m

1.3. Projektiv képz6dmény

1.3.1. Definicié: Legyen adottegy f : X +— X' projektiv transzformécio a P-beli A tartépontu

sugarsorrdl a P-beli B # A tartopontl sugarsorra egy P projektiv sikon. Ekkor az f projektiv

transzformacié képzédményének nevezzik az
{XnX': Xe A} cP
ponthalmazt a P projektiv sikon.
Az aldbbi példa egy késobbi tetel bizonyitasahoz sziikséges.

1.3.2. Példa: Tekintsiink két kiilonb6z6 tartoponta (P és Q) sugarsort és egy rajuk illeszked6
nem elfajulé K kipszeletet. Adjunk meg egy bijekcidt a két sugarsor egyenesei kdzott a ko-
vetkez6 modon. Legyen az a € P egyenesnek a K kupszelettel vett (P-t6] kiillonb6z6) met-
széspontja A. (Ez a pont egyértelmii, hiszen egy egyenesnek és egy nem elfajuld kipszeletnek
legfeljebb két metszéspontja lehet. Mivel A athalad a kipszelet P pontjan, ezért legfeljebb
tovabbi egy metszéspontja lehet a kupszelettel. Ha nincs ilyen pont, akkor szikségképpen
A = P, azaz a érinti a kUpszeletet P-ben.) Az a € P egyenesnek legyenaz a b € Q egyenes
megfeleltetve, melyre teljesil, hogy a nb = A € K. Ha a P-ben érinti a kUpszeletet, akkor a
neki megfeleltetett b € Q egyenes a tartopontokat 6sszekoté egyenes lesz. Ha A = @Q, akkor
az a € P egyenesnek megfeleltetett b € Q egyenes a K kiupszelet Q-beli érintéje. Ez a megfe-
leltetés bijektiv lesz és a kupszelet minden pontja eldéall metszéspontként. JelOlje ezt a

bijekcitt g.



1.3.3. Allitas: A g bijektiv megfeleltetés kettdsviszonytarto.

Bizonyitds: Ha a K kulpszelet helyett kor szerepelne, akkor az allitas egyszertien a keriileti

sz gek tételebdl adodna.

2. dbra

Ha ugyanis a fenti g megfeleltetést alkalmazzuk, akkor minden a € P egyenesnek a sajat
(adott tartopontok esetén fix) ¢ szoggel vett a’ elforgatottjat rendeljik hozza. Mivel ez egy
egybevagdsag a két sugarsor kozott, igy a megfeleltetés kettdsviszonytartd lesz. Korre tehat
teljesiil az allitas. Egy kor viszont megfeleld kdzEéppontu kdzEppontos vetitéssel atvihetd kup-
szeletbe, ahol a koron 16vo két tartopont a kupszelet két kiillonbdzo pontjaba megy, a tartopo n-
tokon atmend egyenesek pedig a pontok képein atmend egyenesekbe mennek ugy, hogy egy
egyenes és képe a kipszeleten metszik egymast. Az 1.2.4. Tételb61 tudjuk, hogy a kdzéppon-
tos vetités kettdsviszonytartd, tehat az altalunk megadott g megfeleltetés bijektiv és

kettésviszonytartd. m

Az 1.3.2. P¢lddban szerepld projektiv transzformacioé képzédménye tehat nem elfajuld kup-

szelet.

1.3.4. Tetel: Tetszéleges nem perspektiv projektiv transzformacié projektiv képzédménye

nem elfajuld kupszelet.

Bizonyitas: Adott két kiilonb6z6 tartoponth (P €s Q) sugarsor és koztik egy f nem perspektiv
projektiv transzformécio. Legyen az P tartopontu sugarsor tetszdleges a, b €s ¢ egyenesenek
B tartépont sugarsorbeli képe rendre a’, b’ és ¢’, tovabba legyen az egymasnak megfeleltetett

egyenesek metszéspontja rendre A, B és C. Ekkor tekintsiik a kovetkezé segédallitast.



1.3.5. Segédallitas: Az P, Q, A, B és C pontok altalanos helyzetiick, azaz semelyik harom

nem kollinearis.

Bizonyitas: Harom kiilonboz6 esetet kell megvizsgalnunk. Eloszor azt latjuk be, hogy miért
nem lehet két tartopont és egy metszéspont kollinearis. Ekkor ez a metszéspont ugy all eld,
hogy az egyik sugarsornak a tartopontokon atmend egyeneséhez a masik sugarsornak a tarto-
pontokon atmend egyenesét rendeljiik hozza, azaz a tartopontokat 6sszekotd egyenes helyben
marad. Az 1.2.6. Allitas alapjan ekkor a projektiv transzformacio perspektivitas. A fenti

transzformacio viszont nem perspektiv.

Lassuk azt az esetet, amikor az egyik tartopont és két metszéspont kollinearis. A megadott
kettdsviszonytartd bijekcié minden P tartdpont( sugarsorbeli egyeneshez pontosan egy Q tar-
topont sugarsorbeli egyenest rendel. Minden megfeleltetés egy-egy metszéspontot ad. Ha
tehat két metszéspont kollinearis az egyik tartoponttal, akkor e két metszéspont altal meghata-
rozott sugarsorbeli egyenesnek két megfeleltetett képe kellene, hogy legyen, hogy a két ki-

16nb6z6 metszéspont eléalljon. Mivel bijekcidrol beszélink, ez nem lehetséges.

Vegul nézzik a harmadik esetet, amikor a harom metszéspont kollinearis. Jeldlje ezt az egye-
nest e. A kett6sviszonytartas miatt barmely negyedik egyenes a P tartopontu sugarsorbol ép-
pen az e egyenesen metszi a képét. Mivel ez a megfeleltetés a tartopontokat 6sszekotd egye-
nest Gnmagaba viszi, az 1.2.6. Allitas alapjan a két sugarsor kozti projektiv transzformacio
egy perspektivitds a harom metszéspont altal meghatarozott egyenesre nézve. A fenti transz-

formacio viszont nem lehet perspektiv. m

Tehat a fent megadott 6t pont ltalanos helyzetti. Az 1.1.4. Tétel alapjan ekkor egyetlen olyan

K' nem elfajuld kupszelet létezik, ami athalad ezen az 6t ponton.

A kovetkezokben tekintsiik a most kapott K’ nem elfajuld klpszeletet és azt a g megfelelte-
tést, mely az 1.3.2. Példaban szerepelt, azazaz a € P egyeneshez most azt az a’ € Q egyenest
rendeljik, melyre teljesiil, hogy a na’ € K'. Ez ugyanazt az A metsz&épontot allitja €16, mint
amit az f projektiv transzformacidval kaptunk, hiszen éppen ebbd1 nyertiik a K klpszeletet.
Hasonlo okok miatt b nb" = B és c nc¢' = C is teljesul erre a g megfeleltetésre. Az 1.2.5.
Tétel dudlisét tekintve viszont ez a harom megfeleltetés egyértelmiien megadja a két sugarsor
kozti projektiv transzforméaciot. Ekkor az f projektiv transzformacio megegyezik az altalunk
megadott g projektiv transzformécioval, igy a képzédményik is megegyezik, tehat az f nem

perspektiv projektiv transzformacio képzodménye egy nem elfajuld kupszelet. m



A tovabbiakban a Kiepert-hiperbola kdzéppontjanak és két aszimptotajanak helyzetének meg-

hatarozashoz sziikséges definiciok és allitasok szerepelnek.
1.4. Elemi geometriai megfontolasok
A kovetkez6 elemi geometriai allitasok egy késobbi tétel bizonyitasahoz szikségesek.

Az elsd allitashoz tekintsik az aldbbi elrendezést.

P B\ y F

3. dbra

1.4.1. Allitas: Az ABC haromszog keriilete nem véltozik, ha a BC oldalt gy mozgatjuk, hogy

az végig érinti a k hozzairt kdrnek az A csucshoz kbzelebbi EF ivét.

Bizonyitas: Az ABC haromszig kerlilete K = AB + BC + CA. A kiilsé pontbdl htizott érinté-
szakaszok tétele miatt BC = CE + BF. Ekkor az ABC haromszdg kerlletére teljesil, hogy
K = AB + CE + BF + CA = AF + AE. Mozgassuk a BC oldalt ugy, hogy az vegig érintse k
kornek az A csucshoz kozelebbi EF ivét. Ekkor egy Uj haromszoget kapunk, hiszen az A
cstcshol kiinduld két oldalegyenes menténa B és € pontok elmozdulnak. A BC oldal allaséatol
fuggetlenll az A, F és E pontok helyzete nem valtozik, mivel az A csucs fix, k pedig végig a
haromsz0g hozziirt kore marad, hiszen a mozgatds soran végig érinti a haromszdg harom
oldalegyenesét. Ha A, F és E harom fix pont, akkor viszont az AF + AE 6sszeg is allando

lesz, tehat a kerililet nem valtozik. m
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1.4.2. Allitas: Adott r sugart kor koré irhatd haromszogek koziil a legkisebb teriiletii a szaba-

lyos haromszdg.
Bizonyitas: Tetszoleges haromszog T teruletére teljesil, hogy
T=r-s,

ahol r a haromsz6g beirt kdrének sugara, s pedig a haromszog félkerilete. Ha tehat egy adott
r sugaru kor koré irt hAromszogének terilletét akarjuk minimalizalni, akkor elég a kerdiletet
minimalizalnunk. Ehhez tekintsik a 4. abran szerepl tetsz6leges, nem szabalyos ABC harom-
szoget. A beirt kor sugarat jelolje r, a belsé szogeket pedig rendre a, 8, y. Nem szabalyos ha-
romszogben mindig talalhatdé 60°-ndl nagyobb és 60°-nal kisebb szog is. A mi esetlinkben
legyen y > 60° és B < 60°, a beirt kort jelolje k, a haromszdget a BC oldalon érinté hozzairt
kort pedig jelolje k; .

4, bra

Azt szeretnénk belatni, hogy ha a haromszog y szogét 60°-ra korrigaljuk Ggy, hogy a k kor a
korrigalas utan kapott AB'C’ haromszognek is beirt kore legyen, akkor a haromszdg kertlete
nem n6het. Els6 1épésként korrigaljuk a y sz0get 60°-ra Ggy, hogy a BC oldalt a k, kort érint-
ve mozgatjuk. Az 1.4.1. Allitas alapjan az igy kapott AB'C’ haromszog keriilete egyenlé az

eredeti ABC haromszdg keruletével.
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5. bra

Az5. dbra vazlatosan azt szemlélteti, hogy amennyivel csokkentjik y értéket, annyival ndvel-
juk B ertékét. Ekkor pedig vilagos, hogy a mozgatas sordn S nem érheti el y eredeti értékét
mielétt y elérné a 60°-ot, hiszen y > 60° és f < 60°. Ebbdl az kovetkezik, hogy y korrigala-
sautana B'C’ oldal nem érinti egyszerre a k illetve k, koroket, azaz nem lehet a két kor masik
k6z0s belsé érintéje. A B'C’ oldalt 5nmagaval eltolva elérhetd, hogy ez az oldal a k kort érint-
se. A 6. abra alapjan azt mondhatjuk, hogy a haromszdg kerilete ezzel az eltolassal csokken,
hiszen mindegyik oldal hossza csokken. Ezzel az eljarassal tehat az eredeti ABC haromszog
helyett egy olyan AB'C’ haromszdget kapunk, melynek egyik szége biztosan 60°-0s és a k kor
a haromszog beirt kore.

6. dbra

Ha az els6 szog korrigalasdval szabdlyos haromszoget kapunk, akkor készen vagyunk. (Ez
akkor fordulhat el6, ha @ = 60°.) Ha az igy kapott haromsz6g nem szabalyos, akkor megint
teljestl, hogy a haromsztgben lesz egy 60°-nal nagyobb és egy 60°-nal kisebb szdg is. Ekkor
az eldbbiekhez hasonloan a nagyobbik szoget 60°-ra korrigalva a kerilet ismét csokkenni fog.

Ezzel belattuk az allitast. m
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1.5. Belso Steiner-ellipszis

Egy adott hAromszdg esetén végtelen sok olyan ellipszis létezik, melyek a haromszog mind-

egyik oldalat beliilr61 érintik. Felmeriil a kérdés, hogy van-e kdztuk maximalis teruleti.

1.5.1. Allitas: Adott hiaromszoghoz egyértelmilen létezik maximalis teriileti beirhatd ellip-
szis. Ez az ellipszis a haromszog Gn. belsé Steiner-ellipszise, mely a haromszdget az oldalfe-

lez6 pontokban érinti.

Bizonyitas: Tegyik fel, hogy létezik maximalis teriiletli beirhato ellipszis a megadott harom-
sz0ghtz. Ekkor a haromszog és a beirt ellipszis teriiletének aranya minimalis. Ismeretes, hogy
egy ellipszis megfeleld affinitassal korbe vihet6. Alkalmazzunk egy ilyen f affinitast egy
adott haromszdgre és a maximalis teriiletli beirhato ellipszisére. Az affinitdsok ismert tulaj-
donsdgai miatt a hAromszdg egy masik haromszdgbe megy, az ellipszis pedig a haromszog

beirhaté korébe.

Felmeril a kérdés, hogy milyen haromszdg lesz a képharomszdg. Mivel az affinitasok terilet-
arany-tartok, ezért ezt a kérdést Ugy is megfogalmazhatjuk, hogy adott korh6z melyik a lehetd
legkisebb teriiletti koréirt haromszog. Az 1.4.2. Allitas alapjan tudjuk, hogy ez a kor koré irt
szabalyos haromszdg. Adott kor kore irt szabalyos haromszdg viszont egyértelmii, igy annak
affin képe, azaz a haromszdghdz rendelt beirt ellipszis is egyértelmii lesz. A szabalyos harom-
szog beirhatd kore az oldalfelez6 pontokban érinti a haromszbget, ezért az affinitasokra jel
lemz6 osztoviszonytartdsbdl azt is megkapjuk, hogy a belsé Steiner-ellipszis a felezépontok-

ban érinti az eredeti haromszdg oldalait.

Eddig azzal a feltételezéssel eltiink, hogy Iétezik maximalis teriiletti beirhato ellipszis. Vegyik
a fenti haromszoget és alkalmazzuk rd azt az f affinitast, melyre haromsztg affin képe a fenti
szabalyos haromszdg. Alkalmazzuk erre a szabalyos haromszogre és a beirt korére az elébbi
affinitas inverzét, f~1-t. Ekkor visszakapjuk az eredeti haromszoget. Mivel f olyan affinitas,
amely ellipszist korbe visz, igy annak inverze kort ellipszisbe visz. A szabalyos haromszdg
beirt korének f~1-nél vett képe egy olyan ellipszis lesz, ami az affinitas tulajdonsagai miatt az
oldalak felez6pontjaban érinti az eredeti haromszog oldalait. A terliletardny-tartdsbol pedig
kovetkezik, hogy ez a beirhatd ellipszis maximalis teriiletli. Ez alapjan tehat barmely harom-

sz0ghtz létezik a belsé Steiner-ellipszis, melyet az elobbi médon meg is tudunk adni. m

Megjegyzés: Szabalyos haromszdg bels6 Steiner-ellipszise a haromszog beirt kore.

13



Egy ellipszishez mindig taldlhato (alkalmas ardnyu) merdleges tengelyes affinitas, amely az
ellipszist korbe keépezi. Ismeretes, hogy egy ilyen merdleges affinitas tengelye csak az ellip-
szis valamelyik szimmetriatengelyével parhuzamos allasu lehet. Ezek alapjan az alabbi kévet-

kezményt fogalmazhatjuk meg.

1.5.2. Kovetkezmény: Nem szabalyos haromszoget szabalyos haromszégbe vivé merdleges
affinitdsok tengelyirdnya parhuzamos a haromszog belsé Steiner-ellipszisének valamelyik

tengelyével.

Abelsé Steiner-ellipszis a Feuerbach-korhtz hasonléan dtmegy a haromszég harom oldalfe-
lez6 pontjan. Altalanos haromszog esetén viszont mindig négy metszéspont van. A negyedik

kdz0s pont a haromszog un. belsé Steiner-pontja.

1.6. Ortocentrikus pontnéegyes

A sik négy kozdnséges pontjat ortocentrikus pontnégyesnek nevezzik, ha kbzuluk barmely
harom altal meghatdrozott hAromszég magassagpontja éppen a negyedik pont. Ez alapjan
barmely (nem derékszogll) haromszog esetén a hdromszdg csucsai €s a magassagpont
ortocentrikus pontnégyest alkotnak. Az ortocentrikus pontnégyesek egyik ismert tulajdonsaga,
hogy barmely harom altal alkotott haromszdg Feuerbach-kore megegyezik. Ezt nevezzik az
adott ortocentrikus pontnégyes Feuerbach-korének. A kovetkezokben az ortocentrikus pont-

négyesekkel kapcsolatban fogalmazunk meg néhany allitast.

1.6.1. Allitas: Ha egy haromszog harom csucsa illeszkedik egy derékszo gii hiperbolara, akkor

a magassagpontja is illeszkedik réa.

Bizonyitas: Ismeretes, hogy barmely derékszogii hiperbola egyenlete az aszimptotak koordi-

natarendszerében xy = 1. Vegyiik ennek a hiperbolanak harom kiilonb6z6 pontjat:

=(oo=(o2) = ()

Tekintsunk azt a haromszdget, melynek ezek a csucsai. Rovid koordinatas szamolas utan

megkapjuk, hogy a haromszdg magassagpontjanak koordinatai:

M—( ! b)
B abc'ac'

melynek koordinatai kielégitik a derékszogii hiperbola egyenletét. m
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1.6.2. Allitas: Ha A, B, C, M ortocentrikus pontnégyes, akkor barmely olyan kupszelet, amely
athalad rajtuk, derékszogili hiperbola.

Bizonyitas: Legyen adott az A, B, C, M ortocentrikus pontnégyes és egy rajtuk atfektetett K
nem elfajuld kdpszelet. Tudjuk, hogy ez a nem elfajuld kupszelet egy hiperbola, mivel egy
parabola, illetve ellipszis barmely négy pontja konvex négyszoget hatdroz meg, de az
ortocentrikus pontnégyes ezt nem teljesiti. Mar csak azt kell belatnunk, hogy ez a hiperbola
derékszogii. Legyen a hiperbola két idealis pontja I és J. Azt szeretnenk belatni, hogy a két

idedlis pont egymasra merdleges iranyokat hataroz meg,

Legyenaz I-re merSleges iranyu idealis pont I'. Ekkoraz A, B, C, I, és I' 6t altalanos helyzetii
pont, azaz kdzulik semelyik hdrom nem kollinearis. Ehhez négy esetet kell megvizsgalnunk.
Az A, B, C pontharmas nem lehet kollineéaris, hiszen egy ortocentrikus pontnégyes harom
pontjarél van sz6. E harom pont koziil semelyik ketté nem lehet kollinearis az I idealis pont-
tal, ugyanis az A, B, C, I pontok mind a K kdpszeleten vannak, egy kipszeleten viszont nem
tudunk megadni harom kollinearis pontot. A harmadik eset, amikor az A, B, C pontharmas
valamely két pontja kollinearis az I' idealis ponttal. (Ezt elég az A, B pontparra belatni, a ma-
sik két eset hasonldan bizonyithat6.) Legyen A, B kollinearis I'-vel. Ekkor a C, M, I ponthar-
mas is kollinearis lesz, mivel A, B, C, M ortocentrikus pontnegyes, tehat AB mer6leges CM-
re, tovabba I' iranya merbleges I irdnyara. Ekkor megint azt kapjuk, hogy a K kipszelet ha-
rom pontja (C, M illetve I) kollinearis, ami nem lehetséges. Vegul vizsgaljuk meg, hogy el6-
fordulhat-e, hogy a két idealis pont (I és I') és az ortocentrikus pontnégyes egy pontja (példaul
A) kollinearis. Ez az eset csak akkor allhat fenn, ha az A pont is idealis pont, ekkor a kbzos
egyenes a sik idedlis egyenese. Ekkor konnyen ellendrizhetd, hogy az A, B, C, M pontnegyes
mar nem lesz ortocentrikus, tehat ez az eset sem fordulhat el6. (B-vel illetve C-vel vizsgalva is
hasonl6 eredményre jutunk) Megkaptuk, hogy 4, B, C, I és I' 6t altalanos helyzetii pont, tehat
az 1.1.4. Tétel alapjan egyértelmiien illeszthetd rajuk egy K' nem elfajuld kupszelet. K’ at-
megy az A, B, C pontokon, igy az 1.6.1. Allitasunk alapjan tudjuk, hogy M-en is &tmegy. Az
A, B, C, M, I &t altalanos helyzetli pont, tehat ezen 0t ponthoz is egyértelmiien 1étezik rajtuk
atfektetett nem elfajuld kipszelet. Az elébbickben azt kaptuk, hogy K és K' is illeszkedik ra-
juk, tehat szilkségképpen K = K'. Ekkor az is teljesil, hogy ennek a hiperbolanak a masodik
idealis pontja (az I mellett) a J = I' pont lesz. Az I idedlis pont irdnyat I-re merdlegesnek

valasztottuk, tehat megkaptuk, hogy a hiperbola derékszo gii. m

15



1.6.3. Allitas: Ha A, B, C, M ortocentrikus pontnégyes, akkor a rajuk illeszkedé derékszogii
hiperbolak kbzéppontja rajta vannak a pontnégyes Feuerbach-korén.

Bizonyitas: A konnyebb kezelhetdség érdekében tekintsiik azt a haromszoget, melynek csU-
csai az A, B, C pontharmas, magassaga pedig az M pont. Tovabba tekintsik ezen
ortocentrikus pontnégyes Feuerbach-korét. Ismert, hogy a haromsz6g magassagpontjabdl vett
kétszeres nagyitassal a Feuerbach-kor a hdromszdg koré irt korébe megy at. Ezt Ggy is megfo-
galmazhatjuk, hogy ha a magassagpontot kdzéppontosan tikrozzik a Feuerbach-kor 6sszes
pontjara, akkor megkapjuk a haromszdg koré irt korét. Mivel a magassagpont rajta van a de-
rékszogll hiperbolan, ezért ha a magassagpontot kozéppontosan tikkrdzziik a hiperbola kozép-
pontjara, akkor a hiperbola egy mésik pontjat kapjuk. Ha tehat a magassagponttal atellenes
pont rajta vana haromszog koré irt korén, akkor szilkségképpen a hiperbola kdzéppontja rajta
van a haromszog Feuerbach-kdérén. Ezt koordinatakkal érdemes megvizsgalni a hiperbola

aszimptotainak koordinatarendszerében.

Legyenek az ABC haromszdg csUcsainak és magassagpontjanak koordinatai:

1 1 1 1
A= (a,—),B = <b,—),C = (c,—) ésM = <— —,—abc).
a b c abc
A magassagpontnak a hiperbola k6zéppontjara, azaza (0,0) pontra vett tikdrképe:
M —( L ab )
B abc'a )

Adjuk meg az ABC haromszog koré irt korének kdzéppontjat a csucsok koordinataival Kife-

jezve. Az AB oldal felez6merdlegesének egyenlete:
1 1/1 1
bax -y = (ba? +ab”) -2 (= -3)

ax—y 2( a’+ ab*) >\

Hasonléan a BC oldal felez6merdlegesének egyenlete:

1 1,1 1
bex —y = = (bc? + cb? ——(———).
cx—7y 2( c* + cb?) AR
Ezek metszéspontja megadja a haromszdg koré irt kdrének kdzéppontjanak két koordinatajat:
1 1 1 1 1
0 =§<a+b+c+— —+—+—+abc>.
Cc

abc’a b
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Az, hogy M’ rajta van a haromszog koré irt korén, azzal ekvivalens, hogy az A, B és C csU-
csok barmelyikét M'-vel helyettesitve az O pont koordinatai nem valtoznak. Esetiinkben ez
teljesdl, tehat belattuk, hogy az A, B, C, M ortocentrikus pontnégyesre illeszked6 derékszogli

hiperbolak kbzéppontja rajta vannak a pontnégyes Feuerbach-korén. m
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2. A Kiepert-hiperbola

2.1. Szarmaztatas

Az alabbi fejezetben definidlom egy adott haromszdg Kiepert-hiperbolajat az elméleti beve-
zet6ben szerepld allitasok felhasznalasaval. Ennek a specialis alakzatnak a feltérképezéséhez

induljunk ki az alabbi konstrukciébdl.

Tekintsunk a projektiv sikon egy (tetszéleges) ABC haromsziget. A hdromszdg belsé szdge-
it a szokasos madon jeldlje a, 8,y. Allitsunk a haromszog oldalaira, mint alapokra egyméssal
hasonld, egyenld szarti haromszogeket Ggy, hogy vagy mindhdrom nyitott haromszogtarto-
many diszjunkt az ABC haromszdgtartomannyal, vagy egyik sem. Az eredeti ABC haromszdg
A, B illetve C cstcsaval szemkozti egyenld szaru haromszogek szarcsucsait jelolje rendre
A(p), B(gp) illetve C(¢p), az alapon fekvd szogiiket pedig jelolje ¢ (lasd 7. abra). Az ABC
haromszog cstcsait a velilk szemkdzti egyenld szarti haromszogek szarcsticsaval 0sszekotd

egyeneseket jeldlje AA(gp) = a,, BB(p) = b, €s CC(¢p) = c,,.

Bl)

Clyp)

7. dbra

A @ szbg értéke negativ, ha ez a szog az ABC haromszog belseje felé nyilik, ellenkezd eset-
ben pedig pozitiv értéket vesz fel. A ¢ szdgre vonatkozdan két olyan hatareset jelenik meg,
melyeknél nem keletkezik a szokdsos értelemben vett egyenld szar(i haromszog. Az egyik
ilyen eset, ha ¢ derékszdg, hiszen ekkor a szarcsucs két parhuzamos egyenes metszeéspontja-

ként all elé. A projektiv sikon dolgozunk, ezért az A(p), B(¢) illetve C(¢p) pontokat a csu-
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csokban, az oldalakra allitott mer6legesek metszéspontjaként el6allo egy-egy idealis pontként
definialjuk. A masik ,,elfajuld” eset, ha ¢ értéke zérus. Ebbenaz esetbenaz A(¢), B(¢) illet-
ve C(¢) pontok az oldalak felez6pontjaként de finidlhatok.

Megjegyzes: A késébbiekben ezt a két esetet nem kiilonboztetjik meg a tobbitdl, tehdt a ¢
sz0g ezen két specialis értéke esetén is egyenld szari haromszogekrél beszéliink majd, ami

alatt a két ,elfajulo” esetet értjik.
2.1.1. Tétel (Kiepert tétele): Az a,, b, €s c,egyenesek egy K(¢) pontban metszik egymast.

Ez a tétel egyszertien ko vetkezik egy késébbi tételiinkbdl, ezért ennek bizonyitasaval késébb

foglalkozunk.

2.2. A K (¢) pontok mértani helye

Az elbz6 tétel kapcsan felmerdil a kérdés, hogy hol lesz a K (¢) pontok mértani helye. Az a
hozzarendelés, mely a ¢ szoghtza K (@) metszéspontot rendeli, 7 szerint periodikus. Nekiink

tehat elég egy periddusra szoritkoznunk a metszéspontok vizsgalatdndl. A késGbbiekben te-

kintsik azt a periédust, ahol —> < ¢ <.

A legtdbb haromszdggel kapcsolatos problémahoz hasonléan itt is érdemes réviden végig-
gondolni, hogy mit mondhatunk specialis haromszogek esetén. Egyenlé szari haromszogek
esetén megsejthetjik, hogy a K(¢) pont a haromszdg szimmetriatengelyét futja be, hiszen a
K (@)-t szolgaltatd hairom metsz6 egyenes koziil az egyik minden ¢ esetén az alap felezome-
rélegese lesz. Szabalyos haromszog esetén pedig még egyszertibb a dolgunk, hiszen a harom-
sz06g kozéppontja lesz az egyetlen K(¢p) pont. Ett6l a két ,elfajuld” esettél a tovabbiakban

eltekintlink, és mindig feltessziik, hogy az altalunk vizsgalt hiromszog nem egyenld szari.

Az &ltalanos haromszogek vizsgalata elétt nézziink meg néhany nevezetes pontot, melyek

el6allnak metszéspontként valamilyen ¢ szdgesetén.
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2.2.1. Allitds: Az ABC nem egyenlé szari hiromszog magassagpontja eldall metszéspontként

= igesetén.
e, ra
S - ["1 , &
- e I. |I i
- Y /s
-~ |
| ~
. -
Ky
s T‘ T
s ~ -
& | -
< s
ra | .
LA | M N
i | b
A | | B
- | -
8. dbra

Bizonyitas: Vizsgaljuk az AB oldalt. Allitsunk merdleges egyeneseket a végpontokban
(8.4bra). Ez két egymassal parhuzamos egyenest jelent, amik a sajat idealis pontjukban met-
szik egymast. A haromszdg C csucsat és az elobb emlitett idealis pontot 6sszek6td egyenes
éppen az ABC haromszdg C cslcsahoz tartozé magassagat adja. A haromszog masik két olda-
la esetén hasonléan jarhatunk el. A harom egyenes metszéspontja tehat az ABC haromszog

magassagpontja lesz. m

2.2.2. Allitas: Az ABC nem egyenld szard haromszdg stlypontja eldall metszéspontként

¢ = 0 esetén.

B

9. dbra

Bizonyitas: Ebben az esetben (9.abra) mindharom egyenlé szaru haromszog szarcsicsa az

ABC haromszdg valamelyik oldalfelezé pontjaba esik. Ezeket a pontokat dsszekotve az ABC
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haromszdg szemkozti cslcsaival, éppen az ABC haromszog sulyvonalait kapjuk, melyek a

haromszdg sulypontjaban metszik egymast. m

2.2.3. Allitas: Az ABC nem egyenl6 szaru csicsai is eldallnak metszéspontként. ¢ = —a ese-
tén a haromszdg A cslcsa, ¢ = —f esetén a haromszdg B csicsa, ¢ = —y esetén pedig a ha-
romszOg C csUcsa lesz a metszéspont. Ha valamelyik sz0g tompaszig, akkor a neki megfelelé

cslcs a tompaszo g kiegészit6 szogével all elé metszéspontként.

-z

mar konnyen ellendrizheto.

Lassuk be a fenti allitast a B cslcsra vonatkozoan. Ha ¢ = —f, akkor a BC oldalra allitott
egyenld szart haromszog szarcslcsa, A(g) az AB oldalegyenesre esik. Ehhez hasonléan az
AB oldalra allitott egyenld szaru haromszog szarcstcsa, C(¢) a BC oldalegyenesre esik. Ek-
kor az a,, illetve ¢, egyenesek rendre egybeesnek az AB illetve BC oldalegyenesekkel. Az
AB és BC oldalak viszont éppen a B cslcsban metszik egymast. Ha S tompaszég, akkor
@ = 180 — f a B csucsnal levd két kiilsé szogszarat hatdrozza meg, igy a metszéspont maga

a B csucs lesz. m

2.2.4. Tétel: Nem egyenl6 szara haromszog esetén a K(¢@) pontok mértani helye egy derék-

szO gl hiperbola.

Ezt a tételt tobb Iépésben bizonyitom egyrészt az elméleti bevezetében leirtak alapjan,

masrészt (j allitdsokat felhasznalva. El6szor tekintsik az alabbi allitast.

2.2.5. Allitas: A ¢ szog egy projektiv megfeleltetést létesit az A és B tartopontd sugarsorok

kozott.

Bizonyitas: Ha tekintjik az A és B tartopontl sugarsorok egyeneseit, akkor azt mondhatjuk,
hogy minden ¢ szoghdz pontosan egy olyan egyenes tartozik mindkét sugarsor egyenesei
kozil, mely a K(¢) metszéspontot allitja eld. Ez egyszerlien annak koszonhetd, hogy a ha-
romszog nem egyenlé szaru, és ezért A-n és B-n nem halad at a szemkézti oldalhoz tartozo
felezOmerdleges. A 2.2.1. Tétel jeloléseit hasznalva a K (¢) metszéspontot eldallitd, az A és B

tartopontt sugarsor egy-egy egyenese legyen rendre a,, illetve b,

A feladatunk tehat az, hogy tetszéleges ¢ sz6g mellett megadjunk egy kettésviszonytarto

bijekciot az A és B tartdpontl sugarsorok kozott, ahol az a,, egyenes képe éppen a b, egye-
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nes. Ezt harom Iépésben tesszikk meg. Eloszor tekintsiik azt a megfeleltetést, ami az A tarto-
pontU sugarsor egy egyenesehez a BC oldal felezomer6legesének (késdbbiekben f,) azon
pontjat rendeli, melyben a sugarsor egyenese elmetszi f,-t. Ez egy kettsviszonytartd
bijekciot letesit a sugarsor és a pontsor k6zott, ahol a,, képe éppen az A(¢p) pont. Masodik
Iépéskent tekintsik az f, és f, felezomerdlegesek kozti megfeleltetést. Az ABC haromszig
oldalaira allitott egyenld szarti haromszogek hasonléak, hiszen szogeik megegyeznek. Ekkor
az a megfeleltetés f, és f, kozott, amely A(p)-hez B(¢)-t rendeli, egy hasonl6sagi transz-
formacio, tehat kettdsviszonytartd. Végiil pedig az els6 1épés analogiajara tekintsik azt a meg-
feleltetést £, és a B tartopontu sugarsor kdzott, ami az f, pontsor egy eleméhez a B tartopontu
sugarsor azon egyenesét rendeli, mely athalad a pontsor adott pontjan. Ekkor B(¢) képe a b,
egyenes. Ekkor tehat azt mondhatjuk, hogy az A és B tartopontt sugarsorok kdzott megadott
megfeleltetés egy kettésviszonytartd bijekcio, hiszen ilyen megfeleltetések kompoziciojaként

allel. m

Ezzel a tétellel megadtunk egy projektiv transzformaciot az A és B tartopontd sugarsorok
kozott, amely tetszOleges ¢ sz0g esetén az a,, egyenesnek a b, egyenest felelteti meg. Mivel
a hdromszdg nem egyenld szart, az altalunk megadott projektiv transzformécié a két tartopon-
tot Osszekotd egyenest nem onmagaba viszi, ezért az 1.2.6. Allitas alapjan a leképezés nem

perspektivitas.

Az 1.3.4. Tetel alapjana ¢ szogaltal az A és B tartbpontd sugarsorok kdzt definialt projekt-
iv transzformacio képzédménye egy nem elfajuld kipszelet. Ez a kupszelet athalad a harom-
sz0g csucsain, sulypontjan és magassagpontjan. Mivel a haromszog csucsai s sulypontja nem
feszithetnek ki konvex négysziget, a rajtuk athaladd kozonséges klpszelet csak hiperbola
lehet. A K(¢) pontok mértani helye tehat hiperbola. Ezt a hiperbolat nevezzik az ABC nem
egyenld szaru hdromszog Kiepert-féle hiperbolajanak.

Tegyik fel elészor, hogy a haromszog nem derékszo gii. Ekkor a csucsok és a magassagpont
ortocentrikus pontnégyest alkotnak, igy az 1.6.2. Allitas szerint a Kiepert-hiperbola derékszo-
gl. Ha a haromsz0g derékszogil, akkor hosszabb utat kell bejarnunk, ahhoz hogy belassuk,

ekkor is derékszo gii a Kiepert-hiperbola.

Ehhez tekintsik az ABC derékszogii haromszoget (10. abra). Legyen BC < CA és az atfo-
gohoz tartoz6 magassag talppontja T. A BC illetve CA oldalak felezopontja legyen rendre Fy
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illetve F, .. Ekkor a T korili +90°-0s, b/a aranyU forgatva nydjtas a BC befogota CA atfogo-

ra képezi, tovabba tetszéleges ¢ eseténa BCA(¢) haromszoget a CAB (¢) haromszdgbe viszi.

B

e e

Fra A

10. 4bra

A kovetkezokben azt szeretnénk belatni, hogy ha valamilyen ¢, szoggel AA(¢p,) és BB(¢,)
parhuzamos, akkor létezik olyan ¢, sz6g, hogy AA(¢,) merbleges AA(p,)-re és BB(¢p,)
merbleges BB(¢,)-re, azaz AA(¢p,) és BB(¢,) is parhuzamos. AA(¢g,) és BB(¢p,) metszés-
pontjat K (¢,), mig AA(¢,) és BB(¢p,) metszéspontja legyen K (¢,).

Allitsunk merdlegest az A pontban az AA(g, ) egyenesre, és messiik el vele a BC oldal fele-
zOmerblegesét. Ez a felezomerbleges az A(¢) pontok mértani helye, igy az el6bb kapott met-
széspont valamely ¢, sz0ghoz tartoz6 A(g,). Ez a ¢, szog egyértelmilen megadja az AC
felezémer6leges B(¢p,) pontjat. Azt kell tehat belatunk, hogy AA(¢,) parhuzamos BB (¢,).

Legyen BB(¢,) és a BC oldal felezdmer6legesének hajlasszoge 6. A BC oldal felezdmer6-

legese parhuzamos AC-vel, ezért a BB(¢,)-et merblegesen vetitve CF,. szakaszra kapjuk,

hogy
BB(¢,) = gsin 6.

Mivel feltettik, hogy AA(¢p,) és BB(¢,) parhuzamos és tudjuk, hogy AA(¢p,) merdleges
AA(@,)-re, ezért BB(¢p,) meréleges AA(¢p,)-re. Ebb6]1 kapjuk, hogy AA(¢,) és az AC oldal
felezomer6legesének hajlasszoge szintén 6. Az AA(@,)-t merblegesen vetitve a CFy, Sza-

kaszra kapjuk, hogy

b
AA(p,) = Esin 6.
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Alkalmazzuk a fenti T koruli +90°-0s, b/a arényU forgatva ny(jtast az A(¢,)AA(p,) (de-
rékszogil) haromszogre. Ekkor a képharomszog a B(¢p,)A'B(¢p,) (derékszogli) haromszog.
Az A(p,)AA(@p,) derékszogii haromszog két befogoja A(p,)A és AA(¢,), tehat ezek egy-
masra mer6legesek. Ekkor a fenti forgatva nyGjtasnal vett képiik, azaz B(¢p,)A’ és A'B(¢,) is
merblegesek egymasra. Tovabba azt is tudjuk, hogy B(¢,)B is meréleges B(¢p,)A'-re, mivel
A(¢p,)A parhuzamos B(¢,)B-vel és A(¢p,)A képe a fenti forgatva nyujtasnal éppen B(¢p,)A".
Ebbé1 azt kapjuk, hogy B(¢p,)B és A'B(¢p,) parhuzamos. A merbleges vetitésekbd1 kapott
egyenletekb61 megallapitjuk, hogy BB(¢,) hossza és (b/a)-szorosa az AA(¢p,) hosszanak.
Ez a hossz viszont egyenlé a A'B(¢,) hosszaval, hiszen ez a szakasz az AA (¢, )-nek a fenti
forgatva nydjtasnal vett képe.

Azt mondhatjuk tehat, hogy BB (¢,)A’'B(¢,) paralelogramma (s6t, téglalap), tehat BB (¢,)
és B(¢,)A’ parhuzamos. Utébbi viszont parhuzamos AA(¢,)-vel is, mivel AA(¢,) merbleges
AA(¢p,)-re, ami persze a forgatva nyGjtds miatt meréleges B(¢p,)A"re. Ezzel belattuk, hogy
BB(¢,) és AA(¢p,) parhuzamos.

Az elobbiekben azzal a feltételezéssel éeltunk, hogy letezik egy olyan ¢, szdg, melyre
K (¢,) ideélis pont, és igy lattuk be, hogy ekkor biztosan létezik egy olyan ¢, sz6g, melyre
K (¢,) is idealis pont, tovabba a két idealis pont altal meghatarozott irany egymasra merdle-
ges. Azt mar tudtuk eddig is, hogy a K(¢) pontok mértani helye hiperbola, tehat biztosan Ié-
tezik a fenticknek megfeleld ¢, szog, ebbdl pedig valoban kdvetkezik, hogy a hiperbola de-

rékszo gii.

Most mar kimondhatjuk, hogy tetszéleges nem egyenlé szaru haromszog Kiepert-

hiperbolaja derékszo gl hiperbola.

A Kiepert-hiperbola a haromszdg sulypontjan is athalad. Ebb6l az is ko vetkezik, hogy a hé-
romszOg csucsaira és sulypontjara illeszkedé Kiepert-hiperbola egyértelmii. Tekintsiik ugyan-
is egy nem egyenld szart haromszog harom csucsat és a sulypontjat. Ekkor mindig kivalaszt-
hatd kozllik harom, melyek nem derékszogii hAromsziget hataroznak meg, tehat e harom
pont altal alkotott hAromsz6g magassagpontja ezzel a harom ponttal ortocentrikus pontnégyest
alkot. Mivel nem egyenlé szaru haromszogeket vizsgalunk, ehhez az ortocentrikus pontné-
gyeshez hozzd véve az eredeti pontnégyes negyedik pontjat 6t altaldnos helyzetli pontot ka-
punk. Az 1.1.4. Tétel és 1.6.2. Allitas alapjan erre az 6t pontra egyértelmiien illeszkedik egy

derékszogli hiperbola, ami a fentiek szerint éppen a haromszog Kiepert-hiperbolaja. A
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Kiepert-hiperbolat tehat agy is definidlhatjuk, mint a nem egyenlé szarti haromszog harom

cslcsan és a stulypontjan athalado (egyértelmiien létez6) derékszo gli hiperbola.
Térjunk rda 2.1.1. Tétel bizonyitasara.

2.2.1. Tétel bizonyitdsa: Az eddigiek alapjan biztosan tudjuk, hogy barmely két csucsot tekint-
juk is, a hozzajuk tartozd sugarsorok projektiv képzodménye ugyanaz a derékszogii hiperbola
lesz. Tekintsunk egy rogzitett ¢ szoget. Ezen rogzitett ¢ szoghdz tartozo egyenes az A, B és C
tartopontu sugarsorokbol rendre legyenek az a,,, b, és c,, egyenesek. Mivel a haromszog A4,
B, C csUcsai is rajta vannak a hiperbolan, igy a rajtuk atmend a,, b, €s c, egyenesek a hiper-
bolat legfeljebb tovabbi egy pontban metszik, hiszen egy egyenes €s egy nem elfajuld kipsze-
let metszéspontjainak szama legfeljebb kett. Az a,, és b, egyenesek tehat atmennek a b,,
egyenes hiperbolaval vett metszéspontjan. Mivel ugyanaz a hiperbola all el6 a B és C tarto-
pontu sugarsorokat hasznalva, igy ez ugyanigy teljestil a c,, és b,, egyenesekre is, azaz a rog-

zitett ¢ s26ghoz tartoz6 a,, b,, €s c,, egyenesek valoban egy pontban metszik egymast. m
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3. A Kiepert-hiperbola tovabbi tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a Kiepert-hiperbola aszimptotainak iranyat és azok metszéspontjat, azaz
a hiperbola kdzéppontjat hatarozom meg. A kovetkez6 tételekhez foként az elméleti bevezetd

masodik részében szerepl6 allitasokat hasznalom fel.

3.1. A Kiepert-hiperbola aszimptotainak iranya

A Kiepert-hiperbola aszimptotainak irdnyara vonatkozd tétel bizonyitdsdhoz sziikség van
nehany derékszogii hiperbolakra vonatkozd egyszerti megallapitasra. A kovetkezkben ezeket
foglalom 6ssze roviden.

Tekintsik az xy = 1 egyenletii derékszo gii hiperbolat. Vegyunk fel rajta harom pontot:

=(oo=(o2) ()

Tegyik fel, hogy ez a harom pont nem derékszogii hiromszoget hataroz meg. Az 1.6.1. Al
litas alapjan tudjuk, hogy ennek a haromszognek az M magassagpontja is rajta van a fenti

derékszo gl hiperbolan. A magassagpont koordinatai:

M—( ! b)
B abc'ac

Vizsgaljuk meg, hogy milyen megoszlasban helyezkedhet el ez a négy pont a hiperbola két
agan. Ehhez elég a pontok x koordinatajat vizsgalni. Ha a, b és ¢ azonos eldjelii, azaz a héa-
romsz0g harom cslcsa egy agon van, akkor a magassagpont a masik &gon van, hiszen annak x
koordinataja ellentétes eldjeli. Ha a, b és ¢ nem azonos eldjelii, akkor a magassagpont a hi-
perbolanak azon az agan van, ahol két cstcs van. Osszességében tehat azt mondhatjuk, hogy
egy ortocentrikus pontnégyes mindig 3:1 ardnyban oszlik meg a rajtuk atmend derékszogi

hiperbola két agan.

Megjegyzés: Ezt onnan is sejthetjik, hogy ha 2:2 vagy 4:0 ardnyban oszlanak meg a pontok a
hiperbola ket agan, akkor konvex négyszoget feszitenek ki, viszont az ortocentrikus pontné-

gyesekre ez sosem teljesil.

Vizsgaljuk meg, hogy mit mondhatunk a haromszog sulypontjarél. Ez a pont nem mindig
van rajta a hiperbolan. A késObbiekben tegyiik fel, hogy a stlypont is rajta van a hiperbolan,

hiszen ez a Kiepert-hiperbolara is teljestl. A stlypont koordinatai:
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S=1<a+b+c,l+l+l).
3 a b c

Ha az ABC haromszdg sulypontja is rajta van a hiperboldn, akkor nem fordulhat eld, hogy
mindegyik cstics azonos 4gon van, hiszen a stlypont a haromszog egy belsé pontja. Ebben az
esetben a haromszog cslcsai 2:1 aranyban oszlanak meg a hiperbola két agan. Mivel a suly-
pont belsd pontja a haromszognek, ezért csak azon az agon lehet, amelyiken két csucs van. Ha

tehat a sulypont is rajta van a fenti hiperbolan, akkor azonos 4gon van a magassagponttal.

Vizsgaljuk meg, hogy mi torténik a derékszogli hiperbolaval és a fent megadott 6t ponttal,
ha alkalmazunk rajuk egy, a hiperbola valamelyik aszimptotajaval parhuzamos iranyd, 4 > 0
arany merGleges tengelyes affinitast. EKkor az xy = 1 egyenletli deré¢kszogili hiperbola affin
képe az xy = A egyenletli derékszogli hiperbola lesz. A tovabbiakban kildon kell vizsgalnunk

a kétfele ranyu merdleges tengelyes affinitast.

Tekintsiik el6szor az y tengely iranyaval parhuzamos tengelyli, 4 > 0 aranyu merdleges
tengelyes affinitast. Ekkor mindharom csics x koordindtaja szorzodik A-val, tehat a képha-

romszog csucsainak koordinatai:

1 1 1
A = (Aa,—) B = (Ab, —) = (Ac, —).
a b c

Mivel az affinitas osztoviszonytartd, ezért az ABC haromszdg sulypontjanak affin képe az
A'B'C' haromsz6g sulypontja lesz. A csucsok képeinek koordinataibdl megadhatjuk a suly-
pont képének koordinatait:

1 1 1 1
S = —(A(a+ b+ c),—+—+—).
3 a b c
Mivel tudjuk, hogy az eredeti S pont koordinatai kielégitették az xy = 1 egyenletet, igy az

S’ pont koordinatai biztosan kielégitik az xy = A egyenletet. Tehat a sulypont affin képe rajta

van a derékszo gl hiperbola affin képén.

A magassagpont nem affin invarians, tehat ennek koordinatait nekiink kell kiszamolni. R6-

vid szamolas utan azt kapjuk, hogy a képharomszdg magassagpontjanak koordinatai:

M'—( L _» b)
~\ JAabc’ ane )
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Ne feledjik, hogy a pontok megoszlasa a hiperbola két 4gan nem valtozik az affinitas al-
kalmazasa utan sem, tehat a magassagpont és a sulypont tovabbra is a hiperbola azonos agan
helyezkednek el. Ekkor viszont meg tudunk adni olyan A aranyt, mellyel S’ és M’ egybeesik,
azaz az eredeti haromszog affin képe szabalyos haromsz0g. Az x koordinatak egyenléségébdl

kapott arany:

2 _ 3
~ (a+b+c)abc

A kifejezés akkor ad valés megoldast, ha a jobb oldali kifejezés nem negativ. Korabban lat-
tuk, hogy az eredeti ABC haromszdg S sulypontja és M magassagpontja az xy = 1 egyenletii
hiperbola azonos agan helyezkedik el, azaz az x koordinatajuk azonos eldjelii. Ebbdl az ko-

vetkezik, hogy a + b + c és abc ellentétes eldjelii. Ezért valoban létezik ilyen A.

Megjegyzés: Ellen6rzésként nézzik meg, hogy az y koordinatak egyenldségébdl ezt az ardnyt
kapjuk-e:
2ab 1 (1 4 1 4 1)
—Afabc=-|{—+—-+—).
3\a b
A jobb oldalon 166 kifejezés az eredeti hdromszog S stlypontjanak y koordinataja. Mivel S

rajta van az xy = 1 egyenletti derékszo gii hiperbolan, igy a jobb oldali kifejezés egyenlé az S

sulypont x koordinatajanak reciprokaval:

3

—A%abc = ———,
a+b+c
tehat itt is ugyanazta A aranyt kapjuk:

2 3
~ (a+b+c)abc

Tekintslk most az x tengely iranyaval parhuzamos tengelyti, A > 0 aranyu merdleges tenge-
lyes affinitast. Minden hasonléan megy, mint az ¢l6z0 esetben, csak a pontok koordinatai fo g-
nak megvaltozni. Most a harom csucs y koordinataja szorzodik A-val, tehéat a képharomszog

cstcsainak koordinatai:
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A sulypont most is rajta van a derékszogli hiperbola affin képén, koordinatai:

1 1 1 1
S == a+b+c,/1<—+—+—> .
3 a b c

A képharomsz6g magassagpontjanak koordinatai:

” = A2 abc
~\ abc’ A )
A képharomszog S’ stlypontja és M’ magassagpontja ebben az esetben is a hiperbola azo-

nos agan helyezkednek el, tehat a kordbbihoz hasonlé médon meg tudunk adni egy olyan A

aranyt, mellyel a képharomszdg szabalyos lesz:

1
A% = —§abc(a +b +c).

A jobb oldali kifejezés elojele az els6 esetben elmondottak alapjan szintén pozitiv, tehat biz-

tosan létezik ilyen A arany.

Megjegyzés: Eddig feltettik, hogy az affinitds A aranya pozitiv. A negativ érték csupan a ten-
gelyekre vald tengelyes tukrozést eredményezné, tehat a fenti megallapitasok ugyanugy iga-

zak maradnanak.
Osszességében az alabbi allitashoz jutottunk:

3.1.1. Allitas: Ha egy derékszogii hiperbolara egy olyan merdleges tengelyes affinitast alkal-
mazunk, melynek tengelye parhuzamos a hiperbola valamelyik aszimptotajaval, akkor a hi-
perbolara illeszkedd 6sszes olyan haromszoghdz, melynek sulypontja is illeszkedik a hiperbo-

lara, létezik olyan A arany, mellyel a haromsz0g szabalyosba vihet6 at.

A derékszogii hiperbolakra tett megallapitasok utan lassuk a Kiepert-hiperbola aszimptotainak

iranyara vonatkozo tételt.

3.1.2. Tétel: Tetszbleges nem egyenlé szart haromszog Kiepert- hiperbolajanak aszimptotai

parhuzamosak a haromszog Steiner-ellipszisenek tengelyiranyaival.

Bizonyitas: Adott a (tetszbleges) ABC nem egyenl6 szaru haromszog és a Kiepert-hiperbolaja.
A 2.2.2. Allitas alapjan tudjuk, hogy erre a hiperbolara illeszkedik az ABC haromszdg S stly-
pontja. Az 3.1.1. Allits alapjan azt mondhatjuk, hogy létezik olyan (megfeleld aranyt) merd-
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leges tengelyes affinitds, melynek tengelye az ABC haromszog Kiepert-hiperbolajanak vala-
melyik aszimptotaja, tovabba az is teljesul r4, hogy az ABC haromszdget szabalyosba viszi.
Az 1.5.2. Kovetkezmény alapjan viszont azt mondhatjuk, hogy az ABC haromszog Kiepert-
hiperbolajanak aszimptotai parhuzamosak a haromszog belsé Steiner-ellipszisének tengelyei-

vel.m

3.2. A Kiepert-hiperbola kézéppontja

3.2.1. Tétel: Nem egyenl6 szarti haromszog Kiepert-hiperbolajanak kézéppontja megegyezik

a haromszog bels6 Steiner-pontjaval.

Bizonyitas: Vegyiik azt a merdleges tengelyes affinitast, melynek tengelye a (tetszbleges)
ABC nem egyenlé szaru haromszog Kiepert-hiperbolajdnak valamelyik aszimptotaja, az affi-
nitas aranya pedig olyan, hogy a képharomszog szabalyos. Ekkor a Kiepert-hiperbola kdzép-
pontja helyben marad, hiszen rajta van az affinitas tengelyén. Tovabba a Kiepert-hiperbola
képe egy olyan derékszogii hiperbola, mely athalad a szabalyos haromszog cstcsain €s kdzeép-
pontjan. Ez a négy pont ortocentrikus pontnégyest alkot, igy az 1.6.3. Allitas alapjan a rajtuk
atmend derékszogii hiperbola kdzéppontja rajta van a szabalyos haromszdg Feuerbach-kdrén,
azaz a beirhatd korén. Szintén az 1.6.3. Allitas miatt az is igaz, hogy az eredeti ABC harom-
sz0g Kiepert-hiperbolajanak kézéppontja rajta van az eredeti haromszog Feuerbach-korén. Az
1.5.1. Allitas bizonyitasaban viszont mar megallapitottuk, hogy a most alkalmazott affinitéas
az ABC haromszog Steiner-ellipszisét az affinitassal nyert szabalyos haromszog beirhatdé ko-
rébe viszi. Osszességében tehat az mondhatjuk, hogy az ABC haromszogink Kiepert-
hiperbolajanak kdzéppontja a haromszdg Steiner-ellipszisének és Feuerbach-korének valame-
lyik kozos pontja. A négy kozos pont kdzul hdrom az ABC haromszdg valamely

oldalfelezépontja.

Lassuk, hogy a hiperbola kozéppontja miért nem eshet egybe egyik oldalfelez6 ponttal sem.
Tegyik fel, hogy a Kiepert-hiperbola kdzéppontja a haromszog egyik oldalfelezd pontja. Ek-
kor tekintsik azt a félegyenest, ami ebb6l a pontbdl indul és athalad a haromszég vele szem-
kozti csicsan. Ez a félegyenes athalad a haromszog sulypontjan és egyik csucsan, azaz a
Kiepert-hiperbola két pontjan. Ismeretes, hogy (tetszleges) hiperbola esetén a kdzEéppontbdl
huzott tetszbleges felegyenes a hiperbolat legfeljebb egy pontban metszi. A Kiepert-hiperbola
kozéppontja tehat nem eshet egybe egyik oldalfelez6 ponttal sem. Ezzel viszont azt is meg-
kaptuk, hogy a Kiepert-hiperbola kézéppontja a Feuerbach-kor és a belsé Steiner-ellipszis

negyedik metszéspontja, azaz a belsé Steiner-pont lesz. m
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