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The only angle to approach a problem from is the try-angle.

A problémak latoszége a probalom-szog.

Anonymus

Do... Or do not. There is no try.

Tenni vagy nem tenni, nem probalom.

Yoda!

! Extragalaktikus szuperhds [25]
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Eloszo

Teriink egyszeriibb elemeit vagy testek egyszerlsitett vazat gyakran sikok és
egyenesek segitségével vizsgaljuk, hiszen igy is kelléen hii képet alkothatunk magukrol a
testekrél. Még e kényelem folytan is talalkozunk szamos — eddig ismeretlen jelenséggel,

melyek vizsgalata gyakran 1j, kevésbé altalanos szabalyossagokat eredményez.

Idézziik fel, milyen csodalat Gvezhette a legegyszeriibb sikidomokat a gorog
filozo6fusok kozt: minél inkdbb kiilonbozének tiintek ezek a haromszogek, annal
szabalyosabb lett az Oket koriilvevé szabalyhalmaz. Szamtalan nézOpont megannyi
eredményt adott ugyanarra, legyen sz6 a haromszog teriiletérol, szogei €s oldalai kozott levo
Osszefliggésekrol, a magassagvonalak kozds metszéspontjardl vagy éppen arrdl, mas

sokszogek hogyan bonthatok fel haromszogekre.

Szakdolgozatom f6 célja a haromszogekre kozosen jellemz6 ismert specialis pontok
bemutatdsa ¢és ismeretlenek keresése. Elhelyezkedésiik kvantifikdlasdra egy hatékony
rendszerezést ad a baricentrikus koordinata-rendszer, melyben tavolsagok helyett aranyok
mérdszamai azonositjak ezeket a pontokat és a haromszog sikjanak egyeneseit. Adott pontok
efféle ardnyszamainak vizsgalatakor szamos pont kiemelkedik a tobbi koziil, mint példaul
az, melyben ezek az aranyok azonosak; ahol az egyik a masik kettd dsszegével egyenld, vagy
éppen mind a haromszdg oldalhosszainak segitségével egyszerlien kifejezhetd.
Természetesen van néhany pont, melyek mar a kozépiskolai tanulmanyok soran is
kihagyhatatlanul fontosak, ugyanakkor tovabbi 6sszefliggések vizsgalataval igazolast nyer e

pontok rendszerezésének szignifikanciaja is.

Koszonom Lakos Gyuldnak, témavezetdmnek, hogy el6adasaival, konzultacioival segitett
tuljutni a bizonytalansagi fazisokon; kelld informaciot adott, hogy felkeltse érdeklddésem a
téma irant és fel is dolgozhassam azt. Tovabbi koszonettel tartozom csalddomnak, akik
megértden fordultak hozzam a nehezebb pillanatokban is. Végiil szeretném kiemelni Clark

Kimberlinget, aki a témaban szerzett konyvében [13] rendszerezni kezdte a

crer



Tartalomjegyzék

Elészo -3-
Tartalomjegyzék -4-
1  Bevezetés -6-
1.1 A koordinata-rendszerekrdl Altalaban...........cccovveiiiiiiiiiic e -6-
1.2 A homogén koordinata-reNASZEIEK..........coeuriiiiiiiie et -7-
1.3 Abaricentrikus koordindta-rendszer ..o -8-
1.4 A trilineariSOKIOL .....ooviiiiiiiiiii -10 -
1.5  Altalanos pont bariCentriKAJa..........cceveeveereereereereeriesesesesessessseseseesssssssse s sseseeseeseesenss -11-
1.6  Egyenesek baricentrikus KOOTAINATAL.........ceerveeriiiiiiiiiiieee e -12 -
1.7  Tlleszkedési tulajdonSAZOK ........cocoveiiiieiiiieiiseie e e e -13-
2  Haromszogkozéppontok Kiértékeléséhez sziikséges tételek -14-
2.1  Osztoviszony, kettésviszony, harmonikus konjugalt ...........cccccvviiiiiiiiiicnic i -14 -
2.2 Konkurrencia baricentrikaval ..........cccooviiiiiiiieeince e -15-
2.3 SzOgekre vonatkozo Ceva-teel........cooiiiiiiiiiiiiiiiiiee et -16 -
2.4 1zotomikus KONJUZALL........cciiiiiiiiiie e e -18 -
2.5  1zogonalis KONJUGALL ........coiviiiiiiiiiiii e -19-
2.6 APOIONIOSZ-KOTOK . ....cviiieiiiiiiciiitiiee st -20 -
3 Haromszogkozéppontok -21-
3.1 A hiaromszogkozeppont fOZalma.........cocieiiiiiiiiiiii e -21-
3.2  X(1) — Beirhatd KOt KOZEPPONLIA .....eevviviiiieiiiciieiesieee e -22 -
3.3 X(2) = SULYPONLE 1ttt -24 -
3.4 X (3) — KOrilirt KOT KOZEPPONLIA .....veeiieiieiiie ettt - 26 -
3.5 X(4) — MagasSAZPONL. ....ccuiriieieitiiieeir sttt ettt n e -28 -
3.6 X(7) — GeIQONNE PONL.....iitiiitiiitiieiit ettt ettt st sb et e sb e sbe e saee s e -30 -
37 X(8) = NAGEl PONT.....eiiiiiicee e -32-
3.8  X(6) — Szimmedian pont (Lemoine vagy Grebe pont) ...........cccvereerreerieneieneeennnns -33-
3.9  X(15), X(16) - 1zodinamiKuS PONTOK ........cccerveiriiiiiiniisie e -34-
310 AZ BUIBI-BOYENES ...ttt sttt st sreer e et -36 -
311 A NGGEI-EOYENES ...t -37 -
4 Kisérletek ij pont felfedezésére -38-
4.1  Képletes KOZEPPOMLOK ......ceviiriieieiiiiieceieee e -39 -
4.2 KONUGAILAK KETE@SESE. .. .eiueeiiiriiiieiiiitieie sttt ettt -40 -
4.3  Trial and error: X(177) — EIs6 fIKOTIVPONL .......ccvvivireiiriiciciceee s -41 -
5  Kitekintés - Kvadrifigurak -42-




6

Fiiggelék -43-
6.1  AlGPVELO tEEIEK. ...ueiiuriiiiiieeite et rs -43 -
6.2 A 3.10-ben szerepld H, O baricentrikak normaltjai............ccooererveieeieniininnienineneneee -44 -
6.3  El0zmény 6.4-hez €S 6.5-h0Z .......cccvviiiiiiiiicc -45 -
6.4  AZ 1.3.5-05 tétel DIZONYIASA ....voivirieeiiirieie e - 46 -
6.5  AZ 1.6.2-cs tétel DIZONYItASA ..ovveiviiiiiiiieiiie et -47 -
6.6 MENEIAOSZELE] ..o s - 48 -
6.7  CVAELEl ..ovoiiiciiii - 49 -
6.8 Az Apolloniosz-kor létezésének biZonyitasa .........cevvrvrieeiiieiie s -49 -
6.9 A 2.4.48s2.4.5-0s tételek DIZoNYItASa .....c.overvieiiiiiiiiiiiie e s -50 -
6.10 A 2.5.4¢s2.5.5-0s tételek DIZonYItaSa . ......cocveeeiririeiiininie e -51 -

Felhasznalt Irodalom -52-
7.1 ElSOAIeges fOITASOK: .......eiviiiieitiiiiii ittt -52 -
7.2 Egyéb hivatkOZASOK: ...cceiiviiiiiiiiiiie it -52 -



1 Bevezetés

1.1 A koordinata-rendszerekrol altalaban

Olyan esetekben, amikor kiilonboz0 testek, sikidomok geometriai sajatossagait szeretnénk
leirni, elényds egy olyan vonatkoztatdsi rendszert valasztanunk, melyben adatainkbol a
szamunkra sziikséges informaciét nyerhetjik ki. Ezek a rendszerek altalaban az
elhelyezkedést leird rendezett szamtobbesbdl allnak, melyek koziil gyakran egy pontot, mint

viszonyitasi pontot (origd) emelhetiink ki.

Bér maga a ponthalmaz dimenzioja is felosztja a kiilonb6z6 rendszereket, csoportosithatjuk

6ket a koordinatak mértéke és jellemzdi szerint. Eszerint megkiilonboztethetiink:

- Affin koordindta-rendszereket, melyekben a koordinatakat egy viszonyitasi
ponttol vald vektortavolsagként értelmezziik. Kiemelkedden fontos a Descartes-
féle koordinata-rendszer uigy kettd, mint harom dimenzids esetben;

- Polaris koordindta-rendszereket, ahol az origotol valod tavolsagon kiviil szogek
segitségével adhatjuk meg adott pont koordinatait (pl.: henger koordinata-
rendszer, gombi koordinata-rendszer);

- Homogén koordinata-rendszereket, ahol a koordinatdk inkabb arany- illetve
viszonyszamok, mintsem tényleges méretek;

- Tovabbi, specialis koordinata-rendszereket, melyek bizonyos feliiletek vagy mas
térbeli elemek vizsgalatara szolgalnak, mint példaul a foldrajzi vagy csillagaszati

koordinatak.



1.2 A homogén koordinata-rendszerek

Habar Desargues mar a 17. szazadban ir
parhuzamos egyenesek végtelen tavoli kozos
pontjar6l ¢és Jean-Victor Poncelet 1822-ben
publikélta a projektiv geometria megalapozasaként
szolgalo  Ertekezés az  alakzatok — projektiv
tulajdonsagairol [1] c. mlvét, elséként August
Ferdinand Mdbius ¢és Julius Pliicker 1827/28-as
tudomanyos munkaiban [2], [3] talalunk példat

olyan koordinata-rendszerekre, melyek

1.1. abra - A sik projektiv értelmezései

segitségével a végtelen tavol levo pontokat is véges

szdmok kombinacidjaval abrazolhatjuk.

Pliicker homogén koordinatai [4] lehetévé tették Poncelet paradoxonjanak [9] feloldasat,
mely f6 problémakdre az egymast metszd egyenesek ,, parhuzamositasa’ kdzben ,, eltiiné”
metszéspont helyzetének meghatarozasa volt. A projektiv geometria szintetikus bevezetése
soran Poncelet emlitést tesz arrdl, hogy a parhuzamos egyeneseknek van metszéspontja s azt
1s tudjuk, hogy ez a pont a végtelenben van, mégsem azonosithatjuk mindegyiket egy, ,,a
végtelen pont ’-ként, hiszen akkor a metsz6 egyenesek kozos pontja is lenne, ami az alapvetd
geometriai elképzelések ujragondolasat tenné sziikségessé. Ahogy ma ismeretes, a projektiv
geometridban ezeket az ideélisnak tekintett, végtelenben levé pontokat a rajtuk atmend

egyenesek kozos iranyaval azonositjuk €s megjegyezziik, hogy két ellentétes iranya vektor

esetén az altaluk reprezentalt idedlis pontok egymassal azonosak [21].

A megoldast szolgaltatd koordinata-rendszer homogén elnevezése abbdl adodik, hogy ha
egy tetszéleges pont koordinatait ugyanazon nemnulla skalarral szorozzuk, az j koordinatak
ugyanazt a pontot adjak. Hasonléoan homogén koordinata-rendszer a késébbiekben

bemutatott baricentrikus és trilinearis koordinata-rendszer.

1.2.1 Definicio: A projektiv sik rendszereit értelmezhetjiik elemeinek ekvivalencia-
osztalyaival. R® egy nemnulla elemére jelolje (x1, V1, 21)~(Xz, Y2, Z2), hogy létezik egy A #
0, hogy (x1,y1,21) = (Axy, Ay, Azy). Ekkor a fenti ~ egy ekvivalencia reldcio és a projektiv
sik az R3\{0} ekvivalencia osztdlyai. Ha (x,y, z) eqy p osztdly eleme, akkor ezek p homogén

koordinatai.



1.3 A baricentrikus koordinata-rendszer

A sik pontjainak efféle jellemzését August o
Ferdinand MGdbius munkdjaként tartjuk
szamon; az 1827-ben megjelent Der
barycentrische Calcul [2] c. mivében,
ahol a rendszer bevezetésével egyben a

kettdsviszony fogalmarol is olvashatunk. =t

1.2. 4bra - A baricentrikus koordinata-rendszer

1.3.1 Definicio: Legyenek x4, x5, x5 €Qy nem elfajuloé haromszég csucsainak koordindtdi a

t1x1+tax+t3x3

pETSTI— ahol t; +t, +t; # 0,

sitkban. Ha a sik eqy P pontjara teljesiil, hogy P =

azaz P az A,B,C csucsok ty,t,, ty sulyokkal képzett sulypontja, akkor P baricentrikus
koordinatai (ty: ty: t3)v. A csucsok koordinatadi ekkor

x; = (1:0:0)p, x5 = (0: 1:0)p, x5 = (0: 0: 1),.

Mint lathatd, egy pont efféle baricentrikus koordinatdi homogének. Ahhoz, hogy adott
ponthoz pontosan egy rendezett szamtobbes tartozzon, bevezetjiik a normalt baricentrikus
koordinatdkat a ) t; = 1 megszoritassal. A kiilonboz6 koordinatdk megkiilonboztetése
érdekében jelolje (ty,t,,t3), egy pont normalt baricentrikus koordinatait és (ty:t,:t3)p

ugyanazon pont altalanos baricentrikus koordinatait [12].

1.3.2 Megjegyzés: Amennyiben csak nemnegativ sulyokat engediink meg, az igy leirhato
pontok halmaza a haromszog konvex burka, vagyis oldalai és az oldalakkal kozrefogott

terilet.

A projektiv sik hagyomanyos koordinata-rendszerére gondolhatunk, mint az i, j, k egymasra
merdleges egységvektorokbol, bazisvektorokként és egy - nem a sikon elhelyezkedd -
megvalasztott viszonyitasi pontbdl allo6 vonatkoztatdsi rendszerre. A vizsgalt sik
azonosithatd példaul a z = 1 egyenlettel megadott sikkal, mig az origp azx =y =z =10
pont. A sik pontjait ekkor (x:y:1) = (i—::i—z: 1) alakban irhatjuk fel, mig idealis pontrol
akkor beszéliink, ha az utolsé koordinata 0. A most bevezetett koordinata-rendszerben az
idedlis pontok értelmezéséhez a 0 koordinatadsszeg megengedése sziikséges. Az igy el6allo
(ty:ty:t3), pontok, ahol t; +t,+t3 =0 az idealis pontok, s6t ekkor ez a

koordinatahdrmas egyben a t;x; + t,x, + t3x3 eltoldsvektort is reprezentalja.

_8-



Utobbi megallapitas megértéséhez tekintsik a P = (py,02,P3)p ¢s Q = (91,92, 93)p
normalt baricentrikus koordinatdkkal adott pontokat ¢€s keressiik azt a vektort, mely P-t

Q-ba viszi. Ez nyilvan a PQ = (91 — P1,92 — P2, 93 — P3)p, hiszen P + PQ = 0.

1.3.3 Eszrevétel: Minthogy Y. p; = Y. q; = 1, a vektorok koordinatadsszegére 0 adodik.

1.3.4 Kovetkezmény: Egyrészt A = (1,0,0),, tovabba B = (0,1,0),, igy
AB = (—1,1,0),.

Késobbi fejezetekben lathatjuk, hogy egyenesek merdlegességét ellendrizhetjiik az dket
reprezentald vektorok segitségével, most viszont megmutatjuk, hogy egy vektor hosszat is

konnyen szamithatjuk ezekbdl a koordindtakbol.

1.3.5 Tétel’: A ﬁj = (x,y, z)p, vektor hosszdra

—2

|PQ|” = —a?yz — b%xz — c?xy,
ahol a, b, ¢ az alaphdromszog megfelel6 oldalainak hossza.

(Ez a specialis kvadratikus alak tehat megadja a koordindta-rendszeriinkben az euklideszi

metrikat.)

1.3.6 Kovetkezmény: Az AB = (—1,1,0),, vektor hossza c, hiszen

|E|2=—a2-0—b2-0—cz-(—1)=cz.

1.3.7 Kiegészités: Ha a csucsokban elhelyezett sulyok helyett a haromszog harom részre
bontasakor 1étrejové kisebb haromszogek (APBC,APCA,APAB) teriileteinek euklideszi
mértékét tekintjiik és jeloljik oy, gy, o, alakban, — 6sszegiik, az AABC haromszog teriilete
pedig legyen o, - akkor a (g, 0, 0.) szamharmast a P pont AABC haromszogre vonatkozo
arealis koordinatainak nevezzik. A a,, 03, 0. értékek pozitivak, ha az altaluk reprezentalt
haromszogek iranyitasa az AABC haromszoggel megegyezd és negativ ellenkezd esetben.
Amennyiben a haromszog teriilet 0 = 1 egység, egy pont arealis (vagy teriileti) koordinatai

megegyeznek annak normalt baricentrikus koordinataival [19].

Tovabbi kényelmi elnevezésként bevezetem a baricentrika kifejezést, mely a sik egy
pontjanak altalanos baricentrikus koordinatait jelenti, valamint az A, B, C az alapharomszog

csucsait, a, b, ¢ a megfeleld oldalak hosszat, a, 8,y pedig a haromszog belsé szogeit jeloli.

2 A tétel bizonyitésa és a sziikséges el6zmények megtalalhatoak a fiiggelékben.



1.4 A trilinearisokrol

A baricentrikus koordindta-rendszer mellett gyakran hasznalunk egy mdsik — hasonloan
homogenizalhatd — koordinata-rendszert, melyet trilinearis koordindta-rendszernek
neveziink. Bevezetése Pliicker 1830-as miivétél [4] datalhato. Mig a baricentrikus
koordinatak esetében egy pontnal tulajdonképpen azt vizsgaltuk, hogy az alapharomszog
csucsaiban milyen sulyokkal egyensulyozhatjuk ki a haromszoget, a trilinearis

koordinataknal e stlyokat az oldalegyeneseken értelmezziik homogén eloszlasban.

Miként a baricentrikus koordinatak euklideszi
értelmezéséhez az arealis koordinatakon

keresztiil  jutottunk el, a trilinearis

koordinatakat is hasonléan definialhatjuk:

M,

1.3. 4bra - A trilinearis koordinata-rendszer

1.4.1 Definicio: Tekintsiik a P pont meroleges vetiileteit az AABC hdromszég oldalaira és
legyenek ezek rendre My, My, M.. A haromszég oldalai a sikot két-két részre bontjak. Adott
|PM, | tavolsag eldjelét aszerint hatdrozzuk meg, hogy a szoban forgo oldalegyenes melyik
felén talalhato, azaz abban az esetben, amikor a haromszéggel azonos oldalan szerepel,
legyen a tdavolsdag pozitiv, masik esetben negativ. Az ily modon eldallitott harom eldjeles
euklideszi mérték aranyat nevezziik valodi trilinedris koordinataknak. Ezzel a modszerrel a

stk minden pontjat egyértelmiien irhatjuk fel.

1.4.2 Eszrevétel: Konnyen lathato, hogy egy pont trilinearisa és baricentrikaja kozott
oldalszoros multiplikativitds figyelhetd meg, azaz ha egy pont trilinedris koordinatai
(x:y:2);, akkor baricentrikaja (ax:by:cz),. Az atalakitas nyilvan a masik iranyba is
megtehetd. Mivel a két koordinata-rendszer kozotti atvaltas meglehetdsen egyszerti, adott

pontok koordinatazasat érdemes csak az egyikben kiszdmolni, majd atvaltani a mésikba.

1.4.3 Megjegyzés: Természetesen a baricentrikus koordinata-rendszerhez hasonléan a
trilinedrisok is kiterjeszthetok a projektiv sikra, a kordbbinal bemutatott linearis
kombinacidhoz és kikotésekhez hasonlo eszkozokkel, de a terjedelemre vald tekintettel

szakdolgozatomban erre mélyebben nem térek ki.

-10 -



1.5 Altaldnos pont baricentrikaja

Vizsgaljuk meg, miként irhat6 fel egy tetszoleges P pont a csucsok vektorainak segitségével.
Legyenek az A, B, C csucsokba mutatd vektorok rendre @, b, ¢ és fejezziik ki a csticsokbol
P-re allitott transzverzalisok oldalakkal valdé metszéspontjait (rendre Py, Pg, P;), tovabba

jeloljiik tq, t,, ts-mal a P két-két csucsparral alkotott haromszogeinek teriiletét. Mivel

T(ABP) _ ts _ T(ABP4) R
T(CAP) ~ t, T(CAPL)'

ezért a BC oldalt a P, metszéspont szintén

§—3 aranyban osztja fel. Ebbdl adodoan egy
2

csticesal szemkdzti metszéspont

koordinatai felirhatdak példaul

tyb + t3
A7ttty

1.4. dbra - Egy pont baricentrikaja

alakban. Miutan ismerjiik az A cstcs és a P, metszéspontok koordinatait, P kifejezéséhez az
AP, PP, szakaszok aranyara van sziikségilink. Errdl tudjuk, hogy azonos a ACAP, haromszog

CP transzverzalisdval vald felbontdsakor keletkezd két kisebb haromszog teriiletének

. CP _ T(CAP) _ ; — ta

aranyaval, azaz oh = TCPPY) Node, T(ACAP) = t,, mig T(ACPPy) =t Py a ABCP

haromszogben megallapitott 5Pa arannyal egybekotott LBPAP) aranyossag szerint. A
PAC T(PaCP)

kifejezést atrendezve tetszOleges P pont tavolsaga A-t6l illetve P4-tol tthts aranyban fekszik.
1

15.1 Kovetkezmény:

t,4 + tyh + t3
ty+t,+t;3

p=

1.5.2 Eszrevétel: Az AABC BP és CP szakaszokkal vald felbontasat tekintve azonnal

adodik, hogy ABCP arénya a fennmaradé részhez tthts = :TP.
1 A

1.5.3 Megjegyzés: A fent leirt vizsgalat nem tér Ki kiilsé P pont esetére, de konnyen
meggondolhatd, hogy ilyenkor a kis haromszdgek teriiletét negativ eldjellel véve e pontok

koordinatai diszjunktak a belsd- és hatarpontok koordinataitol [11].
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1.6 Egyenesek baricentrikus koordinatai

A pontok abrazolasaval hasonlé modon jellemezhetjiik a sik egyeneseit is baricentrikus
koordinatakkal. A hagyomanyos projektiv koordinata-rendszerben (i, j, k bazisvektorok)
egy (x;:x,:x3) pont pontosan akkor illeszkedik az (a,: a,: as)’ egyenesre, ha a;x; +
a,x, + azx; = 0, tehat (a;: a,: az)’ kijelol egy linearis 2-alteret R3-ban. A baricentrikus
koordinata-rendszerben hasonléan azt mondjuk, hogy egy (t;:t,:t3), pont akkor
illeszkedik az (aq: a,: az);, egyenesre, ha a;t; + a,t, + ast; = 0, tehat megjegyezzik: a

pont és egyenes illeszkedése ekvivalens jelzovektoraik skalarszorzatdnak nullitasaval.

Mig korabban az (1: 0: 0)', (0: 1: 0)" és (0: 0: 1)’ rendre a sik két koordinata-tengelyét (x, y)
¢és az idealis egyenest adta meg, most ezek a haromszog a, b és ¢ oldalainak egyeneseit
reprezentaljak. Ennek ellendrzésére tekintsiik példaul az A = (1: 0: 0), és B = (0:1: 0),
csucsok illeszkedését a ¢ oldalt reprezentalo (0:0: 1), egyenesre. Konnyen lathatd, hogy a
csucsok vektorainak skalarszorzata az oldallal mindkét esetben 0, igy (0:0: 1), nem lehet

mas, mint az A, B cstcsok altal kijelolt egyenes, azaz a ¢ oldal.

1.6.1 Kiegészités: A ¢ = (0:0: 1), oldal egyenese felirhaté x; = 0 egyenlet formajaban,

hiszen pontosan az ezt teljesité (x;: x,: 0); pontok illeszkednek ra.

Az egyenesek kozotti 0sszefiiggések koziil kiemelkedik az a vizsgalat, hogy két egyenes

egymasra merdleges-e. Ennek ellendrzésére hasznéalhatjuk az egyenesek iranyvektorait.
1.6.2 Tétel’: Legyenek PQ = (x1,y1,21)p és MN = (x5, V5, 2,)p, €kkor

ﬁ L MN & a? (12, + 21V5) + b%(zyx, + x125) + c2(x1y, + x,,) = 0.

1.6.3 Megjegyzés: Az egyenlet rovid tanulmanyozasabodl arra kovetkeztethetiink, hogy
vektorok merdlegességére akkor is fenndll a fenti ekvivalencia, ha ezek nem

egységhosszuak, hanem ,,csak iranyok”, hiszen az egyenlet bal oldalan minden tényez6 a két
vektor egyes koordinatainak szorzataként all eld, melyekbdl — ha ﬁ = X1, Y1, Z1)p €S

MN = U(X2,V2,Z2)p — @ Au konstans kiemelhetd.

3 A tétel bizonyitésa és a sziikséges el6zmények megtalalhatoak a fiiggelékben.
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1.7 Illeszkedési tulajdonsagok

Ebben a rovid fejezetben pontok és egyenesek egymasra valo illeszkedésérol teszek néhany

megallapitast a teljesség igénye nélkiil.

171 Tétel: A projektiv sik idedlis egyenesének baricentrikus koordinatai
(a:a:a), = (1:1:1),,.
Bizonyitas: A két koordinatahdrmas egyenlésége a rendszer homogenitasabol
kovetkezik. Vizsgaljuk meg, hogy egy (t;:t,:t3) pont mikor illeszkedik erre az

egyenesre. A skalarszorzat definici6ja alapjan pontosan akkor, ha t; + ¢, +t; = 0,
mely egyenletet pontosan az idealis pontok baricentrikai elégitik ki.

1.7.2 Megjegyzés: Amennyiben a koordinatdzast az affin sik elemeire szeretnénk
korlatozni, a sziikséges kikotés az, hogy az egyenes koordinatai nem lehetnek mindharman

azonosak.

1.7.3 Tétel: Az [x], = (x1:x2:%3)p s [V]p = V1:Y2:V3)p egymastol kiilonbozd

pontokra illeszkedd egyenes [x X y]},.

Bizonyitas: [x];, illeszkedik [x X y],-re, mivel x (x Xy) = -y (x Xxx) =0 és
analdg modon [y],, is illeszkedik [x X y];,-re, mivel y (x X y) = x (y X y) = 0.

1.74 Tétel: Az [u], = (uyiuziuz)yés [v], = (v1:v,:v3), egyenesek  kozos

metszéspontja [u X v]p.
Bizonyitas: 1.7.3-mal analog modon.

175 Tétel: Az [x|p, [y]p (2], pdronként kiilonbozé pontok akkor és csak akkor
illeszkednek egy egyenesre, ha xyz = 0.

Bizonyitas: Az [x]p, [y], pontokra illeszked6 egyenes [x X y],, melyre [z],
illeszkedik, haz(x X y) =0 = (x X y)z.

1.7.6 Tétel: Az [u],, [v],, [w], egyenesek akkor és csak akkor tartoznak egy sugdrsorhoz,

ha uvw = 0.

Bizonyitas: 1.7.5-tel analog modon.

- 13-



2  Haromszogkozéppontok kiértékeléséhez sziikséges tételek

2.1  Osztoviszony, kettosviszony, harmonikus konjugalt

Adott haromszogkozéppontok vizsgalatakor, illetve egymassal vald Osszevetésiik esetén
szamos szabalyossagot allapithatunk meg bizonyos tavolsagok ardnyanak ismeretében, ezért

eldszor definidlunk néhany szilikséges fogalmat a tovabbi tételek kimondasahoz.

2.1.1 Definicié: Egy egyeneshez tartozoé A, B, C pontok osztoviszonya (ABC) = ?—;, ahol

AC és CB a két-két pont eldjeles tavolsiga, azaz AC = |AC| és CB = |CB].

2.1.2 Megjegyzés: A baricentrikus koordinata-rendszer homogenitasabol kdvetkezden
altalaban szakaszoknak nem konkrét tavolsagat szamoljuk, hanem csak ezek aranyat
kvantifikéaljuk, ezért kivaltképp praktikus, ha tételeket is ezek segitségével tudunk

kimondani

2.1.3 Definicio: Egy egyenesre illeszkedo A, B, C, D pontok kettosviszonya

(ABC)

2.1.4 Definicio: Gyakori eset, hogy (ABCD) = —1. Ekkor azt mondjuk, hogy 4,B,C,D

harmonikus pontnégyes, illetve C a D pont harmonikus konjugadltia az A, B pontokra nézve.

2.1.5 Megjegyzés: llyenkor nyilvan (ABC) = —(ABD), tovabba C az AB szakaszon beliil
helyezkedik el, mig D ezen kiviil.

2.1.6 Megjegyzés: Amennyiben a harmonikus konjugaltat az (ABC) = —(ABD)
egyenldséggel definialjuk, értelmezhetd példaul az (ABB) = 0 = —(ABB) eset is.

2.1.7 Kiegészités: EQy D idealis pont esetén alkalmazhat6 az (ABD) = —1 konvencio,
valamint gondoljuk meg, hogy az AB szakasz C felez6pontjara (ABC) = 1, tehat egy

szakasz felezOpontjanak harmonikus konjugaltja éppen az egyenes idealis pontja.

2.1.8 Megjegyzés: Az eddig tett megallapitasokbol kovetkeztethetiink arra, hogy a
harmonikus konjugacié tulajdonképpen az inverzviszony egydimenzids esete, ahol az AB

szakaszra, mint a gomb atmérdjére tekintlink.
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2.2 Konkurrencia baricentrikaval

A haromszogkozéppontok 1étezésének bizonyitasara jellemz6, hogy a baricentrikus
koordinatak ismerete nélkiil, pusztan az oldalakat kettévalasztd pontokkal — illetve e
felbontasok aranyaval — allapitjuk meg, hogy valdban egy ponton atmend transzverzalisok
metszéspontjai. Ennek ellendrzésére kézenfekvd lehetdséget biztosit a sikgeometridban
Ceva tételeként ismert 6sszefliggés, mely szinte adodik a baricentrikus koordinata-rendszer

definiciojabol.

2.2.1 Tétel: Sziikséges és elégséges feltétel ahhoz, hogy az APy, BPg, C P, — egymdssal nem

parhuzamos - egyenesek egy pontban messék egymdast az, hogy
(ABP:)(BCPy)(CAPg) = 1, tehat
AP; BPy CPp

P.B P,C PzA

ahol az A, B, C, P4, Pg, P¢ paronként kiilonbozd pontok.

Bizonyitas*: Tekintsiink vissza arra az sszefiiggésre, hogy a P,, Pg, P, pontok az
oldalakat a mésik két oldalhoz tartoz6 haromszogek teriiletének (vagy a csucsokban
elhelyezett sulyok) aranyaban osztjak fel és ez alapjan irjuk 4t az egyenletet:

Gondoljuk meg tovabba, hogy tetszdleges t, t,, t3 harmas a baricentrikus koordinata-
rendszer definici6jabol kovetkezOen egyértelmiien meghatirozza a sik egy adott
pontjat, melyen keresztiil a csicsokbol pontosan egy-egy egyenes megy at, igy a
Py, Pg, P; pontok is egyértelmiiek.

2.2.2 Kiegészités: A 2.1.7-ben tett konvencid alapjan D idealis pont esetén (ABD) = —1,
igy a tétel kiterjeszthetd olyan esetekre is, ahol két egyenes parhuzamos egymassal, igy

kapva a Ceva-tétel altalanos alakjat, mely tetszéleges egyenesek sugarsorhoz vald

tartozdsahoz ad konnyen ellendrizhetd feltételt.

2.2.3 Megjegyzés: Hasonloan értelmezhetnénk az (ABB) = 0 esetet is, de erre a Ceva-

tételt nem mondjuk ki.

2.2.4 Definicio: Amennyiben t6bb egyenes egy pontban metszi egymast, azt mondjuk, hogy
ezek az egyenesek konkurrensek.

4 A szokasos bizonyitas és a Menelaosz-tétel megtalalhato a fiiggelékben.
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2.3 Szogekre vonatkozé Ceva-tétel

Az oldalakra felirt Ceva-tétel alkalmazhatosagan felbuzdulva mas Osszefiiggéseket is
talalhatunk. Némiképp kézenfekvonek tlinik az a kovetkeztetés, hogy ha az egyenesek k6zos
pontjanak létezését jellemezni tudjuk az oldalakat metszé pontok elhelyezkedésével, talan
az oldalak kozti szogek felbontasai is hasonl6 eredményt indukalnak. Az erre vonatkozé tétel
kimondésadhoz azonban definidlnunk kell harom egyenes osztdviszonyat, amihez tovabba
sziikséglink van a szogek iranyitasdnak értelmezésére is. E témakor tanulmanyozésdhoz
segitségiil szolgalt Verhoczki Laszld jegyzete [18], ahol a definiciok altalanos alakjai

szerepelnek, melyek az aldbbiakban szerepld konkrét esetekbdl altalanosithatdak.

2.3.1 Definicio: Egy iranyitassal rendelkezé sikon a haromszég szokasos jeloléseivel a b
és a oldalak dltal bezart iranyitott y szog eldjele pozitiv, ha a b oldalt reprezentalé CA
iranyitott félegyenest megfeleld iranyu, y szogii forgatas az a oldalt reprezentalo CB
irdnyitott félegyenesbe Viszi. A tovabbiakban hasonloan értelmezziik két tetszéleges egyenes
iranyitott szoget. (A sik iranyitasa a metszéspont koriili forgas iranyat is kijel6li; a 'y szoget

a (—m, ) intervallumon értelmezziik, igy az elfajulo eseteket nem vizsgaljuk.)

2.3.2 Definicio: Egy sugadrsorhoz

tartozo harom egyenes osztoviszonya

(abe,) sinac, &
abc;) = ———.
! sinc b
23.3 Tétel: Az  osztoviszonyra

(abe) sinac;¥ y b
abc,)) =——= =-—,
1 sincih¥  x a

ahol x és y a c oldal ¢, egyenessel valo

2.1. abra - Egyenesek osztdviszonya

felbontasa.

Bizonyitas: Jelolje ac;& és c;b<& iranyitott szogeket m —pB',m—a' és a c;c
metszéspontban talalhato belso kiegészitd szogeket ¢ és & az dbran lathaté modon. A
szinusztétel kétszeri felirasabol sin ' = %sin @ ¢és sina’ = %sin &. Mivel sing =

. . sing b , . . ,, , .
siné&, igy % = % = Ezen szogek szinuszai pedig egyenldk a tételben szereplokkel.
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2.3.4 Megjegyzés: Mivel (BAC;) = %, az oldalakra vonatkoz6 osztoviszonyra

1 b
(ABC,) a’

b
(abcy) = (BAC1)E =

ezért az osztoviszonyok szorzatara a kovetkezo adodik:

1

(abcy)(bcay)(cab,) = (ABC)(BCAL) (CABD)'

235 Tétel: Az a;, by, cq csucsokon datmend egyenesek egy ponton mennek at vagy

parhuzamosak akkor és csak akkor, ha (abc;)(bca;)(cab;) = 1.

Bizonyitas: Az oldalakra felirt Ceva-tételben szerepld szorzat reciproka pontosan
ugyanakkor 1, amikor maga a szorzat is, arrol viszont mar tudjuk, hogy ekvivalens az
egyenesek konkurrenciajaval.

2.3.6 Megjegyzés: Az egybevago6 egyenesek esetét itt sem diszkutaljuk.

2.3.7 Definicio: Amennyiben harom pont egy egyenesen helyezkedik el, azt mondjuk, hogy

ezek a pontok kollinearisak.
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2.4  lIzotomikus konjugalt

2.2. abra — Izotomikus konjugalt

2.4.1 Definicié: Egy P pont izotomikus konjugaltia az AABC haromszogre tekintettel P',
mely az AP,BP,CP szakaszok oldalakkal valé metszéspontjanak (P,, Py, P,) oldalfelezé

pontra vett tiikorképébdl (P,, Py, Py formdlt, AP,, BPy, CP. szakaszok kozds metszéspontja.

2.4.2 Tétel: A definicioban AP,, BP},, CP, szakaszok egy pontban metszik egymdst.

Bizonyitas: Az AC oldalon a P, pont (ACPy,) osztoviszonyt hataroz meg. Ugyanigy
adodik (BAPR,) és (CBP,), valamint ezekre igaz, hogy (ACP,)(BAP.)(CBP,) =1, a
Ceva-tétel miatt. A konjugacio soran keletkez6 (ACP,) osztoviszony (ACP,)
reciproka; a masik két oldalon szerepld osztdviszonyokra analdg allitas érvényes, tehat

1
(ACPp)(BAP,)(CBPg)

(ACP,)(BAP))(CBR,) =

2.4.3 Megjegyzés: A definiciobdl kovetkezik, hogy az izotomikus konjugécio két egymas
utani elvégzése az eredeti pontot adja, vagyis involicid, tovabba a haromszdg belsé pontjait
belsé pontokba viszi. Kiils6 pont esetén a konjugélt lehet idealis pont is, de a bizonyitasban
felhasznalt Ceva-tétel kordbban emlitett kiterjesztésével ez feloldhato.

a?a b2B c?y

24.4 TételP: Ha P = (a: f:y);, akkor izotomikus konjugdltia Pigor = (L:L:L) :
t

245 Tétel>: Ha P = (t;:ty: t3),, akkor izotomikus konjugdltia Pigor = (titltl) .
1 t2 3/

5 A tételek bizonyitasa megtalalhaté a fiiggelékben.
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2.5 Izogonilis konjugalt

2.3. abra - Izogonalis konjugalt

2.5.1 Definicié: EQy P pont izogondlis konjugdltia az AABC hdromszogre tekintettel P',
ha az AP,BP,CP szakaszok azonos csucsbol kiindulo szogfelez6 egyenesekre vett

tiikorképiik (AP', BP', CP') metszéspontja.

2.5.2 Tétel: A konjugdcio sordn kapott AP', BP', CP' szakaszok konkurrensek.

Bizonyitas: Tekintsiik a B csucson athaladd6 BA, BC,BP iranyitott szakaszoknak
megfeleltetett egyenesek (cab;) osztoviszonyat. A harom cstcsbol felirt
osztoviszonyokra a szogekre vonatkozo Ceva-tétel miatt (cab,)(bca,)(abcy) = 1. A
konjugacio elvégzésekor a (cabj) osztoviszony (cab,) reciproka, hiszen a
szogfelezore valo tiikrozés tulajdonképpen megceseréli egymassal a szakaszok kozti
két szoget. Node, ekkor

(cabi)(bcas)(abey) = 1

(caby)(beay)(abey)

2.5.3 Megjegyzés: 2.4.3-hoz hasonléan ez a konjugacid is involucio, belsd pontokat
belsokbe visz és az idedlis pontok eseteinek problémdja a szogekre vonatkozo Ceva-tétel

elfajuld esetekre vald kiterjesztésével feloldhato.

25.4 Tétel’: Ha P = (a: f:v);, akkor izogondlis konjugaltia Pisoq = G%%) .
t

2 2 2
255 Tétel’: Ha P = (ty: ty: t3),, akkor izogondlis konjugdltia Pigoq = (Ctl—l;—i—) .
1 t2 t3/y

6 A tételek bizonyitasa megtalalhaté a fiiggelékben.

-19 -



2.6  Apolloniosz-korok

Az alabb definialt korokre sziikségiink lesz a kovetkezo fejezetben targyalt X (15) és X (16)
pontok értelmezéséhez €s egyben e korok kozos metszéspontjairdl is kimondunk allitasokat,

most viszont csak e kordk alapvetd tulajdonsagaival ismerkediink.

2.4. dbra - Apolloniosz-kor
2.6.1 Definicié’: Az Apolloniosz-kor olyan pontok halmaza, melyek tavolsiga két adott
ponttél azonos aranyi, azaz Kory,:= {P | BP:CP = m:n}, ahol B, C az adott pontok és
m: n e pontoktdl vett tavolsdagok aranya. Abban az esetben, ha m = n az ApollénioSz-kér az

A, B pontok dltal meghatdrozott felezémerdlegessé fajul.

2.6.2 Kiegészités: Az Apolloniosz-kdr specialis esetei, amikor egy AABC haromszog

esetén két-két csucstol mérjiik a tavolsagokat az egyik oldalon és ezek ardnyat a masik két

oldal aranya szerint vessziik. Ekkor a haromszog Apolloniosz-kdreirdl beszéliink.
Szerkesztés: Tekintsik az A ponton atmend Apolloniosz-kort. E kor BC
oldalegyenesre illeszkedd egyik pontja a BC Sszakaszt % aranyban osztja, igy az A

cstcsban vett bels6 szogfelezo altal kimetszett pont (N;). A BC szakaszt az N; ponthoz
kozelebbi csucs irdnyaban meghosszabbitva, majd az A csucsban vett kiils
szogfelez6t megszerkesztve adodik az N, pont. N; N, szakaszra, mint atmérére kort
rajzolva lathaté, hogy a koron rajta van az A pont. Hasonld eljarassal
megszerkeszthetjiik a B és C csucsokon athaladé Apolloniosz-koroket is.

2.6.3 Megjegyzés: AB = AC esetén az A csucshoz vett Apolloniosz-kort a szogfelezd

egyenesként azonositjuk, mely ilyenkor egyben az a oldal felezomerdlegese.

7 Az allitast, mely szerint a definiciéban megadott P pontok valéban kort alkotnak, a fiiggelékben bizonyitom.
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3 Haromszogkozéppontok

Ebben a fejezetben definidllom a haromszogkozéppont fogalmat és a kozépiskolai
tanulmanyok soran is megkeriilhetetlen pontok mellett tovabbiakat mutatok be. Mig
elébbieknél az a hangstlyos, hogy e pontok ismertetése, 1étezésiik elemi bizonyitasa Sokszor
hosszabb és koriilményesebb, mint a szakdolgozatban bevezetett koordinata-rendszerek
hasznalata esetén, késébbieknél inkabb tulajdonsagaikat, egymas kozti osszefliggéseiket

targyalom részletesebben.

3.1 A hiromsziégkozéppont fogalma

Habér e pontok univerzalis értelmezéséhez szamos szemléletmadd alapjan eljuthatunk, igy
kiilonb6z6 definiciokat adhatunk, Kimberling rendszerez6 munkajanak tiszteletéiil az altala

adott bevezetést [13] kovetem, mely a kovetkezd:

3.1.1 Definicio: Legyenek egy haromszog szogei (vagy oldalhosszai) adottak. EQy P pont
héromszégkozéppont,  ha  baricentrikajat  az  (f(a,B,v): g(a, B,v): h(a, B,7)) b
fiiggvényhdrmas adja meg ugy, hogy ezek egymas ciklikus rotdltjai, méghozzd a

kévetkezSképp:
g9(a.B.y) =f(B.y,@);
h(a,B,v) = f(v, . B);
fa,y.B) = f(a,B,v);

Tovabba, ha P felirasa (u(a, b,c):u(b,c,a):u(c,a, b))b alaku, akkor u homogén az a, b, c,

tekintetében. (A fent szereplo elso feltétel és a szinusztétel miatt ilyen U létezik.)

3.1.2 Megjegyzés: A haromszogkozéppontok efféle definicigjabol kdvetkezik, hogy egy
p pont baricentrikdjanak els6 koordinataja tulajdonképpen mindharom koordinatat megadja.
Mivel altaldban ezeket a kozéppontokat szogfliggvények és/vagy oldalak segitségével adjuk
meg, az els6 koordinatabdl a tobbit tigy irhatjuk fel, hogy az {a, b, c} és {«a, 3, Y} harmasokon

az elsé koordinataban szereploket rendre a kovetkezOkkel helyettesitjiik.
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3.2 X(1) — Beirhato kor kozéppontja

Mar idészamitasunk elott évszazadokkal sokan foglalkoztak a haromszogek kiilonbozé
tulajdonsagaival. Megfigyelték, hogy barhogy rajzolnak egy haromszoget és benne a
szogfelezd egyeneseket, utdbbiak mindig egy pontban metszik egymast. Ez a metszéspont
azonos tavolsagra van a haromszég mindegyik oldalatél, s minthogy a pont a haromszog
belsejében helyezkedik el, egyben a haromszégbe irhatdo kor kozéppontja kell legyen s

1étezése egyértelmii.

3.2.1 Tétel: Tetszoleges haromszog szogfelezoi

egy pontban metszik egymadist.

3.1. abra - A beirhato kor
Bizonyitas®: Legyen AABC az adott hAromszdg, melybe kort szeretnénk irni. Felezziik
meg az ABC<x, ACB<«x szogeket a BD, CD egyenesekkel és legyen ezek metszéspontja
D. Bocsassuk ebbdl a pontbol AB-re, BC-re, valamint CA-ra rendre a DE, DF,DG
merdlegeseket.
Mivel az ABD« megegyezik CBD<-gel, és a BED<« derékszog is egyenld a BFD<«
derékszoggel, igy AEBD és AFBD két olyan haromszog, melyben paronként egyenld

két-két szog és egy-egy oldal, a k6zos BD, amelyik az egyenld szogek egyikével
szemben fekszik; tehat a tobbi oldal is paronként egyenld; egyenlé tehat DE a DF -fel.
Ugyanigy DG is egyenlé DF-fel. E harom szakasz tehat, DE, DF és DG egymassal
egyenld.

A D kozéppontu kor tehat a tobbi ponton is 4t fog menni és érinti az AB, BC, CA
egyeneseket, mivel az E, F, G pontoknal levé szogek derékszogek. Ha ugyanis atszelné
Oket, akkor a kor atmérdjére a végpontjaban emelt merdleges a kordn beliil haladna;
errél viszont tudjuk, hogy lehetetlen; nem szeli tehat 4t a D kozépponti és a
DE,DF, DG tavolsagok egyikével rajzolt kor az AB, BC, CA egyeneseket; érinti tehat
Oket és az AABC-be beirt kor lesz.

Bizonyitas masképp: A belsé szogfelezé a szemkozti oldalt a két masik oldal
aranyaval azonos ardnyban osztja fel, igy a harom oldalra felirt osztoviszony
szorzatara adodik a konstans 1 megoldas, amibdl a Ceva-tétel miatt kovetkezik, hogy
a szOgfelezOk sugarsorhoz tartoznak a D metszésponttal, mint sulyponttal, s minthogy
ez a haromszognek mindig belsé pontja, a parhuzamossagi eseten kiviil esik.

8 Euklidész bizonyitdsa nyoman [6].
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Ahhoz, hogy e kor kézéppontjanak koordinatait meghatarozhassuk, tekintsiik a haromszog
oldalaitol vett tavolsdgokat és vizsgaljuk e hosszak aranyat. Konnyen lathat6, hogy a
beirhato kor esetében ezek a tavolsagok pontosan az r sugarral azonosak mindharom esetben,
tehat aranyuk (1: 1: 1), tovabba, ha meg kivanjuk &rizni a pontos tavolsagokat, azaz valddi
trilinearisokkal szeretnénk jellemezni a szoban forgd pontot, akkor ezt az (r:r:r);

szamharmas adja.

Mivel a kisebb haromszogek adott oldalahoz tartozd magassaga egységesen a beirhaté kor
sugara, adodik, hogy a teriiletek aranyai (a:b:c),. A szinusztétel alkalmazasaval pedig
meggy6zddhetiink arrdl, hogy ez az aranyossag azonos a (sin a: sin f: siny), arannyal. A

késobbiekben felhasznaljuk, ezért itt megjegyezziik, hogy e pont normalt baricentrikaja

nyilvan 2—15 (a:b:c)y

3.2.2 Kiegészités: Felvetodhet a kérdés, vajon mekkora a beirhaté kor sugara. Ezen r
hossz meghatarozasahoz irjuk fel eldbb a kis és a f6 haromszog teriiletének Gsszefliggését,
miszerint T(ABC) = T(AOB) + T(BOC) + T(COA). Mivel egy-egy kisharomszog
tertiletét az alap €s magassaganak szorzatabol szamolhatjuk, atrendezve az egyenletet és

kiemelve r-t eljutunk a 2T (ABC) = r(a + b + c) Osszefliggésig, melybol r-re adodik:

_ 2T(ABC) _T(ABC)
T a+b+c s

ahol s a félkertilet.

3.2.3 Megjegyzés: Mivel a szogfelezOket az dnmagukra valo tiikrozés helyben hagyja,

X (1) izogonalis konjugaltja 6nmaga.
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3.3  X(2) - Sulypont

A szogfelezOk kozos metszéspontjanak ismeretén felbuzdulva Euklidész €s elddei tovabb
vizsgédlodtak olyan pontok utdn kutatva, melyek szintén a csucsokbdl azonos moddon
meghatarozott egyenesek kdzos metszéspontjai. Felismerték, hogy a haromszog stilyvonalai

szintén egy pontban talalkoznak, a sulypontban.

3.3.1 Tétel: A haromszog sulyvonalai
egy pontban, a sulypontban metszik
egymdast, és ez a pont a sulyvonalakat

2:1 ardnyban osztja.

F

1

3.2. 4bra - A stl
Bizonyitas®: Vegyiik az AABC abra - A sulypont

haromszoget, ¢és tekintsiik az c oldallal parhuzamos kozépvonalat! Jelolje ennek
végpontjait F; és F,! EKkor az F; F, C haromsz6g hasonl6 lesz az AABC haromszoghoz,
¢s a hasonlosag aranya 1: 2.

Az AF, és a BF, stlyvonalak metszéspontja O. AABG és AF;F,G hasonlok, mert
szogeik egyenlok. Mivel az F; F, k6zépvonal parhuzamos a c oldallal, és hossza annak
hosszanak fele, ez a hasonlosag szintén 1:2 aranyu. Tehat G harmadolja a
sulyvonalakat, és a hosszabb rész a cstcs felé esik.

Mivel ez barmely két stlyvonallal elvégezhetd, az Osszes stlyvonal egy pontban
metszi egymast. Ez a pont a sulypont.

Bizonyitas masképp: A sulyvonalak tulajdonsadgabol kovetkezik, hogy minden
oldalra a cstcsok és a stilyvonal pontjanak osztoviszonya 1, tehat a harom szorzata is
1, igy igaz a Ceva-tétel, tovabba a sulyvonalak parhuzamossaga is kizarhato.

A felosztas aranyanak igazolasa az el6z0 bizonyitas szerint megtehetd.

® Reiman Istvan nyoman [10].
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A stlypont baricentrikus koordinatainak kiszamolasdhoz csupan egy trigonometrikus
azonossagot kell hasznalnunk. Tekintsiik ugyanis a sulyvonalak szemkozti oldallakkal
bezart kisebb szogeit, jelolje ezeket rendre 8, 8, .. Minthogy a haromszog adott oldalahoz

tartoz0 magassagvonalra m, = s, sind,, eczért a haromszog teriiletére T(ABC) =

%xsx sin §,, tetszbleges x € {a, b, c} esetén. Tovabba a sulypont és az adott oldal altal

jellemezhets kisebb haromszogekre, példaul T(CGB) = ~ asg sin 8, = > T(ABC).

Vegyilk észre, hogy ezt az aranyossagot abbol is lathattuk volna, hogy a fentebbi
bizonyitasban hasznalt Osszefliggés alapjan a kisebb haromszogek a sulyvonalak
harmadoldsabol kovetkezdéen a nagyhdromszog teriiletének harmadai. Ebbdl azonban
kovetkezik, hogy mindegyik kicsi hdromszdg azonos teriiletil, tehat a sulypont baricentrikus
koordinatai (1: 1: 1), normalt baricentrikaja pedig é (1:1: 1), Trilinearisa ezekb6l adodoan
111 ,
(Z o ;)t vagy éppen (bc: ca: ab),.
3.3.2 Megjegyzés: Mivel a felez6pontokat az dnmagukra vald tiikrozés helyben hagyja,

X (2) 6nmagénak az izotomikus konjugaltja.
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3.4 X(3)— Koriilirt kor kozéppontja

Kevés eltéréssel, hogy az emberiség eljutott annak igazolasara, hogy barmely haromszogbe
irhatod bels6 kor, azt is vizsgaltak, vajon a koriilirhatd kor 1étezése is ennyire altalanos-e.
Minthogy e kor tulajdonsaga az, hogy a kdzéppontja azonos tavolsagban van a haromszog
csucsaitol, kézenfekvd oOtlet, hogy az oldalfelezd6 merdlegesek metszéspontjaként

gondoljunk ra. A

3.4.1 Tétel: Tetszoleges haromszog A
oldalfelezé merdlegesei egy pontban

metszik egymdst és ez a pont a

haromszog koré irt kér kozéppontja.

3.3. abra - A koriilirt kor

Bizonyitas: A fenti abran szerepld két oldalfelezd merdleges metszéspontjatdl a B és
C csucsok, valamint az A és C cslcsok is azonos tdvolsagra vannak, mivel az
oldalfelezé merdleges minden pontja azonos tavol van a két csucstol.

Ez a metszéspont tehat rajta van a harmadik oldalfelez6 merdlegesen is, mivel
pontosan az az egyenes tartalmazza a sik azon pontjait, melyek az A és B csticsoktol
azonos tavolsagra esnek ¢és a masik két felezdmerdleges metszéspontjanak
vizsgalatakor éppen azt allapithattuk meg, hogy metszéspontjuk mindharom ponttol
azonos tavolsagra van.

Bizonyitas masképp: A ABCO egyenldszari haromszogben OBC<« = BCOX := T és
hasonléan OAB<« = ABO< := ¢, valamint OCA< = CAO< := w. Jeldlje tovabba

la, lg, lc az O-n athaladd transzverzalis egyeneseket. Ekkor az oldalakra vonatkozo
sint . sinw . sin ¢

osztoviszonyokra (aclg)(bal:)(chly) = =1 addodik, tehat az

sing sint sinw
4, lg, lc egyenesek egy pontban metszik egymadst. Lathatd, hogy ez derék- és
tompaszogli haromszogek esetén is érvényesiil.
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E pont vizsgélatakor €és koordinatazasakor érdemes felhasznalnunk a kertileti és kozépponti
szogek kozotti Osszefiiggést, nevezetesen, hogy utdbbi eldbbinek kétszerese. Ezen kiviil
megfigyelhetd még, hogy a ABCO esetén BO = OC = R, hiszen az oldalfelez6 merdleges
két egyforma kis haromszogre bontja azt. Jeldlje F, a BC oldal felezépontjat. Ekkor a ABE, 0

haromszogben az F,0B<X sz6g azonos a CAB<X-gel, és a BO szakasz hossza kifejezhetd

a

R =

— alakban, ahol « jel6li a vizsgalt szoget.
2sina

Ahhoz, hogy a haromszdg O pontjanak trilineéris koordinatait felirhassuk, az F, 0: F,0: F.O
aranyra van sziikségiink. Adott oldal vizsgalatanal ez a magassag kifejezheté F,0 = R cos a
alakban s ugyanigy a tobbi oldal esetén is. Altalanos trilinearisként tehat a koriilirt kor

kozéppontjara (cosa: cosf: cosy), adhatd meg.

A baricentrikus koordinatdk kiszamoldsdhoz legegyszerlibben ugy juthatunk, ha a
haromszog teriiletére vonatkozoan két oldal és az altaluk kozrezart szog kapcsolatabol

szarmazo tételt irjuk fel, nevezetesen az egyik kis haromszogre kapjuk, hogy

R%sin2a

T(BCO) = Az analdg teriiletképleteket altalanosan egyszerisitve eldall

(sin2a:sin 2[5 :sin 2y),, mely igy X (3) baricentrikaja.

.. . . , R?sin2a ,
3.4.2 Kovetkezmény: Mivel F,0 = Rcosa és T(BCO) = o ezért
R sin 2a
cosq = ———;
a
a abc

R= = .
2sina 4T(ABC)

Ebbdl adodoan a magassagpont egy masik baricentrikaja (a cos @ : b cos S :c cosy)y.

3.43 Kovetkezmény: Minthogy r = "2 megallapithatoak:
abc
rR = E;
abc
~ 4srR’
abc = 4srR.
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3.5 X(4) - Magassagpont

Szintén Okori felfedezés a haromszog magassagvonalai kozti hasonld dsszefliggés.

A

351 Teétel: A  hdaromszog
magassagvonalai egy pontban

metszik egymadst.

3.4. dbra - A magassagpont ’

Bizonyitas: A szemkozti oldalakkal parhuzamosakat hiizva a csiucsokon keresztiil
olyan nagy haromszoget kapunk, aminek az eredeti haromszog oldalai lesznek a
kozépvonalai, hiszen ez a haromszog az eredetin kivill harom masik — azzal
egybevagd, vele paronként parallelogrammat alkotd — haromszogbdl all. A nagy
haromszog oldalfelez6 merdlegesei — melyekrél mar tudjuk, hogy egy pontban
talalkoznak - megegyeznek a kis hdromszog magassdgvonalaival, amik eszerint
ugyancsak egy pontban metszik egymast.

Bizonyitas masképp: Hegyesszogli haromszdg esetén a magassdgvonalak a

haromszog oldalait a csticsok kdzott metszik, ilyenkor az oldalakra felirt osztoviszony

pl. az AB oldal esetén (ABP;) = % = g—i. Mindhédrom oldalra felirva az
Cc
osztoviszonyokat, szorzatuk konstans 1, tehat a Ceva-tétel alapjan egy pontban

metszik egymast.
Hasonloan vizsgalhatd a tompaszogii haromszogek esete is. Feltehetd, hogy a > %

Ilyenkor két magassagvonal is a haromszogon kiviil metszi az oldalegyeneseket,

wB _ _tgB
tg(m—a) tga

szorzatban a két negativ arany eldjelei egymast kioltjak és a korabban igazolt esethez
jutunk.
A derékszogli haromszog eseténél az osztdviszonyokat csak tovabbi konvenciok

azonban itt az osztoviszonyok (ABP;) = alakban allnak el6, a

segitségével értelmezhetnénk, azonban kdnnyen lathatd, hogy ilyenkor az egymasra
merdleges oldalak metszéspontjaként értelmezett csucs lesz a haromszog
magassagpontja, melyen definicio szerint az ehhez a csucshoz felirt magassagvonal is
athalad.

_28-



A magassagpont trilinearis koordinatait a fenti bizonyitasban felhasznalt azonossagbol
vezethetjiik le, amely szerint OP, = P,C - ctg 3, ahol P4,C = b cosy, ily mddon a trilinearis
koordinatak rendre (bctg S cosy,cctgycosa,actg acosf);, melyek a harom szog
koszinuszanak szorzataval egyszeriisitve és a szinusz-tételt alkalmazva a (seca : sec 8 :

secy); homogén koordinatakat adjak.

Felhasznalva, hogy egy pont baricentrikus koordinatai annak trilinedrisainak oldalakkal valo
szorzata, valamint a szinusz-tétel szerinti — oldalak és veliikk szemkozti szogek szinusza
kozott fennallo — arannyal egyszerlsitve adodik (tga: tgf: tgy),, mint a
magassagpont baricentrikdja. Ez természetesen a derékszdgii eset miatt ,,instabil”, azonban
atirhatjuk a kovetkezéképpen is: a koordinatdkat egységesen a harom szog koszinuszanak
szorzataval és az adott oldal és szemkozti szO0g szinuszanak ardnyaval szorozva el6alld

,,stabil” baricentrika a magassagpontra (a cos § cosy : b cos @ cosy : ¢ cos & cos f3)p.

3.5.2 Eszrevétel: Minthogy seca =$, a korulirt kor kozéppontjanak és a

magassagpontnak trilinearisaibol lathatd, hogy e két pont egymas izogonalis konjugaltja.

Természetesen ez a baricentrikus koordinatakkal is igazolhatd, mivel (tan a :tan §: tany),

. 1 e L. a’cosa b?cosfB c?cosy Rsin2a
izogonalis konjugaltja — — , melyre alkalmazva a cosa =
sina sin siny / a
L, aRsin2a bRsin2 CR sin 2 , 4. . . a b ,
helyettesitést ( - 1 — B 1— y) adodik, itt viszont — = — = —— skalar,
sina sin 8 siny / sina sin 8 siny

akarcsak R, igy ezek szorzataval egyszerlsithetink ¢és  megkapjuk a

(sin2a:sin 2f: sin 2y), alakot, mely X (3) baricentrikaja.
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3.6 X(7)- Gergonne pont

Egy haromszog beirhat6 korének megszerkesztésekor el6alléd oldalérintd pontok egy tovabbi
haromszogkozéppontot eredményeznek, mely e pontokat a szemkozti csticsokkal 6sszektd

egyenesek metszéspontjaként all eld.

3.6.1 Tétel: Tetszbleges
haromszog  beirhato  korének
oldalérintési pontjain athalado —
szemkozti csucspontokbol inditott —
transzverzalisok  egy  pontban

metszik egymast.

s-b F

3.5. 4bra - A Gergonne pont

Bizonyitas: Vegyiik észre, hogy egy adott cstucsbol a két szomszédos érintdpontig
tart6 oldalszakasz hossza egyenld, hiszen ezek egyazon korhoz vett érintdszakaszok.
Jelolje ezeket rendre @, b, ¢é. Ekkor az oldalakra felirhatd a kovetkezd
egyenletrendszer:

+b=c
+C=a
+a=»>b

o S

Ebbdl adott érintési szakaszra adodik:
b+c—a

dz—z =s—a,

ahol s a félkeriilet. Ezzel az eljarassal minden oldalszakasz kifejezhetd az abran lathato
modon. A tételben meghatarozott pont 1étezését ellendrizziik a Ceva-tétel segitségével,

mely ;-;-;b= 1 miatt teljesiil. Minthogy az érintési pontok mindig a
haromszog konvex burkaban helyezkednek el, a parhuzamossagi esettdl
eltekinthetiink.
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A koordinatak kiszamolasahoz emlékezziink vissza, miként irtuk fel egy oldalt ismert

aranyban feloszto pont koordinatait. Eszerint az abran szereplé — A csticcsal szemkozti

(s=c)B+(s-b)C
s

oldalon fekvé - F pontra adodik, melybe a csucsok ismert baricentrikait

behelyettesitve és s + a-val — mint skalarral - szorozva kapjuk, hogy

F =(0:s —c:s —b),.
Ez természetesen a tobbi oldalon szerepld ponttal is elvégezhetd, igy példaul a B csuccsal
szemkozti G pontra

G=(s—rc:0:s—a)
koordinatakat kapjuk. Kihasznalva, hogy két ponton atmend egyenes baricentrikdja a
pontok koordinatainak vektoridlis szorzataval azonos, adodik

AF = (0:=(s —b):s—c)p, ésBG = (s —a:0: —(s — ¢)p,
melyek természetesen nem a szakaszokat, hanem a nekik megfeleltetett egyeneseket
jelolik. Az I-vel jelolt Gergonne pont baricentrikajat ekkor konnyedén meghatarozhatjuk,
mint e két egyenes metszéspontja, tehat I = AF X BG, azaz
I=(=(G=-b)(s—c)—(s—a)s—c)—(s—a)(s — b))b,

1 1 1 Y

egyszerlsitve [ = (ﬁ:ﬁ::) . A pont trilinearis koordinatait ebbdl levezetve
—a s-b s—c/p

( bc ac ab

s—a s—b s—c

) alakban adhatjuk meg.
t
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3.7 X(8)— Nagel pont

A Gergonne ponthoz tartoz6 definicibhoz hasonloan megfigyelhetd, hogy a Kkiilsé
érintdkorok talppontjaihoz vett transzverzalisok is egy pontban metszik egymast, ez a

haromszog Nagel pontja.

3.7.1 Tétel: Egy haromszog
kiilsé eérintékoreinek
talppontjaban vett szemkozti
csucsponti  transzverzalisai

egy pontban metszik egymast.

3.6. abra - A Nagel pont

Bizonyitas: Tekintsiik az A csucs esetét, ahol a vele szemkdzti kiilsé érintdkor altal
meghatdrozott szakaszokat vizsgaljuk. Ezen kor és az a oldal érintési pontja legyen E,
illetve a két masik oldalt érintd pontok B’ és C' aszerint, hogy az AB vagy AC oldalt
érinti. A kiils6 pontbdl vett érintészakaszok egyenl0sége miatt BB’ = BE és
CC' = CE. Jeloljiik ezeket a tavolsagokat b, ¢-pal, tovabba az AE tavolsagot a-pal.
Ekkor a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk:

Innen adddnak a kovetkezok:

Megallapithaté tehat, hogy az a oldalt a kiilsé érint6kor 5 aranyban osztja fel.

Analdég modon szamolhatdo a fennmarado két oldalon levd osztdviszony is. Ezen
aranyok szorzatara konstans 1 megoldas all fenn, igy a Ceva-tételbol kdvetkezik a tétel
igazolasa.

3.7.2 Eszrevétel: A bels6 kor talppontja az a oldalt g aranyban bontotta fel, most pont

forditott aranyban kaptunk felbontast, igy megallapithato, hogy X(7) és X(8) izotomikus

konjugaltak. Ez alapjan a Nagel pont baricentrikus koordinatai (s —a:s — b:s — ),

, s—a s-b s—c , J , . 11, s—a s-b s—c
normdlva | —,—,—) , mig trilinearisa példaul (—:—:—) .
S N s /p a b c /¢
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3.8  X(6) — Szimmedian pont (Lemoine vagy Grebe pont)

E haromszogkozéppont az izogonalis konjugacidé hozomanya, azonban a pont bemutatasa

el6tt definialjuk a szimmedian fogalmat.

3.8.1 Definicio: A haromszég egy csucsahoz tartozo szimmedian az adott csucshoz tartozo

sulyvonal megfelel6 szégfelezore valo tiikrozottje.

3.8.2 Tétel: Egy haromszog
szimmedianjai egy pontban metszik

egymast, ez a szimmedian pont.

3.7. abra - A szimmedian pont

Bizonyitas: Minthogy a sulyvonalak konkurrensek és a szimmediadnok ezek izogonalis
konjugaltjai, ezek is egy pontban metszik egymast.
Mivel a sulypont trilinedrisa (i%%) , igy a szimmedian ponté (a:b:c);, tovabba a
t

sulypont baricentrikdja (1:1:1),, ezért a szimmedian ponté (a?: b?: c?),.

Most, hogy a legalapvetébb haromszdgkdzéppontok koordinatait kiszamoltuk, két tovabbi
olyan pontot fogunk megvizsgalni, melyek szoros dsszefliggésben vannak egymassal és egy
haromszog - el6z6 fejezetben ismertetett Apolloniosz-koreivel. Ezutan pedig az eddig
bemutatott haromszogkozéppontok kdzotti kollineaciokrol és adott pontharmasok egymastol

vald tavolsagarol olvashatunk.
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3.9 X(15), X(16) - I1zodinamikus pontok

Megfigyelhetd, hogy egy haromszdg cstcsain atmend Apolloniosz-korok altalaban két

ko6zos metszésponttal rendelkeznek.

3.9.1 Definicio: Egy A4ABC nem
szabdlyos haromszdg izodinamikus
pontjai a cstucsokat érinté Apolloniosz-

korok  két kozds metszéspontja.

Szabalyos haromszog esetén az

egyetlen izodinamikus pont a stulypont.

3.8. abra - Az izodinamikus pontok

A két metszéspont megkiilonboztetése a késdbbi 3.9.4-es tételbdl egyértelmii lesz, most csak
vizsgaljuk meg a 3.8-as és 3.9-es abrat, illetve gondoljuk meg, hogy létezésiik az
Apolloniosz-korok 2.6.1-es definiciojabol kovetkezik. Mar e pontok ,keletkezése” is

specialisabb az eddig targyaltakénal, de egy még izgalmasabb tétel mondhato ki roluk:

3.9.2 Tétel: Az izodinamikus pontokbol a hdaromszég oldalaira vett merdlegesek dltal

kijel6lt harom pont dltal alkotott haromszog mindig szabdlyos.

Bizonyitas: Jelolje az els6 izodinamikus pontot I (3.8-as abran Iso1). Tekintsiik a
BEID hurnégyszoget, melyben BEIX és IDB<«X egyarant % Ebbdl kovetkezik, hogy
BI mindkét derékszogl haromszog atfogdja, igy a négyszog barmely 3 csticsabol
el6allé haromszog koré irt korének atmérdje. Az AEBD haromszogben felirva az

altalanos  szinusz-tételt adddik 2R1=BI=%. Analég mddon a

CFIE hurnégyszogben 2R, = CI = % Vizsgaljuk meg, milyen feltételek mellett

teljesill EF = ED.

Bl siny AB
EF =ED & E:sinﬁzﬁ'
Ez azonban pontosan akkor igaz, ha I rajta van az A csticson atmené ApollonioSz-
koron. Hasonlo érveléssel arra jutunk, hogy azon pontok, melyekbdl az oldalakra vett

merdlegesek metszéspontjai szabalyos haromszoget adnak, mindegyik Apolloniosz-
koron rajta kell legyenek, tehat pontosan az izodinamikus pontok.
Kiegészités: A kiils6-, illetve masik izodinamikus pont esete hasonléan bizonyithato.

3.9.3 Erdekesség: A haromszog izodinamikus pontjaira valé inverziok a haromszoget

szintén szabalyos haromszogekbe viszik.
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3.9. abra - Az els6 izodinamikus pont

3.9.4 Tétel: X(15) és X(16) trilinearisai: (sin (a + g) :sin (B + g) :sin (y + E))

t

Bizonyitas': Tekintsiik a belsé pont esetét és vizsgaljuk a BIC< szoget, ahol I az elsd
izodinamikus pontot jeloli. Az I-beli szogekbdl

BICx =2m — (BIAX + AIC%)

= 2m — (m — BAIx — ABIX) — (m — CAIX — ICA%)

=a + (DEIX + FEIX) = a + g
Az utols6 egyenldség abbol adodik, hogy DBEI és FIEC hurnégyszogek, ahol DI és
FI a B, E-bol, illetve az E, C-bol azonos szakaszban latszanak, valamint kihasznaltuk,
hogy a ADEF haromszog szabalyos.
A trilinedrisok kiszamoléasédhoz irjuk fel AIBC és AICA teriiletének kétszeresét és
szamoljuk ezek aranyat:

2T(IBC) =  x%BC =tytysin(a+ 2);
2T(ICA) =  xCA=ttysin(f+ 3)
, x1BC _ tysin(a+ g).
Igy x,CA tysin(B+ g)'
X1 _ sin(a+ g)
X - sin(B+3)
. BC t,
mivel — = =,
cA t

Tulajdonképpen az elsé izodinamikus pontot a trilinearisaban szerepld (+ g) miatt

hivjuk elsdnek, és a masikat masodiknak. A madsodik izodinamikus pontra adott
trilineéris hasonl6 szamolassal igazolhat6, tovabba a pontok baricentrikus koordinatai
az oldalakkal valo szorzassal szamolhatoak.

10 Roger A. Johnson bizonyitisanak nyoman [5].
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3.10 Az Euler-eqgyenes

Amennyiben az alapveté haromszogkozéppontokat egyszerre abrazoljuk, koziilikk harom, a
stlypont, a magassagpont és a koriilirt kor kozéppontja lathatéan egy egyenesen helyezkedik

crcr

most egy ennél erésebb allitast fogunk igazolni, némiképp kevesebb szamolassal

3.10.1 Tétel: Tetszoleges AABC haromszég magassagpontja (H), sulypontja (G) és koriilirt
korének kozéppontja (0) egy egyenesre — az Euler-egyenesre - esnek ebben a sorrendben

ugy, hogy OH = 30G, vagyis a G sulypont a HO szakaszt 2: 1 aranyban osztja.

Bizonyitas: Elegendd beldtnunk a kovetkezot:
3G =H+ 20,

hiszen egy egyenes barmely pontja el6all két meghatarozott pontjanak sulyozasaként.

1 2
P=tQ+ (1—-1t)R; G=§H+§0.

Tekintsiik a vizsgalt pontok normalt baricentrik4janak fiiggvényeit:

1
fG - 3'
_Ra
fu = - cosfcosy;

f Ra
= —cos .
07 rs

Az egyenletbe behelyettesitve:

Ra
rs
B Ra bc abc

rs 4R2 - 4srR

1 =—/{cosB cosy + cosa);

3.10.2 Megjegyzés: Felhasznaltuk, hogy
bc
cosfcosy = cos(f +y) +sinfisiny = —cosa + 3,

valamint a 3.4.3 kovetkezményt.

L A H, 0 kdzéppontok normalt baricentrikus koordinatainak kiszamolasa megtalalhato a fiiggelékben.

- 36 -



3.11 A Nagel-eqyenes

Az el6z6 fejezetben prezentalt Euler-egyeneshez tartozd pontok kozotti Osszefiiggés

mintdjara egy masik egyenest is felfedezhetiink, hasonl6 aranyokkal.

3.11.1 Tétel: Tetszoleges AABC haromszog beirhato korének kozéppontja (1), sulypontja
(G) és Nagel-pontja (N) egy egyenesre —a Nagel-egyenesre - esnek ebben a sorrendben gy,

hogy IN = 31G, vagyis a G sulypont az NI szakaszt 2: 1 aranyban osztja.

Bizonyitas: Elegendd belatnunk, hogy 3G = N + 21.

A pontok normalt fliiggvényei:

_1
fG_3’
_S_a-
fN S )
_a
fI_ZS'

Az egyenletbe behelyettesitve:

3.11.2 Kiegészités: Amennyiben csak azt szeretnénk vizsgalni, hogy ezek a pontok valoban

egy egyenesre esnek, elég az 1.7.5-0s tételt alkalmaznunk, nevezetesen:

1 1 1
det[ a b c ]=b(a—c)+a(c—b)+c(b—a)=0.
s—a s—b s—c

Az efféle bizonyitas az Euler-egyenesere meglehetdsen koriilményes, mivel

1 1 1
def[ acosa . beosf - ccosy ] = be (o o) o (i~ o)+ ab (o~ eee) =
acosffcosy bcosacosy ccosacosf 4 4
— 2 b%2-a2-c? 5 c2—a?-p? 5 ¢?2—b%—qa? 5 a?-p%—c? 12 a?-b?-c? 2 b?—c?-a?
- c2_a?2_p2 ¢ b2—a2—c2 +c aZ—p2—c2 a c2—p2—q2 a b2—c2—q2 aZ—c2-p2

=a’t?(w — @) + b?p?*(t — w) + c2w?(p —1) = Z a’t*(w — @),
cikl

aholt=a? —b?—c% 9 =b*—-c?—a?w=c?—a?- b2
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4 Kisérletek uj pont felfedezésére

E fejezet célja kiilonb6zé moddszereket mutatni ) pontok keresésére, azonban eldszor
bemutatom a Kimberling altal publikdlt metodust arra, hogy ellendrizzik egy —

feltételezéslink szerint Uj — pontrdl, hogy szerepel-e a haromszogkdzéppontok

srer

Tegyiik fel, hogy a pont az affin sikban helyezkedik el és a pont koordinatai valosak.

Amennyiben az adott pont baricentrikaval adott, mint X = (u:v:w),, irjuk fel

u v

X = (Z o %) alakban, majd normaljuk, igy a pont X = (x, y, z); alakban irhato fel.
t

2T (ABC)

Szamoljuk ki a kx szamot, ha k = ———.
ax+by+cz

A haromszogkozéppontok enciklopédiijaban (tovabbiakban ETC) az (a,b,c) = (13,6,9)
referenciahdromszogre minden dokumentélt haromszogkozéppontra kapott kx szam
tablazatba van szedve, s minthogy ez a szam egyértelmi, konnyedén ellendrizhetd, hogy

elképzeléseink egy uj pont megtalalasarol helytalloak-e.

4.0.1 Megjegyzés: A fenti kx szam egyértelmlisége a haromszogkozéppontok
tulajdonképpen az adott X pont tavolsaga a referenciaharomszog BC oldalegyenesétdl,
masrészt pedig meggondolhatd, hogy az oldalegyenesekkel parhuzamos egyeneseken a
haromszogkozéppont fliggvényének értelmezése miatt, koziililk pontosan egy szerepelhet
rajta. (Ez nmindaddig fenndll, mig az idedlis pontokat nem értelmezziik

haromszdgkozéppontokként.)

4.0.2 Megjegyzés: Az adott (13,6,9) oldalhosszu haromszogre 2T (ABC) = 8v35.
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4.1 Képletes kozéppontok

Talan a legkézenfekvébb mddszer j pontokat keresni, ha tetszéleges polinommal adunk

meg koordinatakat. Alabb egy mar meglévo és egy Uj pont taldlatara lathatunk példat

4.1.1 Sikertelen talalat: A szimmedian pont koordinataihoz hasonléan tekintsiik példaul a
kovetkezd baricentrikat:

(b? + c?:¢c? + a%:a? + b?),,.

Az (a, b, c) = (13,6,9) behelyettesitéssel a kovetkezd normalt trilinearis koordinatakat adja:

(81 375 205)
K

661661’ 661
Tovabba k = 222035 1o vk = 35238 _ 74468137 ...
1287 2829

Az ETC tablazatiban rakeresve erre a szdmra megtalaljuk, hogy X(141) a ,kitalalt”

haromszogkozéppont, melyet a szimmedian pont komplemensének neveznek.

4.1.2 Sikeres talalat: Az el6z6 ponthoz hasonldan tekintsiik a kdvetkezd baricentrikat:

A

(b* + c%:c* + a®:a* + b)),

Az (a,b,c) =(13,6,9) behelyettesitéssel a

kovetkez6 normalt trilinearis koordinatakat adja:

( 729 131235 371761) _W
30317°515389° 515389 b. 4.1. abra - A Horusz pont
S1S389VS5 toy xk = 27735 _ 1365844 ...

536796 g 59644

Tovabba k =

Mivel az ETC tablazataban ilyen kezdetli szam nincsen, arra a kovetkeztetésre juthatunk,
hogy az eddig dokumentalt 7586 haromszdgkozéppont kozott nem szerepel a fent megadott

pont, igy definidlhatjuk, mint 0j haromszdgkdzéppont.
4.1.3 Definicié: A H = (b* + c?:¢* + a?: a* + b?),, pont a haromszdg Hérusz pontja.

4.1.4 Megjegyzés: Természetesen a fenti moddszer alapjan rendkiviil egyszeriien
generalhato rengeteg pont, ugyanakkor csekély az esélye, hogy ezek specidlis tulajdonsaggal

rendelkezzenek.

,39,



4.2 Konjugailtak keresése

Az 0j pontok egy masik megkozelitése, ha mar meglévé pontok valamely konjugaltjaként
tekintiink rd. Tudjuk, hogy barmely haromszogkdzéppont izogonalis, izotomikus vagy éppen
harmonikus konjugéltja két masik pontra szintén haromszogkozéppont, illetve szamos mas
— mar definialt és még nem bevezetett — konjugalt is értelmezhetd. Szerencsére az ETC-ben
a pontoknal feltiintetik, amennyiben egy masik pont valamilyen konjugéltjaként is ismeretes

¢s az az intuicionk, hogy igy nehéz 0j pontot talalni.

Bemutattuk példaul, hogy a Nagel pont izotomikus konjugaltja a Gergonne pont, de vajon

mi ennek izogonalis konjugaltja? Minthogy a Nagel pont (b+c—a:c+a—b:a+b —

2 b2 2

. . . . . a
1izogonalis konjugaltja nyil 'n( : :
¢)p, izogonalis konjugaltja nyilva b+c—a c+a-b a+b-c

)b. Ez a pont az ETC-ben X (56)-

tal azonosithato, tehat nem talaltunk olyan gyorsan 0j pontot. Meggondolhat6 azonban, hogy

mi torténik, ha ennek a pontnak vessziik most az izotomikus konjugaltjat.

421 KEszrevétel: Egy P = (x:y:z), pont izogonalis konjugaltjanak izotomikus
konjugaltja, illetve izotomikus konjugaltjanak izogonalis konjugaltja Py = (a®x: b?y: c%z),

alakban all el6, azaz a két konjugalas egymas utani elvégzése egy projektiv transzformacio.
X(56) izotomikus konjugiltja (a?(b+c—a):b?(c+a—b):c?*(a+b— c))b, melyre
kxi369 = 0,7137729 ..., igy ez az X(55)-0s haromszogkdzéppont, tovabba ez a Gergonne

pont izogonalis konjugaltja is.

422 Erdekesség: A fentebb targyalt X(55) és X(56) pontok azon kozéppontos

hasonlosagok centrumai, melyek a haromszog beirt €s hozzairt korét egymasba viszik.

4.2.3 Megjegyzés: Lathato, hogy az izogonalis és izotomikus konjugaltakkal — megfeleld
sorrendben elvégezve — egy haromszogkozépponttél hdrom maésik ponthoz koénnyen
eljutunk, tovabbi pontok felfedezéséhez azonban vagy mas konjugaciokat is szamitasba

vesziink, vagy mas uton probalunk eljutni.
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4.3 Trial and error: X(177) — Elsé félkorivpont

A legkézenfekvobb modszer a keresésre, ha kiilonb6z6 otletektdl vezérelve probalgatassal
igyeksziink 0j pontot felfedezni. Ehhez Kkifejezetten hasznos egy olyan dinamikus

szerkesztészoftver, mint az altalam hasznalt GeoGebra®.

A héaromszogkozéppontok szerkesztésekor megfigyeltem, hogy a haromszog beirhato
koréhez érintbharomszog rajzolhaté olyan modon, hogy a szogfelezd egyenesek és a
beirhaté kor els érintkezési pontjaiban érintdket htizok. E felfedezés arra 6sztonzott, hogy
tovabb vizsgaljam ezt a haromszéget. Tobb haromszog grafikus szerkesztésébdl arra a
kovetkeztetésre jutottam, hogy ennek az érintéharomszognek csucsait az alapharomszog

megfeleld csucsaival 6sszekotve a harom 6sszek6to egyenes egy pontban metszi egymast.

4.3.1 Tétel és definicio: Legyen A',B',C’ a
szogfelezok és a beirhato kor elsé talalkozdasi
pontjai. A szégfelezokre allitott merdlegesek
A',B’,C'-ben létrehoznak egy ARQP
haromszéget. Ekkor az AR, BQ,CP egyenesek

konkurrensek az S pontban.

4.2. abra - Az elso félkorivpont

Mikozben tobb iranybdl is igyekeztem feltevésem igazolni, de mindannyiszor akadalyba
titkdztem, Kimberling 1994-es cikkét olvasva [8] észrevettem, hogy az akkor még Y3-nak
keresztelt kozéppont definicidja megegyezik az altalam felfedezni vélt 4 pontéval. Azota az
enciklopédia egységessége érdekében ez a pont az X(177) nevet viseli és a kdvetkezo

baricentrikus és trilinearis fliggvényekkel rendelkezik:

a a
fxarn = <(cos§ + cos g) sec E) = ((coslz—; + cos g) secE sin a)b.
t

E fliggvények mar egy szdmitdgépes program termékei, de céljaim kozott szerepel, hogy

ezekhez elemi Uton jussak el, azonban ez mar nem képezi szakdolgozatom részét.

4.3.2 Kiegészités: A 4.3.1-ben definidlt pont egyértelmli létezése tulajdonképpen a
Menelaosz-tétellel bizonyithatdé; e bizonyitast 1987-ben G. R. Veldkamp adta, mely
megtekinthet6 [7]-ben.
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5  Kitekintés - Kvadrifigurak

A haromszogkdzéppontok tanulmanyozasa soran végig az a szemlélet érvényesiil, hogy a
haromszog csticsainak (vagy oldalainak) ismeretében specialis pontokat keresiink, melyek —
néhany kivételtdl eltekintve — minden haromszog esetén egyértelmiien léteznek és a

haromszog adataival ,,konnyen” kifejezhetdk és/vagy specidlis tulajdonsaggal rendelkeznek.

Mikozben 1) pontokat kerestem, nem hagyott nyugodni a gondolat, hogy az effajta
rendszerezés kiterjeszthetd-e Osszetett sokszogekre vagy akar tobb dimenzids esetekre is.
Szembetlind ugyanis, hogy beszéliink hurnégyszogek koriilirt korének kozéppontjarol,

valamint szdmos tudomanyos kisérlet €s szamolas soran értelmezziik testek sulypontjat.

Ezt az altalanositasi iranyelvet képviseli Chris van Tienhoven munkdja [22], a Kvadrifigurak
enciklopédiaja, melyben négyszogek Kimberlingéhez hasonlé rendszerezését teremti meg.
A haromszdgek tanulmanyozéasahoz képest jelentds eltérés, hogy egy négyszdgre nem igaz,
hogy 4 adattal egyértelmiien reprezentalhato; illetve tovabbi probléma, hogy a koordinata-
rendszert milyen mddon terjessziik ki rdjuk. A megoldas egyszeriisége rendkiviil elegéns.
Egyrészt, legyen egy haromszdg harom csucsa a mar jol ismert (1: 0: 0), (0: 1: 0), (0: 0: 1)
¢és valasszuk a negyedik pontot tetszéleges (p: q:r) alakban. Masrészt tehetjiik ezt olyan
modon, hogy az alap referenciaharomszog helyett a (p: q: ) pont altal meghatarozott kiilsé
csticsérintd haromszog csucsait vessziik, melyek ily médon (—p: q: 1), (p: —q: 1), (p: q: —71)

alakuak.

A kvadrifigurak vizsgalata soran olyan Osszefiiggéseket vehetiink észre, minthogy a négy
csucsbol egyet-egyet kivalasztva, a fennmaradd harom cstcsbol all6 haromszogre vett
izogonalis konjugaltjaval 6sszekotve a négy egyenes egy pontban metszi egymast (QA. P4).
Ezutan mar taldn meg sem lepddiink, ha kideriil, hogy az izotomikus konjugéltjaival vald

analog miiveletek szintén négyszogkozéppontot adnak (QA. P5).

A kozéppontok témakorében elmélyiilve megfogalmazodott a sejtésem, hogy miként a
haromszogek segitségével kiterjeszthetjiik négyszdgekre a megfigyeléseket, gy tovabbi n-
szOgekre is van lehetdség ,,altalanositani” ezeket a jellemzoket, ezért szeretném, ha a
késobbiekben 1dom ¢és lehetdségem nyilna ennek a felépitésnek tanulmanyozasara, sét azt is
szeretném vizsgalni, hogy miként négyszogekre, ugy tetraéderre vagy mas — elsdsorban

konvex - testekre is készithetd hasonldan Osszetett, mégis letisztult ,,modell”.
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6 Fiiggelék

6.1 Alapveto tételek

Az itt talalhatd tételekre altalanosan sok esetben hivatkozom, a szakdolgozatom eddigi
fejezeteiben ezeket kdzismertnek tekintem és tulajdonképpen bizonyos pontoknal, tételeknél

igazolom, de most a tényleges bizonyitasokat kozlom.

6.1.1 Szinusz-tétel: Az AABC haromszog oldalaira és szogeire a kovetkezo teljesiil:

a b c

sina sinf siny

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy a haromszog hegyesszogll €s tekintsiik a hdromszog
koré irt kort és vizsgaljuk valamely oldalahoz — példaul c-hez — vett AOAB
haromszoget. Itt BOA« = 2y. Vegylik ennek a szognek a szogfelezdjét és irjuk fel a ¢
oldal két részének hosszat, igy ¢ = 2R siny.

6.1.2 Koszinusz-tétel: Az AABC haromszog szogeire:
a® + b? —c?

Cosy = 2he

Bizonyitas: Tegylik fel, hogy a haromszog hegyesszdgii. Ekkor a haromszog b
oldaldhoz tatoz6 magassaga m;, = a siny, valamint ennek talppontjatol a C cslcsig
levé oldalszakasz hossza a cosy, ekkor a masik szakasz b — a cosy. Irjuk fel a ¢
oldalra a Pitagorasz-tételt:
c? = (asiny)?+ (b —acosy)?;
c? =a?+ b? —2abcosy.

Itt felhasznaltuk, hogy sin?y + cos?y = 1.

Megjegyzés: A derék- vagy tompaszdgli haromszogek esete hasonldan bizonyithato.
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6.2 A 3.10-ben szereplo H, O baricentrikak normaltjai

6.2.1 A H magassagpont egy baricentrikaja (a cos S cosy :b cosa cosy :ccosa cosf3)p.

A koszinusz-tételt felirva a cos f cosy = ﬁ (a® + c? = b*)(a® + b% — ¢?), igy
H = (@2 + ¢ = b?)(a? + b? — ¢2): (a? + b? — c)(b? + c? — a?): (b? + ¢2 — a?)(a? + ¢2 — b?)) .
A koordinatak 0sszegére
Z _kl((az +c? —b?)(a® + b? — cz)) = 2(a?b? + a®*c? + b*c?) —a* — b* — ¢t =
ci
=(@a+b+c)a+b—c)b+c—a)c+a—>b)=16s(s —a)(s —b)(s —c) = 16T? = 161252,

Tehat a magassagpont normalt koordinatafiiggvénye:

(c?2+ a? — b?)(a? + b? — ¢?).

fu = 1672s2

A Kkoszinusz-tétel masik iranyabol pedig kovetkezik egy ekvivalens formula, igy H

baricentrikaja:

H= %(acosﬁcosy,bcosacosy,ccosacosﬁ)b.
6.2.2 Az O korilirt kor kozéppontjanak egy baricentrikaja (a cosa : b cos f:c cosy)y.
A Kkoszinusz-tételt felirva a cos a = % (b?2 + c? —a?) = 2;?(12 (b? + c? — a?), igy
0 = (a?(b? + ¢ — a?):b?(a® + ¢ = b?): c?(a® + b? — cz))b.
A koordinatak osszegére

Z (a®>(b? + c? —a?)) = z ((a?+c? = bH)(a? + b? — ¢?)) = 167252,
cikl cikl

fgy az O pont normélt koordinatafiiggvénye:

fo = ((JLZ(b2 +c? — az)).

161252

A Kkoszinusz-tétel masik iranyabol pedig kovetkezik egy ekvivalens formula, igy O

baricentrikdja:

0=— ,b , :
Tre (acosa,bcosf,ccosy),
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6.3 El6zmény 6.4-hez és 6.5-hoz

A kovetkez6 fejezetekben bizonyitott tételekhez eldbb sziikséges tovabbi megallapitasokat

tenniink a baricentrikus vektorokkal kapcsolatban.

6.3.1 Definicié: Legyenek u és v vektorok, ekkor ezek skaldrszorzata
u-v = |ullv|cosé,
ahol 6 a két vektor daltal bezart szog.

A skalarszorzat a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. u-u=|ul?
2. U - v = 0 akkor és csak akkor, hau L v;
3. A skalarszorzat kommutativ, disztributiv és asszociativ.

6.3.2 Megjegyzés: Tetszéleges P pont helyvektora értelmezhetd, mint egy 0-ként jeldlt

hivatkozési pontbol P-be mutaté P = 0P vektor.

6.3.3 Tétel: Legyen adott az AABC O sulyponttal és legyen 0 =0 mint referenciapont.
Ekkor nyilvan |A)| = |§| = |E| = R, illetve
A-A= R?;

. c?

A-B=R*——.
2

A kiilonbozd csucsok vektorainak skalarszorzataira ciklikusan hasonlo képlet adodik.

Bizonyitas: A definici6 szerint A - B skalarszorzatra
= |ff||§| cos(AOB<);
= R? cos(2ACB<);
= R?(1 — 2sin?*(ACB<));
= R%(1 — 2sin?%y);
= R? — % (2R siny)?;

C2

=R?2-——
2

Felhasznalva a 3.4.2-es kovetkezményt.

6.3.4 Kiegészités: A baricentrikus koordinatak lehetové teszik, hogy a sik barmely pontjat
x4 + y§ + zC alakban irjuk le. Ily modon a sik minden vektora, egyenese is eldall, mint

> o> o
A, B, C linearis kombinacidja.
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6.4 Az 1.3.5-6s tétel bizonyitasa

A jelen és 6.5-0s fejezetben szerepld tételek bizonyitasa soran felirt egyenletekben

alkalmazunk egy ciklikus Osszeadas fiiggvényt, melyet a kvetkezéképpen definidlhatunk:

6.4.1 Definicio: Egy kifejezés ciklikus osszegén a kifejezés tagjainak a rdakovetkezojével
valo megfeleltetések daltal adott kifejezések oOsszeget ertjiik, ahol a ciklusok rendre az

{a,b,c}, {x;,y:, 2}, {4, B, C} halmazok elemeit cserélik a rakovetkezdkkel. Példdul:

Z(xl +b)C = (%, +B)C + (v, + A+ (z, + a)B.
cikl

Emlékeztetdiil ijra kimondjuk a bizonyitando tételt.

1.35 Tétel: A ﬁj = (x,y, z)}, vektor hosszdra

—2
|PQ|" = —a%yz — b2xz — c*xy = —Z c2xy.
cikl

Bizonyitas: A skalarszorzat definicigjabol
_— — — 2
PQ-PQ =|PQ|,
masrészt pedig felirhatd Wj = (x/f + y§ +2C ) alakban, tehat

PQ®>=x*A-A+y*B-B+22C-C+2(xyA-B+xz4-C +yzB-C);

ﬁg’zzzxzz-z”zxyz-ﬁ.

cikl cikl
2

b2 = = a ,
2—7,B-C=R2—7,ezert

e (zx :zzxy) S ey

cikl cikl cikl

PQ?% = R? (Z x)z - Z c2xy.

cikl cikl

- 2 C —> -)

ésA-B -

N
N}
I
oe]]
oe]]
I
oy
oy
II

Itt pedig hasznaljuk ki, hogy . ;x; x = 0, a vektorokra tett 1.3.3 -as észrevétel alapjan,
igy adodik a tételben megadott egyenlOség.
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6.5 Az 1.6.2-es tétel bizonyitasa

Emlékeztetdiil Gjra kimondjuk a bizonyitando tételt.
1.6.2 Tétel: Legyenek PQ = (x1, 1,21}y és MN = (xy, Vo, Z,)p, €kkor

ﬁ L MN & a? (12, + 21V,) + b%(zyx, + x125) + c2(x1y, + x,1) = 0;

PQ L MN & Z(cz(xlyz +x,5,)) = 0.
cikl

Bizonyitas: 6.3.3 alapjan tekintsiik az 0 = 0 esetet és hasznaljuk ki, hogy merdleges
vektorok esetén skalarszorzatuk 0, azaz elégséges megmutatnunk, hogy

P_Q)W = (x114)+y1§+215)b ) (x2g+y2§+226)b = 0.

A szorzatot kibontva, majd a 6.3-ban alkalmazott atirasokat elvégezve €s atrendezve

Z(xlxsz ' ,éf) + Z((xlyz + 9523’1)1‘T : §) =0;

cikl cikl

2
Z(x1x2R2) + Z <(X1J’2 + x2¥1) <R2 - %)) =0;

cikl cikl

1
R? (Z(?ﬁxz) + Z(xﬂ’z + x2y1)> = EZ(CZ(xQ’z + x231));

cikl cikl cikl
2 1 2
R* * Z(x1) * Z(xz) = EZ(C (x1y2 + sz1))-
cikl cikl cikl
A bal oldalon szerepl¢ ciklikus dsszegek 1.3.3 miatt 0, igy adodik
1 2
0= EZ(C (x1Y2 + x2¥1)),
cikl

ami pontosan a tételben megfogalmazott bilinearis forma.
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6.6 Menelaosz-tétel

6.6.1 Tétel: Tetszoleges AABC haromszog olyan MEN egyenesére, mely atszeli a CA, BC

oldalakat (a csucsoktol kiilonbézé M, E pontokban), ekvivalensek a kovetkezdk:

Az egyenes metszi az AB oldal meghosszabbitott egyenesét (N) & — AM CELBN 1.

MC EB NA
Bizonyitas: Tekintsiik az AC oldallal parhuzamos, B-n atmend egyenes
metszéspontjat az MEN egyenessel (F). AANM hasonl6 a ABNF haromszoggel,
valamint AMEC is hasonld AEBF-gel, azaz oldalaik hanyadosai is egyenldk,
pontosabban:

AM AN . CE _ MC
BF BN " EB- BF

Vegyiik e két egyenlet szorzatat:

AM CE AN MC
BF EB BN BF’

AM CE BN

MC EB AN

6.1. abra - A Menelaosz-tétel

Itt azonban AN = —NA, tehét

AM CE BN
MC EB NA

A masik irdny bizonyitdsahoz tegylik fel, hogy az el6zden megallapitott MEN
egyenesre igaz az osztoviszonyok szorzatara vonatkozo egyenléség, de E nincs rajta

az MN egyenesen. Ekkor létezik egy E' pont, mint az MN és BC egyenesek
M CE' BN

A
metszéspontja, melyre a tétel masik irdnya alapjan e 5B NAT —1, azaz

AM CE'" BN AM CE BN

MC E'B NA MC EB NA

, CE' CE CE' CE'+E'B  CE+EB CB CB
Tehat 5= T 1= —+ 1, azaz — = ==
E'B  EB E'B EB E'B  EB

igy E'B = EB,vagyis E = E'.
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6.7 Ceva-tétel

6.7.1 Tétel: Az AABC haromszégben az AD,BE,CF egyenesek akkor és csak akkor
konkurrensek egy (0) pontban, ha

AF BD CE

maskeéppen, ha

6.2. abra - A Ceva-tétel

(ABF)(BCD)(CAE) = 1.
ahol (XY2) = % hanyadosként szerepl6 osztoviszony.

Bizonyitas: AABE ¢és ABCE-re felirt Menelaosz-tétel szorzataként adodik a
konkurrenciabol kovetkezé egyenléség iranya, a bizonyitas masik fele a Menelaosz-
tétel bizonyitdsahoz hasonldan.

6.7.2 Megjegyzés: Természetesen a tételben szerepld D,E,F pontok a csticsoktol

kilonbozoek.

6.8 Az Apolloniosz-kor létezésének bizonyitasa

Feltehetd, hogy a 2.6.1-es definicidban % > 1 és P nincs a BC egyenesén. Tudjuk,

hogy egy haromszog valamely csucsabol induld szogfelezdje a szemkozti

oldalegyenest a két masik oldal aranyaban metszi, azaz a metszéspont tavolsaga a két

masik cstcstol azonos aranyu.

Tekintsiik a APBC haromszog P-bol vett szogfelezdit és jeloljik a BC szakasszal vett

metszéspontjait P;-vel és P,-vel. Vilagos, hogy e pontokra teljesiil az allitas, tovabba

a BC egyenes mas pontjara nem. Mivel tetszéleges — a feltételt teljesitd — P pont esetén

a szogfelezOk merdlegesek egymasra, valamint ugyanazon P;, P, pontokat adjak, e

pontok rajta lesznek a P; P, atmér6ji Thalesz-koron.

Ha e Thalész-kor tetszéleges P pontjara teljesiil, hogy PP; és PP, a PBC haromszog
BP _ BP; _ BP,

szogfelez6i, azaz — =—=
CP ™ PiC PC

=%, kész vagyunk. Tegyiikk fel, hogy PBC
szOgfelez6inek BC oldalegyenessel vett metszéspontjai {P;, P,} # {P;, P}, vagyis
BP _ BP¢
p/c  PiC’
P;P, szakasz tartalmazza P;P,-t és forditva. Ekkor viszont a P,PP;«x tartalmazza
P/PP/x-et vagy forditva, node mindkettérél tudjuk, hogy derékszogek, igy

Vegylik észre, hogy amennyiben ez az arany eltér a fentebbi %—t(’il, akkor a

ellentmondasra jutottunk.
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6.9 A 2.4.4 és 2.4.5-0s tételek bizonyitasa

245 Tétel Ha P = (t11t21t3)b,
akkor izotomikus konjugaltja
111 )

P =(—:—:—
1SOT Lt ),

6.3. abra - Az izotomikus konjugalt

Bizonyitas: Jelolje B, és P. rendre az AC és AB egyeneseken keletkezd
metszéspontokat a P-n atmend transzverzalisokkal és hasonléan P,’ és P.' a P'-n
atmend transzverzalisokkal, ekkor az 1.5-0s fejezetben taglaltak szerint tudjuk:

tz, (ACPy) 13

9 aBR) Tt

A " = (ACP,) = = és (ABP,) =

ezért

1
(ACP)) (CAP) 't t, t /t5

(ABP!) (BAP.) t; t; t3 1/1:
2

innen és a ciklikussagbol pedig adodik a tételbeli formula.

2.4.4 Tétel: Ha P = (a: B:y)., akkor izotomikus konjugaltja Pigor = (ﬁ : ﬁ:ﬁ) :
t

Bizonyitz’ts: A trilinearis és baricentrikus koordinatak kozotti konverzid értelmében

= (a: B:Y); = (ao: bB: cy)p, ennek konjugaltja Pisor = (i'i'i) , melybdl a
b

aa bB cy

forditott irany konverzio elvégzésekor pontosan a tételben szerepld formula adodik.
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6.10 A 2.5.4 és 2.5.5-0s tételek bizonyitasa

255 Tétel: Ha P = (t;:ty:t3)p,

akkor izogonalis konjugaltja

p a’ b? c?
so6 =\ e b-

6.4. abra - Az izogonalis konjugalt

Bizonyitas: Legyen Pp és P, rendre az AC és AB egyenescken keletkezd
metszéspontokat a P-n atmend transzverzalisokkal és hasonloan P; és P. a P'-n
atmend transzverzalisokkal, tovabba jelolje BAP<X = § és PAC< = ¢, ekkor az 1.5-6s
fejezetben taglaltak szerint ismert az alabbi osszefliggés:

(CBP,) = T(APCA) _t,
4T T(APAB) ~ t;
ekkor azonban

2
(CBP,") = T(4P'CA) b P'Py b sin§ b PP, b? T(APAB) _ /e,
A) = T(AP'AB) ¢ P'P; ~ ¢ sine ¢ PPy % T(APCA) Cz/t
3

s minthogy ez ciklikusan barmely két oldalon elvégezhetd, adodik a tétel allitasa.

2.5.4 Tétel: Ha P = (a: B:v)., akkor izogondlis konjugaltja Pisoc = (i%%) .
t
Bizonyitas: A trilinearis €s baricentrikus koordinatdk kozotti konverzid értelmében

a

. L. 2 b2 2
P = (a:B:y); = (ac: bB:cy),, ennek  konjugaltia  Pisoc = (E:b_ﬁ:z_y)b =
(g:%:%) , melybdl a forditott irdnyd konverzio elvégzésekor pontosan a tételben
b
szerepld formula adddik.
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