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Bevezetés

Egyetemi tanulmanyaink soran az algebra keretében megismerkedtiink olyan
algebrai strukturakkal, mint példaul csoportok, testek, gytriik. Szakdolgozatomban is egy
algebrai struktirat szeretnék bemutatni, a halot, valamint azt, hogy a halok hol mindenhol
jelennek meg a kozépiskolaban, annak ellenére, hogy nem tanitjak ezt. EQy matematika
tanar képes kell legyen az egyes egyszerti feladatokat nem csak megérteni, és megértetni,
hanem azt valamilyen modon 6sszekapcsolni olyan fogalmakkal melyeket nem neveziink
ott nevén. Gyakran a didkok észreveszik a hasonlésdgot a kiillonb6zd témakdori
anyagokban, és ra is kérdeznek az Osszefliggésekre. Az egyik ilyen hasonlosag a
halmazelmélet és a matematikai logika k6zott van, és ez 6sszekothetd azzal, hogy mind a
kettének rengeteg koze van a halokhoz. Ahhoz azonban hogy eljussunk az Osszefiiggés
miértjéig meg kell nézniink az egész strukturat az elejétél. A dolgozatomban lesznek olyan
tételek, amiket késObbiek folyaman nem hasznalunk fel, viszont segiti a hal6 szerkezetének
pontosabb megértését. Az altalanos haloelméleti tételek mellett a modularis- valamint a
disztributiv halok kapnak jelentds szerepet, tovabba kitérek a Boole-algebrara is.
Szakdolgozatom végén Osszefoglalasként olyan példakat elemzek, mint példaul a tér
altereibdl- vagy példaul a tér konvex halmazaibol képezett halo, és ezekhez feladatokat,

melyeket a kdzépiskolas didkok meg tudnak oldani.
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Halo

Definicio: Azt a kétmiveletes algebrai strukturat, melynek mind a két mivelete
kommutativ, asszociativ, tovabba érvényes az elnyelési tulajdonsag, halonak nevezziik. Ezt
a két muveletet Vv (legkisebb felsé korlat, vagy unio) és A (legnagyobb als6 korlat vagy

metszet) jeloli. A halokat nyomtatott nagy betiivel jeldljiik.
A miiveletek tulajdonsagait gyakran haléaxiomaknak nevezziik, és hogy a késobbi tételek
bizonyitasat megkonnyitsiik, érdemes 6ket megszamozni:

xXvy = yvx, Vx,y € A esetén
XAy = yAx, Vx,y € A esetén

xn(ynz) = (xany)az, Vx,y,z € A esetén

1
2
3
4. xv(yvz) = (xvy)vz Vx,y,z € A esetén
5. xv(xay) =x,Vx,y € A esetén

6

xn(xvy) = x, Vx,y € A esetén

4

4

Halok

A kovetkezO tételben egy olyan allitast fogok leirni és bizonyitani, amit elég gyakran
szoktunk felhasznalni, amikor el szeretnénk donteni egy 2 miivelettel ellatott halmazrol,

hogy halo-e.
Tétel: A halo miiveletei idempotensek, azaz:
VX €A & XAX = X 8SXVX = X

Bizonyitas: Ahogy az el0bbi bizonyitasban, itt is csak az egyik esetet fogjuk bebizonyitani
a masik eset bizonyitdsa ehhez hasonléan. Hasznaljuk az 5. haldaxiomat kiindulési

alapként, azaz:

VX, y € AXv(XAy) = X
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Vegyiik minkét oldalnak az x-szel vett legnagyobb alsé korlatjat:
[xv(xAy)]AX = XAX
A A mivelet kommutativitdsa miatt:
XA[xv(xAy)] = xAX
gy mar jol lathato a 6. axidma, a A elnyelési tulajdonsaga miatt tehat
X = XAX[]
A hal6 definialasara van egy masik lehetdség is.

Definicié Rendezési relacionak egy reflexiv, tranzitiv és antiszimmetrikus kétvaltozos

relaciét értlink egy nem lires halmazon. Ezt a mar megszokott < jellel jeloljiik.

Definicié: Egy P nem {iires halmaz részben rendezett, ha értelmezve van egy < kétvaltozds
relacid melyre teljesiil, hogy:

1. vxeP,x<x

2. x<yésy<zakkorx <z

3. hax<yeésy<xakkorx=y

Vegylink egy részben rendezett halmaznak egy X részhalmazat, tehat X c P. Azt mondjuk,
hogy p € P egy also korlatja X-nek amennyiben Vx € X esetén p < x. Ezek koziil az also
korlatok koziil a legnagyobb also korlatot inf(X) jeloléssel latjuk el. Természetesen ehhez
hasonl6 modon a felsé korlat és a legkisebb fels6 korlat is megnevezhetd, jele sup(X).
Viszont nem minden részben rendezett halmaznak létezik legnagyobb felsé-, illetve
legnagyobb also6 korlatja, azonban ha létezik legkisebb eleme, akkor az nullelemesnek, ha
pedig létezik legnagyobb eleme, akkor egységelemesnek hivjuk. Részben rendezések

esetében beszélhetiink még fedésekrol is.

Definicio: Amennyiben adott x,y € P részben rendezett halmaz, azt mondjuk, hogy y fedi

x-ethax <yésAz € Phogyx <z <y.Jelolése: x <y

Allitas: Ha egy részben rendezett P halmaznak barmely két elemének van legnagyobb
also-, illetve legkisebb felsé korlatja a P halmazban, akkor ebbdl a halmazbdl halot lehet

képezni, €s
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Vx,y € P xvy = sup(x,y),xay = inf(x, y).

Bizonyitds: Az nyilvan vald, hogy az igy definialt egyenletekben az X és y sorrendje

tetszOleges, tehat teljesiil az asszociativitdas. A kommutativ tulajdonsdg is nyilvan vald,

hiszen: sup(y, sup(y, Z)) = sup(sup(x,y),z) Vx,y,z € P elemekre teljesiil.
Vizsgaljuk meg a halok 5. és 6. axiomajat is, az elnyelési tulajdonsagot (x,y € P).

sup(x, inf(x,y)) = x

Ha x < y akkor inf(x,y) = x, és sup(x,x) = x. Ha x > y akkor inf(x,y) =y, viszont

sup(x,y) = x. Hasonl6 képen belathat6 a 6. axioma is.0J

Allitas: Egy P halo tetszéleges részhalmazanak van szuprémuma és infimuma, akkor:

sup(py, Dz -, Dn) = P1VP2V ... VDN

inf(py,p2 ..., DN) = D1AD2A ... ADY

Bizonyitas: Ahhoz, hogy ezek az egyenldségek igazak legyenek, két dolgot kell belatni.
1. Vi=1..N, piApaA ... ADNy < D;
2. k < piapaA ... Apy, ahol k € P és also korlat.

Vizsgaljuk meg eldszor azt, amikor a py, €S p1AP,A ... Apy metszetét. Mivel a haloknal a A

asszociativ ezért, a sorrend tetszéleges, majd alkalmazzuk a kommutativ tulajdonsagot.

PiA(P1AD2A . ADN) = (D1 AD1)A(D2A ... ADY)

Mivel p;Ap; = p; az idempotens tulajdonsag miatt, megkaptuk hogy

PiA(P1AD2A .. ADN) = D1AD2A .. ADy.

Ebbdl az egyenletbdl kovetkezik, hogy a pyap,a ... Apy tényleg egy p;-nél kisebb elem.
Mivel azonban a tagok felcserélhetoek, ezért ezt barmely tetszdleges p;-vel meg tudjuk

csinalni, tehat:

D1AD2A . ADN < Di-
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A korlatokrol tudjuk, hogy Vi = 1...N, kap; = k. Vizsgaljuk meg K és pyAp,A ... ADy

metszetét:

kn(piapan ... apy) = (kap)A(pon .. apy) = (kap)A(p3A .. Apy) = - = kap, = k

Természetesen meg kéne még vizsgalni a p,vp,v ..p,, Viszont ugyan ezen az elven
mukodik, csak azt hasznaljuk fel, hogy hogy a p;vp,Vv ... vpy €gy p;-nél nagyobb elem, és
kvp;, (K itt mos felsé korlat).

Altalanos halétételek

A halé axiomakban jol lathatd, hogy a A és a vV miiveleteket felcserélve kapott képlet is

része az axiomarendszeriinknek. Ezért a miiveleteket egymas dualisainak nevezziik.
Tétel: Minden halora teljesiil, hogy:
X,yEAXANy =X ©XVy =Yy

Bizonyitds: A tétel bizonyitasat csak az egyik iranyba nézzikk meg, mivel rendkiviil

hasonlé modon torténik.
Tegytik fel tehat hogy
Xvy =y

Vegyiik most mind az egyenlet mind a két oldalanak a x-szel vett legnagyobb also

korlatjat.
(xvy)AX = yAX

Az egyenldség jobb oldalan a tagokat felcserélhetjiik (a 2. haléaxidma miatt), tovabba az
egyenletiink bal oldalan a 6. axidéma, azaz a metszet elnyelési tulajdonsaga miatt x-szel

egyenld, tehat megkaptuk a kivant 6sszefliggést az egyik oldalra:
X = XAy[]

Definicio: Vegyiik A nem iires halmazt. R részhalmazat az A részhalmazanak hivjuk, ha R

halot alkot az A-beli A és V muveletekre.
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Tétel: Az A halo R részhalmazat az A részhalojanak nevezzilk, ha a miiveletek zartak az R

halmazban, azaz:
Vx,y € R esetén xny € R és xvy €R

Ennek a tételnek az egyik legkézenfekvobb kdvetkezménye, hogy minden halé részhaloja
onmaganak, valamint hogy az egyelemii részhalmaz is részhalo, elvégre a halé minden
elemére teljesiil, hogy. x = xAx és x = xvX. Ezeket a részhalokat trividlis részhaloknak

nevezzik.

Tétel: Vx,y,z € A esetén

(xny)v(yaz)v (zax) < (xvy)a(yvz)a(zvx)

Bizonyitas: xny < xvy, xanz < xvy, zany < xvy mindegyike teljesiilni fog. Ebb6l adodoan
a (xay)v(yaz)v (zax) —nek egy fels6é korlatja lesz az xvy. Ugyan igy ez elmondhatd
yvz és zvx kifejezésekrol is. Ezeknek a felso korlatoknak a metszete is fels6 korlatja lesz a

(xny)v(yaz)v ( zax) kifejezésnek.O

Definicié:: Ha (xay)v(yaz)v (zax) = (xvy)a(yvz)a(zvx) egyenléség teljesiil
valamely x,y,z € A akkor med(x,y,z) = (xany)v(yaz)v (zax) jelolést hasznaljuk ra és

az x,y,z medidnsanak nevezziik.

Specialis Halok

A tovéabbiakban olyan haldkat, tovabba azokhoz kapcsolodd tételeket fogok leirni,

melyekre az axiomak mellett valami egy€b tulajdonsag is teljesiil.

Komplementumos halék

Els6ként vegyiik a legegyszerlibb halot, a lancot. Léancnak (L), az olyan részben
rendezéseket nevezziik melyek trichotom, azaz Vx,y € L,x <yvagyx >y. Az azzal a
kiilonleges tulajdonsaggal rendelkezik, hogy barmely két elemet kivalasztva az egyik a két
elem legnagyobb also korlatja lesz, mig a masik a két elem legkisebb felsd korlatja lesz,

azaz
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VX,y EA X<y © XAy = X,XVy =y

Definicio: Ha egy A haldé minden részhaldjanak van legkisebb also, illetve legnagyobb
fels6 korlatja, teljes halonak nevezziik. Az A halo legnagyobb alsé korlatjat 04, mig a

legkisebb fels6 korlatjukat 14 jelekkel tiintetjiik ki.

e Az A-t alulrdl korlatos halonak nevezziik, ha 3x € A hogy Vy € A esetén xay =
x, €s itt az x egy also korlat.

o Az A-t feliilrdl korlatos halonak nevezziik, ha 3x € A hogy Vy € A esetén xvy =
x ¢és az X-et felsé korlatnak hivjuk.

e Az A-t korlatos halonak nevezziik, ha alulrél és feliilrol is korlatos.

Definicié: Adott L halo és R,T részhdlo. Az R és T metszetén azt a részhalot értjik,
melynek elemi mind a R-nek és T-nek eleme. Az R és T egyesitésén azt a K legkisebb
halot értjiik, melyik K € LésT € K és R c K.

Definicio: R korlatos halo, akkor azt a R' halot melyre teljesiil, hogy a két halo metszete a
halé legkisebb eleme és a két halo egyesitése a hald legnagyobb eleme, azaz RAR' =
0z és RVR’ = 1, az R halé komplementumanak, vagy kiegészité haldjanak nevezziik. Egy
A korlatos halonak egy x elemét komplementumos elemnek nevezziik, ha létezik legalabb

egy komplementuma, és egyértelmiien komplementumosnak, ha csak egy ilyen 1étezik.

Definicio: Az A halét komplementumosnak hivjuk, ha minden részhalmaza
komplementumos, illetve ha minden részhalmaz egyértelmiien komplementumos, akkor a

halot is egyértelmiien komplementumosnak nevezziik.

ismerni az mit is jelent egy halonak az intervalluma. Az intervallum fogalmaval mar 9.
osztalyban megtanitjak a valds szamok halmazan. A mostani definici6 nagyon hasonlit az
akkorira, csak most altalanosabban beszéliink rola. Persze, felfoghatdo a valds szamok
halmaza, mint egy nem Korlatos lanc, ami meg, tudjuk, egy specialis halo, igy ez a

meghatarozas szintén megfeleltethetd a kozépiskolai definicionak.
Definicio: Adott A halo intervalluman azt az [a,b] halmazt értjiik,melyre

[a,b] = {x|x € A,a < x < b}.

7.oldal



Egy intervallum minden a, b(€ A) esetén korlatos részhalo lesz, ha a < b hiszen részhalo
¢s van legnagyobb also6 és legkisebb felso korlatja. tovabba barmely két elemre is teljesiil
ez. Abban az esetben ha a = b akkor [a, a] az egyelemii halé lesz, valamint ha a a =

04 és b = 1, akkor a [a,b] a teljes A halot fogja jelenteni.

Definicio: Adott A hdlo, és x,y,p € Aésx < p <y akkor g ap relativkomplementuma
X és y elemekre nézve, ha q € A és paq = x és pvqg = y. Ebben az esetben a g-ta p elem a

[x,y] intervallumbeli relativ komplementumanak nevezziik.

Definicié: Egy halo relativ komplementumos ha mindem intervalluma komplementumos.
Masként ugy is megfogalmazhatjuk, hogy egy A halo relativ komplementumos, ha minden

x < y € A esetén a [x,y] intervallum relativ komplementumos.

Disztributiv halok

Definicié: Azt mondjuk, hogy egy A halo disztributiv, ha

Vx,y,z € A(xny)vz = (xvz)a(yvz)és (xvy)nz = (xnz)v(ynaz).
Allitas: A két egyenlet ekvivalens egymassal, azaz

Vx,y,z € A(xay)vz = (xvz)a(yvz) & (xvy)az = (xnz)v(yaz)

Bizonyitas: Tegylik fel hogy (xay)vz = (xvz)a(yvz) teljesiil. Tudjuk, hogy xaz € A,
tehat

(xny)ve = (xvc)a(yve)
C = XNZ
Behelyettesitve az egyenletiinkbe:
(xay)v(xaz) = (xv(xaz))a(yv(xaz))
Az elnyelési tulajdonsag miatt:

(xny)v(xnz) = xan(yv(xnz))
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Tovabba yv(xaz) = (xaz)vy a asszociativ tulajdonsag miatt, és itt felhasznaljuk a

disztributiv tulajdonsagot, amit feltettiink.
(xay)v(xaz) = xn((yvx)a(yvz))
A A kommutativ, majd az elnyelési azonossagot alkalmazva tehat
(XAY)V(xAZ) = (xA(VE))A(YVZ)
(xny)v(xnz) = xa(yvz)

Ezzel tehat bebizonyitottuk, hogy a 1. egyenldségbdl levezethetd a 2. is azaz, hogy a A
miivelet disztributiv a V-ra nézve. A Dualitds elve miatt a masik oldali bizonyités

elhagyhato, hiszen minden tételben a A és a Vv felcserélhetd. O

Mivel a disztributivitas az axiomakbol nem vezethetd le, ezért nem igaz, hogy minden halo

disztributiv. Késobb példat is fogunk latni nem disztributiv halora.

Tétel (Egyszeriisitési szabaly): Adott A disztibutiv hal6 és x,y,p € A4,

PAX = DAY éSPVX =pVy =X =Y
Bizonyitas: irjuk fel az elnyelési azonossagot x-re és y-ra is
x = xv(xap) ésy = yv(yap)
Itt behelyettesithetiink a tételben feltett egyenletek segitségével (pax = pay).
x = xv(yap) ésy = yv(xnp)
Itt hasznaljuk fel hogy a halonk disztributiv:
x = (xvy)a(xvp) ésy = (yvx)a(yvp)
majd megint a feltétel segitségével alakitsuk az egyiket (pvx = pvy):
x = (xvy)a(xvp) = (yvx)a(yvp) = yO

Ebbdl persze kovetkezik, hogy:

9.oldal



Tétel: a disztributiv halok barmely elemének csak egy relativ komplementuma van
akarmelyik Ot tartalmazé intervallumban. Legyen ugyanis A disztributiv hald, melynek
elemei x < p < y. Ekkor ha a, b a relativ komplementumok akkor teljesiil hogy és anp =
X,bap = x éspva =y, pvb =y . Viszont az egyszerisitési szabaly értelmében ez csak
akkor fordulhat el6 ha a = b, tehat a egyértelmiien relativ komplementumosak a

disztributiv halok.

Tétel (De Morgan—azonossagok): Ha egy A korlatos, disztributiv haldo barmely 2

elemének van komplementuma, akkor a két elem komplementuménak metszete egyenld az
egyesités komplementumaval. A dualitas elve miatt persze a forditva is igaz az allitas, azaz

két elem komplementumanak egyesitése egyenld a metszet komplementumaval:
Vx,y € A, (xny) = x'vy' és (xvy) = x'ay’

Bizonyitas: A bizonyitdsban eldszor érdemes megvizsgalni, hogy valdban

komplementuma-e a xvy a x'ay’ nek.
(evy)v(x'ay") = [(xvy)vx'Ia[(xvy)vy'] = [yv(xvx)a[xv(yvy)] = 14
(xay)v(x'vy") = [(xay)ax'Iv[(xay)ay'] = [ya(eax’)v[xa(yay')] = 04

Ebbdl észrevehetd, hogy ezek j6 komplementumok, tovabba azt is tudjuk, hogy disztributiv
haloknak barmely eleméhez csak egy komplementum tartozhat, tehat az egyetlen megoldas

ez lesz.0

Ebbdl a tételbdl mar levezethetd, hogy a komplementum képzés egy rendezésforditod

leképezés, hiszen:
Vx <y,x = XAy
x' = (xay) = x'vy'
Amib8l meg egyértelmiien kovetkezik, hogy x" = y'.

Tétel: A hald disztributiv akkor és csak akkor, ha barmely harom elemének létezik

mediansa.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy A disztributiv. Ekkor:

10.oldal



(xny)v(yaz)v (zax) = ((x/\y)v(y/\z)vz)/\((x/\y)v(y/\z)v x)
Felhasznalva az elnyelési azonossagot:
(Geny)v(yaz)vz)a((eay)v(yaz)v x) = ((xay)vz)a((yaz)v x)

Disztributivitas miatt;

((x/\y)vz)/\((y/\z)v x) = [(xv2)a(zvy)a[(yvx)a(zvx)] = (xvz)a(zvy)a(yvx)
= med(x,y, z).

Most megnézziik a < iranyt. Legyen x = xa(xvy)a(xvz),xyz € A.

xn(yvz) = xa(xvy)a(xvz)a(zvy) = xa(xay)v(yaz)v (zax)
= (xnynz)v[(xaz)v(xay)] = (xaz)v(xny)

Hiszen (xayaz) < [(xaz)v(xay)]m tehat tényleg igaz, hogy xa(yvz) = (xaz)v(xay).0

Particiok
Nézziik meg az A legaldbb egyelemii halmaznak az osztdlyait. Hozzunk 1étre egy rendezést

az osztalyozasok kozott.

Definicié: Legyen két particionk (a4, @;) és azt mondjuk, hogy a a;, < a, ha a; minden

osztalya része az a, valamelyik osztalyanak.

Definicio: Egy legalabb egy elemli A halmaz particioi teljes halot alkotnak, amit az A
particiohaldjanak neveziink. Ennek a halonak a legnagyobb als6 korlatja, amikor az A
minden eleme kiilon osztalyba szerepel, a legkisebb fels6 korlatja, pedig amikor A minden

eleme egy osztalyban van.

Ennek a halénak a tulajdonsagait vizsgaljuk meg egy példa segitségével. Abrazoljuk a

négy eleml halmaznak a particio halojat.
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0 = {1,2,3,4}

N ={1,2,3},{4}

M = {1,4},{2,3}
{1,2,4},{2},{3}
(1,3}, {2,4}
{1,3,4}, {2}
{1,2},{3,4}
{1},{2,3,4}
{13,{2,3}, {4}
{1,4},{2},{3}
{1},{2,4},{3}
{1,3},{2}, {4}
%1}, {2},{3,4}
{

1,2},{3}, {4}

L
K
J
I
H
G
F
E
D
C
B
A = {1},{2},{3}, {4}

4 elemii halmaz osztdlyozasi haloja

Egyértelmi hogy ez a halo komplementumos, hiszen ha az abran lathato B={1,2}{3}{4}
particiot nézziik, akkor annak komplementuma a D={1,3}{2}{4}, és a H={1}{2,3,4} is,
tehat tényleg komplementumos, csak nem egyértelmiien. Disztributiv-e ez a hal6? Szintén
csak a példabol vegylink harom elemet. Legyen ez a harom elem B={1,2}{3}{4}, a
J={1,3,4}{2} és az M={1,4}{2,3}.

({1,2}{3}{4}v{1,3,4}{2) A {1,4}{2,3} = {1,2,3,4}n{1,4}{2,3} = {1,4}{2,3}

({L2H3H43A{1,4}{2,3Dv({1,3,4H24}1{1,4}{2,3}) = {1}H{2H{3H4}v{1,4}{2}{3}
= {L4H2}{3} # {1,4}{2,3}

Tehat a valasz az, hogy ez nem disztributiv halo.

Modularis halok

Definicio: Egy A halé moduldris ha:
Vx,y,Z € A,x <z = (xvy)az = xv(yArz)

Dedekind—tétel: Egy hald modularis akkor és csak akkor, ha nincsen az Ns haldval

izomorf részhéldja.
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Bizonyitas: Tegyik fel hogy a halé (A) modularis. Ekkor mivel a halomiiveletek zartak,
minden részhalonak is modularisnak kell lennie. Vizsgéaljuk meg a Vx,y,z € N5, x < z

elemeket Ny haloban. xvy = 1y, €és yaz = Oy . EbbSl mér kovetkezik, hogy:
(xvy)rz =1y rz =z
xv(ynz) = xv0y, = x

x # z tehat az Ny nem modularis, tovabba nem lehet részhalé sem.

Ns hdlé,x < z

A bizonyitas masik felében tegyiik fel, hogy az A halé6 nem modularis. Ekkor igaz, hogy
van olyan x <zy € A, hogy xv(yaz) < (xvy)az. Vizsgaljuk meg azt az N =
{a,a’, b, c,c'} halmaz halot alkot-e, ahol a = yaz,a’ = xva,b = y,c = xvy és ¢’ = zac.
Mivel a <a’' <c’' <c, valamint az a < b < c ezért ezek lancok, igy zartak a halo

miiveletekre. Abban az esetben ha ¢’ab, ¢'vb, a’ab, a’vb is a hald elemei, akkor egy Ns
c'nb = (za(xvy))ay = ya(xvy)az = yaz = a

Mivel a < a'Ab < c¢'aAb = a, hiszen a < a’ < ¢’ <c, ezért a’Ab = a szintén egy N-beli

elem.
a'vb = (xv(zay))vy = yv(yaz)vx = yvx = ¢

c =a'vb < c'vb < ¢ egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy ¢’'vb = c. Tehat a AV miiveletek
zartak a N-ben, tehat tényleg halo (N < A). Az igy keletkezd N azonban nem modularis

halo, és izomorf Ng-tel, ugyanis ez az egyetlen 5 elembdl 4ll6, nem modularis halo. o

Elséként azt szeretném megmutatni, hogy minden disztributiv halé modularis. Ebben a

bizonyitasban csak azt hasznaljuk ki, hogy xvz=2zax <z miatt xv(yaz)=
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(xvy)a(xvz) = (xvy)az és meg is kaptuk, hogy minden disztributiv halé modularis. Az
is trividlis hogy minden moduléris hdlo részhaloja is modularis, elvégre, a 2 mivelet zart

minden haléban.

A kovetkezO tételekben olyan sziikséges ¢€s elégséges feltételeket fogok ismertetni €s

bebizonyitani, ami egy halorol eldonti, hogy az modularis-e vagy sem.
Tétel: Egy A halé moduléaris akkor és csak akkor ha
vx,y,z € A esetén, xv(ya(xvz)) = (xvy)a(xvz)

Bizonyitdas: e Modularis akkor x < pésp = (xvz) akkor a (xvy)ap = xv(yap)
egyenléségbe behelyettesitve megkapjuk, hogy:

(xvy)a(xvz) = xv (y/\(xvz))

e Ha teljesiil ra az egyenlet a haloban, és ha ez mellé még feltessziik, hogy
x < z, akkor visszafele gondolkodva megkapjuk azt, hogy (xvy)ap = xv(yap), azaz

hogy modularis a hal6.0)

Ennek a tételnek az alkalmazdsa elég sok szamoldst venne igénybe, hiszen még abrarol
leolvasva is meg kell vizsgalni minden elem-harmast, szamolassal pedig ez még tovabb
tartana,viszont ez mar egy konnyen leprogramozhato6 feladat. A kovetkezo tétel hasznalata

tehat sok esetben hatasosabbnak bizonyulhat.
Tétel: Egy A halo modularis, akkor és csak akkor ha, x < z esetén Imed(x,y, z).
Bizonyitas:

Vizsgaljuk meg a (xAy)v(yaz)v(zax) kifejezést. zax = x, hiszen x < z. (xay)v(zax) =

x, hiszen xay < x. Igy az alabbi egyenldséget kapjuk:

(xny)v(yaz)v(zax) = xv(ynz)

Hasonlo elgondolassal zvx = z és (zay)v(zax) = z.

(xvy)a(yvz)a(zvx) = (xvy)az
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Az igy kapott egyenldségek jobb oldalai akkor és csak akkor lesznek egyenldk, ha a bal

oldalon talalhato kifejezések is egyenldk.O

Birkhoff—tétel: Egy hal6 akkor és csak akkor disztributiv, ha nincs a M3 és az N5 haloval

izomorf részhaloja.

Bizonyitas:

Els6szor lassuk be hogy az M5 és az Ns nem disztributivak.

z

X Z y
X
M3 és az Ns

M; esetén vegyik a (xvy)az = (xaz)v(yaz). Itt a xvy = ly, ésxaz =yaz =
Oy, éstovabb szamolva megkapjuk, hogy 1ym,Az # Op,v Om,.tehdt az Mz nem
disztributiv. Az Ng esetén vegyiik ugyaniugy, mint az elébb a (xvy)az = (xAz)v(yAz)
egyenletet. xvy = 1y, XAz = x,yaz = Oy, tehat megkaptuk, hogy 1y Az = xvOy,, ami
természetesen nem igaz hiszen z # x. Mivel egy disztributiv hal6 minden részhaldja
disztributiv, ezért az is kideriil, hogy az M; és az Ng egy disztributiv halonak sem lehet
részhaldja. A bizonyitas egyik felével kész vagyunk, most mar csak a visszafele iranyt kell

bebizonyitani.

Legyen A egy modularis, nem disztributiv halé. Valasszunk k 3 elemet a halobol (p,q,r),
hogy Amed(p,q, 7). Ebbdl kovetkezik, hogy, u = (paq)v(par)v(qar),
v = (pvg)r(pvr)a(qvr) esetén u <v. Mivel a halo modularis, ezért x = uv(pav) =
(uvp)av,y = uv(gav) = (uvq)av és z = uv(rav) = (uvr)av egyenléségek teljesiilni fognak.

Vizsgaljuk meg a N = {u, x, y, z, v} halmazt, hogy halot alkotnak-e.
x = (prg)v(par)v(gar)vipa(pvg)a(pvr)a(qvr)]
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Egyszerisitsiik le az egyenléséget annak a segitségével, hogy pvq = p,pvr = p és pa(qvr) =
par, pa(qvr) = paq. Ebbdl kovetkezik, hogy: x = (gar)vpa(qvr).Hasonld gondolatmenettel a
y = (par)vga(pvr). Vizsgaljuk ennek a X,y egyesitését.

xvy = (qar)vpa(qvr)v(par)vaa(pvr)

Tudjuk tovabba, hogy qar < ga(pvr) éspar < pa(qvr), amibdl az aldbbi egyenldséget
kapjuk:

xvy = (palqvr))v(ga(pvr))

Most hasznaljuk fel, hogy modularis a hald, ugyanis pa(qvr) < p < (pvr) elemekre teljesiil a
feltétel.

xvy = ((palqvr))vg)a(pvr) = (qv(palqvr)))a(pvr)
Alkalmazzuk ismét a modularis tulajdonsagot, csak ag < qvr, p elemekre.
xvy = ((pva) Aqvr))a(pvr) = (pv@)a(pvr)a(gvr) = v

Dualitas elve miatt az is igaz lesz, hogy xAy = u. Tovabba szimmetrikusan adtuk meg a x,y,z
elemeket, tehat barmelyik kettdnek a metszete U, és egyesitse v. Mivel minden 5 vagy
annal kevesebb elemii modularis, nem disztributiv hal6 izomorf M;-mal, ezért ha a N nem
disztributiv, akkor van a A halonak M;-mal izomorf részhdloja. Ha disztributiv lenne az N,

akkor teljesiilne hogy:
x = xvu = xv(yaz) = (xvy)a(xvz) = v
x = xav = xa(yvz) = (xny)v(xnz) = u

A két egyenletbdl megkaptuk, hogy v = u, ami meg ellentmond annak, hogy v > u, tehat

nem lehet az N disztributiv, tehat N = M5.0]

Intervallumizomorfizmus-tétel: ~ Minden  modularis  haléra  teljesiil,  hogy,

Vx,y €A, [y, xvy] = [yax, x]

Bizonyitds: Vezessink be 2 leképezést, ui(p) = pvy ésu,(p) =pax. gy a
i ([xay, x]) = [y, xvy] és uy([y,xvy]) = [yax, x].Természetesen ezek rendezéstartd

leképezések. Mivel a halon modularis, ezért ha y < p < xvy akkor pu; o u,(p) =
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(pax)vy = pa(xvy) = p. Mivel a 2 leképezésiink (u4, 4,) rendezéstartd és 1étezik inverze
is mind a kettOnek, ezért ezek izomorfizmusok. Mivel az izomorfizmusok kolcsondsen
egyértelmi leképezések, amik rendezéstartok, ezért [y, xvy] = [yax, x], hiszen létezik u

izomorfizmus hogy u([y, xvy]) = [yax, x]O

crer

ami a lancot mint sorozatot értelmezi.

Definicio: Adott A halo és x <y € A aztaz Vn; € A sorozatot lancnak nevezziink, amire

igaz, hogy:
x=x0<x1<x2<'--<xn=y

Itt az x és y kozotti lanc, melynek hossza n. Abban az esetben, ha igaz a sorozatra hogy
X; < X;41 0 <i<n, akkor az n szamot az [X,y] intervallum hosszanak nevezziik, mivel

ez a leghosszabb lanc a két pont kozott. Jelolése: 6 (x, y) = n.

Jordan—Dedekind-tétel: EQy A modularis hald, melynek két eleme x < y és §(x,y) =n

akkor minden lanc hossza a két elem kozott legfeljebb n hosszisagl, valamint az is igaz,
hogy ha egy lanc hossza n, akkor az egy maximalis lanc, tovabba minden lanc

kiegészithetd ugy, hogy n hossziisagu legyen.

Definicio: Adott A hald, ami nullelemes, tovabba moduléris. Egy x € A dimenzidjan azt a
szamot értjiik, amely a [0,x] intervallumban taldlhatd6 maximalis lanc hosszaval egyenld,
azaz d(x) = 6(0,x). A d fiiggvényt a halo dimenziofiiggvényének nevezzilk. Amennyiben
minden elem dimenzidja legfeljebb n € N, akkor azt mondjuk, hogy a haldé véges

magassagu.

Tétet: Adott A nullelemes, modularis halo, és x,y € A4, d(x) =n,d(y) =m;mneN
akkor
d(xvy) = d(x) +d(y) — d(xry)

Bizonyitas: El6szor is nézziik a d(x) = §(0,x) . A [0,x] intervallum felbonthat6 gy, hogy
[0, xAy] + [xAY, x] egyesitése, tehat megkaptuk, hogy

d(y) = 800, xay) + 6(xay, x) = d(xay) + §(xay, x)
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d(xny,x) = d(x) —d(xay)

Valamint hasonlé médon felbonthatjuk a [0, xvy] intervallumot is:

d(xvy) = 8(0,y) +6(y,xvy) = d(y) + 6(y, xvy)
Itt felhasznalva az Intervallumizomorfizmus-tételt:

d(xvy) = 6(0,y) + 6(y, xvy) = d(y) + 8(xay, x)
Itt a két fels6 egyenletet behelyettesitve megkapjuk hogy:

d(xvy) = d(y) + d(x) —d(xry)

Tétel: A komplementumos modularis halok relativ komplementumos halok.

Bizonyitas: A komplementumos modularis halo, x,y,p € Aésx < p < yugy, hogy p
komplementumos elem, komplementuma g. Mivel a halonk modularis, ezért 1étezik egy

a = (xvq)ay = xv(qay). Vizsgaljuk meg a és p metszetét.

pr(xv@)ny = (xv@)n(yap) = (xvq)ap

Eldszor a 2. axiomat felhasznalva rendezziik a formulat, majd pedig a p < y tulajdonsagra
hivatkozva jutottam erre. Viszont a halonk modularis, tovabba teljesiil az is, hogy x <

p igy definicio alapjan

(xvg)ap = xv(qnp)

Felhasznalva azt, hogy a p és a q komplementumosak (tehat metszetiik 0,), azt kapjuk,

hogy:
pna = xv0y = x
Amennyibe ehhez hasonld6 médon szamolva megkapjuk, hogy az a és p egyesitése:
pvxvg)ay = (pvx)v(gnry) = (pvg)nry

pva=ynl, =y
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Ezzel a két egyenlettel megkaptuk a relativ komplumentumat a p-nek, tehét a halon relativ

komplementumos, hiszen ez barmely [x, y] intervallumra elmondhatd.]

Boole-algebra

A Boole-algebra gyakran a halok ismerete nélkiil keriil szoba, hiszen lehet definialni, mint
egy legalabb kételemii halmaz, azon értelmezett A (gyakran ,,&s”) valamint a vV (,,vagy”)
kétvaltozos miivelettel, amelyekre teljesiil az asszociativitds, a kommutativitas, tovabba
teljesiilnek az elnyelési azonossagok, ¢s a miveletek disztributivak egymasra nézve.
Ertelmezett tovabba '— ' vagy ()’ egyvaltozés miivelet amit komplementumot képez. A

halok ismeretében azonban bevezethet6 egy 1j definicio is.

Definicio: A legalabb kételemii, komplementumos disztributiv halét Boole-algebranak

nevezzik.

Mindamellett hogy a Boole-algebraban a miiveletek asszociativak, kommutativak és
érvényesiil az elnyelési tulajdonsag is, tovabbra is idempotensek maradnak a miiveletek és

a De—Morgan azonossagok is igazak.

Az egyik legismertebb Boole-algebra, az egy X halmaz részhalmazaibdl, mint elemekbdl
képzett struktura, ahol a két miivelet az N és a U. Ekkor, mint latni fogjuk a legkisebb elem

az lres halmaz, a legnagyobb pedig maga az X halmaz.

Tétel: Egy tetszOleges X halmaz 6sszes részhalmazanak halmaza az N és a U miiveletekkel

Boole-algebrat alkotnak.
Bizonyitas: Legyen X a kiindulasi halmaz, és jelolje X 6sszes halmazanak halmazat P(X)
Vx,y€E P(X),xny={ala€Xés[a€xésac€y]}
Vx,y€E P(X),xUy={ala€Xés[a€xvagya € y]}

Ezek a definiciok alapjan a haldaxiomakrol trividlis, hogy teljesiil az asszociativitas, a
kommutativitds és az elnyelési azonossag is. Vizsgaljuk meg, hogy komplementumos a
hal6:

Vx € P(X),dy e P(X),xNny=0ésxUy=1

19.oldal



Valasszuk ki ugy y, hogy legyen minden elem benne, ami nincs benne az x-ben. igy tehat
biztos, hogy van x-nek komplementuma, és tovabb, ez minden részhalmazra igaz, tehat a

halonk komplementumos.
(xny)vz={ala€Xés[(a€xésa€y)vagya € z]}
Azaz vagy eleme a z-nek, vagy az x és y k6zos elemei kozott szerepel.
(xvz)a(yvz) ={a|la € X és[(a € xvagya € z) és (a € yvagy a € z)]}

De hat ez szintén tartalmazza az Osszes elemet, ami benne van z-ben, és az 0ssze benne
1évo elemnek egyarant benne kell, hogy legyen az x-ben és van y-ban is. Tehat megkaptuk,

hogy ez egy disztributiv hal6.0)

{x} .y}
.y} 2
{x} i } ’ {

Boole-algeb 1,2 ,3 elem(i halmaz részhalmazaib6l képzett halok a matematika

logika hasznalja, ahogy a 0-hoz a hamis, mig a 1-hez az igaz.

Tétel: H = {0,1} és HX ={0,1}X, az igy keletkezett hatvany izomorf az elébb lathatd
P(K)-val. Legyen tovabba Vx,y € HX:

avb = {(hy, hy, ...,hy,), hy =1 haa; = 1vagy b; =1,(1 < i < n) kiiloben 0}
anb = {(hq, hy, ...,hy,), hy =1haa; =1és b; =1,(1 <i <n) kiilloben 0}

Bizonyitas: Létrehozunk egy rendezéstartod bijekciot. Legyen K = {kq, k,, ... k,}, tovabba
w:P(K) -» HX,h € P(K),u(h) = {(hy, hy, ..., hy), hy = 1L hak; € n,1 < i < nkiilonben
0}. Mivel u(x Uy) = pu(x)vu(x) és u(x Nny) = u(x)au(y), valamint a p definicigjabol
lathaté hogy u(x)' = u(x") tehat tényleg igaz hogy a két hald izomorf.CJ

Az eseményalgebra is Boole-algebra. Az alaphalmazunk, az eseményteriink, elemei az
események, és az azon értelmezett harom miivelet az uni6 (ahol legalabb az egyik teljesiil),
a metszet (ahol mind a kettd teljesiil), és Ilétezik az események ellentettje is
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(komplementum), ami pontosan akkor kovetkezik be, ha az esemény nem. Az unidra €s a
metszetre teljesiil, hogy asszociativ, kommutativ, idempotens, tehat valoban az igy létrejott
struktara egy halo. Az komplementum miatt, ahogy a neve is mutatja, ez egy
komplementumos hal6. Mivel azonban minden elemnek csak egy ellentettje van, azért
ezek raadasul egyértelmtien komplementumos halok lesznek. A disztributivitas is teljesiil,
hiszen az eseményteret fel lehet fogni halmazként, és azoknak a részhalmazai az
események. Azt meg mar belattuk, hogy a halmazok részhalmazai disztributiv halot

alkotnak, ez itt is teljesiilni fog.
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Kozépiskolai elofordulas:

Mar a szakdolgozatom elején emlitettem, hogy a kdzépiskolaban gyakran jelennek meg a
halok. Az egyik legkénnyebben megérthetd példat, a halmazok részhalmazaibol képzett
struktarat mar megvizsgaltuk, és kideriilt, hogy egy komplementumos disztributiv halérol

beszéliink, tehat igaz az is hogy relativ komplementumos.

Legnagyobb kozos oszto, legkisebb kozos tobbszoros

Mar tanulmanyai elején a didkok megismerkednek a legkisebb k&zds tobbszords, €s a
legnagyobb ko6z0s osztd fogalmaval, viszont jeldljiik az elobbit A-vel, mig az utobbit V-val.

Ezeknek a kiszamitasara a pontos képlet a kovetkez6 Adott A,B € Z és

A= lefxi B = ﬂpiﬁiah()l a;, B €ELZL(\Vi =1,2,..) ésp; = i. prim.
1

1

AVB = l_lpimax(ai,ﬁi) AAB = npimin(ai,ﬁi)_
1 1

A szamelmélet alaptétele miatt, boven elég a hatvanykitevoket vizsgalnunk. A miiveletek
definiciojabol egyértelmiien latszik, hogy kommutativ, hiszen a minimum-, és a
maximumvalasztdsnal a sorrend tetszéleges. Természetesen az asszociativ tulajdonsag is

teljesiilni fog mind a 2 miiveletre, hiszen szintén csak a hatvanykitevot vizsgalva:
max(max(a;, 5;),vi) = max(a;, max(B;,vi)) teljesil(minimra szintén)

A halok 5. és 6 axidmajat is egyszerii belatni (csak az 5-re irom fel részletesen).

[ee]

Av(AAB) = ﬂppaxmi,minmi,ﬁm
1

Felhasznalva a minimumvalasztasnak tulajdonsagat, hogy az a; = min(a;, 8;), megkapjuk
ennek a 2 elemnek a maximuma mindig «;, és igy Av(AAB) = A is teljesiini fog, ezzel
belatva, hogy tényleg hal. Erdekességképpen meg lehet vizsgalni azt, hogy mit is jelent
példaul az AAB = A egyenlOség. Abban az esetben, ha ez teljesiil, akkor igaz lesz, hogy
egymasnak tobbszorosei, tovabba hogy az A|B.
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Vizsgaljuk meg ezt a halot, hogy disztributiv-e. Ennek a bizonyitdsa soran
Birkhoff-tételt hasznaljuk fel, ami kimondja, hogy akkor és csak akkor
lehet a hald disztributiv, ha nincs Ngs-tel izomorf részhald. Azt pedig
nagyon konnyi latni, hogy nem létezik Ng-tel izomorf hald. Indirekt
tegyiik fel, hogy 1étezik ilyen részhal6: Ekkor igaz, hogy ebben a haloban
a < ctehat a|c. De hat akkor avb|cvb is teljesiilnie kéne, tehat, akkor avb is eleme
kellene, hogy legyen a halonak. Tehat a halonk disztributiv. Azonban ez a haldé nem véges
tehat nem komplementum a halo. Az M5 1étezésének kizarasa rendkiviil hasonldé modon

torténik, €s megkapjuk a Birkhoff-tétel miatt, hogy a halonk modularis.

Azt a végtelen halot nem igazan vizsgéljuk,viszont ennek a részhaldi mar a kozépiskolas
tananyagban eldkertil. Arrdl a halorél van most sz6, ahol primeket adunk meg, és a halo
elemeit azok szamok alkotjdk, amelyek kisebbek, mint a primek legkisebb kozos
tobbszorosei, és 0sztoi annak. Ezt ahelyett, hogy ismételten végig mennék az axiomakon és
ugy bizonyitanam be, hogy tényleg halo, ahelyett inkabb azt kéne latni, hisz ez
tulajdonképpen egy Boole-halo, mégpedig azért, mert nyugodtan felirhatjuk ide is a
K = {0,1}*-be viv6 bijekciot. Ezzel egyiitt tehat itt mar igaz lesz, hogy disztributiv,

komplementumos a halonk.

Feladatokat a kozépiskolasoknak ebben a témakorben érdemes két féle modon is adni.
Egyrészt kiszamoltatni veliikk, bizonyos elemeket, a masik pedig hogy éabrazoltatjuk a
halokat. Azaltal hogy maguk szamoljdk ki az adatokat, és maguk készitenek egy halot,
gyakran jobban megértik az anyagot, mintsem a tanar elmutogatja nekik. Egyik ilyen
feladat példaul hogy kiszamoltatjuk a 1326-nak az 6sszes osztojat. Az altalanos modszer az
ilyen jellegli feladatoknal a primtényezés felbontas, majd a kapott primek kombinalasa. A
tapasztaltabb didkok kihasznaljdk mar azt is, hogy osztok helyett beszélhetiink oszto

parokrol, tehat azt hogy ez a halo egyértelmiien komplementumos.

Halok a geometriaban

Halok azonban a geometridban is megtalalhatok. Legyenek az alaphalmazunk elemei a tér
pontjai, egyenesei, sikjai, maga a tér, és az iires halmaz. A két miivelet pedig legyen a
metszet(A\), azaz és a projekcio(V). A metszet az a mar jol ismert definicio, tehat a kozos
pontok altal alkotott alterei, projekcio alatt pedig a két elem pontjait tartalmazo legsziikebb

alteret értjiik. Természetesen itt is teljesiil az asszociativitds és a kommutativitds, valamint
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az elnyelési tulajdonsadgot csak a definiciokbdl egyszertien végiggondolva megkapjuk.

Vizsgaljuk meg a disztributivitast is. Azt szeretnénk belatni, hogy:
an(bvc) = (anb)v(anc)

Ennek cafolasara keressiink ellenpéldat. Legyen az b, ¢ harom péaronként kitéré egyenes.
Ebben a helyzetben, an(bvc) kifejezés az a egyenest adja vissza, hiszen bvc az egész teret
fogja jelenteni, hiszen kitérdek, és a tér és egy egyenes metszete egy egyenes. A masik
oldalon viszont az iires halmaz van, hiszen az (anb) = @ és (anc) = @ hiszen kitérok.
Ures halmazok projekcidja is iires halmaz, és megkaptuk, (arb)v(anc) = @. Tehat még
egy olyan példa, ami nem disztributiv,hiszen a dualitas elve miatt, ha ez az eset nem igaz,
akkor a masik eset is hibas. Viszont ez a halo komplementumos mégpedig a

kovetkezOoképpen:
e atér komplementuma az iires halmaz, a tér egyértelmiien komplementumos

e egy tetszbleges sik komplementuma egy olyan P pont a térben, ami nincs rajta a
sikon, vagy egy vele parhuzamos egyenes vagy sik. Lathatd, hogy végtelen sok

ilyen pont van.

e egy egyenes komplementuma, egy kitéré egyenes, vagy egy, az egyenessel

parhuzamos sik.
e egy pont komplementuma, egy sik, nem tartalmazza magat a pontot.

e Az iires halmaz komplementuma a tér. Egyértelmiien komplementumos.

Egy kicsit kilépve a kdzépiskolai anyag vilagabol, vizsgaljuk meg a projektiv teret. Legyen
ugyan az a 2 mivelet, ugyan azokkal az elemekkel, mint az el6bb, csak bévitsiik ki az
idedlis ponttokkal, egyenesekkel és sikokkal. Az hogy ez is hald az ugyanugy belathato,
mint az el6bb, viszont a komlementum teriiletén mar valtozik a helyzet egy helyen.
Ugyanis az egyenes komplementuma minden olyan egyenes, ami kitér6 és nem
parhuzamos vele, valamint siknak a komplementuma a nem rajta egy fekvé pont. Altalanos
értelemben itt sem lesz disztributiv a halo, viszont vizsgaljuk meg, ugy ha feltessziik, hogy

a,b,c € Pa < cisteljesil.

an(bvc) = (anb)v(anc)
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Ilyenkor az aa(bvc) = a hiszen a € bvc, valamint felhasznalva a kommutativitast és az

elnyelési azonossagoz:
(anb)v(anc) = (anb)va = av(anb) = a
Vizsgaljuk meg, hogy modularis-e a halonk.

Va,b,c €EPa <c - (avhb)ac = av(bnac)

all el6, hogy az Osszes olyan egyenest vessziik, aminek 1étezik pontja, ami illeszkedik a 2
altérre (egy ilyen egyenes jele (A,B) ahol,A € a,B € b). Valasszunk egy tetsz6leges
P € (avb)ac pontot, és azt fogjuk belatni, hogy ez biztos benne, lesz a av(bac) altérben

is. A metszet azon legszlikebb altér, ami mind a 2 alteret tartalmazza, tehat:
P e (avh)ésP ec

De a projekciét feltudjuk, mint pontparok, tehat P € (4,B) ahol, A€ a,B € b. Ha P = A,
akkor természetesen igaz lesz, hogy P € av(bac). Masrészr6l, ha P + A, tehat az A, B, P
egy egyenesre illeszkednek. De ekkor vegyiik észre, hogy a B € (4, P) is igaz lesz, amibol
mar latszik, hogy B € avc = c a a < ¢ miatt. Mivel B € b és B € c ezért B € bac is igaz
lesz. Mivel A € a,B € bac igy P € av(bac) is teljesiilni fog. Tehat a projektiv tér

altereink hal6ja modularis.

Mivel a projektiv sik elemeit a kozépiskolds anyag nem emliti, ezért a feladatokban is erre

kell hagyatkoznunk. Erdemes lehet feliratni a diakokkal egy-két osszefliggést példaul:

e cgy egyenes ¢€s egy nem rajta fekvd P pont metszete
e cgy sik és egy rajta fekvd-,vagy a sikkal parhuzamos egyenes projekcidja.

e két sik metszete, projekcidja, ha a két sik metszd

Konvex ponthalmazok

Az utols6 hald, amit megemlitenék még, az a tér konvex ponthalmazaibol épiil fel.
Megtanultuk, hogy azokra a k ponthalmazokra mondjuk hogy konvex, ha VA,B € k és
P € [A,B] » P € k, ahol az [A, B] az A és B pontokat 6sszeko6t6 szakaszt értjikk. Az egyik
miivelet legyen a szokasos metszet (A), mig a masik a konvex burok (V), tehat a

legsziikebb olyan konvex ponthalmaz, amely mindkét ponthalmaz elemeit tartalmazza.
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Természetesen ezek zart miiveletek, hiszen a konvex burkot eleve ugy képezziik, hogy
konvex legyen, tovabba a konvex halmazok metszete is konvex. Az hogy a metszet
asszociativ, kommutativ az trivialis. Abbol a tételbol, ami kimondja, hogy a tetszdleges
véges sok konvex ponthalmaznak pontosan 1 darab konvex burka létezik, egyértelmiien
kovetkezik, hogy ez a miivelet is asszociativ és kommutativ. Tovabbd az elnyelési
tulajdonsagok is teljesiilni fognak, hiszen a a € (avb) tehat a = an(avb) és ennek dualisa
is igaz lesz. A disztributivitas cafolasara egy egyszer esetet vizsgaljunk meg. Legyen
a, b és c paronként kitérd egyenesek, plusz tegyiik fel még azt is, hogy nem parhuzamosak.
llyenkor bvc =R3 és an(bvc) =a. Az egyenlet maésik oldalan viszont aab =

@ és anc = @, két iires halmaz konvex burka szintén tires halmaz.

Az ehhez a témahoz kapcsolodo feladatok esetben sokkal inkabb a rajzolas kap nagyobb
szerepet, mintsem a szamolas. Lehet példaul két parhuzamos egyenes konvex burat
kérdezni, vagy két felrajzolt kor metszetét kérdezni. De pontok konvex burkanak a

kérdezése is nagyon hasznos lehet, példaul az alabbi esetek vizsgalataval:

1. ébra 2. 4bra 3. éabra

Ezeknél a példak esetében az 1. abra egy olyan pontnégyest mutat, aminek a konvex burka
az a négyszog, melynek cslcsai a négy pont. A 2. dbra azt az esetet mutatja be amikor az
egyik pont beleesik a maradék harom pont konvex burkdba. A harmadik meg hogy abban
az esetben, amikor harom pont kollinearis, azaz egy egyenesre esek, akkor a két sz&ls6

pontot érdemes vizsgalni.
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