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Bevezetd

Végesben és végtelenben egy feladat nagyon kiilénbo6z6en tud viselkedni. Van,
amiben hasonlit a végtelen a végeshez, van, amiben nem. Nagyon izgalmasnak
tartom, hogy néha mennyire mashogy kell hozzaallni egy feladathoz végte-
lenben, ezért szeretném ezt szakdolgozatomban bemutatni.

A feladatok igazsagértéke is méar négyféle lehet aszerint, hogy kiilon vé-
gesben és végtelenben igaz lesz-e a feladat. Hasonloan a feladat nehézsége is
sokféle lehet. Ezekre szeretnék példakat mutatni.

A szakdolgozatom hat fejezetbdl &ll, az els6 fejezet kivételével egy fejezet
egy feladattal foglalkozik. Geometria, grafelmélet, szimelmélet és halmazel-
mélet teriiletérél hoztam példékat.

A fejezetek elején egy rovid modszertani bevezetést szeretnék nytjtani a
feladatokhoz, ugyanis ezek nagy része feladhato kozépiskolas didkoknak is.

A mobdszertani részekhez nagyon nagy segitség volt, hogy a feladatok
megoldésat soha nem készen kaptam. Igy sajat példamon lathattam, hogy
mi okoz nehézséget, mivel lehet segiteni.

A fejezetek végén kitekintés talalhato a feladathoz kapcsolodd nehéz kér-
désekre, gyakran a probléma nagyobb szamossagokkal kapcsolatos tovabbvi-

telére.



1. fejezet

Bevezet6 feladatok

A végtelennel foglalkozo feladatok nem elterjedtek kozépiskolaban, igy kez-
detnek két konnyebb feladat kapcsan érezhetnek ré a diakok, hogy hogyan
viselkedhet mashogy egy feladat végesben, illetve végtelenben.

Az els6 feladat teljesen elemi modszerekkel megoldhato, a hozza sziikséges
eszkoztar egy nyolcadik osztalyos didknak mar rendelkezésére all. A maéso-
dik feladathoz sziikség van grafelméleti ismeretekre: az iranyitott graf és a
Hamilton-ut fogalmara.

Egy szamelméleti probléma

1.1. Kérdés. Milyen k egész szamra igaz, hogy megadhato k kilénbozd po-
zitiv egész szam ugy, hogy nincs eqynél nagyobb kozés osztojuk, de barhogyan

vdlasztunk ki kézilik k — 1 szamot, azoknak mdr van?

Barmilyen k-ra meg lehet adni igy szamokat.
Vegyiink k primszamot, ezek koziil k£ — 1-et kivalasztva, és ezeket Ossze-

szorozva pont k darab kiilonb6z6 szamot kapunk. Legyen p;(i = 1,2,...,k) a



FEJEZET 1. BEVEZETO FELADATOK 5

k
k db prim sorba &llitdsa utan vett i-edik prim. A j-edik szam legyen a [] p;

=1
7]
Igy a szamoknak tényleg nincs kézos osztoja. Tegyiik fel, hogy a szamok

koz0s osztoja p,, de p, nem osztdja az n-edik szamnak.
Vélasszunk ki £ — 1 szamot Ggy, hogy az i-edik szamot nem valasztjuk.

Ekkor p; mind a k — 1 szamot osztja.

1.2. Kérdés. Meg lehet-e adni végtelen sok pozitiv egész szamot gy, hogy
ne legyen eqynél nagyobb kozés osztojuk, de a szimok bdarmely véges részhal-

mazdnak legyen?

Nem.

Tegyiik fel, hogy lehetséges.

Legyen a végtelen sok egész szam aq, as, ..., ay, ... Az {a;,as} halmaz leg-
nagyobb kozos osztoja legyen dy, az {aq, as, as}-nak ds és az {ay, ..., a, }-nek
d,. Ekkor Vn-re d,, osztdja d,_1-nek, mivel {ay, ..., a, } legnagyobb kozos osz-
toja a d,,_1 és a, legnagyobb kozos osztojaval egyenls.

Ez utan két eset lehetséges.

Els6 eset:

dngy pozitiv egész kiiszObszam hogy Vn > ng-ra d,, alland6. Ekkor min-
den véges részhalmaz legnagyobb kozos osztéja oszthatd d,,,41-gyel. Illetve a
végtelen sok szam legnagyobb osztdja is d, 41 lesz, ami ellentmondas.

Masodik eset:

Png pozitiv egész kiiszobszam hogy Vn > ng-ra d, allandé. Ez azt je-
lenti, hogy mivel d,,.; mindig osztja d,-t lesz olyan m pozitiv egész, amire
d,, = 1, ez azonban ellentmond annak, hogy minden véges részhalmaznak

van legnagyobb kozos osztoja.
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Egy grafelméleti probléma
1.3. Definici6. Az irdnyitott teljes grifot tournamentnek nevezziik.
1.4. Kérdés. Bizonyilsd be, hogy minden tournamentben van Hamilton-it.

Vegyiik a leghosszabb iranyitott utat a tournamentben. Azt szeretnénk
belatni, hogy ez minden pontot tartalmaz. Legyen a leghosszabb iranyitott
Ut x122. .. 7k, ahol Vj € N-re az x4, él 2;,1-be mutat. Tegyiik fel, hogy
létezik egy y pont, ami nincs benne ebben a leghosszabb ttban. Ha az y-bol
x1-be mutatna él, akkor ez egy hosszabb 1t lenne, tehat z;-b6l y-ba mutat
él.

Vegyiik a legnagyobb indexd pontot, amire az z;y él az y-ba mutat. Ilyen j
biztosan van, hiszen x,y él az y-ba mutat. Ekkor az y pontot be lehet sziirni
xj és x4 kozé, mert az yx;y1 x;41-be mutat. Igy pedig megint hosszabb
irAnyitott utat kapnank.

Ha a legnagyobb index, aminél z;y y-ba mutat éppen az tt utols6 elemé-
nek indexe, akkor az y-t az Ut végére téve kapnank hosszabb irdnyitott utat.
gy az eredeti feltételezés, hogy létezik olyan y pont, ami nem eleme ennek
a leghosszabb irdnyitott ttnak ellentmondasra vezet, tehat tényleg létezik

Hamilton-ut a tournamentben.

1.5. Kérdés. Igaz-e végtelen sok pontbdl dllo tournamentre, hogy mindig ta-

ldlhato benne Hamilton-dt?

Nem igaz.

Erre itt két kiilonb6z6 ellenpéldat szeretnék mutatni.
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Els6 megoldas

Feleltessiik meg a tournament pontjait a pozitiv egész szamoknak. Az
irdnyitott él két szam kozott mindig a kisebb felé mutasson. Legyen Hamilton-
it kezdd pontja az n szam, ekkor az innen indul6 it nem tartalmazza az n-nél
nagyobb szamokat. Igy nem lehet Hamilton-tt.

Masodik megoldas

Feleltessiik meg a tournament pontjait az egész szdmoknak. Két pozitiv
szam kozott az iranyitott él mutasson mindig a nagyobb szam felé, mig két
nem pozitiv szam kozdtt a kisebb felé. Egy pozitiv és egy nem pozitiv szam
kozott pedig az él a pozitiv felé mutasson.

Ekkor ha létezne Hamilton-ut, akkor az egy n-edik elemként tartalmaz-
za az l-et. Igy legfeljebb n — 1 negativ szam szerepel az Gton, nem lehet

Hamilton-ut.



2. fejezet

Pontok ., felezése”

A tobbi fejezettel ellentétben itt a kérdések nem végig linearisan kovetik
egymast. A végtelenben az els6 kérdés utan ugyanis a valasztol fiiggéen két
féle aton lehet elindulni, ezeket nézziik meg az utana kévetkezs két kérdésben,

majd végiil ezeknek az utaknak a talalkozésat vizsgéaljuk meg.

2.1. Kérdés. Adott 100 pont a sikban. Igaz-e, hogy mindig van olyan egye-
nes, ami Lfelezi” a pontokat, vagyis az egyenesen nincsen pont és mindkét

dltala meghatdrozott félsikban pontosan 50 pont van?

[gaz.

Hol van ez az egyenes?

Minden két pont kozott hiizzunk egy egyenest. Ez utan vegyiink egy olyan
egyenest, amelyik nem parhuzamos az igy kapott egyenesek egyikével sem és
nevezziik el e-nek. Ilyen egyenest mindig talalunk, mert a sikon végtelen
sok kiilonb6z6 irdnya egyenes van, az 50 pont kozott viszont legfeljebb (520)

kiilonb6z6 egyenest lehet htzni.
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Ha ezt az e egyenest tetszblegesen elhelyezziik a sikon, két részre osztja a
pontokat, de nem biztos, hogy a kivant ardnyban. Az egyenest a sikon eltolva
egy pillanatban legfeljebb egy pont keriilhet at az egyenes masik oldalara.
Akkor keriilhetne at egyszerre tobb pont a maéasik félsikba, ha e kozott a
két pont kozotti egyenes parhuzamos lenne a e-vel, ez viszont nem lehet,
hiszen pont gy valasztottuk ki e-t, hogy ne legyen parhuzamos semelyik két
pontot sszekits egyenessel sem. Igy az e egyenest fokozatosan eltolva lesz

olyan helyzete, mikor mindkét oldalan pontosan 50 pont lesz.

2.2. Kérdés. Adott 100 pont a sikban. Igaz-e, hogy mindig van olyan kor,
ami felezi” a pontokat, vagyis a kérvonalon nincs pont, a kior belsejében és

kiilsejében pedig 50-50 pont van?

[gaz.

Vegyiik a pontok paronkénti szakaszfelez6 merélegeseit. Egy olyan pontot
keressiink a sikon, ami egyik egyenesre sem illeszkedik, ezt a pontot nevezziik
el P-nek. Legyen P a keresett kor kozéppontja. A kor sugardt egyre novelve
minden pillanatban legfeljebb egy pont keriil 4t a kor belsejébe. Ha ugyan-
is lenne két olyan pont, ami egyszerre keriilne a kor belsejébe ez pont azt
jelentené, hogy egyforma tévolsagra vannak a kor kézéppontjatol, tehat P
rajta lenne a két pontot 6sszekots szakasz felezGmerslegesén. Ez ellentmon-
das, mivel a kor kozéppontjat gy valasztottuk, hogy ne legyen rajta a pontok
felez6merdlegesén.

Igy biztos, hogy talalunk a korhoz akkora sugarat, hogy pontosan 50 pont

legyen a kor belsejében, 50 pedig a kiilsejében.
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2.3. Kérdés. Adott H megszdmldlhatoan végtelen pontbol dllé ponthalmaz a
stkon. lgaz-e, hogy mindig van olyan egyenes, ami ,felezi” a pontokat, vagyis
mindkét dltala meghatdrozott félsikban végtelen sok pont van az egyenesen

pedig nincs pont?

Nem igaz.

Ellenpéldanak konstrualjuk a H halmazt. Legyenek a koordindta-rendszerben
az (n,0) alaka pontok H pontjai, ahol n € N. Vegyiink egy olyan egyenest
a sikon, ami a pontokat két részre osztja (tehat nem parhuzamos az x ten-
gellyel). Ekkor ennek az egyenesnek és az x tengelynek metszéspontjat fe-
leltessiik meg annak a valos szdmnak, ami a metszéspont x koordinataja.
Legyen ez a szam a. Az e egyenes egyik oldalan igy az a-nal kisebb, a mésik
oldalan pedig az a-nal nagyobb szdmok lesznek. Barmely valos szémra igaz,
hogy nala véges sok természetes szam kisebb. Igy az egyenes egyik oldalan

véges sok pont van.

2.4. Kérdés. Adott megszdmldalhatoan végtelen sok pont a sikban gy, hogy
semelyik hdarom pont nincs eqy eqyenesen. Igaz-e, hogy mindig van olyan egye-
nes, ami felezi” a pontokat, vagyis mindkét dltala meghatdrozott félsikban

végtelen sok pont van, az egyenesen pedig nincsen pont?

Nem igaz.

Jo ellenpélda, ha a /z fliggvény egész koordinataju pontjait nézziik:

H = {(n*;n)|n € N}
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Ezt a fiiggvényt egy egyenes kétféleképpen oszthatja két részre, ha egy
pontban metszik egymaést, vagy ha kett6ben. Ennél tobb metszéspontjuk nem
lehet.

Ha a /z fliggvénynek és az egyenesnek egy kozos pontja van, a bizonyités
az el6z8 kérdéshez hasonloan megy. Ha két kozos pontjuk van, akkor ennek
a két pontnak az x koordinatai legyenek a és b. Ez a két pont meghatéroz
az x tengelyen egy intervallumot, amiben biztos, hogy véges sok egész szam
talalhato. Igy az ezeknek megfelels pontok is legfeljebb véges sokan lehetnek,
hiszen az volt a feltétel, hogy a fliggvény minden pontja egész koordinataja
legyen.

Itt konnyen el6fordulhat, hogy méar a 2.3. kérdésre rogton olyan valasz
sziiletik, ahol a pontok nem egy egyenesen vannak. Ez utan a 2.4. kérdés,
ami pont ezt a plusz feltételt szabja, nem j6 folytatasa a kérdés-sornak.

Ha ilyen megoldas sziiletik elsére (akar rogton ez a példa a gyokfiigg-

vénnyel) a megszoritas lehet a kovetkezo:

2.5. Kérdés. Adott eqy korldtos megszdmldlhatoan végtelen ponthalmaz a

stkon. Igaz-e, hogy mindig taldlhato olyan egyenes, ami felezi” a pontokat,
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€s az egyenesen mincs pont?

Nem.
n
Legyenek a pontok a szamegyenesen egy sorozat tagjai, ahol a, = > 2%
k=1
Mivel ez a sorozat konvergens, hatarértéke 2, Ve > 0-ra véges sok tagja
van a hatarérték e kornyezetén kiviil. Vb-hez 3¢ > 0, hogy € < 2 — b. Tehat
az egyenesnek az egyik oldalan biztosan véges sok pont lesz.
A két kiilonboz6 ut koziil tehat az elsé azt a plusz feltételt adta meg,
hogy semelyik harom pont ne illeszkedjen egy egyenesre, a méasodik pedig

azt, hogy legyen a ponthalmaz korlatos. Logikus kérdés a kovetkezd:

2.6. Kérdés. Adott egy korldtos megszamldlhatoan végtelen ponthalmaz a
sitkon gy, hogy a pontok kézil semelyik hdrom nem kollinedris. Igaz-e, hogy

mandig taldlhato olyan egyenes, amin nincs pont, és ,felezi” a pontokat?

Nem igaz.

Jo ellenpélda példaul, ha a sik pontjait gy hatarozzuk meg, hogy vesziink
a sfkon egy BAq félkort. Ennek a félkornek a felezGpontjat vegyiik fel, legyen
ez Ay, majd a maradék negyedkorok egyikét is felezziik meg, ezt a pontot
nevezziik As-nek. Igy folytatva az eljarast, megszamlalhatoan végtelen sok
pontot kapunk a sikon, melyek megfelelnek a feltételeknek, de nem lehet 6ket

két részre osztani igy, hogy mindkét félsikban végtelen sok pont legyen.
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Tegyiik fel, hogy létezik olyan e egyenes, ami altal meghatarozott mind-
két félsikban végtelen sok pont van. Egy egyenes egy félkort legfeljebb két
pontban metszhet. Tegyiik fel, hogy egy metszéspontjuk van. Ekkor a met-
széspont egy A; A;iq kozé esik. Abban a félsikban, ahol A; van pontosan j
pontja lesz a halmaznak. Tegyiik fel, hogy két pontban metszi e a félkort.
Nézziik azt a metszéspontot, ami a koriv mentén kozelebb van B-hez. Errél
elmondhat6 ugyanaz, mint az elébb, ett6l a metszésponttol az egyik iranyba
J darab pont lesz, de mivel van egy mésik metszéspont is, a j pontnak nem

is mindegyike lesz ebben a félsikban.

2.7. Kérdés. Adott H megszamldlhatondl nagyobb ponthalmaz a sikon. Igaz-
e, hogy mindig van olyan egyenes, ami dltal meghatdrozott mindkét félsikban

legalabb megszamldlhatoan végtelen sok pontja van H-nak?

[gaz.
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Indirekt tegyiik fel, hogy nincs ilyen egyenes.

A sikot osszuk fel a tengelyekkel parhuzamos racsegyenesekkel egység-
négyzetekre. Igy megszamlalhatoan sok négyzetet kapunk. Biztos, hogy lesz
ezek kozott olyan négyzet, amelybe megszamlalhatonal tobb pont keriilt —
ha minden négyzetben megszamlalhato sok pont lenne, legfeljebb Gsszesen is
megszamlalhato sok pontunk lenne, mivel megszamlalhato sok megszamlal-
haté halmaz uni6ja is megszamlalhato.

Ha viszont tobb olyan négyzet is van a négyzetracsban, ahol t6bb mint
megszdmlalhato pont van, akkor fel lehet osztani gy a sikot egy egyenessel,
hogy mindkét félsikban legyen ilyen négyzet. Ha tekintjiik két ilyen négyzet
kozéppontjat osszekots szakasz felez6merslegesét, az jo lenne az egyenesnek.
Ebbdl az kévetkezik, hogy pontosan egy ilyen négyzet lehet a négyzetracsban.

Ezt a négyzetet két egyenessel egybevago négyzetekre osztva tjra elmond-
hatjuk az el6z6 gondolatmenetet — pontosan az egyik negyedben lehet meg-
szamlalhatonél tobb pont. Ezt az eljarast folytatva egyre kisebb négyzeteket
kapunk.

A Cantor axioma kévetkezménye, hogy egymaéasba skatulyazott nyilt tég-
lak metszete a sikon nem {ires. Mivel a négyzetek oldala nullahoz tart, ez a
metszet egyetlen pontot tartalmaz. Legyen az a négyzet, amiben megszamlal-
hatonal t6bb pont van az n-edik felosztas utan N,,. A Cantor axiéma szerint

[e.9]

= 1. Viszont |J (H N N;) megszamlalhato halmaz.
i=1

N

i=1

=1

+HIJHNN) =148 =Ry

i=1

|H| =

Ez ellentmondéas, mivel H-nak megszamlalhatonal tobb pontja van.

Kitekintés
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2.8. Definicié. P € H a G C H halmaz kondenzdicios pontja, ha P tetszd-

leges kérnyezetében G-nek megszdmldalhatondl tobb pontja van.

2.9. Tétel. Lindeldf tétele: Bdrmely sikbeli nem megszdmldlhato halmaznak

van kondenzdcids pontja.

Ennek a tételnek a bizonyitasa éppen a feladatban leirt modszerrel megy.
Barmely sikbeli nem megszamlalhat6é halmaznak van legalabb két kon-
denzéciés pontja. Ebbdl kovetkezik, hogy biztosan létezik olyan egyenes, ami
altal meghatarozott mindkét félsikban megszamlalhatonél tobb pont van, jo

egyenes példaul két kondenzacios pont felezémerslegese.



3. fejezet

Ramsey-tétel

Ha a,b € N, akkor 1étezik egy legkisebb R(a,b) € N szam, amire teljesiil, hogy
ha egy R(a,b) pontbol allo teljes graf éleit tetszélegesen kékkel és zolddel
szinezziik, akkor tartalmaz teljes a-s részgrafot kék szinben, vagy teljes b-s

z0ld szint részgrafot.

3.1. Tétel. R(a,b) < (“*7%)

a—1

Tehat egy (“;rz?) ponti grafban biztosan van teljes a-s kék, vagy teljes
b-s z0ld részgréf.

Bizonyitas:

Bizonyitsuk a + b-re indukcioval. R(a,2) = a és R(2,b) = b lesz. Latszik,
hogy egy a pontu grafban vagy lesz zold él, és ezzel megvan egy zold teljes 2
pontu graf, vagy nincs egy zold él sem, ekkor pedig megkaptuk a teljes kék

a-s grafot. Hasonloan vizsgalhato az R(2,b) = b graf is.

Legyen K, az n pontu teljes graf.

16
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Szinezziik a Kpga—1)+Rr(ap—1) graf éleit kékkel és zolddel. Legyen P a
graf egy pontja. A P-bdl induld kék élek és hozza tartozd pontok halmaza
legyen A, a zoldeké B. Igy |A| 4+ |B| = R(a — 1,b) + R(a,b — 1) — 1. Tehat
|A| > R(a —1,b) vagy |B| > R(a,b—1). Ha |A| > R(a — 1,b), akkor A-ban
van egy zold szini K, részgraf, vagy van egy kék szind K, ;| részgraf. Az
elébbi esetben készen vagyunk. Az utobbinal pedig az K, ; kék graf P-vel
egyiitt pont egy K, kék grafot alkot, mivel A a P-b6l indul6é kék éleket és
hozza tartozé pontokat tartalmazza. Ha |B| > R(a,b— 1), akkor az el6z6hoz
hasonlbéan vagy van egy kék K, részgraf, vagy egy zold K, 1, ami P-vel egy
z0ld K-t alkot.

Tehat R(a,b) < R(a—1,b)+ R(a,b—1), hiszen R(a,b) a legkisebb pont-
szamu ilyen graf.

Az indukcios feltevés miatt R(a —1,0) és R(a,b— 1)-re alkalmazhatjuk a

tételt:

R(a—1,b)+R(a,b—1) = (“+b_3)+(a+b_3) = (“+b_2> > R(a,b)

a—2 a—1 a—1

Végtelen Ramsey-tétel

3.2. Kérdés. Adott eqy megszamldlhatoan végtelen ponti teljes grdf. Kékkel
és zolddel szinezve az éleit igaz-e, hogy taldlhato benne eqy megszdmldlhatoan

végtelen ponti teljes kék, vagy zold részgrdf ?

Vegyiink egy x; pontot a grafbol. Ha ebbdl végtelen sok zold él indul ki,
akkor hagyjuk el azokat az éleket és hozzajuk kapcsolodod pontokat, amik kék
éllel csatlakoznak z1-hez. Igy x1-bél csak z6ld él indul ki, ezért szinezziik ki

a pontot zoldre. Az igy kapott részgrafot pedig nevezziik Yi-nek. Ha viszont
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a ponthol véges sok zold él indul, azokat a pontokat hagyjuk el, amik z6ld
éllel csatlakoznak a ponthoz. Igy zi-hez csak kék élek csatlakoznak, z1-et
szinezziik kékre, és az igy keletkezett halmazt elnevezziik Y;i-nek.

Ezutan valasztunk egy xo pontot Y;-bél, és megismételjiik az el6z6 elja-
rast. Igy kapjuk az Y, halmazt, illetve az x5 pontot kiszinezziik kék vagy zold
szinnel.

Hasonloan folytatva az eljarast, végtelen sok pontot kapunk, mivel mindig
olyan szint valasztottunk amelyikbdl végtelen sok él indult az adott pontbol.
Ha mindkét szinbdl végtelen sok él indult egy pontbol, ebben a példaban
mindig a zoldet valasztottuk, de tetszGlegesen lehet véilasztani barmelyiket.
Ez a végtelen sok pont zoldre vagy kékre van szinezve. Ha van végtelen sok
zold pont, akkor ezek egy teljes zold részgrafot alkotnak. Mivel ha vessziik
az els6 pontot, amit zoldre szineztiink.Ez a pont csatlakozhat kék éllel olyan
kék pontokhoz, amiket elGtte szineztiink ki, de minden olyan ponthoz, amit
utana szineztiink csak zold él kotheti. A kdvetkezének zoldre szinezett pontra
szintén igaz, hogy az elGtte szinezett kék pontokhoz kék él kéti, de mivel zold
pontbol elére felé csak zold él indul, az elGtte zoldre szinezett pontokkal is
z0ld él koti Ossze.

Ha van végtelen sok kék pontunk, ehhez hasonloan egy végtelen pontu
teljes kék részgrafot alkot. Valamelyik szinbél pedig biztosan van végtelen
sok pont.

Vegyiik észre, hogy a feladatban annak, hogy két szinnel szineztiik a graf
éleit nincs jelentdsége, ugyanez eljatszhato tébb szinre is!

Kitekintés:
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Feltehet6 az analog kérdés kontinuum szadmossagra is.

3.3. Kérdés. Igaz-e, hogy eqy kontinuum ponti teljes graf éleit akdrhogyan

szinezve két szinnel, lesz benne teljes eqy szind kontinuum pontd részqrdf ¢
Nem.

3.4. Tétel. Sierpinski-tétel: Eqy kontinuum pontbdl dllo grdf éleit lehet gy

szinezni két szinnel, hogy ne legyen benne Ny pontd homogén részgrdf.

Konstrualjunk egy ellenpéldat. Legyen < a természetes rendezés R-en,
<* pedig jolrendezés R-en. Szinezziik a graf éleit két szinnel a kovetkezd
modon: f: R? — {0, 1}, azaz rendeljiink hozz4 a valés szamparokhoz, amik
tekinthetSk a graf éleinek egy két elemii halmaz elemeit, 0-t és 1-et, ami a

két szint jelenti a szinezésben.

0, har<y<=z <y
fz,y) =

1 kiilonben
Legyen B C R.
Ha f(B?) = {0}, akkor < jolrendezi B-t. Legyen g : B — Q olyan
leképezés, ami Vb € B-t egy b és a jOl rendezés szerint b utan kovetkezd
elem kozé képez. Mivel a raciondlis szamok halmaza siiri, mindig van ilyen

racionalis szdm. Vilagos, hogy ez a leképezés injektiv, igy
|B] < Q] =Ny < N;.

Ha f(B?) = 1, akkor < inverze ugyanezt az eredményt adja.



4. fejezet

Hatvanyszamok szamtani

sorozatail

4.1. Kérdés. Hdny szomszédos hatvdinyszamot lehet megadni?

4.2. Definicié. o’ alaki szimokat nevezzik hatvdinyszimnak, ahol a,beZ,

b>1

Harom tag

a1 =—1;a,=0;a3 =1

Négy tag

Nem lehet négy szomszédos szam mindegyike hatvanyszam.

A négy szomszédos szambol kettd biztosan paros, (4k, és 4k + 2 alaktak),
a 4k + 2 alakt szdm nem lehet hatvanyszam, hiszen ezek a szadmok oszthatok

2-vel, de nem oszthatok 4-gyel.

4.3. Definicié. Pontositsuk a hatvanyszdm definiciojat. Hatvanyszdmnak ne-

vezztik az olyan a® alaki szdmokat, ahol a,b € Z+, b > 1.

20
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Harom tag

Igy nincsen harom egyméas utani hatvanyszam.

Két tag a; =8; a2 =9

Van-e mas?

Az 1844-ben megfogalmazott Catalan-sejtés azt mondja ki, hogy a8 ésa 9
az egyetlen példa egymas utani hatvanyszamokra, ha a® és ¢? hatvanyszamok,

ahol a,b,c,d > 1. Preda Mihailescu 2002-ben bizonyitotta be a sejtést.

4.4. Kérdés. Adjunk meg minél hosszabb pozitiv differencidji szdmtani so-

rozatot, aminek minden tagja hatvinyszam. Milyen hosszit lehet megadni?

Barmilyen pozitiv egészre létezik ilyen hosszt szamtani sorozat hatvany-
szamokbol. Tegyiik fel, hogy van egy n tagbol all6 szamtani sorozatunk d
differenciaval hatvanyszamokbol, ebbdl konstrualjunk n + 1 tagit. Ha min-
den tagot ugyanazzal a szdmmal szorzunk meg tovabbra is szdmtani sorozat
marad. Vegyiik hozza a sorozathoz az a, + d = N-et. Ez nem lesz feltétleniil
hatvanyszam.

Keressiik azt a ¢ szamot, amivel minden tagot megszorozva hatvanysza-
mot kapunk. Irjuk felna sorozat tagjait a, = bS" alakban, ahol b,a € Z,

i

(0% -
a > 1. Legyen ¢ = Ni=t | amivel megszorozzuk a sorozat Osszes tagjat. Igy

tényleg hatvanyszamokat kapunk, mivel Vj = 1, ...n-re

n a]
i i o
ajNi:I - b?JNi:I - ijHéJ
és n + l-re, azaz N-re:
1 1
o; 1+ ][] oy
N Ni=1 - N =t 1_
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4.5. Kérdés. Létezik pozitiv differencidju végtelen szamtani sorozat, mely-

nek minden tagja hatvanyszdm?

Nem.

Ennek két, teljesen kiilonb6zé bizonyitasat szeretném itt bemutatni. A
mésodik bizonyitashoz elemi moédszerekre van sziikség, kozépiskolas didk is
megoldhatja, az elsé ilyen szempontbol bonyolultabb.

Els6 megoldas

Ebben a megoldasban a hatvanyszamok reciproka segitségével szeretném
megmutatni, hogy nem lehet végtelen szamtani sorozatot képezni hatvany-
szamokbol.

Egy végtelen szamtani sor tagjainak reciprokdbol képzett sorozat 0sszege
divergens. Legyenek ennek a sorozatnak a tagjai a, = m alakuak, ahol
a az eredeti szamtani sorozat els6 eleme, d pedig a differenciaja. Mivel itt
hatvanyszamokbol all6 sorozatrol lesz szo, feltehetd, hogy a,d > 0 egész

szamok.

1 > 1 1 1
a+nd 2na+nd_a+dgﬁ_m'

Itt tehat ha a hatvanyszamokb()l képezhets végtelen hosszi szamtani so-

||M8

rozat, akkor a reciprokosszegiik divergens lesz.

Vizsgaljuk meg a hatvanyszamok reciprokosszegét.

=1
> 5=
n=2

=1
Zk_i 1):b’“
n=2
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Ha a b sorozatot Osszeadjuk, akkor elGfordulnak olyan hatvanyszamok,

amik tobbszor is szerepelnek, tehat a kivant értéknél nagyobb szamot fogunk

kapni.
ibk = i; = ilL < i— = iitehét az
k=2 = k(k —1) o kk—1 = (k—1)? j=1 k?

Osszes hatvanyszam reciprokainak 0sszegénél nagyobb szdm. De mivel :Ol e

konvergens, ezért ezek koziil a hatvanyszdmok koziil baArmennyit elhagyva is
konvergens sort kapunk. Azaz tényleg nem lehet végtelen sok hatvanyszambol
all6 szamtani sorozatot képezni.

Masodik megoldas

Indirekt tegyiik fel, hogy van olyan végtelen, pozitiv differenciaju szamta-
ni sorozat, ami csak hatvanyszamokbol all. Legyen a,, = a + nd ez a sorozat,
ahol a, d pozitiv egészek (mivel a sorozat tagjai hatvanyszamok, tehat pozi-
tiv egészek), a a sorozat elsg eleme, d pedig a differenciaja. Tehat a sorozat

minden eleme megoldésa a kovetkezG kongruencianak:

Nem hatvanyszamokat felirhatunk a kdvetkez6 alakban, ahol p olyan prim-

szam, ami nem osztoja d-nek. Az

maradékosztaly tagjai mind nem hatvinyszamok, hiszen oszthatok p-vel, de
nem oszthatok p2-el.

Tehét egy szimultan kongruenciarendszert kapunk:
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z = p(p?)

A kinai maradéktétel szerint egy ilyen kongruenciarendszernek mindig van
megoldasa, egy maradékosztaly dp®-vel vett osztds maradéka szerint. Mivel
végtelen sok megoldasa van, biztosan lesz koztiik olyan, ami mar tagja a
hatvanyszamokbol &llo6 sorozatnak, de a mésodik kongruencia miatt ez azt
jelenti, hogy nem hatvanyszam a megoldas.

Kitekintés

Hatvanyszamok helyett ezeket a kérdéseket fel lehet tenni primszamokra

is, ezt szeretném bemutatni parhuzamként.

4.6. Kérdés. Létexik-e primszdmokbdl dllo végtelen hosszi szdmtani soro-

zat?

Nem.

Adjunk meg tetszéleges n pozitiv egészre n egymas utan kovetkezd Ossze-
tett szamot. Ha ezt barmilyen n-re meg tudjuk konstrualni, akkor nincs
végtelen hosszi szamtani sorozat primekbdl. Ha lenne a differenciaja na-
gyobb kéne, hogy legyen Vn egésznél. J6 n egymast kovets Osszetett szam a
m+1)!'+2,(n+1)!+3,...,(n+ 1)! + n+ 1. Tényleg n db egymast kovets
szamot soroltunk fel. Mindegyik Gsszetett, hiszen az els6 szam oszthato 2-vel,

a masodik 3-al, és igy tovabb, az n-edik (n + 1)-gyel.

4.7. Kérdés. Megadhato-e tetszileges n eqész hosszisdagu primekbdl dllo szam-

tani sorozat?

Mig az el6z6 kérdésre a valasz régodta ismert, ez a kérdés nagyon sokaig

megvalaszolatlan volt. 2004-ben oldotta meg Ben Green és Terence Tao.
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4.8. Tétel. Green—Tao tétel
Bdarmilyen n egészre n hosszi primszdamokbol dllo szdmtani sorozat képez-

hetd.



5. fejezet

Rabok és sapkak

5.1. Kérdés. FEgy szigeten 100 rab raboskodik. FEqy nap felajinlanak nekik
eqy lehetdséget a megmenekiilésre. Mindegyik rab kap egy piros, vagy eqy kék
sapkdt a fejére, de nem tudja milyen szinidt. A rabok ldthatjik eqgymds sap-
kdjdt, és mieldtt a sapkdkat kiosztandk, megbeszélhetnek valamilyen taktikdt,
utdna viszont semmilyen formdban nem kommunikdlhatnak. Mindegyikiknek
eqy cetlire fel kell irni eqy szint. Amelyik rab azt a szint irta a cetlire, amilyen
szind sapka a fején van megmenekil, aki nem, az meghal.

Milyen taktikdt beszéljenek meg, hogy minél tébben biztosan eltaldljik a

sapkdjuk szinét? Hdny rab tud biztosan megmenekilni?

Két rab esetén meg tudnak beszélni olyan taktikat, hogy az egyik rab
biztosan megmenekiiljon. (A masik pedig nem fog.) Az egyik rab hipotézise
az, hogy kettejiiknek egyforma sapkajuk van, tehat amilyen sapkat lat a
masikon, olyat ir 6 is, mig a masik rab pont az ellenkezgjénél ,nyer”. O akkor
menekiilhet meg, ha kiilonb6z6 sapkdjuk van, pont azt irja fel a cetlijére,

amit nem lat a mésikon. Mivel a két lehetGség koziil pontosan az egyik be

26
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fog kovetkezni, igy tényleg a kettGbdl pontosan egy rab megmenekiil.
Ugyanezt a taktikat 100 rabbal is el lehet jatszani, ha a rabok el6z6-
leg parba &allnak, és megbeszélik, kinek melyik lesz a szerepe. Igy 50 rabot
biztosan meg lehet menteni.
Hasonléan ehhez a megoldashoz az elején lehet 50 rab hipotézise az, hogy
paratlan sokan kaptak piros sapkat, mésik 50 rabé pedig az, hogy paros sokan.
Igy is pontosan 50-en fognak megmenekiilni.

T6bb, mint 50 rab nem menthet§ meg.

5.2. Kérdés. Legyen 100 helyett megszamldlhatoan végtelen sok rabunk. Mi

a helyzet ekkor? Hdny rabot tudunk biztosan megmenteni?

Az el6z6 megoldasbal is nyilvanvald, hogy megszamlalhatoéan végtelen rab
(de nem mindenki) megmenthets ugyanazzal a taktikival. Ez utan mar a jo
kérdés megtalalasa sem konnyt dolog a folytatdshoz. Meg tudunk-e menteni
ennél tobb rabot? Mennyit?

Igen, véges sok kivételével minden rab megmenthet6 lesz.

A rabok megbeszélnek maguk kozt egy sorrendet (mivel megszamlalha-
toan sokan vannak ez lehetséges). A sapka szineknek a maguk kozt felallitott
sorban egy 0,1 sorozatot feleltetnek meg. Kontinuum sok kiilonb6z6 ilyen
sorozatot lehet létrehozni. Ny sokan vannak, mindegyik sapka két féle le-
het, azaz 2% = c féle sorozat van, ahol ¢ a kontinuum szamossag jele. Két
0,1-sorozat ekvivalens, ha véges sok tagban kiilonboznek egyméstol, hiszen
legyenek A, B, C' 0,1-sorozatok, ekkor:

1. reflexiv, azaz A ~ A, hiszen A 0 (vagyis véges sok) elemben tér el

onmagatol.
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2. szimmetrikus, azaz ha A ~ B =, akkor B ~ A, ha A n elemben tér el
B-t6l, akkor B is A-tol.

3. tranzitiv, azaz ha A ~ B és B ~ C = akkor A ~ (' Hiszen ha AB-t6l
n elemben tér el, B C-t6l pedig k, akkor A C-t6l legfeljebb n + k elemben
kiilénbozik.

Igy mivel ez tényleg ekvivalenciarelacié ezeket a sorozatokat ekvivalencia-
osztalyokba képezhetjiik, ahol egy ekvivalenciaosztalyban azok a 0,1-sorozatok
vannak, amik egymastol véges sok tagban kiilonboznek.

A kivalasztési axiéma miatt minden ekvivalencia osztalybol ki tudunk
valasztani egy elemet. Minden rab ezeket a kivalasztott elemeket figyelje csak
a tovabbiakban.

Minden rab a sajatjan kiviil az 6sszes tobbi rab sapkajat latja, igy latja,
hogy a kivalasztott sorozatok koziil melyik az az egy, ami illik rajuk véges sok
eltéréssel. Igy minden rab ugyanazt a sorozatot fogja valasztani, és aszerint
tippeli meg a sajat sapkajat. Ez a kivalasztott 0,1 sorozat legfeljebb véges
sok helyen tér el az eredetitdl, csak az a véges sok rab nem menekiil meg, aki
a sorban az eltéréseknél all.

Vegyiik észre, hogy a feladatban nem szamit, hogy csupan két szind sap-
kdjuk lehetett a raboknak! Barmennyi szind sapkajuk van, ugyanigy ekvi-
valenciarelaci6 marad az, ha két sorozat véges sok tagban kiilonbozik. St
nem csak véges szamossagokra lehet ugyanezt a gondolatot elmondani, a ra-
bok sapkajan akar valos szamok is szerepelhetnének, az sem valtoztatna a
gondolatmeneten, vagyis ezzel a mddszerrel ki tudnék talalni véges sok rab

kivételével, hogy milyen val6s szam van a sapkajukon!



6. fejezet

Zenészek vidékre utaznak

6.1. Kérdés. 100 zenész vidékre készil, melyhez nagy busz dll rendelkezésre.
Minden zenésznek pontosan 3 haragosa van a tobbiek kozott, gy, hogy a
akkor és csak akkor haragosa b-nek, ha b is a-nak. Igaz-e, hogy szét lehet dket
osztani a két buszba gy, hogy mindenk: legfeljebb 1 haragosdval utazik egy

buszon?

A kérdést fogalmazzuk at grafra is.

Van egy 100 ponta 3-regularis grafunk. Szét lehet-e osztani gy két rész-
grafra, hogy mindkét részgrafban a pontok foka legfeljebb egy legyen?

Itt a pontok az embereknek felelnek meg, a ketté osztas a buszba iilte-
tésnek, az élek pedig annak, hogy haragosai egyméasnak a zenészek. Innentdl
a feladat megoldasdhoz azt a megfogalmazast fogjuk hasznalni, ami éppen
konnyebb.

Igen, szétiiltethetdk lesznek.

Els6 megoldas

29
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Ultessiik szét a zenészeket valahogy a buszokba, majd vegyiink egy olyan
embert, aki igy nem érzi jol magat (vagyis tobb, mint 1 haragoséval van
egy buszban), legyen a neve X | és Gt iiltessiik 4t a méasik buszba. Ha az
emberek egy graf pontjai, és akik haragosai egymasnak, azok kozott vannak
a graf élei, akkor egy ilyen lépéssel a ,buszon beliili” élek szama legalabb
kett&vel csokken abban a buszban, ahonnan atiiltettiik X-et, a masik buszon
beliil viszont a buszon beliili élek szama legfeljebb eggyel néhet, mivel X-
nek ott legfeljebb egy haragosa iil. Igy ha atiiltetiink valakit, aki nem érezte
jol magat a helyén, biztos, hogy csokken a buszon beliili ¢lek szama, tehat
minden ilyen {iltetéssel javul a helyzet. Ezért biztosan lesz olyan, elég sok
ember atiiltetésével, hogy mar mindenki jol érzi magat, vagyis legfeljebb egy
haragosaval iil egy buszban.

Masodik megoldas

Ez a megoldas nem sokban kiilonbozik az els6t6l, kicsit leroviditi a meg-
oldas menetét.

Véges sok féle képpen lehet leiiltetni a zenészeket két buszba, igy ezek
koziil vegyiik azt, ahol a legkevesebb él megy a buszokon beliil.

Azt szeretnénk belatni, hogy ez a szétosztas jo lesz. Tegyiik fel, hogy nem.
Ekkor az el6z6 megoldashoz hasonloan, ha atiiltetiink valakit, aki rosszul érzi
magét csokken a buszon beliili élek szdma, ez azonban nem lehet, mert ebben

az iilésrendben a legkevesebb a buszon beliili élek szama.

6.2. Kérdés. Igaz-e, hogy megszamldlhatoan végtelen sok zenész mindig szét-
tltethetd két megszdmldalhatoan végtelen buszba gy, hogy legfeljebb eqy hara-

gosukkal utaznak eqyiitt? Minden zenésznek hdrom haragosa van és a hara-
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gossdag szimmetrikus reldcio.

Igaz.

Legyenek az emberek ey, e, ...€,, ... Minden n-re a végesben mar igaznak
bizonyult allitast felhasznalva készitsiik el az {ei, ey, ..., e,} emberek egy
megfelel§ felosztasat. Az n-edik felosztasban az els§ buszban il emberek
halmaza legyen A, a masodik buszban iiléké pedig B,.

Konstrualjunk egy 1j, jo felosztasat a teljes halmazon.

Elgszor vizsgaljuk meg ej-et. Valamelyik buszban biztos, hogy szerepel
végtelen sokszor, mivel végtelen sok felosztdsunk van. Ha végtelen sok A,
halmazban szerepel, tegyiik be az A halmazba. Ha ez nem teljesiil, akkor B-
be. Hizzuk ki a listankrol azokat a felosztasokat, amikben e; nem a megfelel
halmazban szerepel, azaz els6 esetben a B,-nek volt eleme, a mésodikban
A,-nek. Tekintsiik a megmaradt végtelen sok felosztasban ey helyzetét. Az
el6z6hoz hasonlban 6 is végtelen sokszor fog vagy A;-ben, vagy B;-ben szere-
pelni, ahol 7 mér csak a megmaradoé felosztasok indexe lehet. Tegyiik be 6t
is ez alapjan az A vagy a B halmazba. Hazzunk ki minden olyan felosztast a
listarol, amin e; nem a megfelel6 halmazban szerepel és folytassuk az eljarast.

Vizsgaljuk meg, hogy ez a felosztas biztosan jo lesz-e! Az egyetlen baj az
lehet, ha e, két haragosaval e,-vel és e,-val is egy buszba keriilt. Feltehetjiik,
hogy ez a busz az A.

Tekintsiik a {k,p, ¢} halmaz legnagyobb elemét. Feltehetjiik, hogy ez p.
Amikor ugy dontottiink, hogy e,-t az A buszba tessziik, akkor azokat a vé-
ges, megfelel§ felosztasokat tekintettiik, amikben e és e, is az A; buszokba

volt volt beosztva. Azért tehettiik e,-t is A-ba, mert volt végtelen sok olyan
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felosztas ezek kozott, amikben e, is A; eleme volt. De ha csak egyetlen olyan
A; van, ahol a 3 ember azonos buszon iil, akkor az ellentmond annak, hogy
valakinek két haragosa van, hiszen ezek a felosztasok végesben megfelelGk
voltak.

Tehat ez a felosztas megfelels, hiszen senki sem utazik egynél tobb hara-

gosaval egyiitt.

6.3. Kérdés. Legyen megszamldalhatondl tobb zenész, akik vidékre utaznak,
két megszamldlhatondl nagyobb busszal. Letiltethetdk-e mindig két buszba gy,
hogy mindenki legfeljebb eqy haragosdval utazzon egyiitt, ha minden zenésznek

pontosan hdrom haragosa van €s a haragossig szimmetrikus reldcid?

Grafokra: Legyen G egy megszamlalhatonél tobb ponta 3-regularis graf.
Ketté lehet-e osztani tigy a pontjait, hogy a két kapott részgraf minden pont-
janak foka legfeljebb egy legyen?

[gen.

Mivel a pontok fokszdma véges, a graf szétesik megszamlalhaté kompo-
nensekre. Megszamlalhatora mar belattuk, hogy le tudjuk iiltetni Sket a két
buszba. Ezt felhasznalva, az 6sszes komponenst ketté tudjuk osztani a kivant
modon. Legyen az a-dik kettéosztas két halmaza A, és B,. A = |J A, legyen
az els6 buszban il emberek halmaza, B = | B, pedig a masodik buszban

ul6k halmaza.



Koszonetnyilvanitas

A szakdolgozat megsziiletésében nagyon fontos szerepet jatszott a témaveze-
t6m. Koszonom az izgalmas feladatokat, amelyeknek a megoldasa soran el-
mélyiilhettem a véges és végtelen kiillonbozGségének témajaban. Mindig meg
lehetett az élményem, hogy magam oldottam meg egy feladatot, de sziikség
esetén kaptam hozza segitséget, ha elakadtam. Igy amellett, hogy hasznos ma-
tematikai tudasokra tettem szert, modszertani tapasztalatokat is gytjtottem

a konzultaciok soran, melyeket jovendd pedagogusi palyamon hasznosithatok.
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