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El06sz6

Szakdolgozatomban a sikbeli affin transzformaciokat fogom targyalni. A kozépiskolas didkok matema-
tikai tanulményaik soran mar megismerkednek a sikbeli egybevagdsigi és hasonlosagi transzformaciokkal,
azok alapvets tulajdonsagaival. Megtanuljak, hogy a hasonlésagi transzformacié egyenest egyenesbe képez
és megtartja a szogek mértékét. Jogosan meriilhet fel a kérdés, hogy léteznek-e olyan sikbeli transzfor-
méciok, amelyek egyenestartéak, de nem hasonldsigok. Az egyetemi tanulmanyaim soran érdekesnek
talaltam, amikor kideriilt, hogy vannak ilyen geometriai transzformaciok. Raadasul viszonylag kdnnyen,
két parallel vetités szorzataként tudunk elGallitani olyan bijektiv leképezést a sikban, mely egyenest egye-

nesbe képez, de nem hasonlosagi transzformécio. Dolgozatom elsé fejezetében felidézem az egybevigdsigi

és hasonlosagi transzforméciok definicioit. Bevezetem az irdnyitastartd és iranyitasvalto sikbeli transz-
formécidk fogalmét. Megmutatom, hogy két parallel vetités egymés utani végrehatasaval olyan bijektiv
leképezést lehet kapni a sikon, amely egyenestartd, de nem hasonlésag. Ezt kévetGen bevezetem a sikbeli
affin transzformacio fogalmat. Kideriil, hogy egy affinitds mindig meghataroz (méas széval indukal) egy
linearis leképezést a sikbeli vektorok terén.

A miésodik fejezetben analitikus eszkozokkel vizsgalom az affin transzformaciokat. Ennek megfelelGen
egy sikbeli derékszogi koordinata-rendszert fogok alkalmazni. Latni fogjuk, hogy egy affin transzfor-
méaciot egy matrixegyenlettel lehet leirni. A méatrixegyenlet alapjan bebizonyitom, hogy amennyiben a
sikban adva van két nem kollineéris pontharmas, akkor pontosan egy olyan affinitds van, amely az els6
pontharmast a mésodikba képezi.

A harmadik fejezetben az affin transzformaciok egy specidlis tipusat vizsgalom, a tengelyes affinitast.
Megmutatom, hogy a tengelyes affinitast a tengely, tovabbé egy sikbeli pont és annak képe mar egyértel-
miien meghatarozzak. Megvizsgalom, miként lehet eldonteni az affinitds méatrixegyenlete alapjan, hogy
az vajon tengelyes affinitas-e. Bebizonyitom, hogy egy affinitas elGall egy tengelyes affnitas és egy sikbeli
hasonléséagi transzformécié kompoziciojaként.

A negyedik fejezet az affinitds invarians derékszogét targyalja. Két egymaésra merdleges egyenesrsl
akkor mondjuk, hogy invaridns derékszogét adjak az affin transzformacionak, ha a képeik is derékszog-
ben metszik egymast. Kideriil, hogy amennyiben az affinitds nem hasonlosag, akkor pontosan egy olyan
irdnypar van, amely az affinitdshoz invarians derékszéget ad. Targyalom, hogy amennyiben adva van az
affinitas indukalt linearis leképezésének matrixa, akkor az alapjan miként lehet meghatéarozni az invarians

derékszoget megado vektorokat. Definidlni fogok olyan fogalmat is, mint az affinitas adott iranyhoz tarto-
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z6 nyujtasi aranyszama. Amennyiben az affinitds nem hasonlésag, akkor van olyan irdny, ahol a nyujtési
ardnyszam maximalis, illetve minim&lis. Megmutatom, hogy éppen az invarians derékszog két irdnyahoz
tartoznak a maximalis és a minimaélis nytjtési ardnyszamok. Végiil igazolni fogom, hogy a kor affin képe
egy ellipszis.

Munkam sorén a szakdolgozati konzultaciok mellett az Irodalomjegyzékben felsorolt tankdnyvekre

tamaszkodtam.



1. fejezet

Sikbeli geometriail transzformaciok

1.1. Jelolések, alapfogalmak

Vizsgalatainkat az euklideszi geometridban végezziik. Dolgozatomban a kévetkezs jeloléseket fogom
alkalmazni. A tér pontjait latin nagybettkkel (példdul A, B, C), az egyeneseket latin kisbettikkel, a
sikokat gorog bettikkel jelolom. Az A, B pontok tavolsagat a d(A, B) vagy AB jeloli. Az A kezdGponttal
és B végponttal meghatarozott iranyitott szakaszt 1@ jeloli majd. Az 1@ egyuttal az altala reprezentalt
szabad vektort is jeloli.

A tér szabad vektorai az Osszeadésra és a valés szammal vald szorzasra nézve egy V vektorteret
alkotnak. Ennek elemeit félkovér kis betiikkel (példaul u, v) fogjuk jelolni. A szokasoknak megfelelGen
az u, v vektorok skalaris szorzatat u - v, vektorialis szorzatat pedig u x v jeloli.

Felidéziink most néhany olyan fogalmat, melyet a késébbiekben alkalmazunk. Ertelmezziik a kollinearis

pontharmas osztéviszonyat.

1.1.1. Definicié. Legyenek adva az A, B, C egymdstol kilonbézd kollinedris pontok. A tartalmazo
eqyenesnek veqyiik egy iranyitdsdt. Az 1@ és C@ irdnyitott szakaszok eldjeles hossza legyen AC és CB.

A ponthdrmas osztéviszonydn az (ABC) = g—g eldjeles hanyadost értjik.

Megjegyzés: Vilagos, hogy az osztoviszonnyal fennall az ﬁ = (ABC)- C@ Osszefiiggés az ﬁ és C@

vektorokra. Az (ABC) osztoviszony pozitiv akkor és csak akkor, ha a C pont rajta van az AB szakaszon.

1.1.2. Definicid. Tekintsiink egy o sikot, abban egy félegyenest és egy olyan félsikot, amelynek hatdr-
egyenese tartalmazza a félegyenest. A félegyenesbdl és a félsikbol dllo alakzatpdrt egqy sikbeli zdszlonak

nevezzuk.

Megjegyzés: Egy o sikban vegyiik a nem egy egyenesre es6 A, B, C pontokat. Ezen pontharmasnak
egyértelmiien megfelel egy sikbeli zaszlo az alabbiak szerint. A zaszl6 félegyenese legyen az A kezdGpontu
és B -n atmeng félegyenes, a félsikja pedig az a félsik, melyet az A, B pontokon dtmend egyenes hatérol

és amely tartalmazza C pontot. Ezt a zaszlot az A, B, C pontharmashoz tartozé zaszlonak mondjuk.
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1.2. Egybevagdsagi és hasonlésagi transzformacidk

A sikbeli transzforméciok koziil elGszor az egybevagosag fogalméat adjuk meg. Tekintsiink a térben egy

o sikot.

1.2.1. Definicié. Egy ¢ : 0 — o bijektiv leképezés egqybevdigosdg a o sikban, ha tetszdleges A, B € o
pontokra fenndll d(A, B) = d(¢(A), ¢(B)).

Vilagos, hogy két egybevagosagi transzformécio egymasutanja is egybevagodsag. A szokasoknak meg-
vagosagok ezzel a szorzassal egy csoportot alkotnak, melyet jel6ljon Iso(o).
Megjegyzés: Ha o -ban vesziink két sikbeli zaszlot, akkor egyértelmien létezik olyan egybevigosag,
amely az els6 zaszlot a masodikba viszi. Ismeretes, hogy egy sikbeli egybevagosag vagy egy eltolés, vagy
egy pont koriili elforgatés, vagy egy tengelyes tiiktozés, vagy pedig egy cstsztatva tiikrozés.

Idézziik fel most a hasonlosagi transzformécié fogalmét is.

1.2.2. Definicié. Egy ¢ : 0 — o bijektiv leképezés hasonldsdg, ha van olyan A > 0 szdam, hogy a
tetszdleges A, B € o pontokra teljesil d(p(A), p(B)) = A-d(A, B). A X szdmot mondjuk a hasonlésdg

ardnydnak.

A definiciobol adodik, hogy ha ¢ és w2 hasonlésagok, akkor a szorzatuk ooy is hasonlosag. A sikbeli
hasonlosagok erre a szorzasra csoportot alkotnak, melyet jeloljon Sim(o). Tovabba, ha egy hasonlosa-
gi transzformécionak az aranya 1, akkor az a hasonlosag egy egybeviagosag. A hasonlosag egyenestarto,
meg0rzi az egyenesek parhuzamossiggat és a kollinearis pontharmasok osztéviszonyat is. Mivel a hasonlé-
sagi transzformaciok csoportja magiban tartalmazza az egybevigdsagi transzformaciok csoportjat, igy az
alabbi médon irhatjuk le ezt a kapcsolatot: Iso(o) C Sim(o). A hasonlosagok kozott kitiintetett szerepet

jatszanak a koézéppontos hasonlosagok.

1.2.3. Definicidé. Vegyiink a o sikban egy O pontot, tovabbd eqy nulldtol kilonbézé A valds szamot. Az
O centrumi és X\ eldjeles ardnyi kézéppontos hasonldsdg az a k : 0 — o leképezés, amely az O ponthoz
onmagdt rendeli, és egqy P (P # O) pont P’ = k(P) képe az O, P pontokon dtmend egyenes azon pontja,
amelyre igazak az alabbiak:

A P’ pontnak az O -tél mért tdvolsiga |A| - OP, vagyis fenndll d(O,P’) = |\ -d(O,P). X > 0 esetén
P’ azon az O kezddponti félegyenesen van, amelyik dtmegy P-n, A < 0 esetén pedig a mdsik félegyenesen.
Megjegyzés: Ismeretes, hogy egy hasonlésigi transzforméacié mindig el6all egy egybevigosag és egy
kozéppontos hasonldsig szorzataként. Emiatt a hasonlosag egy egyenestarto és szogtarto transzformacio.
Konnyt belatni azt is, hogy a hasonlésag megdrzi a kollinearis pontharmasok osztéviszonyat.
Megjegyzés: Ha egy hasonlosdgi transzformacié nem egybevagosag, akkor az vagy forgatva nyujtas,
vagy tikrozve nyudjtas.

Megjegyzés: Felvetédik a kérdés, hogy van-e olyan sikbeli bijektiv leképezés, amely egyenestartd, de

nem hasonléség? A kovetkezGkben majd latni fogjuk, hogy erre a vélasz igenlS. Ugyanis, parallel vetité-
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sek segitségével konstrualni lehet olyan sikbeli transzforméciokat, amelyek egyenestartoak, megérzik az

osztoviszonyt, de nem hasonldsigok.

1.3. Iranyitastartd és iranyitasvalté transzforméaciok

A o sikbeli szabad vektorok egy 2 -dimenzids alteret alkotnak a térbeli vektorok V' terében. Legyen
V, a sikbeli vektorok altere.

Tekintslink egy olyan k egységvektort, amely mer6leges a o sikra. Ez alapjan a V, vektortér bazisait
két osztalyba lehet sorolni. Mint ismeretes, két sikbeli vektor egy bézist képez a V,, vektortérben, ha nem
parhuzamosak egymaéssal. Ha u;, us egy bazis V, -ban, akkor az u;, us, k vektorhdrmas egy bézis a
térbeli vektorok V terében, amely vagy egy jobbrendszert, vagy pedig egy balrendszert ad.

Vil4gos, hogy az u;, us, k vektorhdrmas akkor képez jobbrendszert, ha az u; x us vektorialis szorzat,
amely mer6leges o -ra, parhuzamos a k egységvektorral. Ha u; x us és k ellentétes iranyuak, akkor az

u;, us, k vektorharmas balrendszert ad.

1.3.1. Definicid. Legyen adott egy ui, uy bdzis a V, vektortérben. Errdl azt mondjuk, hogy a V, -beli
bazisok elsd osztdlydhoz tartozik, ha a uy, us, k vektorhdrmas eqgy jobbrendszert képez. Amennyiben a
vektorhdrmas egy balrendszert ad, akkor azt mondjuk, hogy az uy, us vektorpdr a V, -beli bazisok mdsodik

osztdlydahoz tartozik.

1.3.2. Allitas. Legyenek uy, uy és vy, vo bazisok a V,, vektortérben. Fejezzik ki a mdsodik bdzis vektorait

az elsd elemeinek linedris kombindcidjaként a vi = c11 U1 + €21 U, Vo = €12 U1 + Coo Us alakban. Vegyiik
.. 1147 1.4 €11 G2 Y. Ly 7 e p . p

az egyiitthatokbol képzett C = mdtrizot. A két bdzis egyazon osztilyhoz tartozik akkor és

C21  C22

csak akkor, ha a C mdtriz determindnsdra fenndll a det C > 0 egyenldtlenség.

Bizonyitds: Mivel a vy, vy vektorok linedrisan fiiggetlenek, a 2 x 2 -es C maétrix rangja 2. Emiatt

a C matrix determinédnsa nem lehet 0. Ismeretes, hogy ha két vektor egymassal parhuzamos, akkor

vektorialis szorzatuk a O nullvektor. Kihasznalva azt is, hogy a vektoridlis szorzas antikommutativ, az

alabbi osszefiiggést kapjuk:

Vi X Vg = (c11 U1 + €21 U2) X (c12u1 + c22 ) =

C11 C29 (u1 X ng) + ¢co1 C12 (UQ X ll1) = (611 Coo — C21 612)111 X Uy = det C - u; X Ug

Eszerint a vi X vy és u; X uy vektorok megegyezs irdnytak pontosan akkor, ha fennall det C > 0. m

Az aldbbiakban a sikbeli zaszlokat is két csoportba soroljuk. Vegyiink a o sikban egy sikbeli zaszlot.
A zészl6 félegyenesének kezdGpontja legyen A és menjen at a B (B # A) ponton. Legyen C a zaszlo
félsikjanak egy olyan pontja, amely nincs rajta a félsik hataregyenesén. Tekintsiik a v = z@ és vy = ﬁ
vektorokat.

1.3.3. Definicio. Az A, B, C nem kollinedris ponthdrmas dltal meghatdrozott zdszlo a sikbeli zdszIok elsd
osztdlydhoz tartozik, ha a vy, vo, k vektorhdrmas egy jobbrendszert képez. Amennyiben a vektorhdrmas

eqy balrendszert ad, akkor azt mondjuk, hogy a sikbeli zdszlo a mdsodik osztdlyhoz tartozik.
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1.1. &bra. Sik iranyitasa

Megjegyzés: A o sik iranyitasan azt értjiik, hogy egy a sikra meréleges k egységvektor megadasaval két

osztalyba soroljuk a V, vektortér bazisait, illetve a sikbeli zaszlokat.

A fentiek alapjan méar értelmezni tudjuk az iranyitastarté és az irdnyitasvaltd hasonlosagokat (és

egybevagosagokat).

1.3.4. Definicio. Egy sikbeli hasonldosagot iranyitdastartonak mondunk, ha a sikbeli zdszlok két osztd-
lyat énmagukba képezi. Ha a hasonlésdg a sikbeli zdszlok két osztdlydt felcseréli, akkor irdnyitdsvdltonak

mondjuk.

Megjegyzés: Az eltolés és az elforgatas irdnyitastartd egybevagosagok. A tengelyes tiikrozés és a csusz-
tatva tiikkrozés irdnyitasvaltd egybevagosagi transzforméaciok. A kozéppontos hasonlosagok iranyitastar-

toak.

1.4. Egy sik parallel vetitése egy masik sikra

Vegyiink a térben két egymast metsz§ sikot, melyeket jeloljon o és 0. Vegyilink tovabba egy v egyenest,
amely egyik sikkal sem parhuzamos. Vetitsiik r4 a p sikot a o sikra a v egyenes irAnyadban. Eszerint egy
P € ppont képét ugy nyerjiik, hogy vessziik a P -n a&tmeng v -vel parhuzamos egyenes és o metszéspontjat.
Ha a vetités irdnya meréleges a sikra, abban az esetben meréleges vetitésnek hivjuk.

Konnyen be lehet latni, hogy a parallel vetités rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal.
1. A parallel vetités egy olyan bijektiv leképezés a két sik kozott, amely egyenest egyenesbe képez.
2. Parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez.
3. Parallelogrammat parallelogrammaéba képez.
4. Meg6rzi a kollineéris ponthdrmasok osztéviszonyéat.
5. Fixen hagyja a 0 N p =t egyenes pontjait.

A negyedik tulajdonsag a parhuzamos szel6k tételének kovetkezménye.
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1.2. abra. A parallel vetités megdrzi az osztoviszonyt

Vegyiik most két parallel vetités egymaés utani végrehajtasat oly médon, hogy elébb a o sikot vetitjiik
ra a p sikra egy v, egyenessel magadott irAnyban, majd pedig a o sikot egy masik vy irdnyban ravetitjiik a o
sikra. Legyenek 1 : 0 — 0 és @9 : 0 — o a parallel vetitésnek megfelels leképezések. Ezek po0p1 1 0 — o
szorzata egy egyenestarto bijektiv leképezés a o sikon. Vegyiik észre, hogy 20 fixen hagyjaat=onNp

egyenes pontjait.

1.3. abra. Két parallel vetités szorzata

A két vetités egymasutanjaval nyert bijektiv leképezés rendelkezik a parallel vetités minden tulaj-
donsagaval, azaz egyenestartd, megtartja az osztoviszonyt. Ha ez a o -beli leképezés hasonlosag, akkor
egyuttal egy a t egyenest pontonként fixen hagyo egybevagosagot ad, ami csakis a t tengelyre torténd
tiikrozés lehet. Tehat ha nem specidlisan valasztjuk a vetitési irdnyokat, azaz a két vetités szorzata nem
ad tengelyes tiikrozést, akkor nem hasonlésagot kapunk. Ez egy jo példa arra, hogy létezik olyan bijektiv

leképezés a sikon, mely egyenestartd, megdrzi az osztéviszonyt, de nem hasonlosag. Ezeket a leképezéseket
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tengelyes affinitasoknak nevezziik majd.

1.5. Az affin transzformacidok

Az el6z6ek soran a parallel vetitések segitségével belattuk, hogy vannak olyan bijektiv leképezések a
sikban, amelyek egyenestartéak, megérzik a kollinearis pontharmas osztoviszonyat, de nem hasonlésagok.

Ily médon definialhatunk egy tjabb sikbeli transzformaciot, az affinitést.

1.5.1. Definicié. A o sikbeli affin transzformdcion egy olyan ¢ : 0 — o bijektiv leképezést értiink, amely

egyenest egyenesbe képez és megdrzi a kollinedris ponthdrmasok osztoviszonydt.

méci6 egymasutinja, azaz kompozicioja, is affin transzforméacié. A ¢ : 0 — o affin transzformécio inverze

1

a p ' 1 0 — o leképezés szintén egy affinitds. A o sikbeli affin transzformaciok a kompoziciéra, mint

szorzasra, nézve egy csoportot alkotnak.

Az aldbbiakban megadjuk az affin transzformaci6 alapvetd tulajdonsagait.
1.5.2. Allitas. Legyen adva egy ¢ : 0 — o affin transzformdcid. Ekkor igazak az aldbbi kijelentések.
1. A ¢ affinitds parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez.
2. A ¢ affinitdas parallelogrammdt parallelogrammdba képez.
. .. H %
3. Ha az A, B, C, D € o pontokra fenndll 1@ = @, akkor a képpontokra teljesiil A’B' = C'D’.
Bizonyitds:

1. A ¢ affinitds parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe képez.
Legynek a o -beli a és b egyenesek parhuzamosak. Ez esetben nincs kézos pontjuk. Mivel a ¢
leképezés bijektiv, az p(a) = o’ és p(b) = V' képegyeneseknek sem lehet kozos pontja. Ez pedig azt

jelenti, hogy az a’, b’ egyenesek parhuzamosak.

2. Az osztoviszony megérzése kovetkeztében az affin transzformécio szakaszt szakaszba képez. A pa-
rallelogramma egy olyan négyszog, amelynek a szemkozti oldalegyenesei egymassal parhuzamosak.
Mivel az affinitds megérzi az egyenesek parhuzamossagat, a parallelogramma affin képe parallelog-

ramia.

3. Tegyiik fel, hogy az A, B, C, D € ¢ pontokra fennéll /@ = @ Haaz A, B, C, D pontok nem egy
egynesen vannak, akkor az A, B, D, C pontok ebben a sorrendben egy parallelogramma cstcsai.
Mivel az el6bb bizonyitott tulajdonsag szerint az A’, B’, D', C’ szintén egy parallelogramma

. . .. % H
cstcsai, igy teljesiil A’B' = C'D’.
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A tovabbiakban jeldlje V, a o sikbeli vektorok alterét. A fenti allitds harmadik pontja alapjan értel-

mezni lehet egy 1j fogalmat.

1.5.3. Definicié. Legyen adva eqy ¢ : 0 — o affinitds. A ¢ affinitdshoz tartozé indukdlt leképezésnek
—
mondjuk azt a @ : V, — V, fiigguényt, ahol tetszéleges A, B € o pontpdrra fenndll @(ﬁ) = A'B".

Megjegyzés: Az el6z6 allitas alapjan vilagos, hogy egy u € V,, vektornak a ¢ indukalt leképezés szerinti
képe nem fiigg az u-t reprezentalo irdnyitott szakasz megvalasztasatol.

A kovetkez§ részben igazoljuk, hogy a ¢ affinitashoz rendelt ¢ indukalt leképezés linearis.

1.5.4. Allitas. Legyen adott eqy o : 0 — o affin transzformdcid. A ¢ -hez tartozé @ : V, — V, indukdlt

leképezés leképezés linedris, azaz tetszbleges u, v € V, vektorokra és A € R valds szdmra teljesiil:
1. g(u+v)=o(u) +¢(v)
2. p(A-u) = A p(u).

Bizonyitds:

1.4. abra. Két vektor Osszegének képe

1. Legyenek adva az u, v € V,, vektorok. Vegyiink egy sikbeli A pontot. Ekkor egyértelmtien léteznek
olyan B, C pontok, melyekel fennall u = /@ és v = B? Vilagos, hogy ezekkel teljesiil az

u+v:ﬁ+3?:@

egyenléség. Vegyiik az A, B,C pontok p(A) = A’, (B) = B’, p(C) = C" képeit. A képpontokra

ugyancsak fennéll

AC =AB + B'C

Ezek alapjan azt kapjuk, hogy teljesiil

Sutv)=@GAC) = A'C' = AB + B'C' = p(u) + 3(v) .
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1.5. &bra. Vektor szdmszorosanak képe

2. Vegyiink egy /@ irdnyitott szakaszt a o -beli A, B pontokkal, amely az u vektort képviseli, azaz
u = zﬁ Adott A (A # 0) szamhoz egyértelmiien tartozik egy olyan P pont az A, B pontok
egyenesén, amellyel fennall ﬁ =A-u=A\- zﬁ

Ekkor ﬁ vektor felirhaté az alabbi alakban is
AP =X-AB = \- (AP + PB).
Az egyenletet atrendezve azt kapjuk, hogy
(1-X)-AP=X-PB.

Eszerint igazak az

A A

Osszefliggések. Mivel a ¢ affinitas megdrzi az osztoviszonyt, a képpontok (A’B’P’) osztéviszonyara

is fennall
Ennek kovetkeztében teljesiil

Ennek alapjin pedig fennéll
— —_— — —
AP =X (AP +PB)=X-AB.
Ezt az Osszefiliggést felhasznalva azt kapjuk, hogy teljesiil

SO\ -u) = B(AP) = AP = X- A'B' = - 3(u).
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Mivel a ¢ affinitas egy bijektiv leképezés, ezért a @ indukalt leképezés kiilonbozé vektorokat kiilonbozd
vektorokba képez, vagyis injektiv. Lathato az is, hogy a ¢ leképezés sziirjektiv is. Emiatt az el6z8 allitasbol

mar kovetkezik az aldbbi kijelentés.

1.5.5. Allitas. A §:V, — V, indukdlt leképezés egy linedris izomorfizmus.

Megjegyzés: Természetesen vehetjiik az egybevigosdgokhoz és a hasonlosidgokhoz tartozo indukalt li-
nearis leképezéseket. Legyen az ¢ : 0 — o leképezés a sikbeli eltolas egy u vektorral. Ekkor az & indukalt
leképzés megegyezik az identikus leképezéssel. Legyen most a k : ¢ — o transzformacié egy kdzéppontos

hasonlosag a A elGjeles ardnnyal. Ekkor ® leképésre az igaz, hogy K(u) = A - u minden u vektorra.

Vilagos, egy affin transzformacié egy o sikbeli zaszlot egy masik zaszloba képez. Ez alapjan az affin

transzformécidk esetében is beszélhetiink iranyitastartésrol, illetve irdnyitasvaltasrol.

1.5.6. Definicié. Legyen adva egy ¢ : 0 — o affin transzformdcio. A ¢ -t irdnyitdstarténaek mondjuk, ha
a sikbeli zdszlok két osztdlyat onmagdba képezi. Ha a ¢ affinitds a sikbeli zdszlok két osztdlydt felcseréli,

akkor irdnyitdasvaltonak nevezziik.



2. fejezet

Affin transzformaciok analitikus

targyalasa

2.1. A sikbeli derékszogti koordinata-rendszer

Legyen adott egy o sik. Vegyiink egy k egységvektort, amely merdleges o -ra. Tekintsiink o -ban egy
O pontot, tovabba két olyan egymasra meréleges i, j egységvektort, amelyekkel az i, j, k vektorharmas

egy jobbrendszert képez.

P(xp,yp)
yp __________
|
|
E, | |
|
: |
] i E, Xp

2.1. abra. A sikbeli Descartes-féle koordinatarendszer

Vegyiik az O kezd&ponttal és az i, j egységvektorokkal meghatarozott koordinata-rendszert a o sikban.
Egy o -beli P pontnak az O -ra vonatkozd helyvektora O? Ez egyértelmien all el6 az i, j alapvektorok
lineéris kombinaciéjaként az ﬁ =xp i+ yp -j kifejezéssel. A linearis kombinacidéban szerepls xp, yp
egyiitthatokat mondjuk a P pont koordinatainak. Szokas a P pont koordinatait a P(xp, yp) alakban
feltiintetni.

A fentiek alapjan minden o -beli pontnak megfelel egy valés szampér. Tehat a koordinata-rendszer

13
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altal egy bijektiv megfeleltetést kapunk a sik és a valés szampérok R? halmaza kozott.

ey ey
Legyenek Fy, Fs azon o -beli pontok, melyekkel fennall OE; =i és OFy = j.

2.2. Az affinitas analitikus leirasa

Legyen adott egy ¢ : 0 — o affin transzformacié. A toviabbiakban azt vizsgaljuk, hogy egy sikbeli P
pont koordinataibol miként lehet kifejezni a P’ = ¢(P) képpont koordinatait.

A ¢ : 0 — o affinitas indukal egy @ : V, — V, lineéris leképezést. Vegyiik a o(i) = O'E}, ¢(j) =
o4 E2; vektorokat. Fejezziik ki ezeket az i, j ortonormalt bazisbdl a
) =an-itan-j @) =az-i+azn-j
e L s . L1 2 ai  aiz L
alakban. Ekkor a linearis kombinacios kifejezések egyiitthatoibol kapunk egy A = matri-
az1  a22

xot. Ezt mondjuk a @ indukalt leképezés i, j bazisra vonatkozo matrixanak.
Fontos itt megjegyezni, hogy mivel a ¢ : V, — V,, leképezés egy lineéris izomorfizmus, az A métrix

rangja 2. Ez persze azt jelenti, hogy az A maétrix invertilhatd, azaz a determinénsara fennall det A # 0.

Tekintsiik az O kezd6pont O’ = ¢(O) képét és annak helyvektorat irjuk fel az i és j linearis kombina-
ci6jaként az o—& = by -1+ by - j alakban. Eszerint a (by, b2) szampar adja az O’ koordinétéait.

Vegyiink egy tetszleges P(x,y) pontot o -ban. Ennek helyvektora OP = z-i +y-j.Ha (2/,y) a P’
képpont koordinatai, akkor fennall W =2 -i+y -j

Mivel ¢ egy linearis leképezés, igaz az alabbi egyenlGség
-
O'P' = 3(OP) = 3(i) +y - 2().
A fenti Gsszefiiggések alapjan pedig teljesiil
Ay = . . ~s PN
OP' =00"+O'P' = (by-i+be-j)+z-2(1)+y-2().

Ha felhasznéljuk a @(i) és @(j) linearis kombinécios kifejezéseit, akkor azt kapjuk, hogy

OP (by-i4+ba-j)+a-(ann-i+a2-j)+y-(a2-i+an-j)

= (an-z+a2-y+0b1) i+ (an-z+axn- -y+b)-j

P
Mivel a P’ pont OP’ helyvektora egyértelmien all el6 az i, j bazisvektorok linearis kombinéaciojaként,

igy a képpont koordinétaira fennallnak az

¥ = an-r+a-y+b,

/

Yy = a1 -x+ag-y+b
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2.2. abra. Affin transzformécié analitikus leirasa

egyenldségek. Eszerint a P’ képpont kordinatait linearis kifejezésekkel lehet megkapni a P koordinataibol.
Konnyt belatni, hogy a fenti két egyenletet fel lehet irni egyetlen métrixegyenlettel:

a a T b
_ 1 a2 | n 1 (AME)
Y az; @22 Y by
Vegyiik észre, hogy ebben az indukalt leképezésnek megfelel6 A matrix és az O kezdSpont O’ képének

(b1, b2) koordinataibol képzett oszlopmatrix szerepel. Ezt nevezziik az affinitast leir6 matrixegyenletnek.
Kimondhatjuk tehat a kdvetkezd allitast.

2.2.1. Allitas. A ¢ : 0 — o affinitdsndl tetszoleges P(x,y) pont P’ képének (x',vy') koordindtdival teljesiil
az (AME) egyenlet.

/

Nem nehéz belatni, hogy a fenti (AME) egyenlet egyenértékii az alabbi méatrixegyenlettel:
x

air a2 b x
y | =] ax ax b y
0 0

1 1

Ezt szokds mondani az affinitast leir6 homogenizalt méatrixegyenletnek. Lathato, hogy az ebben sze-
ai; aiz b
repld specialis 3 x 3 -as M =

az1 a2 ba

méatrix determinansara fennall det M = det A.
0 0 1

A kovetkezSkben belatjuk, hogy az (AME) métrixegyenlet mindig egy sikbeli affinitast hataroz meg.

15
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. a1 a
2.2.2. Allitas. Legyen adott egy olyan A = e mdtriz, amelynek determindnsa mem 0,

az1  a22
tovdbbd legyen adva két valos szam by és by. Tekintsik azt a ¢ : 0 — o leképezést a sikon, amely egy

sikbeli P(x,y) ponthoz azt a P' = @o(P) pontot rendeli, amelynek (z',y’) koordindtdit az

x aip  ai2 x bl
= . +
Y az1 a2 Y bo

egyenlet adja meg. Ekkor a ¢ leképezés egy affin transzformdcio.

Bizonyitds: Vegyiink a sikon egy Q(zq, yg) pontot. A ¢ leképezés akkor képezi a P(z,y) pontot @ -ba,

ha a P koordinataival teljesiilnek az

rg = ann-T+az-y+bi,

Yo = G21-T+axn-y+b
egyenlGségek. Mivel az A matrix rangja 2, az x, y ismeretlenekre felirt

ann-r+ax-y = zQ— by,

a1 T +axn-y = yg—b

lineéris egyenletrendszernek egyértelmien létezik megoldasa a nevezetes Cramer-szabaly szerint. Ebbdl

pedig mar kovetkezik, hogy a ¢ leképezés bijektiv.

Az alabbiak soran belatjuk, hogy a ¢ leképezés egyenest egyenesbe képez. Vegyiink egy g egyenest a
sikban. Ezt egyértelmiien meghatarozza egy Q(q1,¢2) pontja és egy a g -vel parhuzamos v = v1i + va]
iranyvektor. Egy P(z,y) pont akkor van rajta a g egyenesen, ha van olyan ¢ valos szam, amellyel fennall
O? = O@—f—t v. Az ebbdl nyert © = ¢1 +tvy, y = g2+t (t € R) egyenletek adjak a g egyenes paraméteres
egyenletrendszerét. Tekintsiik a Q' = ¢(Q) pontot, melynek a leir6 egyenlethdl nyert koordinatai legyenek
(¢},d5). Tegyiik fel, hogy P rajta van g -n. Ha a koordinatéira vonatkozo kifejezéseket beirjuk a ¢
egyenletébe, akkor azt kapjuk, hogy a P’ pont (z’,3’) koordinatéira fennall

/
z a a1l a2 VU1
= +t- .

!
Yy g2 a1 Qag22 (%

Vegyiik most azt a w = wii + wsj vektort, amelynek koordinataira fennall wy, = ajiv1 + aiavs és
Wy = a21V1 + a22v2. A feniek szerint a P’ képpont koordinatara fennéll © = ¢} +t wy, y = ¢4 + ¢ ws.
Eszerint a P’ képpont rajta van a Q' ponton atmend w iranyvektori h egyenesen. Lathato az is, hogy a

h egyenes barmely pontja egy g -re es§ pontnak a ¢ szerinti képe. Ezzel pedig azt kaptuk, hogy fennéll
o(g) = h.

Veégiil kdzvetlen szamoléssal igazolhaté az is, hogy a ¢ leképezés megérzi a kollinearis pontharmasok

osztoviszonyat. m



2. FEJEZET. AFFIN TRANSZFORMACIOK ANALITIKUS TARGYALASA 17

Megjegyzés: Vilagos, hogy a 2.2.2. Allitasban szerepld A matrix éppen a leirt affinitashoz tartozo

indukalt leképezés matrixa a V,, -beli i, j bazisra nézve.

Korabban két osztalyba soroltuk a o sikbeli zaszlokat, illetve a V, -beli bazisokat. Vegyiink egy
¢ : 0 — o affin transzforméaciot, tovabba a ¢ indukalt leképezés A matrixat. Vilagos, hogy ¢ pontosan
akkor cseréli fel a zaszlok két osztalyat, ha @ felcseréli a két bazisosztalyt. Az A matrix elemei éppen a
?(i), @(j) vektorok koordinatai az i, j alapvektorokra nézve. Az 1.3.2. Allitas szerint a fenti két bézis
egyazon osztalyhoz tartozik akkor és csak akkor, ha az A maétrix determinansa pozitiv. Ezek alapjan

kimondhatjuk a kovetkezé allitast.

2.2.3. Allitas. A ¢ : 0 — o affinitds irdnyitistarté, ha fenndll det A > 0. Ha pedig det A < 0 teljesiil,

akkor a o irdnyitdsvdlto.

2.3. Az affin transzformacié meghatarozasa nem kollinearis pont-
harmasokkal

Az alabbiak sordn majd igazoljuk, hogy ha a sikon adva van két nem kollinearis pontharmas, akkor
egyértelmten létezik olyan affinitas, amely az elsé harom pontot a mésodik harom pontba viszi. Ennek

bizonyitdsahoz sziikségiink lesz az alabbi allitasra.

2.3.1. Allitas. Vegyiink a o sikban hdrom nem kollinedris pontot, melyek legyenek Py, Py, Ps. Az r

-edik P, (r = 1,2,3) pont koordindtdi legyenek (x,,y,). A pontok koordindtdibol vegyik a kévetkezd 3 x 3
Ty T2 T3

-as P = Y1 Y2 Y3 mdtrizot. Ekkor a P determindnsdval és a Py PoP3A hdaromszog T(PyPaPsA)
1 1 1

teriletével fenndll |detP| =2 -T(PiP,Ps3A).

Bizonyitds: Ismeretes, hogy a determinans értéke nem valtozik, ha a métrix egyik oszlopat kivonjuk a

matrix egy masik oszlopabol. Ha P els6 oszlopat kivonjuk a masik kett6b6l, az alabbi matrixot kapjuk:

Tryp T2 —T1 T3 — I

Yy Y2—Y1 Ys—MW
1 0 0

Fejtsiik ki ezen matrix determinansat a harmadik sor szerint. Ezek alapjan azt kapjuk, hogy igaz

o — L1 X3 —T1
det P = det = (z2 —21)(y3 —y1) — (z3 — 1) (y2 — 1) -
Y2 —Y1 Ys — U1

. —_— =
Irjuk fel a P, P, és P P; vektorokat:

=7 . .
PP, = (xp—x1)-i+ (y2—v1) -],

=7 . .
PPy = (x3—2x1) i+ (y3—v1)-J.
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Vegyiik a két vektor vektorialis szorzatat. Mivel a vektorok benne vannak a o sikban, vektorialis szorzatuk

merGleges o -ra, vagyis parhuzamos a k egységvektorral. Konkrétan azt kapjuk, hogy
PP, x PPy = (w2 — 1) (s — 1) — (a5 — 1) (32 — ) K.
A fentiek alapjan lathato, hogy fennall
PPy x PPy — detP -k .

Ismeretes, hogy két vektor vektorialis szorzatanak hossza megegyezik az altaluk kifeszitett parallelogram-
—_— =
ma teriiletével. A Py P, P P; élvektorokkal meghatarozott parallelogramma teriilete pedig a Py P, P3A

hiromszog teriiletének kétszerese. A fenti egyenlGség szerint tehat igaz

— ——
2. T(P,PyP3A) = HPng X P1P3H — |detP]|.

Megjegyzés: A 2.3.1. Allitashol kovetkezik, hogy amennyiben a P;, P, Ps pontok nem kollinearisak,
akkor a koordinataikbol képzett P matrix determinansa nem lehet 0. Ez pedig azt jelenti, hogy a 3 x 3

-as P maétrix invertalhato.

2.3.2. Tétel. Legyenek adva a o sikban a nem kollinedris Py, Po, P3 és Q1, Q2, Q3 ponthdrmasok.
Ekkor eggyértelmien létezik egy olyan ¢ : 0 — o affinitds, amelyre fenndll o(P,) = Q, (r =1,2,3).

Bizonyitds: A o sikban rogzitve van egy (O,1i,j) derékszogi koordinata-rendszer. Vegyiik az adott

pontok koordinatéit: P.(z,,yr), Qr(Zr,¥r) (r=1,2,3). Tekintsiik a koordinatakbol képzett

r1 T2 I3 1 Zo 53\3
P = Y1 Y2 Y3 és Q= U1 Y2 U3
1 1 1 1 1 1

maétrixokat. Korabban mar belattuk, hogy egy tetszéleges ¢ affinitasnak egyértelmiien megfelel egy
ann a2 b
M= a9 ags by | métrix, amelynek determindnsa nem 0. Az M métrixszal leirt ¢ affin transzfor-

0 0 1
maci6 a P, (r = 1,2,3) pontot akkor viszi a @), pontba, ha fennall az

Ty Ty
Yr =M- Yr
1

egyenlgség. Ez alapjan mar lathato, hogy o(P1) = Q1, ¢(P2) = Q2 és p(P3) = Q3 pontosan akkor teljesiil
egyszerre, ha a P, Q, M maétrixokkal fennéll

Q=M-P.
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Azt a kérdést kell tehat megvélaszolni, hogy a pontok koordinatai altal mar megadott P és Q mellett,
hany M maétrix oldja meg ezt a métrixegyenletet. Tudjuk, hogy mivel a pontharmasok nem kollineérisak,
a P, Q matrixok determinansa nem 0. Emiatt a P matrix invertdlhato. Vegyiik most a P métrix P~}

inverzét és ezzel jobbrol szorozzuk meg a fenti egyenletet. Azt kapjuk, hogy
QP !'=M-P.P'=M-I=M.

Tehat egyediil az M = Q- P~! métrix az, amely megoldja a fenti egyenletet. Az igy kapott M méatrixszal
leirt affinitas a Py, P>, P3 pontharmast a @, Q2, Q3 pontharmasba viszi, és rajta kiviil mér nincs olyan

affin transzformacid, amely rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. m

2.3.1. Példa

Vegyiink most egy példat a pontharmasok altal meghatarozott affin transzforméci6 M matrixanak
meghatéarozasara.

A o sikban tekintsiik a P;(3,—-3), P»(4,1), P3(4,-5) és Q1(1,2), Q2(—2,4) Q3(6,2) pontokat. Sza-
mitsuk ki annak a ¢ : 0 — o affinitdsnak az M matrixat, amely az els6 ponthidrmast a mésodikba viszi.

A pontok koordindtaibol hozzuk létre a P és Q négyzetes matrixokat:

3 4 4 1 -2 6
P=] 31 -5 [, Q=12 4 2
1 1 1 1 1 1

Az el6z6 bizonyitas szerint a ¢ affinitdst az az M = | a9 a9y by | métrix irja le, amellyel fennall a
0 0 1
1 -2 6 a11 Q12 b1 3 4 4
2 4 2 = a21 Q922 b2 : -3 1 -5
1 1 1 0 0 1 1 1 1

egyenléség. A Q = M - P egyenletet megoldé M matrixra tehat fennall M = Q - P~ 1.
Belathato, hogy a P determinénséra fennéll det P = —6. Ezt is felhasznalva meghatérozhatjuk a P~!

maétrixot. Azt kapjuk, hogy teljesiil

—1

3 4 4 -1 0 4

-1 _ — 1 1 1
Po=f-31 -5 = 5 & 3
2 1 5

1 1 1 3 ~% "2

Ezek alapjan azt kapjuk, hogy az M matrixra igaz

1 -2 6 -1 0 4 L -3 -10
— 1 1 1 — 2 1
M=12 4 2 3 5 2 |~|3 3 1
1 1 1 2 -3 -3 0 0 1
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Az M métrix alapjdn a @ indukalt linearis leképezésnek az A = métrix felel meg. Az O

pont O' = ¢(0O) képének a koordinatai pedig (—10,1).



3. fejezet

Tengelyes affinitasok

3.1. A tengelyes affinitasok szintetikus vizsgalata

Ebben az alfejezetben specialis affin transzforméaciokkal, a tengelyes affinitasokkal foglalkozunk.

3.1.1. Definicié. A ¢ : 0 — o affinitdst tengelyesnek mondjuk, ha van olyan t egyenes, amelynek ¢ az

dsszes pontjdt fixren hagyja. Ez esetben a t egyenest a ¢ affin transzformdcid tengelyének nevezzik.

A kovetkezs kijelentés igazolhato a 2.3.2. Tétel alapjan is. Az aldbbiakban mi egy szintetikus bizonyi-

tast adunk meg.

3.1.2. Allitas. Legyen adva a o sikban egy t egyenes és olyan A, B (A # B) pontok, melyek nincsenek
rajta t -n. Ekkor eggyértelmien létezik egy olyan ¢ : 0 — o tengelyes affinitds, amelynek t a tengelye és

amelyre fenndll p(A) = B.

Bizonyitds: ElGszor a transzformécioé létezését igazoljuk. Vegyiink egy p sikot, amely a t egyenesben
metszi o sikot, azaz 0 N p = t. Legyen C a p -nak egy olyan pontja, amely nincs a t egyenesen (C ¢ t).
Tekintsiik most a v, = (A, C) és vy = (C, B) egyeneseket. A vy, v vetitési irdnyokkal vegyiik a 1 : 0 — p
és ug @ p — o parallel vetitéseket. Mint ismeretes, a két vetités ¢ = g o 1 : 0 — o szorzata egy affin
transzformécio ad a o sikban. Vilagos, hogy ¢ a t = 0N p metszésvonal Gsszes pontjat fixen hagyja, tehét
t tengelye ¢ -nek. Az els6 uy vetités az A -t a C pontba viszi, a masodik uy vetités C' -t a B pontba
képezi. Emiatt pedig igaz ¢(A) = B.

Egyértelmiiség: Igazoljuk, hogy amennyiben adott a ¢ tengelyes affinités ¢ tengelye és egy A (A ¢ t)
pont B = ¢(A) képe, akkor ezek ismeretében egy tetsz6leges o -beli P pont ¢(P) képe mar meghataroz-
haté.

Tekintsiik az A, B = A’ pontokon athalado g = (A, B) egyenest, és tegyiik fel, hogy g nem parhuzamos
a t tengellyel. Jelolje T a t, g egyenesek metszéspontjat. Mivel az affinitas egyenest egyenesbe képez, a
g = (T, A) egyenes képe a (T", A') egyenes lesz, tehat dnmaga.

Vegyiink egy olyan P pontot ¢ -ban, amely nincs rajta a t, g egyeneseken. Tegyiik fel, hogy az
e = (A, P) egyenes az M pontban metszi ¢ -t. Mivel M fixen marad, a ¢ affinitas e -t az ¢/ = (A, M)

21
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3.1. abra. Egy P pont képének kijelolése tengelyes affinitésnal

egyenesbe képezi. Tekintsiik a P -n 4tmend g -vel parhuzamos h egyenest, amely a ¢ tengelyt az R pontban
metszi. Mivel a ¢ affinitds megérzi a parhuzamossigot és g -t dnmagéaba képezi, igy fennall ¢(h) = h.
A P pontot tekintsiik most ugy, mint a e, h egyenesek metszéspontjat. Ez alapjan a ¢ affinitas P -t az
e’, h' képegyenesek metszéspontjaba képezi, vagyis fennall ¢(P) = ¢’ N h. Vegyiik most azt a specialis

esetet, amikor a g = (A, B) egyenes parhuzamos a t tengellyel.

3.2. abra. Egy P pont képének kijelolése nyirasnal

Mivel a ¢ affinitds meg6rzi a parhuzamossagot és a t egyenest fixen hagyja, g képe a B-n atmend ¢
-vel parhuzamos egyenes lesz, vagyis dnmaga. Az el6zbek alapjan vegyiik el6bb a tengelyt az M pontban

metsz§ e = (A, P) egyenesnek az ¢ = (B, M) képét. Ezen rajta van a P’ képpont. Tekintsiik most a P -n
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atmeng és ¢ -vel parhuzamos [ egyenest. Mivel az osztoviszony megérzése miatt fennall (AM P) = (BM P'),
azt kapjuk, hogy P’ éppen az €/, | egyenesek metszéspontja.
A fentiek soran belattuk, hogy a P’ képpont mér megszerkeszthets a ¢ tengely és az A, B = A’

pontpar ismeretében. m

3.1.3. Definicid. Legyen adott eqy p : 0 — o tengelyes affinitds. Vegyiink eqy a t tengelyre nem illeszkedd
A pontot és annak A" = p(A) képét. A g = (A, A’) egyenessel meghatdrozott iranyt mondjuk az affinitds

irdnydnak.

Megjegyzés: Legyen ¢ : 0 — o egy olyan tengelyes affinitas, ahol az irdny nem parhuzamos a tengellyel.
Vegylink egy az affinitds ¢ tengelyére nem es6 A pontot és annak az A" = p(A) képét. Tekintsiik a
g = (A, A"), t egyenesek T metszéspontjat. Ekkor a T—1>4 és ﬁ vektorok parhuzamosak egymaéssal.
Emiatt van egy olyan A szam, amellyel fennall ﬁ =A- T—)Ll Nem nehéz igazolni, hogy ez a A szdm nem

fligg az A pont megvalasztasatol. Ezt a A szamot mondjuk a tengelyes affinitas elGjeles aranyénak.

3.1.4. Definicié. A sikbeli tengelyes affinitdst nyirasnak nevezziik, ha annak irdnya parhuzamos a ten-

gellyel.

3.1.5. Allitas. Egy ¢ : 0 — o affin transzformdcid felirhaté egy tengelyes affinitds és egy sikbeli hason-

losdgi transzformdcio kompozicdjaként.

Bizonyitds: Vegyiink a sikon harom nem kollineéris pontot, ezek legyenek Py, P, és P5. A ¢ affinitas
képezze ezeket a Q1, Q2, Q3 pontokba. Eszerint fennall o(P;) = Q; (i = 1,2, 3). Korabban mar belattuk,
hogy csak egyetlen olyan affin transzformacié van, amely a P;, P, Ps; pontharmast a @1, @2, Q3
pontharmasba viszi.

Az alabbiak sordn belatjuk, hogy egy eltolas, egy forgatva nyujtas és egy tengelyes affinitds egymas

utdni végrehajtasaval kaphatunk egy olyan transzformaciot, amely az elsé ponthiarmast a méasodikba viszi.

—
1. Elgszor vegyiik a o sikban az e eltolast a v = P1Q; vektorral. Ezzel nyilvan fennall e(P;) = Q1.

2. Ezt kovetGen vegyiik azt az n forgatva nyujtast, amelynek centruma a () pont, és amely az (Ps)

pontot Q5 -be képezi. Ez az n forgatva nyijtas egy (1 centrumu elforgatés és egy Q1 kdzépponta
Q1Q2

nyujtas szorzata. Célszerti még megjegyezni azt is, hogy az 7 hasonlosag ardnya A = .

3. Tekintsiik az n(e(P3)) pontot. Végiil vegyiik azt a 7 : 0 — o tengelyes affinitast, amelynek tengelye
at={(Q1,Q2) egyenes és az 1o ec(P3) pontot a Q3 pontba viszi.

Tekintsiik az ¢ eltolas, az n forgatva nyudjtas és a 7 tengelyes affinitas szorzatabdl nyert a 7 o 5 o € affin
transzforméciét. Mivel ez a P, P, P3 pontharmast a @1, @2, 3 pontharmasba képezi, igy fennall
Tonoe=q.

Vilagos, hogy az eltolas és a forgatva nytjtas szorzata egy hasonldsagi transzformaciot ad. Amennyiben

ezt eljeloljiik x -vel, azaz x = noe, akkor teljesiil ¢ =70 x. m
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3.3. abra. Affinitas elgallitasa transzforméaciok szorzataként

3.2. A tengelyes affinitidsok analitikus jellemzése

Vilagos, hogy vannak olyan affin transzformaciok, amelyek egyetlen sikbeli pontot sem hagynak fixen.
Ilyenek példaul az eltolasok és a csusztatva tiikrozések, amelyek egyuttal egybevigosagi transzformaciok
is.

Elgszor arra a kérdésre adunk vélaszt, hogy egy affinitdsnak mikor van pontosan egy fixpontja. Ve-

gyiink egy ¢ : 0 — o affinitast, melyet analitikusan az

x’ ailr  ai2 T bl
Yy azy a22 Y ba
P . s ai a2 . . . e s P . ez
matrixegyenlet ir le. Mint ismeretes, A = adja az indukalt linearis leképezés matrixat az
az1 Q22

i, j alapvektorokra nézve.
3.2.1. Allitas. A ¢ affinitisnak egyértelmien létezik fixpontja akkor és csak akkor, ha fenndll

aj; — 1 a
det [ " 2] #o.

a1 aze — 1

Bizonyitds: Vegyiink a sikon egy P(zp,yp) pontot. Az (AME) maétrixegyenlet akapjan a ¢ affinités

fixen hagyja a P pontot pontosan akkor, ha igaz

Tp ain G2 Tp by

yp a1 22 yp bo
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Ebbdl adédnak az

Ty, = a1 Tp+aiz-Yp+bi,
Yp = Q21-Tp+a-Yp+bo
egyenletek. Ezek atrendezésével az
(a1 —1)-zp a2y, = —bi,
ag - Tp + (a2 —1)-yp = —bs

egyenletekhez jutunk. Eszerint ha vessziik az =, y ismeretlenekre feirt

(a1 —1)-z+a2-y = —bi,

ag1 -+ (ae—1)-y = —bo

line4ris egyenletrendszert, akkor a megold6 szdmparokkal, mint koordinatakkal, meghatarozott pontok
lesznek a ¢ affinitas fixpontjai.
A Cramer-szabaly szerint ennek a két ismeretlenre felirt és két egyenletbdl allo egyenletrendszer-

nek egyértelmtien létezik megoldasa akkor és csak akkor, ha az ismeretlenek egyiitthat6ibol képzett

ap —1 a
H 2 métrix determindnsa nem 0. Ezzel az allitasunk bizonyitast nyert. m
as agy — 1
. . . app —1 aiz - o
Megjegyzés: Amennyiben det = 0 teljesiil, akkor a fixpontokat meghatarozo
a1 ag — 1

lineéris egyenletrendszernek vagy nincs megoldésa, vagy pedig végtelen sok megolddsa van. Ez utobbi

eset, felel meg a tengelyes affinitasnak.

3.2.2. Allitas. Az (AME) egyenlettel leirt ¢ affin transzformdcio egy tengelyes affinitds akkor és csak

akkor, ha a 2 x 3 -as

ajp — 1 a b
N — 11 12 1

a1 aze —1 by

mdtriz rangja 1, vagyis ha az N mdtrix egyik sora a mdsiknak egqy szamszorosa.

Bizonyitdas: Tegyiik fel, hogy ¢ egy tengelyes affinitas. Vegyiink ennek ¢ tengelyén két pontot, ezek
legyenek T és @, tovabba az u = Yﬁ vektort. Vilagos, hogy fennéll ¢(u) = u, vagyis u egy sajatvektora
a ¢ lineéris leképezésnek az 1 sajatértékkel. Irjuk ezt fel a vektort az u = uy - i+ ug - j alakban. Mivel ¢

-t az A matrix irja le, igy a 2 x 2 -es I egységmatrixszal fennall:

(1 U1 Up 0
A - =1I. , illetve (A -1)- =
(%] U2 Ug 0

Ebbdl adédik, hogy az
(a1 —1)-z4+a2-y=0,

a21~x+(a2271)~y:0
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homogén linearis egyenletrendszernek van nem trivialis megoldasa. Emiatt az egyenletrendszer A — I

métrixara fennall det (A —I) = 0. A determinéns eltinése miatt a matrix rangja kisebb 2 -nél, tehat az
ap; — 1 a12 . L N . . . .
, oszlopmatrixok linedrisan Osszefliggbek, vagyis az egyik a masiknak egy
asy agz —1

szamszorosa. Vegyik a t tengely egy T'(z7, yr) pontjat.

Mivel T fixen marad, igy a fixpontokat leird egyenlet szerint fennall
a; —1 a2 T —b1
az1 agz —1 yr —by

Vegyiik észre, hogy az egyenlet felirhat6 az

a1 — 1 a2 —b1
zT - +yr - =
ao1 age — 1 —ba

b ajp — 1
alakban. Ebbél pedig mar kovetkezik, hogy a ! oszlopmaétrix is egy szdmszorosa az M ,
ba a21
a2 . o N ) a1 —1  aiz by .
oszlopmétrixok egyikének. Ennek kovetkeztében az N = matrix
az —1 az1  ax—1 by

rangja 1.

Tegyiik fel, hogy az allitasban szerepld feltétel teljesiil. Vegyiik a fixpontokat meghatarozé

(a1 —1)-z+ai2-y = —bi,

asi -x+(ap—1)-y = —b

linearis egyenletrendszert. Mint ismeretes, ennek megoldd szamparjai felelnek meg a ¢ affinitds fixpont-
jainak. Mivel az N métrix egyik sora a mésiknak egy szamszorosa, a fenti egyenletrendszerben az egyik
egyenlet a masiknak egy szamszorosa. Ha tehat a ketts koziil vesziink egy olyan egyenletet, amelyben
az x, y egylitthatoi nem egyszerre tiinnek el, akkor az azt megold6 szdmparok a masik egyenletnek is
megoldésai lesznek. A kivéalasztott egyenlet pedig egy egyenest ir le, amelynek Gsszes pontjat fixen hagyja

a  affin transzformacié. Ezzel belattuk, hogy ¢ egy tengelyes affinités. m

Megjegyzés: A 3.2.2 Allitas bizonyitasa soran azt is belattuk, hogy amennyiben az N matrix rangja 1,
akkor az affinitas tengelyét az (a11 — 1) -z +a12-y+b1 =0, ao x4+ (aze — 1) -y + by = 0 egyenletek
egyike irja le. Specidlis esetben el6fordulhat, hogy az egyik egyenlet bal oldala eltiinik.

3.2.1. Példa

Vegyiik azt a ¢ affinitast, amelyet az aldbbi métrixegyenletet ir le a sikbeli koordinatdkra nézve:

z’ -3 1 T —6
- . +
y' 8 -1 y 12

Dontsiik el, hogy ¢ egy tengelyes affinitas-e?
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Az el6z6 3.2.2. Allitast alkalmazva vegyiik az

N — aj] — 1 ai12 bl _ —4 1 —6
azr  azx—1 by 8 —2 12
matrixot. Lathato, hogy az N matrix masodik sora az elsének (—2) -szerese. Emiatt ¢ egy tengelyes

affinitas, amelynél a t tengely egyenlete: —4x +y — 6 = 0.

Hatarozzuk meg az A métrix sajatértékeit:

-3-A 1

det(A — \-T) = det =X 44.\-5,
8§  —1-2)
Mi44-A-5 = 0,
()\*1)(>\+5) = 0 =X=1, Ay =-5.

Most keressiik meg az A maétrix sajatértékeihez a sajatvektorokat:

A1 = 1 sajatérték esetén adodik:

41
A—) -1 = 7
8 —2
41 1 0
8 -2 4 0o/’
3 1 1 1
8 —1 4 4

Vilagos, hogy a A\; = 1 sajatértékhez tartozo u = i+ 4j sajatvektor parhuzamos a ¢ affinitas tengelyével.

Ao = —b sajatérték esetén fennall:
2 1
A—)-1T = ,
8 4
2 1 1 0
8 4 -2 0
-3 1 1 1
. - _5.
8 -1 -2 —2

Lathato, hogy a Ay = —b sajatértékhez tartoz6 v =1 — 2 - j sajatvektor adja meg a ¢ tengelyes affinités

irdnyéat.



4. fejezet

Az affinitas invarians derékszoge

4.1. Az invaridns derékszog értelmezése és létezése

Ismeretes, hogy a hasonlosagi transzformaciok szogtartéak. Azonban ha egy olyan affin transzforméciot
vesziink, amely nem hasonlosag, akkor az méar nem &6rzi meg a szogek mértékét. FelvetGdik tehat a kérdés,
hogy egy tetszéleges affinitasnal vajon lehet-e talalni olyan egymasra meréleges egyeneseket, amelyeknek

a képei is derékszoget zarnak be egymassal.

4.1.1. Definicié. Legyen adott eqy ¢ : 0 — o affin transzformdcié. Az egymdsra merdleges a, b egye-
nesekrél azt mondjuk, hogy invaridns derékszoget adnak a ¢ affinitishoz, ha az o’ = ¢(a) és b’ = @(b)

képegyenesek is merdlegesek eqymdsra.
Elstként azt igazoljuk, hogy a tengelyes affinitdshoz mindig lehet talalni invaridns derékszoget.

4.1.2. Allitas. Legyen adott egy olyan ¢ : 0 — o tengelyes affinitds, amelynek az irdnya nem merdleges a
t tengelyre. Vegyiink a sikban egy P pontot. Ekkor egqyértelmien létezik két eqymdst a P -ben derékszégben

metszd eqyenes, amelyeknél a képegyenesek is merdlegesek egymdsra.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy P nincs a t tengelyen. Vegyiikk a P pont P’ = ¢(P) képét. Tekintsiik
a PP’ szakasz [ felezOmerdleges egyenesét. Ez messe el a ¢ tengelyt a Q pontban. Vegyiik a sikban azt
a k kort, amelynek centruma a @ pont és dtmegy a P, P’ pontokon. A k kornek a t tengellyel vett
metszépontjai legyenek M és N. Eszerint k éppen az M N szakasz koré irt Thalész-kor.

Vegyiik most az a = (P, M) és b = (P, N) egyeneseket. Vilagos, hogy az a, b egyenesek mer&legesek
egymaésra. Az egyenesek képei az o' = (P', M), ¥ = (P’, N) egyenesek lesznek. Mivel a P’ is rajta van
az M N szakasz koré irt Thalész-koron, igy az a’ és b egyenesek is merélegesek egymésra. Ezzel pedig
belattuk, hogy a, b meréleges egyenesek egy invarians derékszogét adjak a ¢ affinitasnak.

Vegyiik észre, a k koron kiviil nincs masik olyan kor, amely atmegy a P, P’ pontokon és centruma a
t -re esik. Ebbdl méar koévetkezik, hogy ha az a, b egyenesektdl kiillonb6zben vesziink két egyenest, melyek
derékszoghen metszik egymast a P pontban, akkor azok képeinek a hajlasszoge mar nem lesz derékszog.

Ezzel pedig befejeztiik az allitas bizonyitasat. m

28
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4.1. abra. Invarians derékszog szerkesztése

Megjegyzés: Az el6z6 4.1.2. Allitas érvényben marad abban az esetben is, ha a ¢ tengelyes affinitas
irdnya meréleges a tengelyre. (Az egyértelmiséghez, csak azt kell feltenniink, hogy ¢ nem egy tengelyes
tiikrozés.) Ekkor a P ponton dtmend ¢ -vel parhuzamos a egyenes és az arra merdleges b egyenes fogjak

megadni az invaridns derékszoget.

4.1.3. Allitas. Legyen adott egy olyan ¢ : 0 — o affinitds, amely nem hasonldsdg. Vegyink a sikban egy
P pontot. Ekkor egyértelmiien létezik két eqgymdst a P -ben derékszogben metszd eqyenes, amelyeknél a

képegyenesek is merdlegesek eqymdsra.

Bizonyitds: Kordbban mar igazoltuk, hogy a ¢ affinitas elGall egy x hasonlosag és egy 7 tengelyes
affinités szorzataként. Fontos megjegyezni, hogy x megérzi ez egyenesek hajlasszogét. Vegyiik a P = x(P)
pontot. Tekintsiik azokat a P -n dtmend egymésra merdéleges a, b egyeneseket, melyeket a 7 tengelyes
affinitas mercleges egyenesekbe képez. A korabbi 4.1.2. Allitas szerint egyértelmien létezik egy ilyen
egyenespar. Amennyiben vessziik a y inverzét, amely szintén egy hasonlésag, akkor az a = xy~1(a), b =

X 1(a@) egyenesek adjak a ¢ affinitdshoz tartozé invaridns derékszdget a P pontban. m

4.2. Az invaridns derékszog analitikus meghatarozasa

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogy az affinitas altal indukalt leképezés méatrixabol miként lehet

meghatarozni az invarians derékszog iranyait. Ehhez sziikségiink lesz az alabbi fogalomra is.

4.2.1. Definicio. A sikbeli vektorok V,, terében legyenek adva az uy, us vektorok. A skaldris szorzatokbdl
u;p-u; up-ug . . .

kapott G = mdtrizot az uy, uy vektorok Gram-mdtrizdnak mondjuk.
U2 -U; U2 - U2

Megjegyzés: Vilagos, hogy az u;, us vektorok merglegesek egymasra pontosan akkor, ha a szimmetrikus

G maétrix diagonalis, azaz a G mellékitlojdban szerepld elemek eltiinnek.
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Két vektor Gram-matrixat konnyen meg lehet hatarozni, ha ismerjiik a vektorok koordinatait egy

ortonormélt bézisra vonatkozéan. Fejezziik ki az uy, uy vektorokat az i, j ortonormélt bézisvektorokbol:
up =cyp-iteor-j, ug=cia-i+con-j.

Az egyiitthatok adjak az u;, uy vektorok koordinatait. Jeldlje C a beléliik képzett matrixot, tovabba CT

a C matrix transzponaltjat. Tekintsiik a CT és C matrixok szorzatat:

Ci11 €21 11 C12 u;-u; up-ug
cl.c= - =

C12 €22 C21 €22 Uz -u; Ug-Up

Azt kaptuk, hogy a CT - C matrix megegyezik a G Gram-métrixszal.

Legyen adott egy ¢ : ¢ — o affin transzformacio, melyet analitikusan az (AME) egyenlet ir le. Ekkor
a o altal indukalt @ : V, — V,, linearis leképezést az A matrix irja le az i, j bazisvektorokra nézve.
A tovabbiakban feltessziik, hogy ¢ nem egy hasonlésag, ami azt jelenti, hogy az AT - A szimmetrikus

matrixra fennall A7 - A # A2 -1 tetszéleges A > 0 szam esetén. Tekintsiik azt a u : V, — V, linearis

e T . mip M2 e
leképezést, melyet az M = A* - A méatrix ir le az i, j bazisban. Tehat az M = matrix

ma1  M22
elemeivel fennall

p(i) =may -i4+mor-j, p(i) =maz-i+mae-j.

Linearis algebrabol ismeretes, hogy mivel az M = AT - A métrix szimmetrikus, az M karakterisztikus
polinomjanak gyckei valosak. Ezek a gyokok adjak a w lineéris leképezés sajatértékeit, és ezekbdl nyerjiik
a u sajatvektorait. Ismeretes az is, hogy a kiilonb6z6 sajatértékekhez tartozéd sajatvektorok merélegesek

egymésra. Ezek alapjan kimondhatjuk a kovetkezd tételt.

4.2.2. Tétel. Legyenek az uy, us olyan egységuektorok, melyek a p leképezés kiilonbozd sajatértékeihez

tartozo sajatvektorok. Ekkor a p(u1) és p(ua) vektorok is merdlegesek egymdsra.

Bizonyitds: Legyenek az up, usy vektorok a p linedris leképezés sajatvektorai a A1, Ao sajatvektorokkal.

Vegyiik ezeket, mint az i, j bazisvektorok linearis kombinécioit:

uy =cjp-1+c21+), U2 =~cr2-1+co2-).

€11 C12 . o . ..
Az egylitthatokbol nyerjiikk a C = métrixot. Tekintsiik az A - C szorzatmaétrixot. Vegyiik
Co1  C22
. . C11 P €12 o . .
észre, hogy ennek oszlopai éppen A - és A - . Ezen oszlopmatrixok pedig a ¢(uy),
C21 C22

»(u2) képvektorok koordinatainak felelnek meg. Ennek kévetkeztében az AC matrix adja a ¢(u1), ¢(us2)

képvektorok koordinatéibol képzett métrixot. Emiatt az (AC)” - (AC) maétrix lesz a ¢(uy), @¢(uz) kép-

vektorok Gram-maétrixa. Azt kellene belatnunk, hogy ez a G = (AC)” - (AC) matrix diagonalis.
Vegyiik észre, hogy fennall a G = (AC)T - (AC) = CT(AT . A)C = CTMC &sszefiigges. Az uy

és uy sajatvektorai a p linedris leképezésnek a Aj, Ao sajatértékekkel, igy fennall p(u;) = A\jug és
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C11 C11

p(uz) = Ayuz. Emiatt az M matrixra vonatkozdan teljesiilnek az M - = A\ - és
Ca1 C21
€12 C12 . Ly . ‘s . .
M- =X egyenlGségek. A két Osszefliggés alapjan viszont igaz:
C22 C22

C11  C12 Aicir Aacio
M- =
C21  C22 A1C21 Agcao
Innen adodik, hogy fennall
~ €11 C21 Aicir Agcr2
G = Cc'MC= . _
cl2 €22 A1C21 A2coo
)\1111 - Uy )\2111 - U2 )\1 0
)\1112 - Uup )\2112 i 5 0 )\2

Ezzel azt kaptuk, hogy a ¢(u;), ¢(uy) képvektorok G Gram-métrixa diagonélis, vagyis a ¢(u;), $(us)

vektorok is merélegesek egymasra. m

4.2.1. Példa

Tekintsiink egy olyan ¢ : ¢ — o affin transzformaciot, ahol a ¢ indukalt leképezést leir6 A matrix a

kovetkezo:

1 11 -8
\/E 7 4

Keressiik meg a ¢ affinitas invarians derékszogét meghatarozé iranyokat. Azt konnyt kiszamolni, hogy

az A determindnséra igaz det A = 10. Az el6z6 4.2.2. Tétel alapjan hatarozzuk meg az M matrixot.

. 1 [ 117 11 -8
M=AT.A = — . _
10\ 8 4 7 4
110 —60 )\ [ 17 -6
10\ —60 80 6 8

szimmetrikus matrixot kapjuk. ElGszor keressiik meg az M sajatértékeit:

detM —\-1) = 0,
17—\ —6 )
det = A2-25- X+ 100,
—6  8—2A

(A — 5)(\ — 20)

I
e
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A fentiek alapjan a p leképezés sajatértékei A\; = 5 és Ay = 20. Hatarozzunk most meg egy a A; -hez

tartozé sajatvektort:

12 —6
M-\-1 = ,
-6 3
12 —6 1 0
-6 3 2 0

Lathato, hogy az i+ 2j vektor sajatvektora p -nek. Ily modon a Ay -hez tartozo egységnyi hosszisigiu

sajatvektor: u; = (i+ 2j) - %

Hasonlé moédon a Ao -héz tartozéd sajatvektorok is kiszdmolhatdak:

-3 —6
M-X-1I = )
—6 —12

-3 —6 2 0

-6 —12 -1 0
Ezek szerint a Ao sajatértékhez tartozo egységnyi sajatvektor: ups = (2i —j) - % A o affinitashoz tehét
az uj, ug vektorok adjik meg az invarians derékszog iranyait.

Ellenérzni is tudjuk a szdmolasunk korrektségét. Tekintsiik az u;, uy vektorok képeinek a koordinatait:

1 (11 =8\ 1 [1 1 [ =1
VIO 7 4 V5 \ 2 V2 | 3

Hasonl6 modon adodik:

1 [ 11 -8 1 [ 2 1
ViIo\ 7 4 VB -1 V2 \ 9

A két képvektor skalaris szorzata:

¢(u1) - p(uz) =0,

tehat a két képvektor valoban merdleges egymasra.

4.3. Adott irAnyhoz tartoz6 nyujtasi aranyszam egy affin transz-
formacional
Mivel az affinitds nem tartja meg a szakaszok hosszat, igy felirhatjuk az aldbbi definiciot.

4.3.1. Definicié. Adva van egy ¢ : 0 — o affin transzformdcio. Tekintsik eqy o -beli e egyenest és azon

eqy AB szakaszt, tovibbd az A'B’ képszakaszt. A n. = % szamot mondjuk az affinitds e irdnydhoz

tartozo nyugtdsi ardnyszamdnak.
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Megjegyzés: A n. szam nem fiigg az e -re es§ AB szakasz megvalasztasatol. Ha a g egyenes parhuzamos
az e egyenessel akkor fenndll n. = ng.
Vegylink egy az e -vel parhuzamos v (v # 0) vektort és annak a @(v) képét. Vilagos, hogy ekkor az

e iranyahoz tartozo nyujtasi aranyszamra fennall n, = ”9'0(7')”
v

. Ammennyiben a v egy egységvektor,

akkor teljestil n. = ||@(v)]|.

A o éltal indukalt @ lineéris leképezés méatrixa legyen A. Tegyiik fel, hogy a ¢ affinitdsnal az invarians
derékszog egyeneseinek iranyat az u;, uy egységvektorok adjak meg. Az M = AT . A métrix altal leirt
1 lineéris leképezésnél a megfelels sajatértékek legyenek Aj, Ao, A 4.2.2. Tétel bizonyitdsaban a G
Gram-métrixra kapott Osszefiiggés alapjan ekkor a ¢(u1), ¢(uz) képvektorokal teljesiil ||@(uy)||? = A\
és ||¢(uz)||?> = Xo. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy az u;, up vektorokkal meghatarozott irdnyoknél a

nyGjtasi ardnyszamok ny; = /A1 és no = /Ao lesznek.
4.3.2. Allitas. A ¢ affinitishoz tartozé nyijtdsi ardnyszimok az ni, no értékek kizé esnek.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy fennall A; < A;. Vegylink egy tetszsleges v egységvektort a V, vektor-
térben. Nyilvan van olyan « sz6g, amellyel teljesiil v = cosau; + sinauy. Ennek képére igaz ¢(v) =
cosap(uy) + sina @(uz). Mivel a p(uy), $(uz) vektorok merslegesek egymasra, igy azt kapjuk, hogy

I % - cos? o + [|p(uz)|? - sin® @ = Ay - cos® a + g - sin? av.

Ie(V)II" = [ (ur)

Ez alapjan méar belathato, hogy ||@(v)||? értéke A\ és Ay kozott van. Innen pedig mar kovetkezik, hogy

fennall ny < |p(V)]| < n2. m

4.4. Kor affin képe ellipszis

Ebben az alfejezetben igazoljuk, hogy a kor affin képe egy olyan ellipszis, amelynél a nagytengely és

a kistengely egyenese éppen az affinitas egy invaridns derékszogét adé egyenesparnak a képe.

4.4.1. Tétel. Legyen adott egy ¢ : 0 — o affinitds és egy k kér a o sikon. A k kér (k) affin képe

ellipszis.

Bizonyitds: Mint ismeretes, a ¢ affinitast felirhatjuk a ¢ = 7 onoe szorzat alakjaban, ahol 7 tengelyes
affinitas, n forgatva nyujtas és e eltolas. Mivel a forgatva nyudjtas és az eltolas kort korbe képez, igy
elegendé belatni, hogy a tengelyes affinitas kort ellipszisbe képez.

Legyen adva a o sikban egy ¢ tengelyes affinitds. Vegyilink a sikban egy @ centrumdu és r sugard k
kort. A 4.1.2. Allitas szerint vannak olyan a, b egyenesek, amelyek derékszoghben metszik egymast a Q
pontban, és amelyeknek a ¢ szerinti a’ és b’ képei is merdlegesek egymésra. A ¢ tengelyes affinitdsnak a
a, b egyenesekhez tartoz6 nyujtési ardnyszamait jellje n, és np.

A sikban vegyiink fel most két derékszogi koordinata-rendszert. Az elsének a kezdGpontja legyen @
és az x tengelye legyen az a egyenes, az y tengelye pedig a b egyenes. Vilagos, hogy ebben a koordinata-
rendszerben a k kor egyenlete: 22 + 3% — r2 = 0. A mésodik derékszogii koordinita-rendszer kezdSpontja

legyen a Q' pont és az x’, y' tengelyei essenek az a’, b’ merdleges egyenesekre.
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4.2. dbra. Kor affin képe

Vegyiink a k koron egy P pontot. Ennek az els6 koordindta-rendszerben a koordinatéi legyenek
(zp,yp). Tekintsiik P-nek a koordinata-tengelyekre es6 P,, P, mer6leges vetiileteit. Ezekkel nyilvan
fennall QP, = |zp| és QP, = |yp|.

Vegyiik a QP, PP, téglalapot. Mivel az a’, b" egyenesek is merSlegesek egymésra ennek a Q'P, P'P,
képe is téglalap lesz. A képként kapott téglalap oldalaival pedig fennall Q'P, = n, - QP, és
Q'P, = ny, - QP,. Ebbdl viszont kovetkezik, hogy a P’ pontnak a masodik koordinéta-rendszerben vett

koordinétaira teljestil:

Tp = ng-Tp,
o
Ypr = Np-Yp.

Mivel P rajta van a k koron, emiatt a koordinatéival fennall

3 +yh —r? =0.
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Amennyiben felhasznaljuk a P’ képpont koordinataira kapott kifejezéseket, akkor ebbél az

! 2 ' 2
(P’) + (yP) —r2=0
Ng ny

egyenletet kapjuk. Ezt adtrendezve az

2 \ 2 Yoy 2
() + () -1
Ng T ny T

egyenletet nyerjiik. Vezessiik be az @ = ng -7 és b = ny - r értékeket. A fenti Gsszefiigges szerint a P’

képpont koordinatéi kielégitik az

egyenletet. Ismeretes, hogy ez egy olyan ellipszist ir le, amelynek szimmetriatengelyei a koordinata-

rendszer tengelyeivel azonosak, tovabba az ellipszis féltengelyeinek hosszai @ és b. m

Megjegyzés: Az ellipszis atmérsi kozott a nagytengely a leghosszabb és a kistengely a legrovidebb. Ily
modon a fenti bizonyitas soran is azt kaptuk, hogy ha egy affinitds nem hasonléséig, akkor az invarians

derékszog irdnyaihoz tartozik a maximaélis és a minimalis nyajtasi aranyszam.
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