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1. Bevezetés

Tiz éves voltam, mikor Lénart Istvan tanar Gr az altalanos iskolamban tartott eldadast,
ekkor taldlkoztam eldszor a gdmbi geometridval. Mar akkor érdekesnek taldltam ezt a
vilagot, a mai napig élnek bennem emlékek arrdl a délutanr6l. A gombi geometriat
komolyabban megismerni azonban csak az egyetemen kezdtem, a Nem-euklideszi
geometridk az iskolaban cimi tantargy keretein beliil. Itt szembesiiltem azzal a ténnyel,
hogy mivel az életiinket egy gombon éljikk, ez a geometria sokkal kozelebb all a
mindennapi életiinkben tapasztalt dolgokhoz. Nagyon megtetszett az egész feliilet
kézzel-foghatosaga, illetve az, ahogyan a gOmb megismerése a matematikai
alapfogalmak alaposabb atgondolasara kényszeriti az embert. A dolgozatom témajanak
kivalasztasakor tehat biztos voltam abban, hogy ebben a témakdrben szeretnék
elmélyiilni, a konkrét javaslatot Lénart Istvan tanar urtdl kaptam. Ez(ton szeretném
megkdszonni neki a kozremiikodést €s tamogatast, mellyel hozzajarult munkam

szinvonalanak emeléséhez.

Néhany Yff altal bizonyitott sikgeometriai tétel bemutatasdval kezdem munkamat.
Elsoként az Yff kozponti haromszogrél, majd az ebbdl szarmaztathaté Y{f
egybevagdsagi kozpontrol irok, végiil az elsé és a masodik Yff pontot ismertetem. Az
euklideszi sikon részletezett tételek utan roviden Osszehasonlitom az euklideszi, az
elliptikus valamint a hiperbolikus geometriat, 6sszefoglalom a Hilbert-féle axioma
rendszer 1ényegét, illetve a kiilonb6z0 geometridk ettdl vald eltéréseit. Mivel Y{f talan
legismertebb eredménye az Y{f kozponti haromszog, ezt vizsgalom meg eldszor gombi,
majd hiperbolikus szabalyos haromszogek esetében. A szabalyos gémbharomszogre
vonatkozo szamitasok soran a dualitas fogalmara is kitérek, foglalkozom az Yff
haromszog dualisaval is. Dolgozatomat a szabalyos hiperbolikus haromszégekhez

tartozo Y ff kozponti haromszog megadasaval fejezem be.



2. Az Yff kozponti haromszog és az Yff
egybevagosagi kozpont

Egyenvago (isoscelizer):

Az "isoscelizer" fogalmat Yff vezette be 1963-ban. Jelenleg nincs magyar megfeleldje,
ezért én a tovabbiakban az "egyenvdago" kifejezést fogom hasznalni. Azt az egyenest
nevezziik igy, amely egy haromszogbdl olyan egyenldszari haromszéget vag le, melynek
szarai az eredeti hdromszog oldalegyeneseire illeszkednek. A kapott egyenldszarii

haromszog szarai tehat az eredeti haromszog egyik csuicsaban metszik egymdast, ehhez a

csucshoz tartozik az egyenvago. [1]
2.1. Yff kozponti haromszog:

Legyenek a P1Q1, P2Q: és P3Qs3 egyenesek rendre az A,.B és C cstcsokhoz tartozo

egyenvagok.

2.1.2. Allitas

Az egyenvagok altal a haromszég belsejében létrehozott haromszégek hasonloak

egymdashoz. [2]
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2.1.3. Bizonyitas

Legyenek a; az AP1Q1, B1 a BP2Q2 és y1 a CP3Qs egyenldszara haromszogek alapon
fekvo szogei (1. abra). Az egyenvagdk altal 1étrehozott, az eredeti haromszoggel
érintkezd kis haromszogek harmadik szogei ekkor 180°-a1-PB1, 180°-04-y1 €s 180°-y1-Ps.
Mivel az el6zéekkel csucsszogek, ugyanezek lesznek a kdzéps6 haromszog belsd szogei

is.
A kozépsé haromszogben tehat felirhato, hogy:
180°-04-B1+180°-011-y1+180°-y1-f1=180°
3*180°-2* (o +P1+y1)=180°
Innen kapjuk, hogy a;+p1+y1=180°, vagyis
180°-01-B1= v1
180°-a1-y1= P1

1800-71-[_))1: o1

2. abra



2.1.4. Allitas

A P1Q1, P2Q2 és P3Qs egyenvagoknak megadhato olyan specidlis helyzete, amikor a
haromszog belsejében négy kis haromszog jon létre, és ezek egymassal egybevagok. Az
allitast Peter Yff bizonyitotta 1987-ben. Ebben a specidlis esetben a keletkezé négy
belso haromszog koziil a legbelsot Yff kozponti haromszognek (Yff central triangle)

nevezziik. [2]
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3. abra

2.2. Hogyan adhat6é meg az Yff kozponti haromszog?

Legyenek az ABC haromszog oldalai rendre a, b és ¢, az Yff kozponti haromszog
oldalai s;, s; és s3, az AP1Q1, BP2Q> és CP3Q3 egyenlészara haromszogek szarai pedig

az, by valamint c;.

frjuk fel a koszinusztételt az ABC haromszog szogeire:
a’=b?+c?-2bc*cosa
b’=a+c?-2ac*cosp

c’=a’+b*-2ab*cosy



Atrendezve az egyenleteket a szogek koszinuszaira:

c? +b% —a?

cosg = ——————
2bc

5 a% + c? — b?

cosp = ———
2ac

a% +b? —c?

cosy = —————
v 2ab

Huzzuk be az AP1Q; haromszog P1Q; alaphoz tartozé magassagat. Mivel a haromszog

egyenldszarl, ezért az alaphoz tartoz6 magassag felezi az a szoget.

A

4. abra
A magassag két derékszogli haromszogre osztja fel az eredeti haromszoget, melyekben

a . . ’
az E SZ0g Szimuszara:




Ugyanakkor a fél-sz0g szinuszara vonatkozo képletet hasznalva:

1
e 1—Cosa_§(51+52+53)
st— > = o

a fenti képletet cosa helyére beirva:

c2+b%2—-a2 1
a \/1_2—bc_ 5 (1 + 52 +53)

1 c? +b% —a? 1 s;+s,+s;

E 2bC 4 dq

c? +b? —a? S{+s,+s
21— — = )= ($)2
2bc a,

Ugyanigy a BP,Q; haromszogben:

a? + c% — b? S +5S,+5s
211 ——— =($)2
2ac b,

Valamint CP3Q3 haromszogben:

a? +b? —c? S +5S;+5s
) I P, [ (1—23)2
2ab C1

Tudjuk tovabba, hogy az ABC haromszog oldalai mentén felvett tavolsagok

segitségével felirhatdak a haromszog oldalai a kovetkezéd mddon:

a=bhi+ci-S
b =a;+ci-s;
C = a;+bi-s3

A fenti hat egyenletbdl all6 egyenletrendszer megoldasai tehat megadjak az

egyenvagok, valamint Y ff kozponti haromszog oldalainak hosszat. [3]



2.3. Az Yff egybevagoésagi kozpont

Induljunk ki az Yff kézponti haromszoghbol. Ez utin az egyenvdgok parhuzamos
eltoldasaval zsugoritsuk a kozponti haromszéget egy pontta ugy, hogy ekézben a masik
harom kis hdromszég egybevago marad. Az igy kapott pontot nevezziik az ABC

haromszog Yff egybevagosagi kozpontjanak. [4]

2.3.2. Az Yff egybevagodsagi kozpont geometriai konstrukcioja

5. abra

Vegyiik az ABC haromszog beirt korének kozéppontjat, D-t. Ez utan szerkessziik meg
az ADC, ADB ¢s BDC szogek szogfelezdit, és tekintsiik ezek metszéspontjait az AC,
AB és BC oldalakkal. fgy kapjuk az E, F és G pontokat. Ekkor az AG, BE és CF
egyenesek egy pontban, H-ban metszik egymast. Ez a pont az ABC haromszog Y ff
egybevagdsagi kozpontja. A QN, OL és MP egyenesek az A, B és C cstucsokhoz tartozo
egyenvagok, az LHQ, PHO és NHM haromszogek pedig egybevagoak. [5]



Egy masik lehetséges szerkesztési eljaras:

Szerkessziik meg az ABC haromszdg beirt korét, (kdzéppontja a D pont) majd tekintsiik

ennek érintési pontjait a haromszoggel. Ezek az I, J és K pontok.

Ezutéan szerkessziik meg az 1JK haromszog beirt korének kozéppontjat, L-t. Az L pontot
az I, J és K csucsokkal 0sszekotd egyenesek az O, N és M pontokban metszik az [JK

haromszdg oldalegyeneseit.

Az AO, BM ¢és CN egyenesek egy H pontban metszik egymést, ez az ABC
haromszoghoz tartozo Yff egybevagosagi kozpont. [5]

6. abra
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3. A kongruens egyenvagok pontja

1989-ben Peter Y[ bebizonyitotta, hogy barmely hdaromszégben, megadhato az
egyenvagoknak egy olyan specialis konstrukcioja mikor egyenlo hosszuak, és ekkor egy
pontban fogjak metszeni egymadst. Ez a pont a kongruens egyenvagok pontja (congruent
isoscelizers point).

3.1. A kongruens egyenvagok pontjanak geometriai
konstrukcidja

Szerkessziik meg az ABC haromszog beirt korének kdzéppontjat, D-t, ennek érintési
pontjai a haromszdggel E, F és G. Ezutan szerkesszilk meg az EFG haromszog beirt
korét (kdzéppontja a H pont), melynek érintési pontjai az EFG haromszoggel legyenek
az I, J és K pontok. Ekkor az Al, BJ ¢s CK egyenesek egy pontban metszik egymast, L-

ben, kongruens egyenvagok pontjaban. [5]

7. abra
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4. Az elso és a masodik Y{f pont

4.1. Az elso Yff pont

Merjiink fel az ABC haromszég BC, CB és AB oldalaira pozitiv koriiljarasi irany szerint
egy adott X tdvolsdgot, igy kapjuk az A', B' illetve C' pontokat. Megfelelé d tavolsag

valasztasa esetén az AA' BB' és CC' szakatok egy pontban, D-ben metszik egymadst.

Ezt a keresett d tavolsadgot az
x3=(@-x)(b—x)(c—x)
egyenlet valos gyoke adja, ahol a, b és ¢ az ABC haromszog oldalai.
A zarojeleket kibontva:
x3 = abc — acx — bex + cx? — abx + ax? + bx? — x3
Az egyenletet atrendezve:
2x3 — cx? — ax? + abx + acx + bex — abc
Kiemelések utan a kovetkezd harmadfokt egyenletet kapjuk:
2x3 —(a+b+c)x*+ (ab+ac+bc)x —abc =0

Ennek x valds gyoke adja meg a keresett d tavolsagot. [3]

12



4.2. A masodik Yff pont:

Az el6z6 konstrukciohoz hasonldéan, a d tévolsagot negativ koriiljarasi irdnyban
felmérve az oldalakra (vagy az A', B' és D' pontokat az oldalfelezé pontokra tiikkrozve)
kapjuk az A", B" és C" pontokat, melyeket az A, B és C csucsokkal 6sszekdtve kapjuk a
D' pontot. Ez a masodik Yff pont.

9. abra

Y ff 1963-ban bizonyitotta, hogy a DD' egyenes merdleges a haromszog koré irt korének

kozéppontjat a beirt kor kézéppontjaval 6sszekotd egyenesre. [3]

13



5. Az Yf{f haromszog vizsgalata a gombi és a
hiperbolikus geometriaban

5.1. Az euklideszi, gombi és hiperbolikus geometriak
rovid osszehasonlitasa

Egy axiomarendszerrel szemben tamasztott alapveté matematikai elvarasaink a

kovetkezoek:
1. Ellentmondastalansag:
Ne lehessen levezetni egy allitast és annak a tagadasat is
2. Fiiggetlenség:
Egy axidoma se legyen levezethetd a tobbibdl
3. Teljesség:

Az axidmak alapjan minden kérdésr6l eldonthet6 legyen annak igaz vagy hamis
volta

Ezen feliil filozofikusabb jellegli elvards, hogy az axiomak megkérddjelezhetetlen

igazsagot fejezzenek ki a minket koriilvevo vilag természetérol.

Az ellentmondastalansag ¢és a fliggetlenség egyiittes megkovetelése a kovetkezot

eredményezi:

Az A axiOmarendszer egy a€A axiomaja pontosan akkor levezetheté az A — {a}
axiomarendszerbdl, ha az (A —{a}) U {T] a} axiomarendszer ellentmondasos. Ez az

indirekt bizonyités elve.

5.1.2. A Hilbert-féle axiomarendszer

Az euklideszi geometria ma hasznalt axiomarendszerét 1899-ben fogalmazta meg David
Hilbert német matematikus. Axidomai 6t csoportot alkotnak. Ezek az illeszkedési
axidomak, a rendezési axiomak, az egybevagosagi axiomak, a folytonossagi axiomak és
parhuzamossagi axioma. Mivel a nem-euklideszi geometridk 1étrejottét a

parhuzamossagi axioma inspiralta, ezt részletesebben is kifejtem.

14



Illeszkedési axiomak
Az illeszkedési alapfogalmak a pont, az egyenes, a sik és az illeszkedés. Az
adott P alaphalmaz elemei a pontok, ebben egy-egy halmazrendszert alkotnak az
egyenesek ¢és a sikok. Az illeszkedési axiomak ezek egymashoz vald viszonyat

hatarozzak meg.

Rendezési axiomak
Az ezeknél felhasznalt legfontosabb fogalom az elvalasztasi relacid, vagyis a
"kozott" fogalma. A rendezési axidomak segitségével levezethetd példaul a

szakasz, félegyenes, félsik, szogtartomany illetve sokszog fogalma.

Egybevagosagi axiomak
Itt alapfogalom az egybevagosag, mint relacid6 a szakaszok, illetve
szOogtartomanyok korében. Ezekbdl szarmaztatott fogalmak és tételek példaul az
egyenldszari haromszog €s annak tulajdonsagai, a derékszdg, merdleges vetités,

valamint az egybevagosagi transzformaciok.

Folytonossagi axiomak
Ez garantalja, hogy az egyenesek "ugyanolyanok", mint a valds szamegyenes.

Szarmaztatott fogalmak a tavolsag, szogmérés, keriilet, teriilet €s a térfogat.

Parhuzamossagi axioma

Euklidesz hires 6todik posztulatuma az Elemek 1998-as magyar forditasa

kiadasaban igy sz6l:

"Es hogy ha két egyenest 1igy metsz egy egyenes, hogy az egyik oldalon keletkezé
belsé szogek (Osszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két egyenes
végteleniil meghosszabbitva talalkozzék azon az oldalon, amerre az (6sszegben)

ket derékszognél kisebb szogek vannak."

15



Egyszerlibb megfogalmazasban:

Ha adott egy egyenes és egy ra nem illeszkedd pont, akkor a pont és az egyenes
altal meghatarozott sikban egyetlen, a ponton atmend €s az egyenest nem metszo

egyenes létezik.

Formalisan, ha X a pontok alaphalmaza, € az egyenesek halmazrendszere, §

pedig a sikok halmazrendszere akkor:

PeX;ee€&;SeS; Pee; PbeeS=3feES:Pef,fne=0_Q

A geometriai vizsgalatok 6 célja évszdzadokon keresztiil annak bebizonyitasa volt,
hogy Euklidesz 6todik posztulatuma levezethet6 az axiomarendszer tobbi axidmajabol.
Ha ez igaz lenne, ezt az axiomat nem kellene foltenni, mely tisztabba, elfogadhatébba
tenné a geometridt. A matematikusok tehat azt probaltak belatni, hogy amennyiben az
0todik posztulatumot a tagadasaval helyettesitjiik, az igy nyert axiomarendszer

ellentmondasos.

5.1.3. Abszolut geometria

Abszolut geometrianak nevezziik a parhuzamossagi axidoma feltétele nélkiil, a tobbi
axioma megtartasaval létrehozott geometriakat. A parhuzamossagi axioma elhagyasaval
kapott axidmarendszert maradék axiomarendszernek nevezziik. Ez alkotja az euklideszi
¢s a hiperbolikus geometria k6z6s magjat. Ha ennek tételeit és axiomait Euklidesz
0todik posztulatumaval bovitjik, megkapjuk az euklideszi geometriat. Ha az 6tddik
posztulatum helyett annak tagadasat tessziik fel az abszolut geometria axiomai és tételei

mellé, a hiperbolikus geometridhoz jutunk.

Fontos kiilonbség az euklideszi és a hiperbolikus geometria kozott, hogy a
parhuzamossdgi axidma megtartdsdval barmely haromszog belsé szogeinek Osszege
180°, mig a parhuzamossagi axioma tagadasabodl levezethetd, hogy a hdromszogek
sz0g0Osszege mindig kevesebb 180°-nal. Emiatt meriilt fel a kérdés egy olyan geometria
létezésérdl, melyben minden haromszog sz6gdsszege nagyobb, mint 180°. Ez vezetett az

elliptikus geometria megalapozaséhoz.
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5.1.4. Elliptikus geometria
Az elliptikus geometria felépitését Georg Friedrich Bernhard Riemann német
matematikusnak koszonhetjiik. Alapvetd ismérve, hogy itt nem léteznek parhuzamosok,

vagyis barmely két egyenes metszi egymast.

Az elliptikus geometria a rendezési axidmakban is eltér a Hilbert-féle
axiomarendszertdl. Itt ugyanis érvényes az ugynevezett ciklikus rendezés, miszerint
barmely négy, egy egyenesre illeszkedé pontra az (ABCD), (ACBD) vagy (ABDC)

rendezések valamelyike all fenn.

Az elliptikus geometrian beliil megkiilonbdztethetiink egyszeres, illetve kétszeres
elliptikus geometriat. Mivel ezek egy jol kezelheté modellje a gombfeliilet,
dolgozatomban is ezt a modellt hasznalom és a késGbbiekben gombi geometriaként

hivatkozom ra. [6]

Egyszeres elliptikus geometria

A gomb két atellenes pontjat egy pontnak tekinti, vagy mas megkdzelitésben csak a
felgombfeliileten dolgozik. Utdbbi esetben a hatarold fokoérnek pontosan az egyik felét
tekintjik a modell részének. Ilyen modon barmely két egyenesnek pontosan egy

metszéspontja van, ugyaniugy, ahogyan az euklideszi geometridban.

Kétszeres elliptikus geometria

A gdomb két atellenese pontjat két kiilonboz6 pontnak tekinti, ezért barmely két egyenes
a gomb két atellenes pontjaban metszi egymast. Mig az euklideszi geometriaban
barmely két ponton at pontosan egy egyenes hiizhatd, a gomb két atellenes pontjan

végtelen sok egyenes megy keresztiil. [7]
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5.2. Az Yff kdzponti haromszog a nem-euklideszi
geometriakban

Mivel YT tételei ujnak mondhatoak, kevesen foglalkoztak veliik eddig. Az euklideszi
esetben is nehéz relevans szakirodalmat talalni, nem-euklideszi esetekkel foglalkozo
forrasok pedig nem fellelhetéek. A kovetkezokben leirtak ezért els6sorban 6nalld utat

kovetnek.

Az alabbi gondolatmenet ugyanigy megallja a helyét a hiperbolikus, mint a gdmbi

geometriaban, ezért én csak az utobbit fogom részletezni.

Az egyenvagok altal 1étrehozott haromszogek hasonlosdganak bizonyitasa nem allja
meg a helyét a gombi geometriaban, ugyanis kihasznalja, hogy egy sikbeli haromszog

bels6 szogeinek 6sszege 180°, de ez a gdbmbi haromszégre mar nem teljesiil.

Amennyiben a godmbi hdromszog esetében is megkoveteljilk, hogy a sikbeli esetben
mindig egybevagd szdgek most is legyenek ugyanakkorak, akkor gombi haromszogek
esetében a keletkezd 4 kis haromszog egybevagdsagara fogalmaztunk meg feltételt, a

gdmbdn ugyanis a szogek egybevagosaga elégséges a haromszogek egybevagosagahoz.

10. abra
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5.3. Az Yff kdzponti haromszog vizsgalata szabalyos
gombharomszog esetén

5.3.2. Allitas

Szabalyos gombharomszog esetében az egyenvagdk altal 1étrehozott négy egybevago

haromszog nem csak egybevago, hanem szabalyos is.

A bizonyitas sordan két, gombharomszogekre vonatkozo tételre lesz sziikségiink. Ha
adott gombi haromszog oldalai a, b és c, az oldalakkal szemkozti belsé szogek pedig

rendre a, B és y, akkor az alabbi két tétel érvényes:
Oldalakra vonatkoz6 gombi koszinusz-tétel:
cosc = cosa * cosb + sina * sinb * cosy
Szogekre vonatkozd gdmbi koszinusztétel:
cosy = —cosa * cosP + sina * sinf * cosc [8]

5.3.3. Bizonyitas
Adott a gdbmboOn egy szabdlyos haromszdg, legyen minden belsé szoge ®. Mivel a négy
egybevagd haromszoget 1étrehozd egyenvagok a 10. abran lathaté modon helyezkednek

el, az egyenvagok hossza azonos.

irjuk fel a szogekre vonatkozd gombi koszinusztételt az AEsD,, BF3E; és CDsF;

haromszogekben, legyen a+b+c=d:

cosm = —cos?a + sina * cosd
cos® = —cos?B + sin?p * cosd
cos® = —cos?y + sin?y * cos d

Az els6 és a masodik egyenletbdl:

—cos?a + sin®a * cosd = —cos?p + sin?p * cos d
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sin®x = 1 — cos?x - et felhasznalva:

—cos?0 + (1 — cos?a) * cosd = —cos?B + (1 — cos?P) * cosd
—cos?a + cosd — cos?a * cosd = —cos?p + cosd — cos?p * cosd
—cos?a * (1 + cosd) = — cos?p = (1 + cosd)

Ha 1 + cosd = 0, akkor cos d = -1, ahonnan d = a+b+c = 180°
Ha 1 + cosd # 0, akkor az egyenletet ezzel a kifejezéssel elosztva kapjuk:
— cos?a = — cos?P

Innen cosa = +cosP, ezért a = +P, de mivel szogekrdl van szo, igy a = f.

A masodik és harmadik egyenletbdl ugyanigy adodik, hogy B = v, tehat 6sszességében

a=p=ry.

Mivel a bels6 négy haromszog szogei egyenlok, a haromszogek szabalyosak lesznek.

11. abra
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5.3.4. Az Yff kozponti haromszog oldalhosszanak kiszamitasa

Legyen adott az ABC szabalyos haromszog, melynek minden belsé szoge . A kis
haromszogek keresett oldalhossza a. A szogekre vonatkozd koszinusztétel az AE3Do,

BF3E; és CDsF; haromszogekben ekkor:
cosm = —cos?o + sina * cos(3a)
A D;E;F; hdromszdgben az oldalakra vonatkoz6 gombi koszinusz-tételt felirva:
cosa = cosa * cosa + sina * sina * cosa
cosa = cos?a + sin?a * cosa
Ezt cosa —ra atrendezve:

cosa — cos?a

cosa = —
sin?a
cosa(1l — cosa)
cosa =
1 — cos?a
cosa(1l — cosa)
cosa =

(1 + cosa)(1 — cosa)

cosa
cosop = ——
1+ cosa

fgy tehat adott @ esetén a kovetkezd kétismeretlenes egyenletrendszerhez jutunk:

cosw = —cos?o + sin?a * cos(3a)
.
cosa
coso = —————
1 + cosa

Az |. egyenletben sin?a - t (1 — cos?a) - val helyettesitve:
cosm = —cos?a + (1 — cos?a) * cos(3a)

cosm = —cos?a + cos(3a) — cos(3a) * cos?a
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A 1I. egyenletet az elsdbe behelyettesitve:

cos?a + cos(3a) cos (3a) * cos?a
cosmw = ———  + cos(3a) —
(1 + cosa)? (1 + cosa)?
(1 + cosa)?-el beszorozva:
(1 + cosa)? * cosm = —cos?a + cos(3a) * (1 + cosa)? — cos(3a) * cos?a

cos® + cos?a * cosm + 2cosa * Cos® =

—cos?a + cos(3a) + cos?a * cos(3a) + 2cosa * cos(3a) — cos?a * cos(3a)
cos(3a) = 4cos3a — 3cosa - t behelyettesitve:

cos® + cos?a * cosm + 2cosa * cos®

= —cos?a + 4cos3a — 3cosa + 2cosa * (4cos3a — 3cosa)
cosm + cos?a * cosm + 2cosa * coso = 8cos*a + 4cos3a — 7cos?a — 3cosa
Atrendezés és kiemelések utan a kovetkezé negyedfoku egyenletet kapjuk:

8cos*a + 4cos3a — cos?a * (7 + cosm) + cosa * (2cosm — 3) — cosw = 0
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5.4. Dualitas

A dualitas fogalmanak bevezetéséhez eldszor bovitsiik ki az euklideszi sikot:

Minden egyenest bovitsiink ki egy végtelen tavoli ponttal, ennek neve legyen idealis
pont. Két egyeneshez akkor és csak akkor tartozik ugyanaz az idealis pont, ha az
egyenesek parhuzamosak. Az idealis ponttal kibdvitett egyeneseket nevezziik projektiv
egyeneseknek. Az euklideszi sikot ekkor kibdvithetjik a sik egyeneseinek idealis
pontjaival. A sik Osszes egyenesének idedlis pontjai alkotjak a sikhoz tatozd idedlis

egyenest. Az igy kibdvitett sikot nevezziik projektiv siknak.

A projektiv sik illeszkedési tulajdonsiagaiban a pontok és egyenesek szerepe
felcserélhetd, vagyis ha a projektiv sik egy igaz allitasaban a pontot egyenessel, az
egyenest pedig ponttal helyettesitjiik, az igy kapott allitas szintén igaz lesz. Ez a dualitas
elve, a pont dualisa tehat az egyenes ¢€s forditva. Egyszerli példa erre az alabbi allitas,

mely eddig is teljesiilt az euklideszi sikon:

Barmely két kiilonb6z6 pontra egy és csak egy egyenes illeszkedik.
Ennek dudlisa a sik kibdvitésével valik igazza:

Barmely két kiilonb6z6 egyenesnek egy és csak egy kozos pontja van. [9]

5.4.2. Dualitas a gombon

A gdmb6n minden ponthoz egyértelmiien tartozik egy olyan egyenes, melyre az dsszes,
a ponton atmend egyenes merdleges. Ugyanigy, barmely egyeneshez két olyan pont
tartozik, melyeken atmend Osszes egyenes merdleges az eredeti egyenesre. Az ilyen
pontokat az egyeneshez tartozd polusoknak vagy sarkpontoknak, az egyenest pedig a
pontok polarisanak vagy egyenlitdjének nevezziik. Az ilyen kapcsolatban all6 pontok és

egyenesek egymas dudlisai.

A gdmbon azonban nem csak a pont és az egyenes fogalma dualizalhaté. Barmely
gémbi szOg egyértelmilen meghatdrozza a szdg csucsdhoz tartozd polaris egyenes
szogtartomanyba esd szakaszdnak hosszat. A gombi geometridban tehat ilyen médon

sz0g és tavolsag kozott is fennall a dualitas. [10]
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5.4.3. Az Yff kozponti haromszo6g dualisa

Els6 lépésként kozelitsiik a problémat visszafelé, adott Yftf kdzponti haromszoghdz

konnyedén megszerkeszthetd a hozza tartozd eredeti haromszog:

Ha adott a D;E;F; Yff kozponti haromszog, csucsaihoz szerkesszilk meg a vele
egybevagd haromszogeket a sikbeli esetben latott elhelyezkedéssel. igy kapjuk az Eo,
Es, F2, F3, D2 és D3 pontokat. Mivel a négy egybevagd haromszoget ugy szerkesztettiik

meg, hogy EiE3E, <« = D1DoD3< és DiDsD<x = FiFoF3< valamint E EsEz< =
FiFsFo<, ezért a DoD3 EzE3 és FoF3 egyenesek metszéspontjaival harom egyenlészaru
haromszoget kapunk. Az igy 1étrejott ABC haromszogben tehat az EoFs, DoEj3 €és FoDs

szakaszok egyenvagok, az altaluk létrehozott belsd négy haromszog pedig egybevago,

ezért a D1E1F; haromszog az ABC haromszog Y ff kdzponti haromszoge.

A fenti eljarast dualizalva a kovetkezoét kapjuk:

12. abra

Adott DiE;F; Yff kdzponti haromszog csucsaihoz mérjiik fel az oldalakra a csticcsal
szemkozti szogeket a 12. abran lathaté modon. Igy a haromszog oldalaira

szerkesztettiink vele egybevagd haromszogeket.
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A kapott 3 haromszdg D161 E1-t61 és F1-t61 kiilonbozd csucsai meghatarozzak az ABC
haromszoget. Ekkor a BE1A, AED;C és CF;B haromszdgek egyenlészaraak. Az ABC
haromszog igy négy egybevagd és harom egyenldszara haromszogre van felosztva. A
probléma ezért a kovetkez6 modon is megfogalmazhato: Adott ABC haromszog
belsejébe szerkesztendbek egyenldszaru haromszogek az oldalakra gy, hogy a csucsaik

altal meghatarozott négy haromszog egybevago legyen.

Az Yff haromszog dualisanak megadasa szabalyos gombharomszog
esetén

13. abra

Legyen az ABC hiaromszog egy oldalanak hossza w, a belsd négy haromszog oldalainak
hossza a, belsd szogik pedig a. Az oldalakra vonatkozo koszinusztételt az ABE;

haromszdgben felirva:

cos® = cos?a + sin?a * cos(360° — 3a) = cos?a + sin?a * cos(3a)
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Az AD;E; haromszdgben a szogekre vonatkozo gombi koszinusz-tételt felirva:
cosa = —cos?a + sin?a * cosa
Ezt coso —ra atrendezve:

cosa + cos?a
cosq = ———

sin’a
cosa(l + cosa)
coso = >
1 — cos“a
cosa(1 + cosa)
cosa =

(1 + cosa)(1 — cosa)

cosa
cosg, = ——
1 — cosa

A 1l. egyenletet az |. egyenletbe behelyettesitve és sin®a helyett 1 — cos?a -t irva:

_ cos®a + cos(3a) cos (3a) * cos?a
cos® = (1 — cosa)? cosioa (1 — cosa)?

Az eredeti esethez hasonldéan az egyenletet beszorozhatjuk (1 — cosa)? — tel, és

felhasznalhatjuk a cos(3a) = 4cos3a — 3cosa dsszefliggést, igy a ko vetkezét kapjuk:

cosm + COSZa * COSM — 2C€0Sa * COSMm =

cos?a + cos(3a) + cos?a * cos(3a) — 2cosa * cos(3a) — cos?a * cos(3a)

COS® + cos?a * cos® — 2€0Sa * COSM =
cos?a + 4cos3a — 3cosa — 2cosa * 4cos3a + 2cosa * 3cosa

= cos?a + 4cos3a — 3cosa — 8cos*a + 6cos?a

A végleges egyenlet tehat:

8cos*a — 4cos3a + cos?a * (cosm — 7) + cosa * (3 — 2cosw) + cosw = 0
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5.5. Szabalyos hiperbolikus haromszogekhez tartozé
Yff kozponti haromszdg

4.1.1. Allitas

Szabalyos hiperbolikus haromszognél a gdmbharomszoghdz hasonldéan megmutathato,

hogy az egyenvagok altal 1étrehozott négy kis haromszog szintén szabalyos lesz.
4.1.2. Bizonyitas

A szogekre vonatkozo koszinusztételek itt a kovetkezdk:

cosm = —cos?a + sin?a * chd
cos® = —cos?B + sin?B = chd
cos® = —cos?y + sin?y * chd

Mivel ezek az egyenletek csak annyiban térnek el a gombi esetben felirtaktol, hogy cos

d helyett ch d szerepel, a végeredmény is csak ennyiben tér el az el6z6tol:
—cos?0.* (1 4+ chd) = — cos?B = (1 + chd)
Innen vagy ch d =-1, de ez nem ad valos megoldast d-re, vagy o = .

A négy egybevago kis haromszog tehat szabalyos, az egyenvagdk hossza pedig d=3a
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14. abra

4.1.3. Az Yff haroszog belsé szogeinek kiszamitasa

Felirva a szogekre vonatkozé koszinusztételt az AE3D,, BF3E; és CDsF, haromszogek
valamelyikében, valamint az egyik kis haromszdgben, a kovetkezd kétismeretlenes

egyenletrendszert kapjuk:

l.
cosw = —cos?B + sin?p * ch(3a)
1.

cosp = —cos?B + sin?B * cha
Els6 Iépésként fejezziik ki ch(3a)-t cha segitségével:
ch(3a) = ch(2a + a) = ch(2a) * cha + sh(2a) *xsh a
ch(3a) = (ch?a + sh?a) * cha + 2sh?a * cha
A zérbjelet felbontva, valamint felhasznalva a ch?x — sh?x = 1 dsszefiiggést:

ch(3a) = 4ch3a — 3cha
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Ezt az L. egyenletbe behelyettesitve:
Il
cos® = —cos?B + sin?pB * (4ch3a — 3cha)
= —cos?B + (1 — cos?P) = (4ch3a — 3cha)
Fejezziik ki a II. egyenletbol ch a — t:

V.

cha= cosp + cos?p _cosPx(1+cosp)  cosPx(l+cosp)  cosp

sin2f 1—cos?p  (1+cosP)(1—cosP) (1—cosP)

A III. és a IV. egyenlet felhasznalasaval a kdvetkezot kapjuk:

4cos? 3 cos
cosm = —cos?B + (1 — cos?P) * < P P >

(1 —cosp)® ~1-—cosp

4cos®p 3 cosP 4cos®P 3cos® P

cos® = —cos?p + — _ +
p (1 —cos B)3 1 —cosP (1 —cos B)s 1 —cosP

Az egyenletet (1 — cosP)3-bel beszorozva:
cosm * (1 — cosp)? =

—cos?B = (1 — cosP)® + 4cos3B

— 3 cosP* (1 — cosP)? — 4cos®P + 3cos3B * (1 — cosp)?

A zarojelek felbontasaval:

cos® — 3 cos B * cosm + 3cos?P * cosw — cos3P * cosw =
—cos?B + 3cos3p — 3cos*B + cos®B + 4cos3B — 3cosP + 6¢os?B — 3cos3P — 4cos®B
+ 3cos3B — 6¢cos*B + 3cos®p =

—9cos*B + 7cos*B — 5cos?P — 3cosP

Az egyenletet O-ra rendezve, kiemelések utan a kovetkezd negyedfoku egyenletet

kapjuk adott o esetén:

9cos*B — cos3B * (7 + cosm) + cos?P * (3cosw — 5) + 3cosP(1 — cosw) + cosw = 0
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6. Osszegzés

A dolgozat sikgeometriai részének megirasahoz sziikséges forrasanyagok bizonyos
esetekben nehezen fellelhetdek ugyan, megfeleld kutatds utdn azonban elegendd
informacié allt rendelkezésemre a témakor kidolgozasahoz. Az Y {f kdzponti hdromszog
gombi, illetve hiperbolikus geometridban torténd vizsgalataval kapcsolatban azonban
semmilyen konkrét utaldssal nem taldlkoztam, igy a témakor nem csak tUjszertinek
mondhat6, de a dolgozat masodik részében leirt szamitdsok korabban nem publikalt

eredményeket is tartalmaznak.

Mivel a sikgeometriai rész kidolgozasakor sem talalkoztam magyar nyelvi
forrasanyaggal, a tételek kimonddsa sordn hasznalt és bevezetett fogalmak kozott
vannak olyanok, melyeknek feltehetden jelenleg még nincs magyar megfeleldje. Az
altalam bevezetett forditdsokkal igyekeztem a lehetd legkdzelebb maradni az eredeti

fogalom jelentéséhez és ekozben a bevezetett szoval jelképezni annak értelmét is.

A sikbeli Yff haromsz6g megadasara felirt hat ismeretlent tartalmazo
egyenletrendszerhez képest a gombi €s hiperbolikus geometridkban felirt negyedfokt
egyenletek  egyszeriibb,  kényelmesebb  megoldasnak  tlinnek  szamomra.
Meggondolandd, hogy a sikbeli szabalyos haromszogekre is felirhatoak a gombi és
hiperbolikus esetekkel analog Osszefiiggések, melyek szintén hasonld eredményre

vezethetnek.

Dolgozatom nem-euklideszi részében csak az Y ff kdzponti haromszoggel foglalkoztam,
a tobbi sikon megemlitett tétellel nem, azonban gy gondolom, hogy ezek vizsgalata

szintén érdekes, meggondoland6 eredményekhez vezethetne.

30



7.

[1]

[2]

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

Irodalomjegyzék

E. W. Weisstein, ,,Isoscelizer,” [Online]. Available:
http://mathworld.wolfram.com/lIsoscelizer.html.

E. W. Weisstein, ,,Y ff Central Triangle,” [Online]. Available:
http://mathworld.wolfram.com/Y ffCentralTriangle.html.

E. W. Weisstein, CRC Concise Encyclopedia of Mathematics, Boca Raton: CRC
Press.

E. W. Weisstein, ,,Y ff Center of Congruence,” [Online]. Available:
http://mathworld.wolfram.com/Y ffCenterofCongruence.html.

D. Dekov, ,,JJournal of Computer-Generated Euclidean Geometry,” [Online].
Available: http://www.docstoc.com/docs/70786195/Y ff-Center-of-Conguence.

I. Lénart, Rajz a gdmbdn, Muzsak Kiado Kft..

A. Dobd, ,,Az elliptikus geometria két modelljérél,” [Online]. Available:
https://doboandor.files.wordpress.com/2013/02/az-elliptikus-geometria-kc3a9t-
modelljc3a9rc5911 vs12 20130307085718.pdf.

B.G.C.B.FP.GAGAHAKELMLLMBMG.P.JP.JLR A

R. . Ambrus Gergely, ,,A gomb belsé geometriaja, egy ,,mas vilag”,” in Uj
matematikai mozaik, 2001.

B.G.C.B.FF.P.GAGAHAKELMLLMBMG.P.JLP.JIR A
R. I. Ambrus Gergely, ,,Véges projektiv sikok,” in Uj matematikai mozaik,
Typotex, 2001.

[10] I. Lénart, ,,J6 sz0, segité szandék,” [Online]. Available:

http://hirmagazin.sulinet.hu/hu/pedagogia/lenart-istvan-jo-szo-segito-szandek.

31



