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1. Bevezetés

A dolgozatom bicentrikus sokszogekkel foglalkozik, ezen beliil is a haromszdgekre és a
bicentrikus négyszogekre fordit kiilon figyelmet. A beirhatdo kor sugara, a korilirhatdé kor
sugara ¢és a két kor kozéppontjanak tavolsagabol ad6dodo Osszefiiggés problémadjat jarom
korbe és mutatok ra tobbféle bizonyitast.

Eloszor a pont korre vonatkozd hatvanyanak fogalmat elevenitjiik fel és ezzel
kapcsolatosan néhany tételt és azok bizonyitasat nézziik meg, majd a korsor fogalmat vezetjiik
be. Megismerkediink az elliptikus, a parabolikus és a hiperbolikus korsorokkal, valamint a
korsorok fébb tulajdonsagaival, tobbek koézott a hatvanyvonal és a korsor kapcsolataval is.
Ezek utan Poncélet és Brianchon tételeit bizonyitjuk, illetve a tovabbiakban hivatkozunk is
rajuk. A haromszogekkel, mint bicentrikus sokszogekkel, kapcsolatban Euler- tételét
vizsgaljuk és bizonyitjuk tobb modon is. A késObbiekben a bicentrikus négyszogekkel
ismerkediink meg, érintdnégyszdgekre és hurnégyszogekre vonatkozd Osszefiiggéseket
bizonyitunk, majd felirjuk Nicholas Fuss nevéhez kothetd bicentrikus négyszogekre
vonatkoz6 egyenletet, amire két bizonyitast is adunk. Ezek utdn érdekességképpen
Brahmagupta-képletének segitségével izgalmas formulat adunk a bicentrikus négyszogek
terliletének kiszamitdsdhoz. A dolgozat végén Fuss egyenleteit vizsgaljuk egészen a
nyolcszogekig, immar bizonyitas nélkiil.

Személy szerint hozzdm mindig is a geometria allt a legkdzelebb a matematika sokszinti
¢és szerteagazod teriiletei koziil, és bar nem sajat otlet alapjan valasztottam ezt a témat, utolag
nagyon Oriillok neki, a magaménak érzem, meglepden sok Oromomet leltem a dolgozat
megirasaban. Sok gyakorlati hasznat latom a geometridnak illetve a sokszdgeknek, jol
atlathatonak, konnyen tanithatonak és vilagosnak taldlom a matematika ezen agat. Izgalmas
Osszefiiggésekkel és elegans bizonyitdsokkal ismerkedhettem meg a dolgozatom megirasa
kbzben, melyekre remélhetdleg még sokaig emlékezni fogok.



2. Hatvany, hatvanyvonal, hatvanypont

Definicié: Adott egy O kozépponta, r sugart kor, ekkor a P pont hatvanyanak nevezziik
az OP?-r? ¢értéket. Ez a definicio magaban foglalja, hogy a hatvany pozitiv, ha a P a koron

kiviil van és negativ, ha P a koron beliil.

Feladat.1.1: Talaljuk meg azokat a pontokat egy adott korh6éz, melyeknek ugyanaz a
hatvéanya.

Megoldds: Egyenlé hatvany( pontok egy adott k korhoz egy k-val koncentrikus kort
alkotnak.

Lemma: Legyen P rogzitett pont a sikon. Vegyiink egy tetszéleges P-n atmend, k kort X-
ben és Y-ban metsz6 e egyenes. Ekkor a PX X PY szorzat nem filigg az egyenestdl és egyenld
a P korre vonatkozo hatvanyaval.

Bizonyitds.: Tegyiik fel, hogy van két egyenes, melyek atmennek P-n, az egyik a kort A és
B pontban metszi, a masik C és D pontban. Ekkor belatjuk, hogy

PA X PB =PD X PC.

1. abra



Ez azért van, mert PAC haromszég és PDB haromszog hasonld, hiszen a szogeik

megegyeznek, igy

PA _PD
PC PR’

vagyis PA X PB = PC X PD .

Huzzunk egy egyenest P-bdl, k kozéppontjan keresztiil. Ekkor P tavolsaga a

metszéspontokkal az (OP + r) X (OP — r) szorzatot adja, mely nem mas, mint
0OP? —r2.

Ebbdl latszik, hogy ez a szorzat egyenld a P hatvanyanak abszolut értékével. Amennyiben P

belsd pont a hatvany negativ lesz, hiszen OP <'.

Tétel: Kiilsé pont hatvanya egyenld a pontbdl a korhoz huzott érintd négyzetével.

Bizonyitas: Vegyiik az elobb vizsgalt k kort és P pontot. Hizzunk szelét P pontbol O
kozépponton keresztiil és érintét P pontbol a k korhoz. Kossiik dssze az érintési pontot az O
kozépponttal. Ekkor nyilvan egy derékszogli haromszoget kapunk, melyre felirva a

Pithagorasz tételt meg is kapjuk a megoldast, hiszen
e? = 0P? —1r?,
ami nem mas, mint P hatvanya k korre nézve.

Feladat.1.2: Tegyiik fel, hogy AB és CD egyenesek metszik egymast P pontban és
PA X PB = PC X PD. Bizonyitsuk, hogy ABCD hurnégyszog.

Megoldds: PA X PB = PC X PD ez igaz, tehat
PA/PD= PC/PB.

Mivel a PBD és PCA haromszogeknek van kdzos szogiik és megfelelé oldalaik aranya
egyenld, ezért PBD és PCA haromszogek hasonloak, vagyis PBD és PCA szogek egyeldek.

Ekkor DCAA = 180°-PCA4, vagyis DCA +PBD= 180°. Ez pedig azt jelenti, hogy
ABCD hutrnégyszog.

Tétel: Azon pontok halmaza, melyek hatvanya két nem koncentrikus korre

vonatkozoan egyenld, egy egyenest alkotnak, ezt nevezziik a két kor hatvanyvonalanak.
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Bizonyitds: Tegyiik fel tehat, hogy a két kor nem koncentrikus. Legyen ekkor K;=0 és
Ko= O a két kor normalegyenlete. A hatvanyvonal azon P pontok mértani helye a sikban,

melyek hatvanya egyenld a két korre nézve, azaz melyre igaz, hogy

K1 (P) = K,(P),
azaz a normalegyenletekbe P pontot behelyettesitve egyenld értékeket kapunk. Mas szoval,

olyan P pontok, melynek koordinatai kielégitik a
K; — K, = 0 egyenletet.

Ez lesz a hatvanyvonal egyenlete, amirdl be kell latnunk, hogy valdéban egy egyenes.
A korok normalegyenletében tudjuk, hogy x és y egyiitthatéinak értéke mindig 1, vagyis
kiesnek, igy a megoldas egy linearis egyenlet vagy konstans. Konstans azonban nem lehet,

mert akkor a korok koncentrikusak lennének, hiszen ekkor K; — K, = ¢ vagyis
K1 - K2 + c.
Tehat a halmaz mindenképpen egyenes.

Megjegyzés: Ha két kor koncentrikus, akkor nincs hatvdnyvonaluk, mert barmely P
pontnak a hatvanya a két koncentrikus korre kiilonbozé értéket ad. Vegyik ri és r»
koncentrikus korok sugarait és P pontot, melynek tavolsaga a k6zos kozépponttdl legyen d. P
hatvdnya ennek megfelelden d? —r; és d? —r,, amik nyilvin nem egyeléek r; és r;

kiilonbozdsége miatt.



3. Korsorok

Alapveto tételek

A kovetkezd tételek részletes bizonyitdsa Hajos Gyorgy, Bevezetés a geometridba cimii
konyvében talalhato. [1]

Tétel: Ha két kornek 1étezik kozos pontja, akkor az rajta van a hatvanyvonalon. [1]
Tétel: Két kor hatvanyvonala mer6leges a két kor centralis egyenesére. [1]

Tétel: Ha harom kor kozott nincs két koncentrikus, akkor hatvanyvonalaik egy

sugarsorhoz tartoznak. [1]

Tétel: Ha harom kor kdzéppontjai nincsenek egy egyenesen, akkor egyetlenegy olyan
pont van, amelynek mind a harom korre vonatkozo hatvanya egyenld. Ezt nevezziik a harom

kor hatvanypontjanak. [1]

2. abra

Bizonyitds: Tegyik fel, hogy van 3 kor. Ha a korok kozéppontjai nem kollinearisak, akkor
két paronkénti hatvanyvonal metszi egymdst. A metszéspont hatvanya mindharom korre

ugyanannyi, tehat a harmadik hatvanyvonal is &tmegy a metszésponton.



Korsorok analitikus bevezetése

Definicié.: Legyen K;=0 és K,=0 egy-egy kor masodfokl egyenlete vagy egy egyenes
linearis egyenlete. Korsoroknak nevezziik azokat az alakzatokat, melyek valamely u;1K;+
u2Ko=0 alakba irhatoak.

Tétel: Ha két korsor nem azonos, akkor legfeljebb egy k6zos elemiik van. [1]
Tétel: A sik dsszes pontja eleme a korsor egy tagjanak.

Tétel: Egy korsor két elemének kozos tagjat a korsor valamennyi eleme tartalmazza,

ez a korsor alappontja. [1]

Definicié: Hiperbolikus korsornak nevezziik az olyan korsort, melynek minden kore

atmegy két adott ponton és az egyenese pedig a két pontot 0sszekotd egyenes.

3. abra



Definicié: Parabolikus kérsornak nevezziik az olyan korsort, melynek minden kore

érint egy egyenest a megadott pontjdban. Ekkor az egyenes és a pont is tagja a korsornak.

4. abra

Definicio: Elliptikus korsornak nevezziik az olyan korsorokat, melyben az elemeknek

nincsen k6zos pontjuk.

5. abra

Korsor és hatvanyvonal

Tétel: Ha egy korsornak van két olyan eleme, melyek kordk €s van hatvanyvonaluk,
akkor ez a hatvanyvonal is eleme a korsornak. Ha a kdrsorban nincs egyenes, akkor létezik

benne centrum, ami minden a kdrsorba tartoz6 kor kozéppontja.

Tétel: Ha egy korsor elemei kozott van egyenes, akkor az az egyenes a korsor barmely

két korének hatvanyvonala. [1]

Tétel: Ha adott koroknek egy olyan halmaza, hogy barmely kettének ugyanaz a

hatvanyvonala, akkor a korok a hatvanyvonallal egyiitt egy korsor elemei.



Tétel: Ha egy korsornak van hatvanyvonala, akkor a korsor koéreinek kozéppontjai

egy, a hatvanyvonalra merdleges egyenesre esnek. Ez a korsor centralisa. [1]

Apolloniosz- korok: Azon pontok mértani helye a sikban, melyeknek két adott ponttol
mért tavolsagaik ardnya A>0. Tehat P, Q pontokhoz és A>0 szamhoz tartozé Apolloniosz kor

azon X pontokbdl all, melyre g =1

Tétel: Két ponthoz tartozd Apolloniosz-kordk, a pontokkal és koztiik hiizott szakasz

felezOmerdlegesével, elliptikus korsort alkotnak.

Allitds: A hatvanyvonal barmely pontjabél a kérsor elemeihez huzott érinték

egyeloek.

e Sy
SR\ | 755K
N
ST\

6. abra

Bizonyitds: Ennek oka, hogy a hatvanyvonal barmely pontja koré irt kor, mely metszi
az Osszes korsorbeli kort, €épp érintd hosszusagh sugarral rendelkezik és merdlegesen metszi a
korsor koreit. Az Osszes ilyen kor egy masik korsorbol vald és koziilik barmely kettd
meghatarozza az eredeti korsort.

Ebbdl kovetkezik, hogy tetszdleges kor kdzéppontl inverzid egyik korsort a masikba
viszi, tovabba a korsor, amelyik tartalmazza az inverzid alapkorét onmagéba megy at. Az
elliptikus korsor pontkorei egymasba mennek at, ha alapkornek a korsor egy tagjat valasztjuk.
Vegylik észre, hogy ha a pontkoroket valasztjuk az inverzio kozéppontjanak, akkor a korsorra

merdleges korsorbol egyenesek lesznek. S6t az eredeti korsorbol koncentrikus kordk lesznek.

Feladat.2.1: Bizonyitsuk az utolso allitast harom dimenzidban.
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Megoldas: Nézzikk a gombok egy metszd csaladjat, melyek az eredeti sikunkat a
korsor tagjai mentén metszik. Ezen gombdok szintén gombsort alkotnak. Inverzié alkalmazasa
utan ezek a gombok egy kort metszd gombokké alakulnak. Ezért azok metszeni fogjak az

eredeti sikot egy korsor mentén.

Tétel: Adott két kor, k; és k,. Azon pontok, melyeknek a korokre vonatkozod
hatvanyainak aranya allando, egy olyan kort alkotnak, mely beletartozik a k; és ky korok altal

meghatarozott kdrsorba.

7. abra

Bizonyitds.: Tegyiik fel, hogy két kor metszi egymast A és B pontokban. Nevezziik O;-
nek, O,-nek a kozéppontjaikat és ri-nek illetve ro-nek a sugaraikat. Legyen A; és A, az A
pontnak O —re, illetve O,-re vett tilkorképe. Ekkor A,A; L AB, hiszen AA; és AA; is atméro,
igy Thalész tétele miatt A;BA4 = A,BA4 = 90°. Ebbdl az is latszik, hogy A, B,A, egy
egyenesen fekszenek. Lassuk be, hogy azon X pontok, melynek hatvanyaranya h, egy koron
vannak. XA egyenesnek a k; és k, korokkel valé metszéspontjai legyenek X; illetve X,. Ekkor
XA x XX az egyik hatvany és XA X XX, a masik, ezért

h=XX1/XX>.

Mivel AA; és AA; atmérdk, az AX A1 és AX »A; szogek derékszogek. Ezért X; és X, az Ap és A
merdleges vetiiletei az AX egyenesen. Legyen P az a pont az A;A, szakaszon, melyre igaz,

hogy

PA1/ PA2:h .
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Ekkor X a P-nek vetiilete az AX egyenesre, ezért a parhuzamos szelék tétele miatt az
AP atmér6ji koron fekszik. Visszafelé gondolkodva konnyii rdjonni, hogy barmely ezen
koron fekvo pont hatvanyainak aranya h.

Ha a két kor nem metszi egymast, akkor ismét atmegyiink 3 dimenzioba. Tegylik fel,
hogy van két metsz6 gomb, amik az eredeti sikot a k; és ky korokben metszik. A fenti
gondolatmenetet hasznalva igazoljuk, hogy azon pontok halmaza, melyek a gombokre
vonatkozo hatvanypontjainak aranya allando, egy olyan gombdot alkotnak, mely benne van a
metszd gombok altal meghatarozott gdmbsorban, s6t a gdmb tartalmazza azt a kort, mely a
metszéskore a két gombnek. Ennek a kapott gombnek a sikkal valdo metszete eleme a k; és k

korok altal meghatarozott kdrsornak.

Poncelet- tétele [2]

Tétel: Legyenek ki olyan korok, melyek ugyanahhoz a korsorhoz tartoznak és Ag a ko
egy pontja. k; érintdje Ag-bol metszi kg —t Aj-ben, k; érintdje A1-bol metszi ki-et Ap-ben, stb, a
Kirp érintéje Aj-bOl metszi ki-t az Ai+1-en. Tegylik fel, hogy valamely n-re Ap és A,
megegyeznek. Ekkor barmely By pontra a ky korén az ugyanigy megkonstrualt B, megegyezik
Bo-al.

(Nem mindig lehet ilyen modon Bp-et konstrualni.)

Bizonyitds.: Elég megmutatni, hogy AiB;i érintéje egy meghatarozott kornek a
korsorbol. S6t ha Ag=A,, akkor az Ag-on keresztiilmend érint6 egybeesik An-en keresztiillmend
érintdvel. (Iranyitas miatt.) Ezért a ko —al kozos résziik is megegyezik, de ezek By és Bi.

Tegyiik fel, hogy AjA1 és By By egyenesek érintik kj-et X és Y pontokban. Legyen Z a
két egyenes metszéspontja. XYZ haromszog egyenlészar, mert ZX és ZY érintdi Ki-nek és
atmennek Z-n. Emiatt az X és Y-nal 1év6 szogek egyeldek. SOt B1A1Ag és B1BoAg szogek is
egyeléek. gy XQA; és YPBg haromszogek hasonloak, ahol P és Q az XY egyenes és az AjB;
illetve AoBy egyenesek metszéspontjai. Mivel PQA; és QPBy szogek egyeldek, ezért 1étezik
egy olyan k' kor, amely AgBo-t és A;B;-et is érinti P-ben illetve Q-ban.

Errdl a korrdl akarjuk megmutatni, hogy a korsorhoz tartozik. Ehhez azt kell belatni,
hogy ko eleme a k; és k' altal meghatarozott korsornak, vagyis hogy az Ao, A1, Bo és B; pontok
hatvanyanak aranya a két korre nézve egyenld. ( Egyes pontok a két korre vett hatvanyaranya
egyenld. Itt az eléz6 tételt hasznaljuk fel. ) Ez nyilvan igy van: (AoX?/AoP?= A XY AQ*=
BoY%/B1P? = B,Y4/B,Q%. )
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ApX? A X?*  BgY? BY?
AoP?2  A,Q% B;P?  B,0Q2

Az ApXP ¢és B1YQ haromszogek hasonldsaga miatt az
AoX?IAP? = B1Y%/B1 Q2.
Hasonloan a BpYQ ¢és A1XQ haromszdgek hasonlosaga miatt az
AXCIALQ%= BoY%/BoP2.
Ebbdl levezethetjiik, hogy
AoXIAP=sin AgPX4#./sin AcXP 4= sinBoPY4./sin BoYP#= ByY/ByP.

Hasonléan A;B; és Aj+1Bi+1 érintdi ugyanannak a kornek a korsorbol. Ez nyilvan csak
egy korre igaz, csak egy ilyen tulajdonagli kor 1étezik. Mivel minden i-re teljesiilnie kell,

nyilvan a keresett kor a k' .

(Ha egy pont hatvanya egy korre nézve ugyanannyi, mint egy korsor Két tagjara nézve, akkor

az a kor is a korsorhoz tartozik.)

A Poncelet tétel azt mutatja, hogy ha van egy sokszog, ami koré és belé is irhatd kor,
akkor a sokszog megforgathatd a korok kozott. Tovabba minden atloja a sokszognek, érintdje
lesz egy olyan kornek, mely benne van a beirhat6 és a koré irhatd korok altal meghatarozott
korsorban.

Definicio: Ha egy sokszog érintGsokszog €s hursokszog is, akkor roviden bicentrikus

sokszognek nevezziik.

A tétel tehat bicentrikus sokszogekre vonatkozik, mint a haromszdgek, hiszen barmely
haromszognek van beirhato és koré irhatd kore is. Négyszogek koziil a deltoid lehet ilyen.
Specialis esetben a sokszog beirhatd és koriilirhatdé korének kdzéppontja egybe esik. Ilyen

példaul a négyzet és minden szabalyos n-szog.

Brianchon-tétele [2]
Tétel: Legyenek |; olyan egyenesek (i=1,2,3,4,5,6), melyek érintik ugyanazt a kupszeletet
és legyen Ajj az | és |; metszéspontja. Ekkor A1pAss; AxsAss és AzaPe1 egyenesek egy pontban

metszik egymast.
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Elfajulo esetben lehetséges, hogy két érinté ugyanabban a pontban érinti a kupszeletet,

ekkor az érintési pontra metszéspontként tekintiink és a tétel ugyanugy érvényes lesz.

Bizonyitas.: Projektiv geometriai transzformaciot hasznalva csinaljunk a kipszeletbdl
kort, igy kapunk egy kor koré irt hatszoget, melynek f6atloi a tételben szerepld egyenesek.
Be kell latnunk, hogy az ABCDEF hatszogben az AD, BE és CF atlok egy pontban metszik

egymast.

\/ ‘“\
\ W

Nézziik azokat a koroket (Ki, ko, ks), melyek érintik az AB-DE, BC-FE és CD-FA

egyenes parokat, mégpedig Ugy, hogy az érintési pontok a tavolsagra legyenek a hatszog és a

kor megfeleld érintési pontjaitol. (A;...F1). EKkor A hatvanya kj és ks korokre nézve egyenld
—(AA+a)°.

Ebbé] latszik, hogy a két kor hatvanyvonalan van A. Ez ugyanigy igaz D-re is. Igy
AD a kj és ks hatvanyvonala. Hasonldan belathat6, hogy BE a k; és k, hatvanyvonala és CF a
ko és ks korok hatvanyvonala. Tudjuk, hogy 3 nem koncentrikus és nem kollinearis

kozéppontu kor hatvanyvonalai egy ponton mennek at, ami a 3 kor hatvanypontja.
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Feladat:2.2: Adott a sikban egy k kor, melynek kdzéppontja O, sugara r. Tetszéleges
P pontbdl huzzunk szeldket a korhdz, majd érintdket oda, ahol a szelok metszik a kort.
Keressiik meg, hogy hol lesz a szeldnként behuzott érinték metszéspontjanak mértani helye!

Megoldas: Ha P pont a k koron van, akkor a keresett mértani hely a P-ben huzott
érintd egyenese lesz. Ezzel a tovabbiakban nem foglalkozunk.
Legyenek A és B pontok a P-n at huzott szel6 k korrel vett metszéspontjai. Hizzunk érintéket

A-n és B-n keresztiil, legyen Q ezeknek a metszéspontja.

A megoldashoz hasznaljunk inverzidt, melynek alapkore legyen k. Ekkor az A és B
pontokba huzott érintékbdl az inverzid utan OA ¢és OB atmérdji korok lesznek. Ezek
metszéspontja AB felezOpontjaban lesz a Thalész tétel miatt, nevezziik ezt F-nek. Ekkor

felirhatjuk az OAQ derékszogli haromszogre a befogotételt, vagyis
0Q X OF = 0A? =r?2,

Ez azt jelenti, hogy Q képe az inverzi6 utan F lesz.
Legyen k; az OP szakasz Thalész kore. FOL FP, ezért FE k;. k; tovabba atmegy O-n,
vagyis az inverzid kozéppontjan, igy beléle egy OP-re merdleges egyenes lesz a

transzformacid utan.
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Ha P-t a k koron kiviil vettiik fel, akkor a megoldas a K és ky korok kozos huregyenesének
k koron kiviili része, ha viszont P a k koron beliil van, akkor P képében az OP egyenesre

allitott merdleges egyenes lesz a megoldas.
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4. Haromszogek, mint bicentrikus sokszogek

Euler- tétele

Tétel: Adott egy ABC haromszog, melynek koré irhatd korének kézéppontja O, sugara
R, beirhat6 korének kozéppontja I, sugara pedig r. Ha az Ol szakasz hossza d, akkor

d* = R* — 2rR.

9. abra

Bizonyitds 1: Az abran lathatd ABC haromszog A csucsanal 1évo szoget elfelezziik és
az egyenest meghosszabbitjuk, hogy messe a koril irt kort. A metszéspont legyen L. Ekkor
tudjuk, hogy L az A csucsot nem tartalmazé BC koriv felezOpontja. M legyen az a pont,

melyre LM a BC oldalra merdleges atmérd. Vezessiik be a 8=%a és SZ%B szogeket, ahol a és B

az ABC haromszogben az A illetve B csucsnal 1évo szogek.
Ekkor az abrarol leolvashatjuk, hogy BML & = BALA = 9§, mivel ugyanahhoz az
ivhosszhoz tartoznak és ugyanezért LBC4 = LACA =4.
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Azt is latjuk, hogy az ABI haromszog 1-nél fekvd kiilsé szoge BIL 4 =e¢+o = LBI %,
ezért az LBI haromszog egyenldszaru, vagyis LI=LB.

frjuk fel | hatvanyat a koriilirt korre vonatkozoan

R?— d?= LI x [A= LB x [A =LM x 2222 » 1y =LM 328 |y
IY/IA siné
A % az LBM ¢és YIA derékszogli haromszogekre felirt szogfiiggvénybdl kovetkezik.

Ezek utan konnyen leolvashatd, hogy
LMXIY = 2R X r.
Innen atrendezve megkapjuk a bizonyitando6 egyenletet:
d°=R?- 2Rr .
Ennek egy algebrai atalakitassal kapott alakja az

11 N 1
r R+d R-d

Bizonyitas 2: A bizonyitashoz hasznaljunk vektorokat. [3] Rajzoljuk be az ABC
haromszog helyvektorait, mégpedig ugy, hogy az origd a haromszog koriilirt korének
kozéppontja legyen, vagyis O. Ekkor nyilvan |a| = |b| = |c| = R. Tovabba tudjuk, hogy
|b—c| =a, vagyis (b—c)?=a? A =zardjelet felbontva b?+ c?—2bc = 2R —
2bc eredmény kapjuk, amibdl rendezéssel 2bc = 2R? — a? adddik. Ugyanigy igaz lesz az is,
hogy

2ab = 2R? — c? és 2ac = 2R? — b2,

Tudjuk tovabba, hogy barmely haromszdg korilirt korének kozéppontjanak
helyvektorat az alabbi formula adja meg [3]

_aa+bb+cc
" a+b+c

Mivel O-t valasztottuk origonak, ezért
1
d? =k? = 4—Sz(aa+ bb+CC)2 =
1
=15 [R?(a? + b? + ¢?) + 2abab + 2bcbc + 2caca] =
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1
= s? [R?(a®? + b? + ¢?) + ab(2R? — ¢?) + bc(2R? — a?) + ca(2R? — b?)] =

abc

1
— 2 2 — p2
—452[R (a+b+c) —abc(a+b+c)]=R PR

Tudjuk, hogy abc=4RT, ahol T a haromszog teriilete és hogy T=sr, ahol s a félkeriilet
és a szokasos jelolések érvényesek. Igy abc=4sRr, amit behelyettesitve az el6z6 egyenletbe

megkapjuk, hogy
d*> = R* — 2Rr.

Bizonyitds 3: Vegyiik a tételbeli ABC haromszdg koriilirhato és beirhatd korét. Kossiik
ossze az O és | kozéppontokat, majd nevezziik A" —nek az 6sszekotd egyenes €s a koriilirhatd
kor egyik metszéspontjat. Hizzuk be A’-bél mindkét érint6t a beirhaté korhoz. Legyenek a
metszéspontok B’ és C'. Tekintsik az igy kapott A'B'C’' haromszoget az 0j ABC
haromszognek. Ezt megtehetjiik, hiszen a Poncélet tételbdl tudjuk, hogy ha adott a koriilirt és
beirt kor, akkor a sokszoget tetszéleges pontbdl, érinték behuzasaval jra megkaphatjuk.

Ezzel a modszerrel azonban kétféle haromszoget kaphatunk.

Nézziik elsének azt, melyben az A cstcs, az Ol szakasz és a korilirt kor 1-t6l

tavolabbi metszéspontja.

10. abra
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Ekkor az abran lathatd derékszogli haromszogekbdl konnyen felirhatoak a kovetkezo
Osszefiiggések:

o
sma—d_I_R

5 _d+r
cos2a = B

Az ismert trigonometrikus azonossag miatt cos2a = 1 — 2sin®a. Helyettesitsiik be ebbe
a fenti 6sszefiiggéseket, majd rendezziik az egyenletet.

0l+r_1 2r?
R = (d+R)?

(d> + 2dR + R*)(d +r) = R(d + R)?> — 2r?R

A zérdjeleket felbontva, tigyes bovitéssel, majd (d + R +r) # 0 —val osztva megkapjuk a
kivant végeredményt.

d® + 2d*R + R?*d + d?r + 2dRr + R*r = Rd? + 2dR? + R® — 2r?R
d® + d*R + d?r + 2dRr + 2R*r — R?*r = dR* + R® — 2r?R
d® + d?R + d?r = —2dRr — 2R?r + R*r + dR? + R® — 2r?R
d’(d+R+71)=R?*(d+R+7r)—2rR(d+R+71)
d? = R? —2rR

Abban az esethen, ha az O a beirt koron kiviil esne, a bizonyitas nyilvanvaléan ugyanigy
miikddik, ahogyan a 12. abra is mutatja.

B

11. abra
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A masik eset, amikor az A csucsot az Ol szakasz és a kortilirt kor |-hez kozelebbi
metszéspontjanak tekintem.

12. abra

Ekkor az el6z0hoz hasonld, mégis eltérd osszefiiggéseket irhatunk fel az abra alapjan.

T
R—d
r—d

sina =

cos2a =

Ezutan mar pontosan ugyanazokat a lépéseket és azonossagokat hajtjuk végre, mint az
elsé esetben, vagyis behelyettesitink a cos2a = 1 — 2sin®a egyenletbe, rendezziik,
felbontjuk a zardjelet és a korabbi praktikus bdvités (2R?r — R%*r = R?r) és osztds utan
megkapjuk az eredményt.

(R —2dR + d®)(r —d) = R(R — d)* — 2r%R
2R?r — R*r — 2rdR + d?R + d?*r — d® = R® — dR? — 2r?R
d?(R+r—d)=R?*>(R+r—d)—2rR(R+r—4d)

Nyilvan itt is oszthatunk (R +r —d) —vel, hiszen R > d, vagyis # 0 —val osztunk, igy
kapjuk, hogy

d? = R?> — 2rR
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5. Bicentrikus négyszogek

Definiciok
Definicié: Egy A;...A, sokszoget hirsokszognek neveziink, ha 1étezik olyan kor, mely

atmegy a sokszdg minden csucsan.

Definicié: Egy A;...4n sokszoget érintdsokszognek neveziink, ha 1étezik olyan kK kor,

melynek az AjA; ALA3, ...An1A, Oldalak mindegyike érinté egyenesei.

A beirhatd kor sugarat r-rel, a koré irhato kor sugarat R-rel jeloljiik altalaban. A két kor
kozéppontjanak tavolsaga d. Korabban, a Poncelet- tételnél mar talalkoztunk bicentrikus

sokszdgekkel, bar akkor még nem igy neveztiik oket.

Bevezeto feladatok

4.1.Feladat: Tetszoleges érintdnégyszogben az atlok metszéspontja és a szemkozti

érintési pontokat 0sszekotd szakaszok metszéspontja egybeesik.

13. abra

Megoldas: A bizonyitashoz Brianchon tételét hasznalhatjuk. A tétel szerint tetszdleges
kupszelet 6 érintdje altal meghatarozott hatszogben, a hatszog atellenes csucsait 0sszekotve
kapott egyenesek egy ponton mennek at.

Ebben az esetben a kupszeletet legyen a k kor, hozza a hat érinté pedig legyen az AB,
BQ, QC, CD, DS, SA. A tétel miatt ekkor AC és BD metszéspontjan atmegy SQ szakasz és
ugyanigy PR szakasz is.
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4.2 Feladat: Egy ABCD érinténégyszog szemkozti oldalegyeneseinek metszéspontja
P ¢és Q. Bizonyitsuk, hogy a négyszog beirt korének kozéppontja és az atlok metszéspontja

altal meghatarozott egyenes merdleges a PQ egyenesre.

14. abra

Megolddas: Legyen az ABCD érinténégyszog beirhatd kore K, érintési pontjai pedig I,
J, K, L, az atlok metszéspontja pedig M.

A 4.1. Feladatbol tudjuk, hogy az atlok metszéspontja egybeesik a szemkozti érintési
pontokat 0sszekotd szakaszok metszéspontjaval.

Tudjuk tovabba a 2.2. Feladatbol, hogy ha egy O kézéppontu korhdéz M=+ O ponton
keresztiil szel6ket hlizunk, majd ezeknek a korrel vett metszéspontjaikba érintéket huzunk,
akkor a szel6nként vett két-két érinté metszéspontjai egy olyan egyenesre esnek, amely
merdleges OP-re.

Ez azt jelenti, hogy ebben az esetben, ha a k korbelsejében 1évé M ponton atmend 1K
hur két végpontjaba huzott érintd metszéspontja az P, az LJ hur két végpontjaba huzott

érinték metszéspontja pedig az Q, akkor PQL OM.

Megjegyzés: A 4.2. Feladatbol azt is latjuk, hogy PQ és OM egyenesek T
metszéspontjara felirhatjuk az OM X OT = R?6sszefiiggést, ahol R az ABCD érinténégyszog

beirt kdrének sugara.
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4.3. Feladat: Adott egy ABCD hurnégyszog, melyben két szemkozti oldalegyenesnek
a metszéspontja M, az atlok metszéspontja pedig N. Bizonyitsuk, hogy a négyszog k koriilirt

koréhez, a C és D csticsokba huzott érint6k metszéspontja rajta van az MN egyenesen.

15. abra

Megoldas: Rajzoljuk be a hurnégyszogbe az ADN és BCN haromszogeket és ezek
koriilirt koreit ki-et és ko-t. Ezen korok masodik metszéspontja legyen Q. A k korhoz htizzunk
érintéket C és D pontokban, ezek metszéspontja legyen P, k; —el illetve k, —vel a masodik
metszéspontjuk pedig H és G.

M pont rajta van k; és k, korok hatvanyvonalan, hiszen az AD kozos harja a k és kg
koroknek, vagyis M rajta van a hatvanyvonalukon is, illetve hasonldéan BC kdz6s hurja k és k
koroknek, vagyils M ezek hatvanyvonalan is rajta van, tehat M € QN.
Ekkor elég bizonyitani, hogy P pontnak is egyenld a hatvanya a kj és ko kdrokre nézve, abbol

mar kovetkezik, hogy P rajta van MN egyenesen.
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Jeloljiikk a-val k kor CD hurjanak 1atoszogét A csucsbol. Ekkor DBC A=a, a keriileti
szogek tétele miatt. Ha Osszekotjiik H és G pontokat N-nel, akkor latjuk, hogy ki és ks
korokben a DN és NC harok a szog alatt latszanak H és G pontokbol szintén a kertileti szogek
tétele miatt, azaz DHN# = CGN 4 = a.

A PDC héromszog C és D cstcsanal 1évé szogek is a nagysaguak az érintészara
szogek tétele miatt, tehait PDC 4 = DHN4, vagyis egyallasuak, tehat HN|| DC. Ugyanigy
PDC4 = CGN4, tehat egyallasuak, igy NG|l CD. Ezért H, N és G pontok egy egyenesen
vannak.

A PDC héaromszog egyenloszara, tehat PHG haromszog is egyenldszaru, vagyis
PH=PG ¢s PD=PC. Ekkor P pont hatvanya k; korre nézve PD X PH, ami nem mas mint
PC x PG, vagyis P hatvanya k, korre nézve. Mivel a két hatvany egyenld, P valdban rajta

van k; és ky korok kozos hatvanyvonalan.

4.4 Feladat: Adott egy ABCD hurnégyszog, melynek koriilirhatd korének kozéppontja
K, a szemkozti oldalegyenesek metszéspontja P és Q, az atlok metszéspontja M. Mutassuk
meg, hogy KM L PQ.

|\H

16. abra
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Megoldas: Nézzik az ABCD hurnégyszoget. A 4.3. Feladatbol kovetkezik, hogy a
koriilirt korhoz az A és B pontokba huzott érinték H metszéspontja és a C és D pontokba
hazott érinték G metszéspontja rajta van MQ egyenesen.

A 2.2. Feladat miatt pedig H és G metszéspontok egy a PK egyenesre merdleges
egyenesre esnek. Igy a QM egyenes a PKQ haromszog PK oldalahoz tartozé magassagvonala.
Hasonléan PM L1 QK, vagyis M a PKQ magassagpontja. Ekkor KM a harmadik

magassagvonal, vagyis merdleges PQ-ra.

Megjegyzés: A 4.2 Feladat miatt, QM egyenes és PK szakasz olyan N pontban metszik
egymast, amire igaz, hogy KN X KP = R?, ahol R az ABCD hurnégyszog koriilirt korének a
sugara. Tovabba KTP és KNP haromszdgek hasonloak, hiszen van két ugyanakkora szogiik,

ezért felirhato
KN _ KT
KM~ KP

ebbdl pedig kovetkezik, hogy KM x KT = KN X KP = R?,

Tétel a bicentrikus négyszogekre

A haromszogekre, mint bicentrikus sokszogekre, Euler tétele adott Osszefiiggést a
sugarakra €s a kozéppontok tavolsagara. Hasonlo tételt irhatunk fel bicentrikus négyszogekre
is.

Tétel: Ha egy négyszog bicentrikus, azaz van koriilirhat6 és beirhato kore is, akkor

nevezziik a két kor kozéppontjanak tavolsagat d-nek, legyen R a négyszog korilirt korének, r

pedig a beirt korének sugara. Ekkor az

1 N 11
(r+d)? (r—d)? R?

Osszefliggés igaz.

Bizonyitas 1: Hasznaljuk a szokasos jeloléseket, vagyis legyen a négyszog beirt

korének kozéppontja O, koriilirt korének kozéppontja pedig K.

1. Segédallitds: Adott egy érintdnégyszog, melynek szemkozti oldalegyeneseinek
metszéspontjait nevezzikk el P-nek és Q-nak, atloinak metszéspontjat M-nek. Ekkor

OM egyenes PQ egyenest olyan T pontban metszi melyre
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OM x OT = r°.
Biz: 4.2. Feladat

2. Segédallitas: Adott egy hurnégyszog, melynek szemkozti oldalai P és Q pontokban
metszik egymast, atloi pedig M pontban. Ekkor KM egyenes egy olyan T pontban
metszi PQ egyenest, melyre

KM x KT = R?.
Biz: 4.4. Feladat

3. Segédallitas: Legyen ABC derékszogli haromszog ¢s C; az AB oldal magassagahoz
tartozo talppont. Ekkor, ha CC; magassag félegyenesén ugy valasztjuk ki U és V

pontokat, hogy ABV haromsz6g magassagpontja éppen U, akkor igaz a

C,U X C,V = C,C? dsszefiiggés.

17. abra

Bizonyitas: Legyen A; az ABV haromszog VB oldalahoz tartozo magassag talppontja.
A Thalész tétel miatt A; az ABC kortilirt korén van. Tovabba AC,U és VC;B haromszogek
hasonloak, mivel derékszogiek és C1AU 4 = C;VB4, hiszen merdleges szara szogek.
A hasonl6 haromszogek megfeleld oldalainak aranyat felirhatjuk
Gy _ 4G
c,B CU

alakban. Rendezés és a magassagtétel felhasznalasa utan megkapjuk, hogy
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ClU X CIV == ACl X ClB == Clcz .

Tétel bizonyitéasa:

Tetszoleges érintdnégyszdgben, a szemkozti oldalak metszéspontjait a beirhatdé kor
kozéppontjaval 0sszekotve egy olyan egyenest kapunk, amely merdleges a szemkozti
oldalakon 1év§ érintési pontokat sszekotd szakaszra. Ennek oka, hogy a szemkdzti oldalak
metszéspontja, az érintési pontokkal és a beirhatdé kor kozéppontjaval deltoidot alkotnak,

aminek az atloi merdlegesek egymasra.

18. abra

Ennek kovetkezménye, hogy az MEOF négyszog huirnégyszog, vagyis az M-nél és O-
nal 1évd szogek egymas kiegészitd szogei, azaz tetszdleges érintdnégyszogben a szemkozti
oldalak altal bezart szog szogfelezOinek szdge €s a szemkozti érintési pontokat Osszekotd

szakaszok szOgei egymasnak kiegészitd szogei.
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Tekintsiik az ABCD érinténégyszoget. Tudjuk, hogy ABCD hurnégyszog is, mivel a
szemkozti érintési pontokat Osszekotd szakaszai valdban merdlegesek egymadsra, vagyis
POLQO. A vizsgalt ABCD négyszog tehat bicentrikus négyszog, vagyis megfelel a tételben
feltett négyszognek.

A 4.4, Feladatbol kovetkezik, hogy a PKQ haromszog magassagpontja nem mas, mint

az atlok metszéspontja, vagyis M. Ezekbdl és a 3. segédallitasbol felirhatjuk, hogy
KT x MT = OT?.
Tovabba az els6 segédallitasbol kovetkezik az
OM x OT = r?
egyenlet €s a masodik segédallitasbol a
KM X KT = R?.
Az abrardl leolvasva KT = OT + d és MT = OT — OM.
Az elobbieket behelyettesitve kapjuk, hogy

OT? = KT x MT = (OT + d)(OT — OM) = OT? + d(OT — OM) — OT x OM.
Ebbdl OT? tel egyszerisitve a 0 = d(OT — OM) — OT x OM osszefiiggést kapjuk vagyis

d(OT — OM) = OT X OM = 72,
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ebbdl pedig

or—om ="
- d

nyilvanvalo.
Hasonlé médon irhatjuk fel a KM = OM + d és KT = OT + d 6sszefliggésekbdl az

R* = KM x KT = (OM + d)(OT + d) = OM x OT + d(OM + OT) + d*> = % +
d(OM + OT) + d? egyenletet.

Ebbdl atalakitassal kapjuk, hogy

R2 — 12 _ 42
OM + OT = p

2
Ezt az egyenletet és a korabban felirt OT — OM = % Osszefiiggést egymashoz adva és

egymasbol kivonva a

R?-d? , R?-d?-2r2
és OM = ——
2d 2d

oT =

egyenletek adodnak. Ezeket az OM x OT = r? egyenletbe helyettesitve

(R?2 — 72 — d®)(R? — d?)
442

r? =

adodik, amibdl kapjuk, hogy
2r2(R? + d?) = (R* — d*)?.
Ezutan egyszerl algebrai atalakitasokat végziink, hogy megkapjuk a végeredményt.

1 2(R*+d*) (R-d*+R+d)?> 1 1

ﬂ_(m—daz_(R—@%R+@2'XR+@2+m—dy

Erdekes hasonlésagot figyelhetiink meg, ha 6sszehasonlitjuk a fenti képletet, a haromszogekre

kapott eredménnyel:

11 N 1
r R+d R-d

Bizonyitas 2: Poncelete —tétel segitségével.
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Tekintsiik az ABCD négyszog koriilirt és beirt korét, majd készitsiik el az A'B'C'D’
négyszoget. Kossik Ossze a korok O és K kozéppontjait, majd nevezziik A'-nek a
metszéspontot a koriilirt korrel. Feltehetjiik, hogy A’, 0, K, C" a sorrend. Erint6k behuzaséaval
kapjuk a B’, C' és D' pontokat. Rajzoljuk be a beirt kort, az érintési pontok legyenek E, F, G,
H.

Elég erre a négyszogre belatni a tételt, hiszen a Poncelet tétel kimondja, hogy adott
korsor esetén, mely ebben az esetben a négyszog beirhatdo és a koriilirhaté korei altal
meghatarozott korsor, ha a sokszdg oldalai érintéi a korsor megfeleld tagjainak, akkor a
sokszoget tetszoleges pontbol elkezdhetjiik, és az érinték behuzasaval kaphatjuk meg. Ezen
valtoztatasokkal a jelen esetben felhasznalt korok sugara, valamint a kozéppontok tdvolsaga
nem valtozik, tehat az egyenlet ugyanagy érvényes lesz. SOt a négyszognek elég egy része is,

pontosabban az A'C’'D’ haromszog.

20. abra

Az abran nyilvanvalo, hogy OFD'E négyzet, a koriilirt kor sugara tovabbra is r, illetve

a beirt kor sugara R. A'E szakaszt x-szel, C'F szakaszt pedig y-nal jeldljik.

Keressiink az abran hasonld haromszogeket és irjuk fel a hasonlosagok aranyat.
Latjuk, hogy az A'C'D'és OC'F valamint A'C'D’és A’'OF haromszogek hasonloak. Ezek

alapjan irjuk fel az aranyokat.
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2r _R+d_r—d

y+r r y
vagyis
(R —d)r
 R+d
Tovabba
2R R+d R-d
x+r x  r '
vagyis
_r(R+d)
x_(R—Q'

frjuk fel az ACD derékszogii haromszogre a Pithagorasz- tételt.
(y+7)%+ (x +7)% = 4R?,

ebbdl részletezve és behelyettesitve

(412 = (R—d)r+ ,  (R—d)’r? r(R—d)r_I_rz_ r24R?
YA =g T T Tk ay R+d ~ (R +d)?

r(R+d) (R+4d) r(R+d) r24R?
(x+r)2=(ﬂ+r)2=(ﬁ)z+2rm+rz=m

Ezeket a Pithagorasz tételbe helyettesitve

r?4R? N r?4R?
(R+d)? (R—d)?

= 412 azaz

r? r?

Ry T R=az ="

ami nyilvan a tételbeli egyenlet.
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6. Alkalmazasai, hasznalata

Brahmagupta-képlet
Bicentrikus négyszogek teriiletének kiszamitasat a Brahmagupta —képletének segitségével

kapjuk meg.

Tétel: Barmely ABCD hurnégyszog teriiletét a

T = \/(s —a)(s—b)(s—c)(s—d)
képlet adja meg, ahol a,b,c,d az oldalak hossza és s a félkertilet.

Bizonyitds: Vegylik az ABCD hurnégyszog BD atlojat, ezaltal két haromszdget kaptunk,
melyek teriiletének 0sszege nyilvan megegyezik a hurnégyszog teriiletével. Nevezziik a-nak
az A csticsnal fekvo szoget és y-nak a C-nél fekvot. Hasznaljuk a két oldal és a kozbezart szog
szorzata teriiletképletet, és irjuk fel a hiimégyszogre a két haromszog segitségével. Igy

ad(sina) bc(siny)
Tagcp = Tapp + Teep = > + >

Mivel ABCD hurnégyszog, a szemkozti szogeinek Osszege 180°, vagyis sina=siny.

Kiemelés és négyzetre emelés utan kapjuk

_ sin®a(ad + bc)?
B 4

T2
egyenletet. A sin®a + cos?a = 1 azonossag felhasznalasaval alakitsuk at a kapott egyenletet.
4T? = (ad + bc)?(1 — cos?a)
4T? = (ad + bc)? — (ad + bc)?cos?a
frjuk fel a koszinusz-tételt a hurnégyszog BD 4tlojara a két haromszog segitségével.

BD? = a? + d? — 2ad cosa
BD? = b% + ¢? — 2bc cosy

Ezekbdl kapjuk, hogy

a® + d? — 2ad cos a = b? + ¢? + 2bc cosa.
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Ezt rendezve

a® + d?* — c* — b* = 2cosa(ad + bc)

1
E(a2 + d? — c? — b?) = cosa(ad + bc)

1
Z(OL2 +d? — c? — b?)? = cos?a(ad + bc)?
Helyettesitsiik be a teriilet egyenletébe.
1
4T? = (ad + bc)? — Z(a2 +d? — c? — b?)?

Rendezziik és hasznaljuk az (a+b)(a-b)=(a’-bh?) azonossagot.
16T% = [2(ad + bc) + (a? + d? — c? — b?)][2(ad + bc) — (a? + d? — ¢? — b?]

16T? = ((a+ d)? — (c = b)) ((c + b)? — (a — d)?)
=[(a+d+c—b)(a+d—c+Db)][(c+b+a—-d)(c+b—a+d)]

Vezessiik be a félkertiletet, mint s = @, helyettesitsiik is be az egyenletbe.

16T? = (2s — 2a)(2s — 2b)(2s — 2¢)(2s — 2d) = 16(s —a)(s = b)(s = c)(s — d)

T=y(s-a)(s—b)(s—c)(s—d)
Ezzel meg is kaptuk a bizonyitand6 képletet.

Bicentrikus négyszogek esetén ez még egyszerliibb formulara modosul, hiszen az
érinténégyszogekre igaz, hogy szemkozti oldalaik 6ssze egyenld, vagyis a+c=b+d, igy s=
a+b = c+d. A fenti képletbe megfelelden helyettesitve bicentrikus négyszogek esetén kapjuk,
hogy

T = Vabcd.

Brahmagupta képletét d=0 oldalhosszusaggal haromszogekre felirva éppen Heron —
képletét kapjuk, azaz

T = \/(s —a)(s—b)(s—c)s.
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/. Tovabbi érdekességek bicentrikus sokszogekrol

Nicolaus Fuss német matematikus nevéhez fliz6dnek a bicentrikus sokszogekkel
kapcsolatos Osszefliggések. Munkaja soran bicentrikus 6t-, hat-, hét-, és nyolcszogekre is felirt
képleteket. Bar 6 csak n=8-ig jutott el, az n>8 bicentrikus n-szégekre felirt osszefiiggéseket is

az 6 nevéhez kotik, igy tisztelegve munkassaga elott.

Bicentrikus négyszogre felirt Osszefiiggése nyilvanvaloan a fenti tételben szerepld

egyenlettel egyezik meg:
(R* — d*)? = 2r2(R* + d?),

ahol R tovabbra is a koriilirt kor sugara, r a beirt kor sugara és d pedig a két kor

koézéppontjanak tavolsaga.

Bicentrikus 6tszogekre felirt 0sszefliggés:

2rpqy(p —1)(a — 1) = r*(* + ¢*) — p*q*.
Bicentrikus hatszogekre felirt 0szefiiggés:
3ptq* = 2p°q*r*(p* + q*) + ' (p* — ¢*)%

Bicentrikus hétszogekre felirt 6sszefiiggés:

[pq —r(p — q) — 2r212pqr/(p — ) (p + q) + [p*q? — r2(p* + ¢*] x
x 2ry/(q —7)(p + @) = £[pq — r(p — P1lp?q* + r2(®* — ¢*)].

Bicentrikus nyolcszogekre felirt 0sszefligges:
[r2(®? + a*) —p*q°1* = 16p*q*r*(p* — r*)(q* — ).

Az egyenletekben a szokasos jel6lések érvényesek, illetve p=R+d és q=R-d. [4]
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8. Osszefoglalas

A dolgozatom végén néhany mondatban 6sszefoglalom az eddig leirtakat. A bevezetés
utan két fejezeten keresztlil a kés6bb hasznalt fogalmakat elevenitettiik fel, néhany ujat
vezettiink be és az ezekkel kapcsolatos alapvetd tételeket vettiik sorra, altaldban bizonyités
neélkiil.

A negyedik fejezetben a haromszogekkel, mint bicentrikus sokszogekkel
foglalkoztunk és Euler tételére adtunk haromféle bizonyitast. A bicentrikus sokszogek
fogalmaval csak azutan ismerkedtiink meg alaposabban, majd koziilik a négyszogekkel
foglalkoztunk hosszabban. Néztiink néhany el6készitd feladatot, majd felirtuk az Gsszefiiggést
a bicentrikus négyszogekre, amire aztan kétfajta bizonyitast is adtunk.

Az utols6 fejezetekben Brahmagupta képletének segitségével a bicentrikus
négyszogek teriiletére adtunk Osszefiiggést, majd Fuss egyenleteit irtuk fel 6t-, hat-, hét, és
nyolcszogekre, immar bizonyitas nélkil.
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Els6sorban halas koszonetem kivald tandromnak és konzulensemnek, Dr. Kiss Gyorgy
Tandr trnak, aki faradhatatlanul és végtelen tiirelemmel valaszolt a legutolso,
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Koszonom a csalddomnak és a barataimnak, hogy megoszthattam velik a
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