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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megragadni az alkalmat, hogy koszonetemet fejezzem ki
mindazoknak, akik lehetévé tették szakdolgozatom létrejottét.

El6szor is szeretném megkoszonni témavezetémnek, Nagy Zoltan Lorant-
nak, aki magyarazataival, észrevételeivel és tanacsaival segitette a munkamat,
elengedhetetlen segitséget nydjtott a szakdolgozatom létrejéttéhez.

Ko6szoném a csaladomnak és paromnak, hogy szeretetiikkel tamogattak,
tiirelmet és megértést tanusitottak felém szakdolgozatom irasa kdzben, nél-
kiiliikk ez a munka nem johetett volna létre.

Ko6szonet illeti még kollégiumi szobatarsaimat, Szandit, Rékat és Kingat
segitGkészségiikért, tanacsaikért és otleteikért.
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Bevezetés

Témavalasztas

»INémileg hasonlit a matematikai rendszerhez a sakk.
Ez is, az is zdrt rendszert képez, meguannak a sajdat

krinduldsi elvei és szabdlyai . .."

/Stanislaw Lem, Rad6 Gyorgy forditasa/

Szakdolgozatomban a sakktédbla kombinatorikus aspektusait fogom bemu-
tatni. Mindig is érdekelt a kiilénb6z6 logikai jatékok matematikai hattere,
igy konnyen megsziiletett az otlet, hogy a szakdolgozatomat is ebbdl irjam.
Szeretném ezen keresztiil megmutatni, hogy a tanult tételek, definiciok mi-
lyen Osszefiiggésben vannak az &ltalunk vizsgalt problémakkal. Kérdezhetjiik,
hogy hogyan lehet egy sakktablat grafelméleti szemszoghdl vizsgalni. A sakk-
tabla mezGit grafok csicsainak feleltetjiik meg, és két cstics kozott akkor fut
¢él, ha az adott babu — amelyikrél a feladat szo6l — tud az egyik mezérél a
maésikra lépni. Ebb6l kovetkezGen a kiillonb6z6 babukhoz kiilonbozé grafok
fognak tartozni.

A dolgozat felépitése

Az aldbbiakban tobb sakktablas feladat elméleti hatterét fogom megmu-
tatni. ElGszor egy rovid bevezetGben ismertetem azokat a grafelméleti fo-
galmakat, amik nélkiil6zhetetlenek az utana kovetkezs feladatok megoldasé-
hoz, majd két kiilonb6z8 szemszoghdl szeretném megkozeliteni a megoldast.
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El6szor —tanari szakirdnyos szemmel— szeretnék olyan valaszt adni a kér-
désekre, amiket mér egy diak is megért, olyan szavakkal, ahogyan azt ¢ is
el tudna mondani. Ezutan egy kicsit elméletibb szempontho6l szeretném be-
mutatni ugyanazt a megoldast mélyebb matematikai indoklassal megtoldva.
Ezek utan (amennyiben érdemes), szeretném megnézni, hogy a probléma ho-
gyan altalanosithato tetszéleges méretd sakktablara.



1. fejezet

HasznAlt tételek és definiciok

Ebben a fejezetben atismételem az alapvet§ grafelméleti fogalmakat, vala-
mint kimondok néhany tételt, melyeket késébb a feladatok megoldasanal fel-
hasznalok. Elsésorban fiiggetlen halmazok és dominalé halmazok méretére,
valamint Hamilton-kor létezésére vonatkoznak a kimondott tételek. (Bévebb
ismeretek lasd: [1], [2] és [7])

1.1. Definiciok

1.1.1. Definicié. Graf: Adott egy A halmaz, és egy rajta értelmezett p C
A x A binaris (kétvaltozos) relacio. Ekkor a G = (A, p) part, vagyis az A
halmaz feletti relaciés struktirat az A halmaz feletti grafnak nevezziik. Az
A halmazt a G = (A, p) graf csicshalmazanak mondjuk, és p C A x A pedig
az élek halmazat jeldli.

1.1.2. Definicié. Péros graf: G akkor és csak akkor paros graf, ha csicsa-
inak halmazat fel tudjuk tgy osztani egy A és B halmazra, hogy az Osszes
G-beli élre teljesiil, hogy az egyik végpontja A-ban van, a masik pedig B-ben.
Egy G péaros grafot kovetkezGképpen jelolink: G = (A, B).

1.1.3. Definicié. Ut: Elek olyan egymaéshoz csatlakozo sorozata, melyben
sem ¢l, sem pont nem fordulhat el§ egynél tébbszor.

1.1.4. Definicié. Hamilton-ut: Egy P ut egy G = (V, E') grafban Hamilton-
ut, ha P a V Osszes elemét pontosan egyszer tartalmazza.

5
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1.1.5. Definicié. Kor: Elek olyan egymashoz csatlakozo sorozata, amelyben
az ¢élek és pontok egynél t6bbszor nem szerepelhetnek, és a kiindulési pont
megegyezik a végponttal.

1.1.6. Definicié. Hamilton-kor: Olyan kor, amely a graf 6sszes csicsan pon-
tosan egyszer halad at.

1.1.7. Definicié. Dominalé halmaz: Egy G = (A, p) graftban egy D C A
halmazt dominéal6 halmaznak neveziink, ha Vo € A\ D-re, x szomszédos D
egy elemével. A legkevesebb csticsit dominélé halmaz mérete a dominalési

szam (jel.: v(Q)).

1.1.8. Definici6. Egy grafban a maximalis fokszam (jel.: A(G)) az Gsszes
cstcs fokszamai koziil a legnagyobb; a minimalis fokszam (jel.: 0(G)) a leg-
kisebb.

1.1.9. Definicié. K,,: Az n csicsi teljes graf olyan n cstcst graf, melyben
barmely két csics szomszédos.

1.1.10. Definici6. K, ,,: n és m elemszamu csucsosztalyokkal rendelkez6
teljes paros graf.

1.1.11. Definicié. Fiiggetlen csticsok: olyan csicsok amelyek nem feszite-
nek élt, vagyis kolcsondsen nem szomszédosak.

1.1.12. Definici6é. Egy G grafban a klikk olyan csicsok halmaza, melyek
paronként szomszédosak. Mivel egy klikk csicsait tartalmazo feszitett rész-
graf teljes graf, hasznaljuk a teljes részgraf elnevezést is.

1.1.13. Definicié. v(G) jeloli a G graftban a legnagyobb fiiggetlen élhalmaz
méretét.

7(G) jeloli a G gratban a legkisebb lefogd ponthalmaz méretét.

p(G) jeldli a G grafban a legkisebb lefogd élhalmaz méretét.

a(G) jeloli a G grafban a legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz méretét.
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1.2. Tételek

1.2.1. Tétel. Egy G grif akkor és csak akkor pdros, ha minden G-beli kér
pdros hosszisdgi.

1.2.2. Tétel. Ha eqy G grdafban létezik k olyan pont, amelyeket elhagyva a
megmaradt grdaf tobb, mint k részre esik szét, akkor nincs benne Hamilton-kor.
Amennyiben létezik k pont amelyeket elhagyva tobb mint k 4+ 1 komponensre
estk szét, akkor Hamilton-it sincsen.

1.2.3. Tétel. Dirac-tétel: Ha G egy egyszeri, legaldbb 3 ponti grdf, amelynek

minden pontjdnak legaldbb @ a foka, akkor G tartalmaz Hamilton-kort.

1.2.4. Tétel. Ore-tétel: Ha G eqy n csicsu olyan eqyszerd grdf, amire telje-
stil, hogy ha x,y € V(G) nem alkotnak élet, és ekkor d(x) + d(y) > n, akkor
G -ben van Hamilton-kdr.

1.2.5. Tétel. Kdnig-tétel: Legyen G egy pdros grdf. Ekkor v(G) = 7(G), és
ha G-ben nincs izoldlt pont, akkor p(G) = a(G).

1.2.6. Tétel. Gallai-tétel: Minden hurokmentes G grifra 7(G) + a(G) =
\V(G)|, azaz a legkisebb lefogd és a legnagyobb fiiggetlen ponthalmaz elemszd-
mdnak dsszege eqyenld a grdaf pontjainak szdmdval.

1.2.7. Tétel. Egy K, ,, teljes paros grdafban akkor és csak akkor létezik Hamilton-
kér, ha n = m.

1.2.8. Tétel. Egy K, ,, teljes pdros grafban akkor és csak akkor létezik Hamilton-
ut, ha n és m eltérése legfeljebd 1.

1.3. Egyéb megjegyzések

1.3.1. Megjegyzés. Haegy G grafban van Hamilton-kor, akkor van Hamilton-
ut is. Az implikacié megforditva mar nem igaz.

1.3.2. Allitas. Egy G graf dominaléasi szama legalabb [W}



2. fejezet

Feladatok

Dolgozatban 11 kiilénboz6 sakktablas feladatot szeretnék kifejteni. A fel-
adatok részben nehézségi sorrendbe vannak rendezve, valamint esetenként
az egymast kovetd feladatok az elézdekre épiilnek. Elészor egy elemi megol-
dast mutatok be, majd igyekszem feltarni a mogottes mélyebb matematikat,
grafelméleti tartalmat. Ezt kovetGen altaldnositom tetszéleges méreti sakk-
tablara, amennyiben ennek értelme van.

A kovetkez§ feladatokkal fogok foglalkozni a megoldési részben:

1. Feladat. Egy huszar a 8 x 8 - as sakktablan elindul egy mez&r6l, majd
néhany lépés utan visszaérkezik a kiindulasi mezére, és ekdozben mindig 1j
mezdre 1ép. Mit mondhatunk a 1épésszaméarol?

2. Feladat. A huszar most szeretné bejarni az 6sszes mezdt gy, hogy min-
dig 4j mezdére 1ép, de a fekete és fehér kirdly az ellentétes sarkokban &llva
elfoglalnak 1-1 mezét.

3. Feladat. Be tudja-e jarni a huszar a teljes sakktablat az egyik mez6rél
indulva dgy, hogy oda is térjen vissza a végén?

4. Feladat. Hany huszart helyezhetiink el legfeljebb egy sakktéblan tugy,
hogy ne iissék egymaést?

5. Feladat. Minimum hany huszért kell elhelyezni a sakktablan ahhoz, hogy
ha az ellenfél barmely iires mezére leteszi a kiradlyat, az sakkban legyen?
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6. Feladat. Hany bastyat helyezhetiink el legfeljebb egy sakktablan tugy,
hogy semelyik 2 ne iisse egymast?

7. Feladat. Minimum hany bastyat kell elhelyezni a sakktablan ahhoz, hogy
ha az ellenfél barmely iires mezdére leteszi a kirdlyat, az sakkban legyen?

8. Feladat. Hany kirdlynét helyezhetiink el legfeljebb egy sakktablan ugy,
hogy semelyik 2 ne iisse egymast?

9. Feladat. Minimum hany kirdlyn6t kell elhelyezni a sakktablan ahhoz,
hogy ha az ellenfél barmely iires mezére leteszi a kiralyat, az sakkban legyen?

10. Feladat. Lehetséges tigy babukat elhelyezni a sakktablan, hogy minden
atloban paratlan sok legyen bel6liik?

11. Feladat. Legyen n > 2 egész szam. Tekintsiink egy n? egységnégyzetbsl
allo n x n-es sakktablat. n bastyanak az elhelyezkedését ezen a sakktablan
békésnek nevezziik, ha minden sorban és oszlopban pontosan egy bastya all.
Hatarozzuk meg a legnagyobb olyan £ pozitiv egész szamot, amire igaz, hogy
n bastya minden békés elhelyezkedéséhez talalhato olyan k x k-as négyzet,
amelynek a k? egységnégyzete egyikén sem 4ll bastya. (IMO 2014 [4])



3. fejezet

Megoldasok

1. feladat

Egy huszar a 8 x 8 - as sakktablan elindul egy mez6rél, majd néhany 1épés
utan visszaérkezik a kiindulési mezére, és ekézben mindig j mezdére 1ép. Mit
mondhatunk a 1épésszaméarol?

Elemi megoldas A huszar vilagos mezérél csak sététekre tud 1épni, és so-
téetrol csak vildgosra, ezaltal paros sok 1épés utan juthat vissza a kiindulasi
mezl6re. Egy lépéssorozat hossza legalabb 2, és mivel mindig tj mezére lépiink
legfeljebb 64.

= N W s 00O N
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Grafelméleti hattér A huszar lépéseit egy paros grafon (1d.: 1.1.2 defini-
ci6) tudjuk modellezni, ahol a mezdket csticsoknak feleltetjiik meg, és élek
azon cstucsok kozott futnak, ahol a huszar tud 1épni. Mivel ez csak sotét és
vildgos mez6 kozott lehetséges, ezért az egyik cstucsosztaly a sétét mezék hal-
maza, a masik pedig a vilagosoké, élek pedig e kozott a kettd kozott futnak,
tehat a graf paros. Ebben a huszarlépések altal indukalt grafban vizsgaljuk a
korok hossziisdgat, vagyis hogy milyen kor részgrafokat tartalmaz. Mivel a 1é-
péssorozat a grafban egy kornek felel meg, mindig paros sok 1épés sziikséges a
1.2.1 tétel alapjan, hogy ugyanabba a csticsosztalyba visszajussunk. Legalabb
2 lépés sziikséges, hogy ugyanabba a csicsosztalyba érjiink vissza, tehat ez
also korlat lesz, felsg korlat pedig a graf csicsainak szama, |V(G)| = 64.

Altalanositas A feladat vizsgalhato akar n x n - es sakktablara is, hiszen a
megoldas technikaja atvihetd, vagyis a huszar 1épéseit barmekkora sakktabla
esetében paros grafon modellezhetjiik.

2. feladat

A huszar most szeretné bejarni az osszes mezGt gy, hogy mindig 0j mezére
lép, de a fekete és fehér kirdly az ellentétes sarkokban &allva elfoglalnak 1-1
mez6t.

Elemi megoldas Az &dbran jol lathato, hogy a 2 kiraly ugyanolyan szint
mezdt foglal el igy a s6tét és vilagos mezdk kiilonbsége 2, de a bejaras meg-
valositasdhoz legfeljebb 1 lehetne a kiilonbség. Honnan latjuk, hogy csak 1
lehetne a kiilonbség? Az el6z6 feladatban lattuk, hogy a huszar csak a sotét
és vilagos mezGk kozott tud 1épni, azaz paros grafban a 2 cstucsosztaly kozott:
A— B — A — B...Ez alapjan a lépéssorozatban a hasznalt mezGk eltérése
0 vagy 1 lehet.
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Grafelméleti hattér A huszar lépéseit itt is paros grafon (= G) tudjuk
szemléltetni, ahol G C K39 30. Ebben a grafban keresiink Hamilton-utat(ld.:
1.1.4 definicio). Viszont mivel 32 > 30 + 1, ezért a 1.2.8 tétel alapjan nem
létezik Hamilton-tut K3s30-ben. Mivel G C K3z, ezért Ksg30-bol éleket
elhagyva kapjuk G-t, igy biztos nem taldlunk G-ben sem Hamilton-utat.

Altalanositas Altalanosithatoé ez a gondolat az n x n - es sakktablara?
l.eset: n = 2k esetén % a vilagos és a sotét mezdk szama is, valamelyik-

bél 2-t elhagyva az el§z6 bizonyités itt is miikédik, hiszen 2 lesz a kiilonbség.
2.eset: n = 2k + 1 esetén L%QJ, illetve (”—;} a sotét, illetve vilagos mezdk

szama, igy az utobbibol 2-t elhagyva a kiilonbség 1 marad, igy ezekben az

esetekben az el8z6 érvelés nem miikodik.

3. feladat

Be tudja-e jarni a huszar a teljes sakktablat az egyik mezorél indulva dgy,
hogy oda is térjen vissza a végén?

Elemi megoldas Igen. Példa egy jo bejarasra:
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Grafelméleti hattér Ha a lépéseket grafon szemléltetjiik, ahol a mezdk
megfelelGi a csticsok, és a huszar lehetséges 1épései pedig az élek, akkor ez a
bejaréas a graf egy Hamilton-korét (1d.:1.1.6 definicio) adja.

Altalanositas Altalanosithato a feladat allitasa n x n - es sakktablara?

1. eset: n = 2k + 1 esetén mivel a 2 cstcsosztaly kozott 1épkediink
(A—- B — A — B...), és a kiindulasi mezére akarunk visszatérni, ezért
ugyanannyi s6tét mezdének kell lenni, mint vildgosnak. Amennyiben 2k +1 az
oldalhossziisag, akkor (2k+1)? = 4k?+4k+1 lesz a csticsszam, ami paratlan,
tehat nem lehet ugyanannyi sotét mezd, mint vilagos.

2. eset: n = 2k esetén k > 2 - t érdemes vizsgilni. £ = 2 esetén nincs
ilyen bejaras, k = 3,4, 5 esetekre viszont taldlhaté6 megoldas.

4. feladat

Hany huszart helyezhetiink el legfeljebb egy sakktablan tgy, hogy ne iissék
egymast?

Elemi megoldas 32 elhelyezhetd, ugyanis ha az ugyanolyan szinti mez&kre
tesziink az jo, mert sotétrdl csak vilagosra tud iitni, és forditva.



FEJEZET 3. MEGOLDASOK 14

= N W s~ 1O N

]

defgh

Az is meggondolando, hogy ennél tobb miért nem lehet. Ha parba allitjuk
a mezoket ugy, hogy a par tagjai kozoétt tud lépni a huszéar, akkor minden
parbol legfeljebb egyet tudunk kivalasztani, vagyis ha az egész sakktabla
Osszes mezGjét parba tudnank allitani, akkor lathatod, hogy nem lehet 32-nél
tobb. Az aldbbi 2 x 4-es sakktablaval ki lehet parkettédzni a 8 x 8-ast.

a b ¢ d

Mivel ezen a sakktablan parban vannak a mez6k, azért ha a ilyenekkel
fedjiik le a teljes sakktablat, akkor ott is tudunk egy péarositast csinalni. Mivel
a parokbol legfeljebb az egyiket valaszthatjuk be, ezért legfeljebb 32 huszar
tehetd le.

Fontos latni azt is, hogy ha egy elrendezés tovabb mar nem bé&vithetd, az
nem ekvivalens azzal, hogy maximalis is. Hiszen talalhato olyan elrendezés
ami mar tovabb nem bévithetd, mégsem maximalis. Ilyenre példa a kévetkezd
abra.



FEJEZET 3. MEGOLDASOK 15

= N W S~ o (o) oo
<

Grafelméleti hattér 32-t le tudunk tenni tgy, hogy az ugyanolyan szinte-
ket fedjiik le. Ez egy péaros grafban az egyik cstucsosztalynak felel meg. Hon-
nan tudjuk, hogy ennél nem lehet tobb? v(G) = 7(G) a Kénig tétel (1.2.5
tétel) szerint. A grafban van teljes parositas, tehat akkor v(G) = 7(G) =
32. Viszont Gallai tétele (1.2.6 tétel) szerint |V(G)| = a(G) + 7(G), ahol
V(G)| =64, 7(G) = 32, tehat a(G) = 32.

Altalanositas Tudunk altalanositani n x m-es sakktéblara is?
1. eset: 1 x k esetén letehets & darab:

Vsxo~ K K
v/ Y/ /)
e

a b ¢ d

2. eset: 2 X k esetén (k=2,3,4,5...):

Bal Bad aa
a b a b c a b ¢ d

SN
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Igy 2 x (4m + 1)-es tabla esetén 4m + 2 db bdbu letehetd, valamint 2 x
(4m — 2), 2 x (4m — 1) és 2 x 4m esetben 4m db babut le tudunk tenni. A
konstrukciot az adja, hogy 2 x 4-es kis tablakkal parkettdzunk, és ha nem fér
ki a teljes tabla, akkor az elejét hasznalom.

Tobbet miért nem tudunk letenni? Mert ha a mezdket a huszar 1épései
mentén parba allitjuk, akkor a parbol itt is legfeljebb egyet valaszthatunk ki,
hogy ne iissék egymést. Hogyan talalunk 4-es maradék szerint ilyen parokat?
2 X 4-es parkettakbol.

3. eset: n = 3 & m 2 3 esetén [“5"]| babu biztosan letehetd az azonos
szinti mezGkre (ugyanis el6bb mar lattuk, hogy csak a méasik szinre tud iitni).

Meggondolhat6, hogy minden 3 x 3-as és annal nagyobb sakktablara ta-
lalhato | “5™ | méretii parosités, igy legalabb ennyi csticsot elveszitiink, vagyis
tényleg [*5™] lesz a letehetd badbuk maximuma.

Konstrukeio | *5* | méreti parositas létrehozéasara:

3.1.eset: Ha az oldalhosszak koziil legalabb az egyik péros, akkor teljes
parositas létrehozhatoé a kovetkezskkel parkettazva:
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3.2. eset: Ha mindkét oldal hossza paratlan, akkor parkettazhato az el6z6ek
felhasznalésaval, valamint az aldbbiak koziil pontosan eggyel:

L
2 g
b

3

e

a c d

Ha az egyik sarokbol levagunk egy ekkora darabot, akkor a maradék sakk-
tabla 3 kisebb tablara esik szét, amelyeknek mér van egy paros oldaluk, igy
a maradék sakktablan létrehozhaté ez el6z6 esetben hasznalt parositasokkal
egy teljes parositas.



FEJEZET 3. MEGOLDASOK 18

5. feladat

Minimum hény huszart kell elhelyezni a sakktdblan ahhoz, hogy ha az ellenfél
barmely iires mezore leteszi a kiralyat, az sakkban legyen?

Elemi megoldas 12-vel megvalosithatd a kévetkezd modon:

N W s~ 00O N

Sziikséges also korlatot is megadni arra, hogy 12-nél kevesebbel nem lehet.
Ennek belatésa nehéz. Legalabb [64/9] = 8 huszar sziikséges, ami abbdl
kovetkezik, hogy egy huszar legfeljebb 9 mezGt foglal le, 1-et amin all, és
tovabbi 8-at iit.

Meggondolandé itt is, hogy ha egy elrendezés tovabb mar nem sztikithetd,
az nem jelenti azt, hogy egyben minimélis is. Erre példa a kovetkezd abra.

/
N n h
/////

HI\JQO-FU‘IO\\IOO
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Grafelméleti hattér Ha a huszar 1épéseit grafon abrazoljuk, akkor az egyes
csticsokhoz a kovetkezs fokszamok tartoznak:

- N W -~ (2 BN e)} ~ oo
< <

Ebben a gratban keresiink minimalis elemszamt dominélé halmazt (1d.: 1.1.7
definicio), vagyis a dominalasi szamot.

Az elemi megoldasban mar lattuk, hogy legalabb 8 huszar sziikséges (1.3.2
alapjan). Létezik konstrukcié 12 huszéarra, tehat ezt tekinthetjiik felss kor-
latnak.

Viszont mivel van 4 masodfoku cstcs, amelyek csak hatodfokithoz kapcso-
lodnak, ezért vagy bele kell venni a masodfokiakat, vagy a hatodfokiakbol
1-1 darabot minden masodfokthoz. 8 huszarral 4-7+4-9 = 64 mez6 elvben
igy is lefedhetd, viszont igy nem lehet atfedd iités.

Ellenben nincs 4 db nyolcadfoku csiics, amelynek nincs se egymassal, se
a hatodfokiakkal kozos iitése, vagyis atfedd iités nélkiil nem tudunk 4-et
kivalasztani koziiliik. Tgy 8 még nem lesz elég, igy az also hatar 9-re emelke-
dett. A fokszamokbol tovabbi ,szép” becslést nem tudunk mondani, viszont
szamitogéppel konnyen tesztelhets, hogy még 11 huszar sem elég.

6. feladat

Hany bastyat helyezhetiink el legfeljebb egy sakktédblan dgy, hogy semelyik
2 ne iisse egyméast?
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Elemi megoldas Az egyértelmi, hogy 8-nél tébbet nem lehet, mert akkor
egy sorba és oszlopba ketté babu keriil (a skatulya-elv miatt), és azok iitik
egymast. 8-ra jo konstrukcio:

= N W ~ (6] > N oo
<

Grafelméleti hattér A bastya mozgésai altal indukalt grafban keresiink
maximalis fiiggetlen (Id.: 1.1.11 definicio) halmazt. Mivel az oszlopok minden
eleme Gssze van kotve egymassal, ezért ezek 8 db teljes 8-as klikket (I1d.: 1.1.12
definicio) alkotnak, igy minden klikkb6l maximum 1-et véalaszthatunk ki.
Tudunk igy kivalasztani? Ez attol fiigg, hogy a Kg-as klikkek k6z6tt hogyan
futnak élek. Ebben a grafban lehetséges a fenti modon.

Altalanositas Altalanosithato ez n x n - es sakktablara?

Az abra alapjan lathato, hogy barmekkora méretii sakktablanal ha az
egyik atlojara rakjuk a babukat, akkor azok nem fogjak {itni egymast, igy
legaldbb n db bastya felrakhato.

Az is lathato viszont, hogy ez egyben maximum is, mivel ha n-nél tébbet
tennénk fel, akkor lenne olyan sor és oszlop, ahol legalabb 2 babu van, és
ezek iitnék egymast.

Hany kiilonb6z6 jo elrendezés lehetséges? A vélasz n!, hiszen elGszor
még barmelyiket valaszthatjuk az els6 oszlopbdl, azaz n valasztasi lehetGség
van. Utdna mar egyel kevesebbet, vagyis n — 1-et, hiszen nem véalaszthatunk
olyan sorboél, ahonnan mar valasztottunk, majd n — 2-t, mert mar 2 szerepelt
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Altalanosithato ez n x k - as sakktablara?

Ekkor az el6z6 grafelméleti szemléletet atvéve sorokat nézve van n db
teljes k-as, az oszlopokat tekintve pedig van k db teljes n-es ebben a bastya-
mozgasok altal indukalt grafban.Teljes részgrafokbol mindig legfeljebb egyet
tudunk kivalasztani.

1. eset: Ha n < k, akkor, illetve, n db babu tehets le legfeljebb, minden
sorba pontosan egy:

e 1. sor 1. mezd

e 2. sor 2. mez6

e 1. sor n. mezd

Ez megtehetd, hiszen minden sorban £ > n mez6 van. Tébb biztosan nem
lehet, kiilonben lenne olyan K} - as klikk, amibdl kettét valasztottunk.

Mennyi a lehetséges jo konstrukcidok szama? ElGszor kivalasztjuk
azokat az oszlopokat, ahova tenni szeretnénk, ezt (Z) féleképpen tehetjiik
meg. Eztan a kivalasztott oszlopok koziil az els6 sornal még nincs megkdotés,
barmely mezét valaszthatjuk az n mez6 koziil. A mésodik oszlopban mar nem
valaszthatjuk ugyanazt a sorszami mez&t, mint az elsénél, tehat a tovabbi
n — 1 mez6 koziil valaszthatunk, a harmadik oszlopnél mar az el6z6 2 oszlop
sorszama van kizarva, igy n — 2 mez6bdél valaszthatunk ..., igy n! féle jo
elrendezés lehetséges ezekben a oszlopokban, vagyis 0sszesen (i)”‘

2. eset: Ha n > k, akkor k db babu tehet§ le legfeljebb, minden oszlopba
pontosan egy:

A konstrukcio az 1. eset 90°-os elforgatottjaként hozhato létre, tehat a
sorok és oszlopok szerepe felcserélédik. Az indoklas is atvihetd, valamint
ezaltal a lehetséges jo konstrukciok szama is megkaphaté a sorok és oszlopok
szerepének felcserélésével.

7. feladat

Minimum hény bastyat kell elhelyezni a sakktablan ahhoz, hogy ha az ellenfél
barmely iires mezore leteszi a kiralyat, az sakkban legyen?
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Elemi megoldas Szintén 8 bastya sziikséges.
(Az abrat lasd: el6z6 feladatban.)

Kevesebben nem lehet? Indirekt tegyiik fel, hogy 7-tel is iités alatt lehet
tartani. Igy biztosan lesz olyan oszlop, amelyben nincs bastya. Ez még 6n-
magéban nem jelent probléméat, ha van minden sorban, hiszen a béastya iiti
a sort is, nem csak az oszlopot. Viszont sorbol is van 8, tehat sor is marad
iiresen. Az iires oszlop és sor keresztezését pedig semmi nem fogja iitni, tehat
7 babuval még nem lehet {ités alatt tartani.

Grafelméleti hattér A bastya mozgasai altal indukalt grafban keresiink
minimalis elemszami dominald halmazt.

Altalanositas Hany bastya sziikséges ahhoz egy n x n - es sakktablan, hogy
barmely szabad mezére letéve az ellenfél kiralyat, az sakkban legyen?
Ehhez n db bastya sziikséges.
Bizonyitas. Ind. tegyiik fel, hogy elég n — 1 bastya. Igy biztosan lesz olyan
oszlop és sor, ahol nincs bastya, és ezek keresztez6dése nem lesz iités alatt,
tehat legalabb n kell. Elég is ennyi? Igen, példaul ha az atlora sorakoztatjuk
Gket. U
Bizonyitas. Teljes indukcioval: k£ = 1 esetén 1 bastya sziikséges.
Tegyiik fel, hogy k = (n — 1)-re igaz, hogy n — 1 béastya sziikséges.
Ezutan k = n esetén kivalasztunk egy csticsot, amit a dominalé halmazba
tesziink. Ennek elhagyjuk az Gsszes szomszédjat, vagyis 2n — 2 cstcsot. gy
Osszesen 2n — 1 cstcsot hagytunk el a kivalasztott cstcesal egyiitt. Igy a
megmaradt graf egy (n — 1) x (n — 1)-es sakktablan indukalt graffal lesz
izomorf. [J

8. feladat

Hany kiralynGt helyezhetiink el legfeljebb egy sakktablan igy, hogy semelyik
2 ne iisse egyméast?

Elemi megoldas Az egyértelmi, hogy 8-nal tébbet nem lehet. (Az el6z6
feladatban gyengébb feltételek mellett is csak 8 volt.) 8-ra jo konstrukeio:
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N W S~ o (o) oo
N <

Grafelméleti hattér Maximalis fiiggetlen halmazt keresiink egy, az el6z6-
nél stiriibb grafban.

Hany ilyen létezik?

92 jo elrendezést ismeriink, amelyek koziil 12 az, ami lényegében kiilénb6z6,
azaz nem vihets egymasba elforgatassal és tiikrozéssel. (Azért szerepel a leg-
tobb elrendezés 8-szor, mert sajat magan kiviil a 3 elforgatottja, a tiikdrképe,
illetve annak a 3 elforgatottja is jo, viszont van koztiik egy eleve forgisszim-
metrikus.)

Altalanositas Hany kiralynét helyezhetiink el legfeljebb egy n x n - es sakk-
tablan, tgy hogy semelyik 2 ne iisse egyméast?

Le tudunk helyezni n db kiradlyn6t a kévetkez6 moédon. Algoritmus a ki-
ralynck elhelyezéséhez ([5] alapjan):

o Osszuk el n-et 12-vel. Jegyezziik le a maradékot.
e Irjuk le egy listaba 2-t6l n-ig a paros szamokat névekvs sorrendben.
e Ha a maradék 3 vagy 9, akkor a 2-es szdmot vigytik at a lista végére.

o Irjuk a lista végére 1-t6l n-ig a paratlan szamokat novekvé sorrendben,
de ha a maradék 8, akkor paronként cseréljiik fel Gket (példaul 3, 1, 7,
5,11, 9,...).
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e Ha a maradék 2, akkor cseréljiik ki az 1-et és 3-at, valamint tegyiik az

5-0t a lista végére.

e Ha a maradék 3 vagy 9, akkor tegyiik az 1l-et és 3-at a lista végére

(ebben a sorrendben).

o Veégiil tegyiik le a babukat a sakktablara: az els6 sorba oda, ahova a
lista elsé szama mutatja; a masodik sorba oda, ahova a lista méasodik

szama mutatja. . .
Néhény példa:
e 14 kiralyné: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 3, 1, 7,9, 11, 13,5
e 15 kiralyné: 4, 6, 8, 10, 12, 14, 2, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 1, 3
e 20 kiralyné: 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 3, 1, 7, 5, 11, 9, 15, 13, 19,
17

9. feladat

Minimum hany kiralynét kell elhelyezni a sakktablan ahhoz, hogy ha az el-
lenfél barmely iires mez6re leteszi a kiralyat, az sakkban legyen?

Elemi megoldas 5-tel mér lehet:

= N W &~ 1l O ~ oo
N
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Természetesen itt is sziikséges bizonyitani, hogy kevesebbel nem lehet, de ez
elemi modszerekkel nehéz.

Grafelméleti hattér Egy kirdlyné legfeljebb 28 mez6t tud lefedni, 1 mezén
all és tovabbi 27-et iit:

. .
//%///%
///

o ] /
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= N W ~ o D N
N

Ezért legalabb [64/28] = 3 kiralynd kell a dominalé halmazhoz. Ennyi vajon
elég is lenne? Az alabbi fokszamok tartoznak a mezékhoz:

= N W B (6] D N
< <

Bizonyitsuk be, hogy 3 még nem elég. Valasszunk szét eseteket a babuk
elhelyezkedése szerint.
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1. eset: Mindharom babu maximalis fokszamu csticsban &ll. Ekkor az
atfedd {itések szama nagyon nagy: 1 mez6t mindharman {itnek, valamint 20
tovabbi mez6t tartanak ketten is iités alatt, igy (28-3) —20 —2 = 62 < 64
mez6t fedhetnek legfeljebb.

2. eset: Kett6 babu all a maximalis fokszamu csiicsokban, egy pedig
kiviil. Igy legalabb 14 mez6t iitiink duplan, és 3-at triplan, vagy 10-et duplan
és 5-0t triplan. Igy (28-2)+26—14—6 = 62 < 64 vagy (28-2)+26—10—10 =
62 < 64 csticsot fogunk le, ami még mindig nem elég.

3. eset: Egy babu all maximalis fokszamu csticson, a masik ketts pedig
kiviil. Igy legalabb 14 dupla és 2 tripla iités lesz. (26-2)+28—14—4 = 62 < 64
lefedése nem elég.

4. eset: Mindharom babu maximélis fokszamu csicsokon kiviil all. Leg-
alabb 14 dupla és 1 tripla iitéssel (26 -3) — 14 — 2 = 62 < 64 fedhetd, ez sem
elég.

Azt, hogy 4 miért nem elég nehéz elemi uton belatni, szimitdgéppel tesz-
telhetd.

10. feladat

Lehetséges tigy babukat elhelyezni a sakktabldn, hogy minden atloban pé-
ratlan sok legyen belGlik?

Elemi megoldas Probaljuk elészor csak ugyanolyan szinti mezékre, ugyanis
ezek pont atlosan helyezkednek el. Szamoljuk meg el&szor a f6atloval parhu-
zamos iranyt mellékatlokat, amelyek ugyanolyan szintiek (itt: vilagos).



FEJEZET 3. MEGOLDASOK 27

= N W S~ o (o) oo
< N

Ebbdl 7 db van. Tehat 7 atloba kell paratlan szama babut letenni, ami azt
jelenti, hogy az Gsszes ugyanolyan szint (jelen esetben: tsszes vilagos) mezén
péaratlan sok babu lesz. Ezek utan szamoljuk meg a masik irdnyba mutato,
ugyanilyen szintd atlokat is.

Ebbél van 8 db (a két sarokmezdt is beleértve, hiszen az 1 hosszu 4tlo is 4tlo).
Igy lathato, hogy 8 atloba kell paratlan sok babut elhelyezni, ami 6sszessé-
gében paros sok babut jelent ezen a mezGszinen. Ez viszont ellentmondést
eredményez az el§z6 leszamlalassal, ugyanis a szerint paratlan sok babut kell
elhelyezni ezeken a mez&kon, tehat nem létezik jo elrendezés.



FEJEZET 3. MEGOLDASOK 28

Altalanositas Leteheté n x n - es sakktabla minden atlojara paratlan sok
babu?

l.eset: n = 2k alakd szam esetén nem lehet, ugyanis a jobbra lefelé futo
vildgos atlokbol mindig n — 1 db lesz, azaz mindig paratlan sok atloba kell
paratlan sok babut helyezni.

2.eset: n = 2k + 1 alakt szdmoknél ez a logika nem miikodik.

11. feladat

Legyen n = 2 egész szam. Tekintsiink egy n? egységnégyzetbdl allo n x n-es
sakktablat. n bastydnak az elhelyezkedését ezen a sakktablan békésnek ne-
vezziik, ha minden sorban és oszlopban pontosan egy bastya all. Hatarozzuk
meg a legnagyobb olyan k pozitiv egész szdmot, amire igaz, hogy n bastya
minden békés elhelyezkedéséhez taldlhato olyan k X k-as négyzet, amelynek
a k? egységnégyzete egyikén sem all bastya. (IMO 2014 [4])

3.0.3. Allitas. Amennyiben i? < n < (i+1)2, ahol i > 0 egész, akkor i = k.

Bizonyitas. A fenti allitas igazolasahoz be kell latnunk, hogy ekkora mindig
létezik, és van olyan elrendezés, ahol ennél nagyobb nincs.

Szamozzuk be a sorokat és az oszlopokat is 1-t6l n-ig. Ekkor létezik egy
béstya, amely az 1. oszlop s;-edik soraban van. Tekintsiink ¢ szomszédos sort
ugy, hogy s; is koztiik legyen. Ezen a teriileten az el6bb tekintett bastyé-
kon kiviil tovabbi ¢ — 1 bastya talalhato, hiszen minden sorban pontosan egy
darab van. Indirekt tegyiik fel, hogy nem marad szabadon ¢ X ¢ nagysagu
négyzet. Ez azt jelenti, hogy 2 olyan oszlop sorszama kozott, ahol all bastya
legfeljebb i lehet a kiilonbség. Mivel az els¢ oszlopban fixen van egy bastya,
ezért tovabbi ¢ — 1-et kell elhelyezni. Ebb6] viszont adodik, hogy a legtavo-
labbi oszlopban 16v6 béstya sorszama legfeljebb 1+ (i — 1) -4 = 2 — i + 1.

2 ezért n = i® + 1, ez viszont i-vel nagyobb, mint a

Viszont mivel n > ¢
béastydkhoz tartoz6 legnagyobb oszlopsorszam, vagyis marad legalabb i iires
oszlop egymas mellett, ami azt jelenti, hogy lesz szabad i x i-s rész, tehat

ellentmondésra jutottunk.
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2i+1 #2-i+1 n-1n

A bizonyitas masik iranyaban azt kell megmutatnunk, hogy létezik olyan
elrendezés, amelyben nem marad szabadon (i+ 1) x (i 4 1)-es négyzet. Példa
ilyen elrendezésre: A bastyakat oszloponként helyezem el, legelészor az els6
oszlop els6 mezdjére. Ezutan a kdvetkezd oszlopba az i+ 2-edik sorba teszem,
majd mindig az el6z6 sorszamoz adok hozza ¢ + 1-et. Ha elértem a tabla aljat
akkor az els§ szabad sorszami sorba teszem a bastyat.

2-es maradékosztaly 3-as maradékosztaly

// /
it

.
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El6szor is meg kell gondolni, hogy az igy kapott elrendezés békés. Ez
oszlopokra nyilvanvald, hiszen azokon egyesével lépkedtiink végig, és minden
oszlopban egy babut tettiink le. A sorokban azért nem lehet kett6 egy sorban,
mert ott elGszdr az ¢+ 1-gyel valo maradékosztalyba tartozas szerint soroltuk
fel a szamokat 1-t6l n-ig, és mivel nincs olyan szam, ami 2 maradékosztalyba
is beletartozna, ezért nem lehet egy sorban 2 babu. Viszont mivel n sorunk
van és n babunk, ezért minden sorban pontosan egy lesz.

Ezutan még ellendrizniink kell, hogy nem maradt szabadon (i+1)-(i+1)-
es négyzet.

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor kivalasztunk gy ¢ + 1 oszlopot
egymas mellett, hogy az teljesen tartalmazzon egy maradékosztalyt. Ez bizto-
san kivitelezhetd, ugyanis egy maradékosztaly szélessége nem lehet nagyobb,
mint ¢ + 1, viszont kisebb sem, mint ¢ — 1. (A maradékosztalyok elemszamat
77 also- és felsé egészrésze adja.) Ha igy valasztunk, akkor biztosan nem
marad egymas mellett ¢ 4+ 1 iires sor, ugyanis ezek sorszama teljes maradék-
rendszert alkotna, igy az egyik sorban biztosan lesz babu.

Ha nem igy valasztunk ¢ 4+ 1 oszlopot, akkor pontosan 2 maradékosztaly
elemei jelennek meg a sorokban, hiszen 3 maradékosztaly esetén a kozépsot
teljesen tartalmazna, ugyanis csak akkor valtunk maradékosztilyt ha mar
teljes egészében felsoroltuk az elétte 1éviket. Viszont ha méar teljesen felso-
roltuk, akkor azt az esetet mar megvizsgaltuk az el6zGekben.

Tgy azt kell vizsgalnunk, hogy a kivalasztott i+1 oszlopban van-e egymést
kovets ¢ + 1 szabad sor. Azt az esetet vizsgélom, amikor a maradékosztély
a lehetd legszélesebb, vagyis ¢ + 1 elemi. Ennek nyomén kisebb szélességre
mar konnyd belatni.

Tekintsiik az i + 1-el ¢, illetve ¢ + 1 maradékot ad6é maradékosztalyok
talalkozasat. Maradékosztalyon beliil biztosan nincs ¢ + 1 szabad sor, ennek
indoklasa ugyanaz, mint amikor a maradékosztalyt teljesen tartalmazza az 1+
1 oszlop. ,,Probléma” a két maradékosztaly taldlkozasanél lehet, amennyiben
a ¢ maradékot adok koziil az elss, és a ¢ + 1 maradékot adok koziil az utolso
kozott szabadon marad 7 + 1 sor. Szamozzuk a ¢ maradékot add oszlopokat
k+1, k+2...i4+1 oszlopszamokkal, a c+1 maradékot adokat pedig 1,2 ...k
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oszlopszamokkal, amely azt jeloli, hogy az adott maradékrendszer hanyadik
oszlopa. A kivalasztott intervallumban a ¢ maradékot adok koziil a legkisebb
sorszamu a k + 1-es szamu oszlopban van, ez pedig a ([k+1) —1](i+1)+c =
k(i +1) 4+ ¢ = ki + k + ¢ szamu sort jelenti. Ugyanezen az intervallumon
c+ 1 maradékot adok koziil a legnagyobb sorszamu a k£ szamu oszlopban van,
amely a (k—1)(i+1)+(c+1) = ki—i+k—1+c+1 = ki—i+k+c szamu sort
adja. Az igy kapott sorszamok kiilonbsége (ki + ki+c) — (ki —i+k+c¢) =1,
vagyis ¢ — 1 iires sor van a kett§ kozott, igy itt sem taldlhato iires i41 x i+ 1-es
négyzet.
OJ
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