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Bevezetés

A szakdolgozatom témajanak valasztasakor fontosnak tartottam, hogy olyan ta-
nari szakirannyal kapcsolatos témakort valasszak, amelyet késébbi oktatoi palya-
futdasom soran nagyobb tudasi didkoknak is megtanithatok. Igy esett a vélszta-
som a logaritmikus kozép témakorére. Kozepekkel kozépiskolai tanulmanyai alatt
mindenki talalkozik, de a logaritmikus kozép &altalaban nem fordul elg. Szak-
kérokon azonban sok ezzel kapcsolatos érdekesség targyalhaté mélyebb analizis
hasznéalata nélkiil.

A dolgozat harom részbdl all. Az els6 fejezetben definidljuk két pozitiv szam
logaritmikus kozepét, igazoljuk néhany tulajdonsagat, majd haromféle bizonyi-
tast is mutatunk arra, hogy a logaritmikus kézép a szamtani és a mértani kézepek
kozé esik.

A masodik fejezetben bevezetjiik két pozitiv szdm p-edik hatvanykoézepének
fogalmat, ismertetjiik tulajdonsagait, illetve néhény nevezetes hatvanykozepet is
megemlitiink. A fejezet tovabbi részében azt targyaljuk, hogy milyen p értékek
esetén hasonlithato 6ssze a p-edik hatvanykozép és a logaritmikus kozép.

Végiil a harmadik fejezetben kiterjesztjiik a logaritmikus kozép fogalmat ha-
rom valtozora, megvizsgaljuk néhany tulajdonsagat, majd 6sszehasonlitjuk a ha-

romvaltozos szamtani és mértani kozepekkel.

Szeretnék koszonetet mondani témavezetémnek, Besenyei Adamnak, aki rengeteg

segitséget nytjtott a szakdolgozatom elkészitésében.



1. fejezet

A logaritmikus kozép két valtozora

Ebben a fejezetben bevezetjiik két pozitiv szam logaritmikus kézepének fogalmat,
majd megmutatjuk, hogy ez a kozép mindig a szamtani és a mértani kozepek
kozott helyezkedik el. Erre a tulajdonsagra haromféle bizonyitast is adunk. A

fejezet a [3] és a [6] cikkek felhasznalasaval késziilt.

1.1. A logaritmikus kozép értelmezése

Mar a kozépiskolai tanulményainkbol is jol ismert a szamtani és mértani kozepek

fogalma.

1.1.1. Definici6. Legyen a és b pozitiv szam. Ekkor a két szam szamtani (arit-
metikai) kozepe
a+b

Aa,b) == 5

meértani (geometriai) kozepe pedig
G(a,b) := Vab.

A logaritmikus k6zép viszont mar nem tananyag a kozépiskolaban, és az egye-
temen sem keriil el6. Most bevezetjiik a fogalmat, illetve belatjuk néhany tulaj-

donsagat.

1.1.2. Definici6é. Legyen a és b pozitiv szam. Ekkor logaritmikus koézepiik
a—b

L(a,b) := { loga— logb’
a, ha a = b,

ha a # b,

ahol log jeloli a természetes alapt logaritmust.

4
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1.1.3. Allitas. A logaritmikus kozép a kovetkezd tulajdonsdgokkal rendelkezik.

(i) Minden a,b > 0 szam esetén L(a,b) = L(b,a), vagyis vdiltozdiban szimmet-

rikus.

(i) Minden a,b,\ > 0 szdm esetén L(Aa,\b) = X - L(a,b), vagyis vdltozdiban

pozitiv homogén.

(iii) Minden a,b > 0 szdm esetén min{a, b} < L(a,b) < max{a,b}, vagyis telje-

stl a kézépérték-tulajdonsdg, sit, egyenldség csak a = b esetben dll fenn.
(iv) Az L figguény folytonos R x RT-on.

Az 1.1.3. Allitasban szerpls tulajdonsagok igazolasahoz sziikségiink van a
Lagrange-féle kozépértéktételre, amely egyetemi tananyag, ezért a bizonyitasat

nem kozoljiik (megtalalhato peldaul az [5] konyvben).

1.1.4. Tétel (Lagrange-féle kozépértéktétel). Legyen f : [a,b] — R folytonos
figgvény, amely differencidlhato (a,b)-n. Ekkor van olyan ¢ € (a,b), hogy

1) = fa)

fle) ==

Most ratériink az 1.1.3. Allitasban szerepls tulajdonsagok bizonyitasara.

Az 1.1.3. Allitds bizonyitdsa. (i) A szimmetriat elég a # b esetben igazolni, ekkor

a—2b b—a
L(a,b) = = = L(b,a).
(a,) loga —logh logb—loga (b,a)

(ii) A pozitiv homogenitas is konnyen belathaté a logaritmus azonosségainak

segitségével:
Aa — \b Aa —b)
L(Aa, \b) = = =
(Aa, 0) logAa —log Ab (log A + loga) — (log A + log b)
Aa —b)
=—"—=X-L(a,b
loga — logb (a,)

(iii) A kozépérték-tulajdonsag igazolasdhoz hasznaljuk a Lagrange-féle kozép-
értéktetelt. Ha a = b, akkor L(a,a) = a. Legyen most a < b (ami az (i) részben
bizonyitott szimmetria miatt feltehetd), és tekintsiik az [a, b] intervallumon értel-

mezett f(x) = logx fiiggvényt. Ekkor van olyan ¢ € (a,b), hogy

1 loga—logh

c a—>b
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vagyis
a<c=L(a,b) <b.

(iv) Vilagos, hogy az L fiiggvény minden a # b esetén folytonos az (a,b)
pontban. Tekintsiik ezutan azt az esetet, amikor (x,y) — (a,a), ekkor a (iii) rész
bizonyitasdhoz hasonloan L(x,y) = c¢,, valamilyen c¢,, € (z,y) esetén. Mivel
(z,y) = (a,a), ezért c,,, — a, igy L(x,y) = a = L(a,a), tehat L folytonos az
(a,a) pontban is.

[

1.2. Osszehasonlitas a szamtani és a mértani koze-

pekkel

Ebben a szakaszban megmutatjuk, hogy barmely két pozitiv szam logaritmikus

kozepe a két szam szamtani és mértani kozepe kozott helyezkedik el.

1.2.1. Tétel. Minden a és b pozitiv szdamra
G(a,b) < L(a,b) < A(a,b),
és eqyenldség pontosan a = b esetén dll fenn.

Bizonyitds. Ha a = b, akkor G(a,b) = L(a,b) = A(a,b) = a.

Ha a # b, akkor szimmetria miatt feltehetd, hogy a > b, ekkor két egyen-
16tlenséget bizonyitunk: G(a,b) < L(a,b) és L(a,b) < A(a,b). Gondoljuk meg
elszor a G(a,b) < L(a,b) egyenlGtlenséget. Ez azt jelenti, hogy

ab < h, (1.1)
amit ugy is irhatunk, hogy
a % -1
b log 2
b

a
Vezessiik be a z = \/; 1j valtozot, ahol a > b miatt z > 1. Ekkor a bizonyitandé
egyenlGség a kovetkezd alakot oOlti:

22—1_22—1

logz2  2logz’

z <
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Mivel z > 1, ezért logz > 0, igy log 2-vel valo beszorzas ekvivalens atalakitas.

Ekkor rendezés utan azt kapjuk, hogy
1
0<z———2logz. (1.2)
z

Tekintsiik az
1
f(z)=2——-—2logz
z

folytonos fiiggvényt a z > 1 szdmokon. Mivel

ha z > 1, ezért f szigortian monoton nové, igy f(z) > f(1) =0, ha z > 1. Ez
éppen az (1.2) egyenl6tlenség, amely ekvivalens az (1.1) egyenltlenséggel.

Most lassuk be az L(a,b) < A(a,b) egyenlStlenséget, ahol ismét feltehetd,
hogy a > b. Ekkor azt kell igazolni, hogy

a—>b <a+b
loga — logb 2

Y

vagyis
S T |
b b
a 2
log —
ogb
Vezessiik be a z = % valtozot, ahol z > 1, és helyettesitsiik be az iménti egyen-
16tlenségbe:
z—1 - z+1
log » 2
azaz log z > 0 miatt
2z — 2
0<l1 — . 1.3
BET +1 (1.3)
Tekintsiik a
(2) =1 22— 2
z)=logz —
J & z4+1
folytonos fiiggvényt a z > 1 szdmokon. Mivel
/ (z — 1)
= —=>0,

ha z > 1, ezért g szigortian monoton novs, igy g(z) > g(1) = 0. Ezzel belattuk
az (1.3) egyenlStlenséget, amely ekvivalens az L(a,b) < A(a,b) Osszefliggéssel.

A tétel bizonyitésa ezzel kész.
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1.3. Bizonyitas az integralkozép segitségével

Ebben a szakaszban az integralkozép alkalmazéasaval egy tijabb bizonyitast adunk
az 1.2.1. Tételre.

1.3.1. Definicié. Legyen f : RT — R* szigoruian monoton, folytonos fiiggvény.

Tegyiik fel, hogy a és b az f értelmezési tartomanyanak két pontja, a < b, és
b

jelolje I az f fiiggvény integraljat az [a,b] intervallumon, azaz I := [ f(x)dz,
tovabbé b '
/ [ f(z)dx
v= b—a ab—a '

b a
Ha a > b, akkor a szokasos modon I = [ f(z)dx = — [ f(z)dx, és Y-t ugyanigy
b

a
definiadljuk. Ekkor az a és b pozitiv szamok f-integralkézepét a kovetkezGképpen

értelmezziik:

@) =1 (Ta) haa#b

a, ha a = b.

Ky(a,b) :=

Szemléletesen, Ky(a,b) az az érték a és b kozott, amelyre az f (K¢(a,b)) magas-
sagu és (b—a) alapu téglalap teriilete megegyezik az f grafikonja alatti tertilettel

az [a, b] intervallumon (lasd 1.1. abra).

4. &

Ra
e e
o
o

1.1. abra. Az integralkozép

1.3.2. Megjegyzés. Els6 latasra nem nyilvanvalo, hogy Ky(a,b) definicidja kor-

rekt. Ennek belatasara tegyiik fel, hogy a < b, ekkor az integrilszamitas elsd
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kozépértéktétele szerint

(b—a)- m1nf</f Ydr < (b—a)-max f,

[a,b] [a,b]
ezért
b
ff(fﬁ)d
<s <
=T SR

Mivel f folytonos [a, b]-n, igy a Bolzano-tétel miatt minden r[rglbr]l f és I[Tié})}xf kozotti
értéket felvesz, és a szigorti monotonitasbol kévetkezéen pontosan egyszer veszi
azokat fel. Vagyis egyértelmten létezik olyan x € [a,b], amelyre f(z) = 7, és
ekkor Ky(a,b) = x. Az integralkézép definicioja tehat valoban korrekt a < b
esetén, és vilagos modon Ky(b,a) = Ky(a,b) miatt minden a,b > 0 esetén is.

Masrészt pedig az iménti meggondolas alapjan az is konnyen lathato, hogy
K¢(a,b) folytonos R* x R*-on.

Az alabbiakban az integralkozép és a szamtani kozép Osszehasonlithatosaga-

val kapcsolatban igazolunk egy eredményt, amelynek segitségével 1j bizonyitast

nyeriink majd az 1.2.1. Tételre.

1.3.3. Tétel. Legyen f : RT — RT differencidlhaté figgvény. Ha [ szigorian
monoton névd €s konkdv, vagy szigorian monoton csokkend és konvex fligguény,

akkor minden a,b > 0 esetén
K¢(a,b) < A(a,b).

Ha f szigorian monoton nivd €s konvex, vagy szigorian monoton csokkend és

konkdv fiigguény, akkor minden a,b > 0 esetén
K¢(a,b) > A(a,b).

Egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha a = b, vagy f linedris figgvény az |a, b

ntervallumon.

Bizonyitds. Tegyiik fel elGszor, hogy f szigoriian monoton nové és konkav. Legyen

0 < a < b (ez a szimmetria miatt feltehets), és tekintsiik az f grafikonjanak

a+b
2

érintG alatt fekszik, ezért az érintd alatti T teriilet az [a, b] intervallumon legalabb

az ( (“*b)) pontjaba hizott érintGjét. Mivel f konkav, igy a grafikon az

akkora, mint a grafikon alatti I teriilet (lasd 1.2. abra). Vilagos, hogy

=1 (55) 00 = @) 0 - a)
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és

tehat
y(b - a) < f(A(aa b)) ’ (b - CL),
ahonnan (b—a)-val egyszerisitve § < f(A(a,b)) adodik. Ha f szigortian monoton

novs, akkor f1 is szigortian monoton novs, ezért

F7 @) < 71 (f(Aa, b)),

vagyis
Ky(a,b) < A(a, b),

és éppen ezt akartuk belatni.
=t

fA) ]

|
I
I
|
I
|
1.2. dbra. I <T 1.3. 4bra. I > T

Szigortan monoton csdkkend, konvex fliggvény esetén hasonloképpen okos-
kodhatunk. Tekintsiik ismételten az (%, f(“t2)) pontba hizott érint6t. Ekkor

az érintg alatti teriilet az [a, b] intervallumon

=7 ("57) 0= 0 = fla ) - (- o)

2
Masrészt f grafikonja alatti teriilet az [a, b] intervallumon I = 7(b — a). Mivel f

pozitiv, szigorian monoton csokkend és konvex, igy I > T (lasd 1.3. abra), ezért

y(b—a) = f(A(a,b)) - (b — a),

ahonnan egyszertsités utan y > f(A(a,b)) adodik. Ha f szigorian monoton

csokken, akkor f~! is szigoriian monoton csdkken, igy

7@ < 71 (f(Ala, D)),
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vagyis
K¢(a,b) < A(a,b).

Ezzel az 1.3.3. Tétel els allitasat igazoltuk. A tétel masodik allitasa hasonldéan
bizonyithato, ezt nem részletezziik. Hatra van még az egyenlGség kérdése.

Egyrészt, ha a = b, akkor Ky(a,b) = a = A(a,b). Masrészt, ha a # b, akkor a
bizonyitashbol kiolvashato, hogy egyenldség csak akkor all fenn, ha az érintd alatti
teriilet megegyezik a grafikon alatti teriilettel, vagyis f linearis fiiggvény az [a, 0]
intervallumon.

Ezzel az 1.3.3. Tétel bizonyitasa kész.

O

Most lassunk az 1.2.1. Tételre egy 0j bizonyitast az 1.3.3. Tétel segitségével.
Az 1.2.1. Tétel bizonyitisa. Ha a = b, akkor egyenlGség all fenn, hiszen
G(a,b) = L(a,b) = A(a,b) = a.

Tegyiik fel, hogy a # b. Az L(a,b) < A(a,b) egyenlStlenség igazolasahoz
1

alkalmazzuk az 1.3.3. Tételt az f(z) = —, RT — RT szigortian monoton csékkend,
x

konvex (nem linearis) fiiggvényre.

_ [logz], logb—loga loga—logh 1

—a  b—a b—a a—-b  L(ab)’

bl
f;d.f b
y:b

ezért
Kylat) =170 = 1 (g ) = Had

Mivel Ki(a,b) < A(a,b) minden a # b pozitiv szamra, igy a bizonyitando

L(a,b) < A(a,b) egyenlStlenséget nyerjiik.
A G(a,b) < L(a,b) egyenl6tlenség igazolasahoz legyen f(x) = e*, RT — RT

szigorian monoton névs és konvex (nem linearis) fiiggvény. Ekkor

b
edx
{ [ea:]z —eb_ea_ea_eb

b—a b—a b—a a—0b"

y:

ezért

Kalot) = 0 = 1 (S25) ~log S

Az f(x) = e” valasztassal tehat

Kex(a,b) = log

a—>b
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Alkalmazzuk a 1.3.3. Tételt, ekkor A(a,b) < K (a,b), ha a # b, azaz

a—i—b<1 et — eb
0 )
2 ga—b

(1.4)

Az (1.4) egyenl6tlenségbe helyettesitsiink be a helyébe log a-t és b helyébe log b-t,

ekkor
loga + logb eloga _ clogb

< _—.
2 ©8 loga — logb
Alkalmazva a logaritmus azonossagait azt kapjuk, hogy
1 a—2b
1 b)2 <log —— .
og(ab) °8 loga — logb
A logaritmus fiiggvény szigori monoton névekedése miatt ez azt jelenti, hogy

a—2b
b =7
(ab) loga — logb’

N

<

vagyis G(a,b) < L(a,b) minden a # b pozitiv szamra.
Ezzel az 1.2.1. Tétel bizonyitasa kész.

1.4. Carlson bizonyitasa az egyenlGtlenségre

Ebben a szakaszban egy harmadik bizonyitast adunk az 1.2.1. Tételre, s6t, bela-
tunk egy élesebb egyenlGtlenséget is, amely a [2]| cikkben szerepel.

1.4.1. Tétel. Tetszdleges a,b > 0 egymdastol kilonbdzd szamok esetén érvényes

az aldbbi egyenldtlenséglancolat:

Gla,b) = Vab < MM < L(a,b) < (\/5+‘/5> <20 e,

2 2

Bizonyitds. ElGszor belatjuk a kovetkezd egyenlGtlenséget:

1 1 1
(t+=2) ~(ra)Ett) 1+ (Vab?

ahol t,a,b > 0 és a # b. Ebbdl ¢ szerinti integraldssal adodik majd az 1.2.1.

(1.5)

Tételbeli egyenlGtlenég.
Az (1.5) egyenlStlenség igazolasahoz fejtsiik ki a (t + vab)? kifejezést, al-
kalmazzuk az a,b > 0, a # b szdmokra a szamtani és mértani kozepek kozotti

egyenlGtlenséget:

(t+\/%)2:t2+2t\/%+ab<t2+2t-GTMJrab:(t+a)(t+b).
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MAsrészt

2 2
(t+a)(t+b):t2+t(a+b)+ab<t2+t(a+b)+<a;rb> = <t+a;b) :

ahol ismét a szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenlGtlenséget hasznaltuk.
Azt kaptuk tehat, hogy

(t+Vab)? < (t+a)(t+b) < (t+a;b> .

Vegyiik mindegyik tag reciprokat, ekkor a relaciok megfordulnak, és az (1.5)
egyenlGtlenség adodik. Integraljuk most az (1.5) egyenlGtlenséget ¢ szerint a

[0, +00) intervallumon. Ekkor

+o0 +oo +oo

1 1 1
/mdt< /mdt< /mdt (16)

0 2 0 0
Végezziik el az integralasokat. Vildgos modon

—+00

/%dt: lim
ey

0

—1
e

0 2
A masodik integral kiszamitasdhoz a tortet parcialis tortekre bontjuk, ezzel
azt kapjuk, hogy
1 1 1

(t+a)(t+b) (b—a)la+t) (b—a)b+1t)

igy +00 +oo
1 1 1
O/(t+a)(t+b)dt:0/(b—a)(a+t)_(b—a)(b+t)dt:

1 Y o a+t]” 1 lim 1o %—I—l_lo a) loga—logh
= m gy =g | lim log g~ gy | = :

b—a rotoo 0 r—+00 a—2b

Végiil szamitsuk ki az (1.6) egyenl6tlenség harmadik tagjat is:
+o0

1 -1 " 1
——F——dt = lim = .
/ (t + Vab)? r—-too [t + V ab] o Vab

0

Ezeket az eredményeket az (1.6) egyenl6tlenségbe helyettesitve kapjuk, hogy

2 - loga — logb - 1
a+b a—"b Vab’
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ahonnan reciprokképzés utan

a—b a+b
Vab 1.
“w= loga — logb < 2 (17)

adodik. Az (1.7) egyenlétlenségbe a helyébe (/a-t és b helyébe v/b-t helyettesi-
tiink, igy
__ WVa- Vb _Va+t Vb

log \/a — log v/b 2

Alkalmazzuk a logaritmus és a hatvanyozas azonossagait, ekkor

Vab < ViV <\/E+\/l3’

Vav'h

+(loga — logb) 2
azaz, Y Y
2 — Vb b
Jab < (va ) < va+ ’
loga — logb 2
mit M—vel beszorozva a tételben szerepld

2
%.\/a+\/l_)< a—>b < \/a‘i‘\/l_)
2 loga — logb 2

egyenlGtlenséget nyerjiik.
Hatra van még a tétel két szélsd egyenlGtlenségének igazolasa, ezekben a szam-

tani és mértani kézepek kozti egyenlétlenségét alkalmazzuk. Egyrészt

G(a,b) = Vab = Vab - \/5\/g<%.\/5—2h/5< a—b

loga — logb’

masrészt pedig

2
<ﬁ+\/1‘,> :a+2\i%+b< a+2fb+b:a;—b:A(a,b).

Ezzel a tételt igazoltuk. O]



2. fejezet

A hatvanykozepek és a logaritmikus

kozép

Ebben a fejezetben a logaritmikus kozép és a kiilonbo6z6 kitevGjd hatvanykodzepek

osszehasonlitasat vizsgaljuk. Itt felhasznaljuk az [1], a [2], az [5] és a [7] irodalmat.

2.1. A hatvanykozepek

Ebben a részben definialjuk két pozitiv valos szam p-edik hatvanykozepét, illetve
ismertetiink néhény nevezetes hatvanykozepet, majd igazoljuk a hatvanykozép p

kitev8ben valdé monotonitasit.

2.1.1. Definici6. Legyenek a és b pozitiv valés szdmok, tovabba p # 0 valds

szam. Ekkor az a és b szam p-edik hatvanyk&zepe

a? + b\
Mp(a,b)::( 5 )

2.1.2. Megjegyzés. Legyenek a és b pozitiv valos szamok, ekkor a p kitevs (para-

méter) néhany specialis értékére a p-edik hatvanykozép ismert kozepet ad.

aﬁ+w)1 a+b

= , ami a szamtani kozép.

(i) Ha p =1, akkor M;(a,b) = (

2 2
2 P2\ 2 5 2
ii) Ha p = 2, akkor Ms(a,b) = @t — /2 * , ami a négyzetes
2 2
k6zép.
i) | L akkor M_y(a.b) — [0 T 2b .
iii) Ha p = —1, akkor M_4(a,b) = | ——— = = ami a
p ) 1\, 9 i‘i‘% a+b’

harmonikus koézép.

15
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=

1 1 . 3
£y b, 3 3 b
s ; ) - —\/5; f) , amely kifeje-

7ést az a és b pozitiv valés szamok Lorentz-kézepének is szokds nevezni.

1
(iv) Hap = 3 akkor M (a,b) =

A hatvanykdzepet egyelére p = 0 esetben nem értelmezziik, azonban a kévet-

kezG tétel segitségével konnyen kiterjeszthetjiik erre a kitevire is.
2.1.3. Tétel. Legyenek a,b > 0 szamok. Ekkor hH(l) M, = v ab.
p—

1
Bizonyitds. A hatarérték igazolasahoz lir% log M,(a,b) = §log(ab) Osszefiiggést
p—

fogjuk belatni, ekkor az exponencialis fiiggvény folytonossaga miatt

1
i 0,0 5) = imexp (1 (0, 8)) = exp (5 log(at) ) = Vb

p—0

Mivel

ap+bp>é_log#

log M,(a,b) = log <
p

Y

aP + bP

ezért célszerd bevezetni az f(p) = log és g(p) = p fiiggvényeket. Ekkor
alkalmazhatjuk a L’Hospital-szabalyt, mert f és g differencidlhaté p = 0-ban,
f(0) = g(0) =0, de ¢’(0) # 0. Vilagos m6édon

1
ab + bp

f'(p)= (a? - loga + O - logb) ,

igy lin(l) f'(p) = log /ab, masrészt ¢ (p) = 1. Végiil tehat
p—

1
PP\ b /
lim log M, (a,b) = lim log ot = lim f(p) = lim ') = log Vab.
Py p—0 2 p—0 g(p) =0 ¢'(p)

Ezzel igazoltuk a tételt.
O

2.1.4. Megjegyzés. A 2.1.3. Tétel alapjan barmely a és b pozitiv valoés szamok

esetén legyen My(a,b) = v ab, ami a két szam mértani kozepe.

A hatvanykozepek egy fontos tulajdonsaga a p kitev6ben val6 monotonitas.
2.1.5. Tétel. Ha a,b pozitiv valds szdmok és q < p, akkor M,(a,b) < M,(a,b).

A tétel igazoldsahoz a Jensen-egyenléGtlenséget fogjuk alkalmazni.
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2.1.6. Tétel (Jensen-egyenlGtlenség). Legyen f : I — R konvez fiigguény, ahol
I C R korldtos vagy nem korldtos intervallum. Tegyiik fel, hogy ai,as, ..., a,
tetszdleges elemei az I intervallumnak, tovabbd py,po, ..., p, nemnegativ szamok

(sulyok), melyekre py + pa + -+ + p, = 1. Ekkor

f(pra1 + poag + -+ + ppay) < piflar) + paf(ag) + -+ + poflan).

Ha f szigorian konvex €s a pi,pa,...,pn Sulyok pozitivak, akkor egyenldség
csak az ay = ay = - - - = a, esetben lehetséges.

Ha f konkdv, akkor a tétel forditott wrdnyi egyenldtlienséggel teljesiil.
A Jensen-egyenl6tleség segitségével igazoljuk a 2.1.5. Tételt.

A 2.1.5. Tétel bizonyitdsa. A q és p szdmok elhelyezkedése szempontjabol négy
lépésben igazoljuk a tételt.

(i) Tegytik fel, hogy 0 < ¢ < p. Ekkor LS 1, ezért az f(z) = za fiiggvény
szigortan konvex x > (0 esetén. Alkalmazva% Jensen-egyenlGtlenséget az a9 #£ b¢

1
pozitiv szamokra a p; = py = 5 silyokkal azt kapjuk, hogy

(aq+bq)q: (laq+le)q <1ap+1 = ab + b

2 2 2 2 2 2 7

azaz

a? + b1 §<ap+bp
2 2

Mivel p > 0, ezért a g(x) = v fiiggvény szigorian monoton né x > 0 esetén, igy
a? + b7\ @ (Y
g 9 g 5 ;
1 1
R AN CETAY
2 2 ’

ami azt jelenti, hogy M,(a,b) < M,(a,b).

vagyis

(ii) Most a ¢ < p < 0O esetet vizsgaljuk meg. Ekkor 1 > LS 0, ezért az
q

flz) = za fiiggveny szigortian konkav 2 > 0 esetén. Ismételten alkalmazzuk a

1
Jensen-egyenlGtlenséget az a? # b7 pozitiv szdmokra a p; = py = 3 stilyokkal,
ekkor

a? + b1 §>ap+bp
2 2
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Alkalmazzuk az egyenl6tlenség mindkét oldalara a g(x) = v szigoruan monoton

csOkkend fliggvényt. Ekkor éppen
EVAN I aTAY
2 2
adodik.

(iii) Tegyiik fel, hogy ¢ < 0 < p, ekkor 0 > P Eut az esetet is az (i) részhez
q

hasonloan bizonyithatjuk, hiszen az f(z) = za fiiggvény szigortian konvex z > 0

esetén, és a g(z) = x% fiiggvény szigorian monoton ng, ha x pozitiv szam.

(iv) Ebben a pontban azt az esetet vizsgaljuk meg, ha p vagy ¢ koziil az egyik
0-val egyenls. Az (i) pont alapjan 0 < ¢ < p esetén M,(a,b) < M,(a,b), ahol
elvégezve a ¢ — 0 hataratmenetet My(a,b) < M,(a,b) adodik. Ha p — 0, akkor
hasonloan kapjuk, hogy M,(a,b) < My(a,b).

Ezzel bizonyitottuk a tételt.

2.2. A hatvanykozepek és a logaritmikus ko6zép

Ebben a részben az a és b pozitiv szamok p-edik hatvanykozépét és logaritmikus

kozepét hasonlitjuk 6ssze. A korabbi eredmények alapjan igaz az alabbi tétel.

2.2.1. Tétel. Ha a, b >0, és a # b, akkor
My(a,b) < L(a,b) < M%(a, b).

Bizonyitds. Ez az 1.2.1. és az 1.4.1. Tételekbdl, valamint a 2.1.4. Megjegyzéshdl
kovetkezik.
O

Felmeriil az a kérdés, hogy melyik az a legkisebb p és legnagyobb ¢, amelyre
M,(a,b) < L(a,b) < M,(a,b) teljesiil minden a # b pozitiv szam esetén?

1
2.2.2. Tétel. Haoa, b>0,a#b ésp > 3 akkor L(a,b) < M,(a,b).

L(a,b 1
ﬁé,lﬁ) hanyadost, errél latjuk be, hogy a # bésp > 3

esetén 1-nél kisebb. Ehhez alakitsuk at a kovetkezd modon:

Bizonyitds. Tekintsiik az

w9 o e
L(a'ab) _ loga—logh QP(CI,—b) . 2p ——1) 2 (Z 1>

b
My(a,b) — (@s2)s (@2 4+ b0 -log ¢ (2 4 1)7 - log
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a\P
ahol a z = (5) 0j valtozot vezettiik be, amelyre a,b > 0 és a # b miatt z > 0

valamint z # 1. Legyen w = z
z+1

+w
tovabba z = T o helyettesitéssel

L(a,b) 20 (Z% - 1) 25 ((}35)% _ 1)
1

My(@,b)  1(z+1)7 logz 1 (k2 41)7 . log L
1 wl— —wl
o (i) (gt )
T o gi log(ltw)—log(l-w)

adodik. Vezessiik be az

p (4w - (1-w))

2w

f(p,w) =

és
_ log(1+ w) — log(1 — w)
B 2w

g(w)

fiiggvényeket. Ekkor
L(a,b) _ f(p,w)

Mp(a,b) — g(w)

, ekkor z > 0 és z # 1 folytan 0 < |w| < 1,

A bizonyitas tovabbi részében Taylor-sorfejtés segitségével megmutatjuk, hogy

1
p> 3 és 0 < |w| < 1 esetén f(p,w) < g(w).
log(1 + w) — log(1 — w)

Elgszor g(w) =

2w
0 < Jw| < 1 estetén
oo klwk w?: owd w
log(1 = -t —=w - —+ — - —+ ...
og(1 + w) ;() = 2+3 4—1— ,
és
oo ok Xk 2 3 4
loe(l —w) = S~ (oW v zwt et wh wh
og(l—w) =) (- k YTy T3 Ty
k=1 k=1
ezért 5 ;
2 2
log(1+w)—log(1—w):2w+%+%+...,
igy

log(1 + w) — log(1 — w) 1, 1, 14
— =14+ — — =
g(w) o g+ pwt o+ pw

fiiggvényt fejtsiik Taylor-sorba, ekkor

(2.1)
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p ((1 +w)r —(1— wﬁ)

Most fejtsiik sorba az f(p,w) =

mialis sorfejtés alapjan 0 < |w| < 1 esetén

(14 w)r = :;O: (i)w’“ =1+ (%)’w—l- @)wﬂ (§>w3+...
i E et - G- (e

és

ahol (O‘) _ O‘(Of—:l(;(a—%...(a_nﬂ)

(14 w)r — (1 —w)» :2w<(

vagyis

fp,w)=p (%Jr (é)w2+ (§>w4+.

1
P
1

1

)< (

2w

1
P2
3)w+(

1
p

5

fiiggvényt. A bino-

. Ezek alapjan

o).

1 1
> :1—|—p(§)w2+p<g>w4—|—....

—2)---(%—k+1>

k!

k
Igy
()= P - ?3!(%— )\ _ G
tovabba

;) p(i@k(lk)(%?)---(;ﬁml)
(

J(k—2)---2-1

1),
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() (3 (a5

jelolést, ahol k > 1 egész szam, azt kapjuk, hogy

Bevezetve az

1 1 1
f<w7p) =1+ §a1w2 + 5@2’(1)4 + ?agwﬁ 4+ ...,

Mindezek alapjan tehét

M,(a,b) g(w

L(a,b)  flw,p) 14 zaw + asw’ + fagws + ...
) 1+ w2 + fwt + tub+ ..

1
Megmutatjuk, hogy p > 3 esetén a; < 1, tovdbba a; < 1, ha k > 2 egész
szam. Ebbdl mar kovetkezik, hogy f(w,p) < g(w). Mivel

] 1 ] 1 ] 3 n 1 - 3 /1

a1 = —_ — _— — = _— — _— = _— _ —

' p 2p 2p  2p? 22 \3 )

ezért a; < 1, ha p > 3 Masrészt £ > 2 esetén mindegyik a; tartalmazza az
1

ay szorzatot, és emellett paros sok (1 — —) tényezGbdl 4ll, amelyek mindegyike
Jp

0 és 1 kozé es6 valés szam, ha p > 3 és j legalabb 2. Tehat minden £ > 2

1
f(w,p) <1,hap>=és0<|w <1 Vagyis
g(w) 3

—_

pozitiv egész szamra a; < 1, igy

L(a,b) 1

———— < 1l,hap>—¢ b.

Mo ~hap=gésas
Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

]
1
2.2.3. Tétel. Hap < 3 akkor van olyan a, b > 0, a # b, hogy L(a,b) > My(a,b).

Bizonyitds. Az el6z6 bizonyitas jeloléseit és eredményeit hasznélva azt kell iga-
1
zolnunk, hogy p < 3 esetén van olyan 0 < |w| < 1, amelyre f(w,p) > g(w).
Az f(w,p) és g(w) fiiggvények sorfejtése alapjan
1

2 1 2, 1 4
f(w,p) — g(w) =w (g(a1—1)+g(a2—1)w +?(a3—1)w +)

1
Mivel p < 3 esetén a; > 1, ezért ha w — 0, akkor

f(w’pz)ﬁ_ g(w) . %(al —1) >0,

ami azt jelenti, hogy elég kicsi w esetén f(w,p) — g(w) > 0.

Ezzel igazoltuk a tételt.
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2.2.4. Tétel. Haa, b>0, a #b és q <0 akkor M,(a,b) < L(a,b).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy ¢ = O-ra teljesiil az egyenl&tlenség, hiszen ez a 2.1.5. és
a 2.2.1. Tételekbdl kévetkezik. Okoskodhatunk azonban Taylor-sorok segitségével
is.

L(a,b)
M,(a,b)
és ¢ < 0 esetén nagyobb 1-nél. Alakitsuk at a hanyadost:

Tekintsiik ismét az hanyadost, errdl latjuk be, hogy a,b > 0, a # b

a—b a
L(CL, b) __ loga—logb b 1

My(a, b) Vab /% log?’

a_ 1 1 2
Legyen w = \/; , ekkor 0 < |w| < 1 és S . Ezzel a helyettesi-
\/% +1 b 1—w
téssel )
1+w
Lab) () -1
My(a,b w2 w2
o0 () o (1)
adodik, ahonnan rendezés utan azt kapjuk, hogy
L(CL,b) o 1311002
My(a,b)  log(l+w) —log(l —w)’
Legyen
log(1 + w) — log(1 — w
glw) = 8L o8 — ),
w
ekkor .
L(aa b) _ 1-w?

Mﬂ(av b) g(w) .
A (2.1) osszefiiggeés alapjan

1 1 1
g(w):1+§w2+gw4—l—?w6+...,

mésrészt pedig Taylor-sorejtéssel adodik, hogy

+oo +oo
1
= (W) =Y e =t et et e
k=0 k=0
Mindezek alapjan
L(a,b) 14w+ w'+uw'+...

Y

Mo(a,b) 1+ tw? 4 tut + Twb + ...

amely minden 0 < |w| < 1 esetén 1-nél nagyobb.

Ezzel a tétel bizonyitasa kész.
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2.2.5. Tétel. Ha g > 0, akkor van olyan a, b > 0, a # b, hogy M,(a,b) > L(a,b).

L(a,b
Bizonyitds. Tekintsiik ismét az (a,b) hanyadost a # b esetén:
MQ(a7b>
a—b 11 2; 1
Lab)  EF gieioy o2 (-3

Mq(a,b) (%)% é(z—l—l)% -log 2z (1+%)% :

L(a,b)

W — 0, ha 2z — +o0, igy elég nagy z

ahol z = (%)q. Mivel ¢ > 0, ezért
esetén a hanyados kisebb 1-nél.
Tehat a tételt igazoltuk.

]

A 2.2.2. — 2.2.5. Tételek alapjan megvalaszolhatjuk a szakasz elején feltett
kérdést. A legnagyobb ¢, amelyre M,(a,b) < L(a,b) teljesiil minden a # b
pozitiv szamok esetén, az a ¢ = 0, és a legkisebb p, amelyre minden a # b pozitiv

szamok esetén M, (a,b) < L(a,b) teljesiil, az a p = 3



3. fejezet

A logaritmikus kozép harom

valtozora

Ebben a fejezetben a logaritmikus kézepet kiterjesztjiik harom valtozéra, majd
belatjuk, hogy az igy kapott kozép a szamtani és a mértani kdzepek kozé esik. A

fejezet az [1| konyv és a [4] feladatmegoldas felhasznalasaval kesziilt.

3.1. Haromvaltozo6s kozepek

A haromvaltozos szamtani és mértani kdzepek jol ismertek a kdzépiskolabol.

3.1.1. Definicié. Legyenek a,b és ¢ pozitiv szamok. Ekkor szamtani (aritmeti-
kai) kozepiik
a+b+c

A(a, b, c) = —

és mértani (geometriai) kozepiik
G(a,b,c) :== Vabc.

A logaritmikus kézép haromvaltozos kiterjesztése els6 latasra nem vilagos, egy

lehetséges értelmezése a kovetkezs.

3.1.2. Definicié. Legyenek a, b és ¢ paronként kiilonb6z6 pozitiv szamok. Ekkor

logaritmikus kozepiik

a n b
)

L(a,b,c) == 2(

(loga —logb)(loga —logec)  (logb —logc)(logh — loga) +

c
* (log ¢ — log a)(log ¢ — log b)) '

24
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3.1.3. Megjegyzés. Egyel6re a haromvaltozos logaritmikus kézepet nem értelmez-
ziik akkor, ha az a, b, ¢ szamok koziil legalabb kett6 egyenls. Késébb latni fogjuk,

hogy az L fiiggvény folytonosan kiterjed az egész Rt x Rt x R térnyolcadra.

A haromvaltozos logaritmikus kozép, a kétvaltozos esethez hasonléan szim-

metrikus és pozitiv homogén. Ezt 1atjuk be a kovetkez§ allitdsban.

3.1.4. Allitas. A hdromudltozds logaritmikus kozép az aldbbi tulajdonsdgokkal

rendelkezik.

(i) Pdronként kiilonbozé a,b,c > 0 szamok esetén L(a,b,c) = L(a,g, ¢), ahol

a,b,C az a,b, c szdmok tetszdleges sorrendje.

(ii) Pdronként kilonbozd a,b,c > 0 szdmok és tetszdleges X > 0 wvalds szdm
eseteén
L(Aa, A\b, A\c) = A - L(a, b, c),

vagyis L(a,b,c) a vdltozdiban pozitiv homogén.

Bizonyitds. (i) Az a és b felcserélésével a haromvaltozos L(a, b, ¢) logaritmikus
kozép elsé és masodik tagja felcserélddik, igy az Osszeg valtozatlan marad. Ha-
sonléan lathatd, hogy b és ¢, valamint a és c felcserélésével sem valtozik a lo-
garitmikus kozép. A felcserélésekkel a, b, ¢ barmely sorrendjét megkaphatjuk, és
ekozben L(a, b, c) nem valtozik.

(ii) Az L(Aa, Ab, Xc) kifejezés els6 tagjat megvizsgalva

\a _ ) ( a )
(log(Aa) — log(Ab))(log(Xa) — log(Ac)) (log a — log b)(log a — log c)

adodik. Hasonloan a masik két taghol is kiemelhets .

Ezzel belattuk a tulajdonsigokat.
[

3.2. Osszehasonlitas a szamtani és a mértani koze-

pekkel

Ebben a részben megmutatjuk, hogy harom, paronként kiilénb6z6 pozitiv szam

logaritmikus kozepe a szamtani és a mértani kdzepiik kozott helyezkedik el.

3.2.1. Tétel. Minden a,b és ¢ pdronként kilonbozd pozitiv szdmra

G(a,b,c) < L(a,b,c) < A(a,b,c),
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vagyis
a+b+c

3
A 3.2.1. Tétel bizonyitasahoz sziikségiink van a stlyozott szdmtani és mér-

Vabe < L(a,b,c) <

tani kozepek kozotti egyenlStlenségre, valamint a Jensen-egyenl6tlenség integral

alakjéra.

3.2.2. Definici6. Legyenek a,b és ¢ pozitiv szamok, valamint x,y és z nemne-
gativ szamok (stlyok), melyekre z + y + z = 1. Ekkor az a, b, ¢ szamok az z,y, z

stlyokkal vett stlyozott szamtani kozepe
ra+ yb+ zc,
stilyozott mértani kdzepe pedig
a®b?c*.
3.2.3. Tétel. Legyenek a,b és c pozitiv szamok, valamint x,y €s z olyan nemne-
gativ szamok (sulyok), amelyekre v +y+ z = 1. Ekkor az a,b és ¢ szamoknak az
x,y €s z szamokkal vetl sulyozotl szamtani és mértani kézepei kizolt érvényes a
kévetkezd egyenldtlenséy:
a*bt’c® < xa+ yb + zc,
vagyis
abe' Y < za+yb+ (1 — 2 —y)e.
Bizonyitds. A tételt a Jensen-egyenlGtlenség segitségével fogjuk belatni. Legyen
f:(0,400) = R, f(z) = e®, amely konvex fiiggvény. Alkalmazzuk a 2.1.6. Tételt

az a; = loga,ay = logb,as = logc és a p1 = x,py = y,p3 = z szereposztassal,

ahol x +y + z = 1. Ekkor

e3:loga—&—ylogb-l—zlogc S - eloga +y . €lOgb+Z . elog07

ami a logaritmus azonossigai alapjan éppen a 3.2.3. Tétel egyenl6tlensége.
m

A Jensen-egyenlGtlenség egy masik alakjara is sziikségiink lesz a késGbbiekben.

3.2.4. Tétel (Jensen-egyenlGtlenség integral alakja). Legyen f : H — R folytonos
fiigguény, ahol H C R? pozitiv teriletd (Jordan-mértéki) halmaz, és jelélje T(H)
a H halmaz teriletét. Ekkor tetszdleges ¢ : R — R konvex fligguényre
Jf Jeof
H < H
S\ ) = T
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Bizonyitds. Az [ f integral egy kozelitG osszege > f(x;)T(H;), ahol H; C H
H i=1
egymasba nem nytlo, mérheté halmazok, melyekre | J H; = H, tovabba x; € H;
i=1
minden ¢ = 1,2, ..., n esetén. Ekkor ¢ konvexitasa miatt a Jensen-egyenlGtlenség

alapjan

> f) - T(H) () 711,
T () _9”<Zf‘”z H) Z T(H)

=1

A jobb oldalon - [po f egy kozelité osszege 4ll, igy elvégezve a hatarat-
H

1
T(H)
menetet éppen a bizonyitando egyenlGtlenséget kapjuk.

O
Ezek utan térjiink rd a 3.2.1. Tétel bizonyitasara.

A 3.2.1. Tétel bizonyitdsa. ElGszér megmutatjuk, hogy

L(a,b,c) = 2// a®be " Ydady, (3.1)
H

ahol
H:={(r,y) eR*:2>0,y>0ésx+y <1}, (3:2)

vagyis H a (0,0),(1,0),(0,1) pontok altal meghatarozott haromszoglap a sikon.
Egyrészt a haromvaltozos logaritmikus kozép pozitiv homogenitasa alapjan
L(a,b,c) =c- L (c, ,1), masrészt

z (b Y
// a b " Vdady = ¢ - // (g) (—) dxdy,
c c
H H

ezért elegendd belatni, hogy

(G2 ff O (o

) a, b
ahol nyilvan — és — helyett a és b irhato.
c c

A Fubini-tétel alapjan szamolva a kettds integralt

1—x

1 1
1 1—x
//ambydxdy = /a’[7 /bydy dr = /aw b - dr =
logb],
H 0 0
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adodik. A jobb oldalt kifejtve kapjuk, hogy
a—b a-—1
“drdy = =
// = log b (logb loga)

b 1
1ogb <10g% loga) N logb - log ¢ * logh-loga

a b 1 ]
- — ~L(a,b,1).
log%'loga+10gb‘10g§+log%-log% 5 (CL7 , )

Ezzel a (3.3) azonossagot belattuk, ami ekvivalens a (3.1) azonossaggal.

Sziikségiink lesz még a kovetkezd azonossagra is:

b
%—FC =2 //(:ca +yb+ (1 — 2 —y)c)dzdy, (3.4)
H
ahol H a korabban definialt (3.2) halmaz. Az integralt ismét a Fubini-tétel szerint
szamoljuk:
1 11—z 1
s b+c
(za+yb+ (1 —x —y)c)dy | de = za(l —x)+ (1 —x)”- 5 dr.
0 \D0 0

A jobb oldalon elvégezve az integralast kapjuk, hogy
a+b+c

//($a+yb+ (1 -z —y)o)dxdy = —5

1
ami éppen a (3.4) azonossag g-szerese.
Alkalmazzuk most a stlyozott szdmtani és mértani kozepek kozotti egyenldt-
lenséget a (3.1) és a (3.4) integralokban szerepld integrandusokra. Ekkor

b
// a®bel T ydxdy<2// ra+yb+ (1 —x— ))dxdya—ks—'—C

vagyis
a+b+c

3
Ezzel a tételben szerepld jobb oldali egyenl&tlenséget belattuk.

L(a,b,c) <

Most lassuk be a bal oldali egyenlGtlenséget. Ehhez irjuk fel a (3.1) egyenléség
jobb oldalat méas alakba:

L(a,b,c) = 2// a* b T Vdrdy = 2// exp (log(a™0’c'~*7Y)) dady =
H H

=2 // exp (1og a” + log b + log cl_”"_y) drdy =

= 2//exp(xloga+ylogb+ (1 —x —y)logc)dzdy.
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Helyettesitsiink a (3.4) azonossagban a helyébe log a-t, b helyébe log b-t és ¢ he-

lyébe log c-t, valamint vegyiik a kifejezés exponencialisat. Ekkor
exp 2// (xloga+ylogh+ (1 —x —y)loge)dxdy | =
H

loga + logb + log ¢ 1
= exp 3 =exp | 3 log(abc) | =

= exp <10g (abcﬁ) — Vabe.

Az exponencialis fiiggvény konvex, igy alkalmazhaté az integralokra a Jensen-

1
egyenlGtlenség. Mivel T'(H) = 3 ezért

Vabe = exp 2//(:Eloga—|—ylogb—|—(1—z—y)logc)dmdy <
H
§2//exp(xloga—|—ylogb+(1—x—y)logc)dmdy:L(a,b,c).
H

Ezzel a tétel bizonyitasa kész.
O

3.2.5. Megjegyzés. A (3.1) azonossag segitségével a logaritmikus kozép értelmezési
tartoméanyat konnyen kiterjeszthetjik R*™ x R™ x R*-ra, hiszen a jobb oldali

integral értelmes tetszéleges a, b, c > 0 szdmok esetén.
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