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1. El8sz6

Az egyetemi algebra elGadasok soran bepillantast nyerhettiink a csoport-
elméletbe. Az el6adéasok felkeltették az érdeklGdésemet, ezért is valasztottam
olyan témat, amely a széleskortien alkalmazhatd csoportelmélettel foglalkozik.
A csoportelmélet kialakulédsaban jelentGs szerepe volt Niels Henrik Abel norvég
matematikusnak, aki kimagaslé eredményeket ért el sorok, az algebrai egyen-
letek, valamint az elliptikus és hiperbolikus fliggvények elmélete terén. Rola
nevezték el a legrangosabb matematikai kitlintetést, s6t 6 a névaddja az olyan
csoportoknak is, ahol a csoportmiivelet kommutativ. Szakdolgozatomban az

Abel-csoportok tulajdonsagait vizsgalom.

Dolgozatom masodik fejezetében ismertetem az Abel-csoportokat és a hoz-
zé kapcsolodo legfontosabb fogalmakat. A kovetkezd fejezetben példakat muta-
tok direkt felbonthatatlan csoportokra. A negyedik fejezetben a csoportelmélet
egyik legfontosabb tételét ismertetem és bizonyitom. Végiil az utolso fejezetben

bemutatom példak segitségével az oszthatd csoportokat.
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2. Az Abel-csoportok és a direkt szorzat

2.1. Kommutativ csoportok

Az Abel-csoportokkal val6 megismerkedés els§ lépéseként definialjuk az

c stz

kapjuk meg gy, hogy hozzdadunk még egy feltételt.

2.1. Definici6. Legyen G nem iires halmaz Abel-csoport, ha értelmezett rajta

egy + mivelet a kdvetkez6 tulajdonsagokkal:

1. Az + mivelet asszociativ.
2. Az 4+ miivelet kommutativ.

3. Létezik olyan e € G elem, hogy minden g € G elemre e + g = g. A

halmaznak van neutralis eleme.

4. Minden g € G elemhez létezik olyan —g € G elem , hogy g + (—g) = e.

Minden elemnek van inverze.

Az e neutralis elemet 0-val fogjuk jelolni. Mivel a miiveletet 6sszeadasnak irjuk

altalaban, ezért az inverzet is ellentettnek fogjuk nevezni.

Az Abel-csoportokat kommutativ csoportnak is szoktédk nevezni, mert ha el-

hagyjuk a definicibban szerepld 2. feltételt, a miivelet kommutativitasat, akkor

c stz

A komplex szamok miiveleti tulajdonsagaibol kévetkeznek az alabbi allitasok.

2.2. Allitas. A komplex szimok additiv csoportja Abel-csoport.

2.3. Allitas. A komplex szimok multiplikativ csoportja, azaz a nem nulla

komplex szdmok csoportja a szorzdsra Abel-csoport.

A komplex szamok additiv csoportjanak részcsoportjai a valés szamok-, a raci-
onalis szamok-, az egész szdmok additiv csoportja. A komplex szamok multip-
likativ csoportjanak részcsoportjai a valos szamok-, a racionélis szamok mul-
tiplikativ csoportja. Mivel ezek részcsoportok, ezért oroklédnek a C*, illetve

C* csoportbeli mitiveletek, és zart csoportok ezekre a mitiveletekre.
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2.4. Allitas. ([1], 2.2.14. Allitds) Az Rt, R*, Q*, Q%, Z* kommutativ cso-
portok.

2.5. Allitas. Az {0,1,2,...,m — 1} halmaz kommutativ csoport a modulo m

osszeaddsra: 7

Bizonyitas. A modulo m 6sszeadas asszociativ és kommutativ. Az 1 inverze

m

2
inverze az 7 elem. Ha az m paratlan szam, akkor az mT_l inverze az mT_l +1

az m— 1, a 2 inverze az m — 2, és igy tovabb. Ha az m péaros szam akkor az

elem. [

2.6. Példa. Tekintsiik egy 4 rendii csoportot: Z; = {0,1,2,3}! A modulo m
osszeadas asszociativ és kommutativ. A Z; neutralis eleme a 0. Az 1 inverze

a 3 és a 2 inverze dnmaga.

2.2. Direkt szorzat és direkt Osszeg

Az Abel-csoportok felbonthatésaga az elkdvetkezends fejezetekben fontos
szerepet kap. Ez okbdl elengedhetetlen, hogy ismertessiik a direkt szorzat és a
direkt Osszeg fogalmat, és igy eljussunk az Abel-csoportok felbonthatosagaig.

Ezeket a fogalmakat a [1] alapjan épitjiik fel.

2.7. Definici6. Legyen A és B két csoport. Azt a csoportot, amelynek ele-
mei (a,b) alaka péarok, ahol az a € A és b € B az A és B csoportok direkt

szorzatanak nevezziik. A miiveletet komponensenként végezziik el:
(a1,b1) + (az,ba) = (a1 + ag, by + by)

Az els6 komponenst gy kapjuk, hogy A csoportbeli miveltet végziink, a ma-
sodik komponenst pedig gy, hogy B csoportbeli miiveletet végziink. Jeldlése:
A x B.

Vizsgaljuk meg az A x B csoportot. Tekintsiik A x B-ben az A* részcsoportot,
amelynek elemei olyan (a,0) parok, ahol a a € A és a 0 € B a B csoport
egységeleme. Az A* < A : (a,0) <> a megfeleltetés bijektiv és miivelettarto.
Hasonloan B* csoport az A x B azon részcsoportja, amelynek elemei olyan (0, b)
parok, ahol a b € B és a 0 az A csoport egységeleme és a B* <> B : (0,b) <> b
megfeleltetés bijektiv és mivelettarto. Az A* N B* = (0,0) az A x B csoport

egységeleme.
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2.8. Allitas. ([1], 4.9.11 Allitds). Minden ¢ € A x B csoportelemhez létezik
a* € A* és b* € B* gy, hogy a* + b* = ¢, azaz

A"+ B*=AXx B.

Bizonyitas. Legyen ¢ = (a,b). A ¢ két csoportelem Osszege, ahol az els6

tényezd A* csoportbeli, mig a masodik tényezé B* csoportbeli elem:
(a,b) = (a,0) +(0,b)
O

2.9. Tétel. ([1/, 4.9.12 Tétel). Legyen G csoport, és tegyiik fel, hogy G-ben
van 2 részcsoport igy, hogy AN B = {0} és A+ B =G. Ekkor G ZAxB.

Bizonyitas. A tételben megfogalmazott A-ra és B-re vonatkozd feltételek
pontosan azok a feltételek, amelyek a korabban definidlt A*-ra és B*-re vo-
natkoztak.

Ha A és B ilyen részcsoportok, akkor G minden eleme egyértelmtien all el
a + b alakban, ahol @ € A és b € B. Mert ha a +b = a* 4+ b*, ahol a* € A
és b* € B, akkor a — a* = b* — b az A N B-ben van, ezért nulla, tehat a = a*
és b = b*. Feleltessiik meg az a + b elemet az (a,b) parnak. Ez a leképezés

kolesondsen egyértelmii és mivelettartdo G és A x B kozott. O

A direkt szorzat fogalmat kiterjeszthetjiik véges és végtelen sok csoportra is.

Most véges sok csoport direkt szorzatat fogjuk definidlni.

2.10. Definicid. Legyen Ay, A, ..., A, véges sok csoport. Az Ay, Ay, ..., A,

csoportok direkt szorzatan az olyan (aq,as, ..., a,) alaki n komponenst soro-
zatokat értjiik, amelyeknél az a; € Ay, ay € Ag, ..., a, € A,. Az i. komponens-
ben A; csoportbeli miiveletet végziink. Jelolése: A; x Ay x -+ X A,.

A definiciot megel6zs tétel és allitas oroklédik véges sok csoport direkt szor-

zatara. Nézzlink meg, hogyan 6roklédik a 2 tényezdére vonatkozo tétel!

2.11. Allitas. Ha az A;-k részcsoportok az A csoportban gy, hogy teljesiilnek

rd a kovetkezd feltételek:

1. Az A csoport minden eleme elddll véges sok A;-beli elem Gsszegeként.
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2. Minden A;-t elmetszve véges sok mdsik A; dsszegével, csak a 0-t kapjuk.

akkor A= Ay x Ay x ... A,.

Az Abel-csoportok esetében a direkt szorzatot direkt Osszegnek is nevezziik,
mivel a miveletet nem csak asszociativ, hanem kommutativ is, és a kommu-
tativ muvelet jele: +. A direkt Osszeg jele: ®. A megfeleltetés: a1 +-- -+ a, <

(0/1, . ,an).

2.12. Allitas. Az Abel-csoportok esetében: A® B = Ax B, ahol a A és B az
Abel-csoport részcsoportjai a 2.11-beli feltételekkel.

A direkt Osszeg kiterjeszthets végtelen sok csoportra.

2.13. Definici6é. A 2.10. Definici6 mintajara végtelen sok A; Abel-csoport
direkt szorzatat is definidlhatjuk, ennek jele [ [, A;. Jelolje A ennek azt a rész-
csoportjat, amelyben mindegyik elem komponensei véges sok kivétellel nullaval
egyenlSek. Ezt az A; csoportok direkt 6sszegének nevezziik, jele Y. A;. A 2.11
Allitasban megadott jellemzés végtelen sok Abel-csoport direkt Gsszegére is

érvényes.

2.3. Példak véges Abel-csoportok direkt felbontasaira

A fejezet elkdvetkezends részében véges Abel-csoportok direkt dsszegre valo

felbontasaira lathatunk példakat.

2.14. Példa. Vegyiik azt a négyelemi csoportot, amelyben az egységelemen
kiviil minden elem rendje 2, és egy nem egységeleme megkaphatd a méasik két

elem szorzataként. A Klein csoport szorzotablaja ezek szerint:

®
IS
SIS IR

wle s |
nle s |
w
)

A Klein-csoport nem trivialis részcsoportjai: X = {e,z}, Y = {e,y}, Z =
{e,2}. A felbontasok: X @Y, X & Z, Y ® Z. A Z5 x Z3 a Klein-csoporttal

izomorf .
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2.15. Példa. Adott a hatelemi ciklikus csoport: Z3 = {0, 1,2,3,4,5}. Ennek
nem trivialis részcsoportjai: G = {0,3} és H = {0,2,4}. A hatelemi cikli-
kus csoportnak egy felbontésa van, a két nem trivialis részcsoportjanak direkt
Osszege: Z¢ = G @ H.

2.16. Példa. Nézziik a szazrend ciklikus csoportot! Z{y, = {0,1,2,...,97,98,99}.
A Ziy, nem trivialis részcsoportjai:

o A—{0,50}

e B—{0,25,50,75}

o C—{0,20,40,60,80}

e D—{0,10,20,30,40,50,60,70,80,90}

o E-{0,510,15, ...,90,95}

o F—{0,4,812, ...,88,92,96}

o G={0,24, ...,94,96,98}.

A szazrendii ciklikus csoport egyik felbontésa: B & F.

Az utols6 példa el6tt még sziikséges ismertetniink egy tételt.

2.17. Tétel. Véges test multiplikativ csoportja ciklikus.

2.18. Példa. Vizsgéljuk meg a 16 elemd test multiplikativ csoportjat! Ez a
csoport izomorf a Zf; ciklikus csoporttal Fys = Zf;. Ezért nem trividlis rész-
csoportjai a kévetkezsk: A = {0,5,10}, B = {0, 3,6,9,12}. Az F}; felbontésa:
A®B.
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3. Példak direkt felbonthatatlan csoportokra

Az el6z6 fejezet végén direkt Osszegre valo felbontasokra mutattunk példa-
kat. De nem minden csoport felbonthato csoport. Itt az ideje, hogy megismer-

jink néhény direkt felbonthatatlan csoportot.

3.1. Az egész és racionalis szamok additiv

csoportja
3.1. Allitas. Az egész szamok additiv csoportja direkt felbonthatatlan csoport.

Bizonyitas. Az egész szamok additiv csoportjanak részcsoportjai az egyelemi
részcsoporton és az egész halmazon kiviil a 2-vel, 3-mal, 4-gyel, stb. oszthato
egész szamok. FEzek koziil a részhalmazok koziil nem tudunk kivalasztani kettst
ugy, hogy azok metszete csak a 0 legyen. Ugyanis ha példaul kivalasztjuk a p-
vel, illetve a g-val oszthat6 egész szamok csoportjat, ahol p # 0 és ¢ # 0, akkor

mindkettd csoportban megtaldlhatd a pg egész szém és azok tobbszorosei. [

3.2. Allitas. A raciondlis szamok additiv csoportja direkt felbonthatatlan cso-

port.

Bizonyitas. Vegyiik a csoportjanak nem trivialis részhalmazait. Ezek koziil
kivalasztunk két tetszdéleges csoportot. Ha § benne van az egyik részcsoportban
és © a mésik részesoportban, ahol § # 0 és = # 0, akkor metszetiikben benne

lesz a nullan kiviil a

P T
—qQqr=—-—-S-p=p-r
q S

racionélis szam és tobbszorosei. [

3.2. Torzi6écsoport

A fejezetben még két példat mutatunk direkt felbonthatatlan csoportokra.
E példék elstt elengedhetetlen két fogalom bevezetése.

3.3. Definicié. Egy csoportot torzi6esoportnak neveziink, ha minden eleme

véges rendd.
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Az elemrend definiciojabol kovetkezik, hogy minden véges csoport torzidcso-

port.

Vizsgaljuk meg egy adott b elem altal generalt véges csoport elemeinek rendjét!
A b elem rendje: n, azaz o(b) = n. A csoport: {0,b,2b,3,...,(n—1)b}. Ez a cso-
port ciklikus csoport, amely izomorf Z-el. Lagrange-tételének kovetkezménye,
hogy egy véges csoport tetszdleges elemének rendje a csoport rendjének oszto-
ja, azaz minden kb-re o(kb) osztoja lesz n-nek. Ez a rend a hatvany rendjének
képletébdl kiszamolhato:

n

(n, k)

o(kb) =

Nem csak véges, hanem végtelen rendi torzidcsoportok is 1éteznek.

3.4. Definici6. Legyen p prim. A p-hatvanyadik komplex egységgyokok mul-
tiplikativ csoportjat p-Priifer-csoportnak nevezziik. Ezt a csoportot Zpe-nel
jeloljiik.

Véges rendid elemek esetén ahhoz, hogy ellendrizziik, hogy egy részhalmaz
részcsoport-e, elég ellendrizni, hogy zart-e az 6sszeadasra. Ugyanis, ha b rendje
n, akkor —b megkaphato tgy, hogy (n — 1)b. Emiatt a Priifer-csoportban elég
ellendrizni, hogy 2-hatvany rendd elemek szorzata is 2-hatvany rendt, és ezért
az inverzzel méar nem kell foglalkozni.

A 2-hatvanyadik egységgyokok szorzata is 2-hatvanyadik egységgyok:

2m - m .. 2m-m

uy = cos( o )+ - sin( o )

2m-n .. 2m-n

us = cos( 5 )+ 7 - sin( 5 )
2m-m -2l +27-n-28  2m.em-2' 427 .n . 2%
Uy - Uy = cos( TT ) + i - sin( TT )

2m(m - 2L +n - 2F)
ok+l

2m(m - 2L +n - 2F)
ok+l )

uy - Uy = cos( )+ @ - sin(

Azaz ha u; egy 2F. egységgyok, az us egy 2'. egységgyok, ezek szorzata, az
uy - ug egy 28 egységgyok. Azaz szorzatuk mindig 2-hatvanyadik egységgyck

marad. Ha 22" = 1, akkor z rendje osztoja a 2"-nek, vagyis z rendje 2-hatvany.

3.5. Allitas. A p-Priifer-csoportok nem trividlis részcsoportjai p*-adik komp-

lex eqyséqgqyokok, ahol k befutja az dsszes pozitiv egész szdmot.
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Az allitast a p = 2 esetre bizonyitjuk. Tekintsiik azt a G' csoportot, amely azon

komplex szamokbol all, amelyek rendje 2-hatvany.

Bizonyitas. A Priifer-csoport részcsoportjai: a 2.-; a 4.-, a 8. egységgyokok,
és igy tovabb, azaz a 2-hatvanyadik egységgyokok.

2. egységgyokok C 4. egységgyokok C 8. egységgyokok, stb.

Nincs més részesoport a 2-hatvanyadik egységgyokokon kiviil a G-ben.

Vegyiink egy H részcsoportot. 2 esetet vizsgalunk:

1. A H részcsoportban a legnagyobb elemrend: 2™.
22" =1.

Ha a legnagyobb elemrend 1 lenne, azaz n = 0, akkor 2! =1 — 2z = 1.
Han =1, akkor 22 =1 — z=+1. — 2 db elem

Ha n =2, akkor 2* =1 — 2z = 41, +i. — 4 db elem

Ha n =3, akkor 2% =1 — 2 = £1, 44, j:\/Ti + \/75 — 8 db elem, stb.
Ugyanis, ha egy részcsoportban van egy olyan a elem, amely 2¥ rendii, ak-
kor benne van az a altal generalt csoport, az (a) = {1,a,a2,a3,...,a* ' }.
Az a® rendje:

sy - o) 2

(o(a),s) — (2%,5)

Az s-re teljesiil, hogy 1 < s < 2¥~1. Amikor az s és a 2" relativ primek,

akkor egy tjabb 2 rendi elemet kapunk, és igy megkapjuk az 6sszes 2%
rendi elemet. Mivel az a rendje 2%, igy 2% darab kiilonb6z6 hatvanya van
és ezek mindegyike 2%. egységgyok. Osszesen 2F darab 2%, egységgyok van,
igy megkaptuk az Osszes 2F-adik egységgyokot. Tudjuk, hogy n adott,
ekkor 22" = 1. Vagyis ennek a részcsoportnak 2" db eleme van, ebbdl
2"=1 db rendje 27, a tobbi elem rendje 1,2,4,...,2" 1. Ez egy véges
csoport, amely a 2™-edik egységgyckokbdl all.

2. A H részcsoportban akarmilyen nagy rendd elemek vannak.
Az 1. eset alapjan tudjuk, hogy ha H-ban van 2* rendf elem, akkor H-ban
benne van az 6sszes 2F-adik egységgyok, és ezek kozott ott vannak, azok a
2™-edik egységgyokok, amelyeknél m < k. De k is akarmilyen nagy lehet,
ezért ez a H részcsoport tartalmaz minden 2-hatvanyadik egységgyokot,

és ezért H az egész csoporttal egyezik meg.
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A 2-Priifer-csoport egy olyan csoport, amely végtelen csoport, de minden va-

l6di részcsoportja véges csoport.

3.6. Definicié. Torzidmentes csoport: Egy csoportot torziomentes neveziink,

ha az egységelemen kiviili 6sszes elemének rendje végtelen.

3.7. Példa. Komplex szdmok az Osszeadasra nézve.

Legyen az a 4+ bi komplex szam rendje: n. Ekkor:

n(a+bi) =0

na + nbi = 0+ 0¢
Azaz na = 0 és nb = 0. De az n nem lehet 0, mert az a a + bi komplex szam
rendje, de ekkor az a-nak és a b-nek kell O-nak lenni, igy az egységet kaptuk.

Vagyis a komplex szamok additiv csoportjaban az egységen kiviil minden elem

rendje végtelen.

3.8. Definicié. Egy véges csoportot p-csoportnak neveziink, ha a csoport
rendje p hatvanya, ahol p prim. Minden p-re p-csoportnak tekintjiik az egyele-

mu csoportot.

A p-csoport fogalmat kiterjeszthetjiik végtelen csoportokra is.

3.9. Definici6. Legyen p prim. Egy végtelen csoportot p-csoportnak neve-

ziink, ha minden elemének rendje a p-hatvanya.

A végtelen torziécsoportra mutatott utébbi példaban is egy p-csoporttal talal-

koztunk, amely a Priifer-csoport volt.

Lagrange-tételébdl kovetkezik, hogy egy p-hatvany rendd csoport minden ele-

me p-hatviny rendd.

Miutan definidltuk a sziikséges fogalmakat, itt az ideje, hogy mutassunk egy

ujabb direkt felbonthatatlan torziécsoportot.

3.10. Allitas. A p-Priifer csoport direkt felbonthatatlan csoport.

Bizonyitas. A 3.5. Allitasban leirtuk a 2-Priifer-csoport részcsoportjait:

2. egységgyokok C 4. egységgyokok C 8. egységgyokok, stb.
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Ugyanigy igaz minden p-re, hogy a p-Priifer-csoport részhalmazai:

p. egységgyokok C p?. egységgyokok C p?. egységgyokok, stb.

A nem trivialis részcsoportok koziil egyik sem egyelemt, és barmely két rész-
csoport koziil az egyik tartalmazza a mésikat, ezért nem tudunk kivalasztani

két részcsoportot ugy, hogy azok metszete csak a {0} legyen. O

3.11. Allitas. A primhatviny rendd ciklikus csoportok direkt felbonthatatla-

nok.

Bizonyitas. Legyen A a pF-adik egységgyokok csoportja a szorzasra. Ez cikli-
kus, mert p*-adik primitiv egységgyok generalja. Ezért elég megmutatni, hogy
ez direkt felbonthatatlan.

Ha H részcsoportja A-nak, akkor legyen n a legnagyobb egész, amelyre H-
ban van p” rendi elem. Ekkor az n altal generélt részcsoport az 0sszes p™-edik
egységgyokokbdl all. Lattuk, hogy mely részcsoportok a Priifer-csoportok rész-
csoportja. Ezek alapjan felirhatjuk a primhatvany rendd ciklikus csoport rész-
csoportjait. A nem trivialis részcsoportok koziil egyik sem egyelemd, és nincs

két olyan, amik csak a nullaban metszik egymést. [J

3.12. Példa. A 2.14. Példaban mutattunk egy olyan 4 elemi csoportot, amely
direkt felbonthat6. De vannak olyan 4 elemii csoport is, amelyek nem izomorfak
a Z3 x Zj direkt szorzattal. Ezek a Z7 csoporttal, méasképpen felirva: a Z3

csoporttal izomorfak.
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4. A véges Abel-csoportok alaptétele

Az Abel-csoportokkal valo megismerkedés sorén a legfontosabb tétel a vé-
ges Abel-csoportok alaptétele. Az alaptétel bizonyitasa szdmos 1épésbdl all. A
bizonyitas elsé lépésében a komponensekre bontast végtelen csoportokra is bi-

zonyitani fogjuk.

4.1. Tétel. ([1/, 4.9.15). [Véges Abel-csoportok alaptétele/: Minden véges Abel-
csoport egyértelmiien felbonthato primhatvanyrendd ciklikus csoportok direkt

szorzatara. Képlettel:
AT XLy X oo X Lo,
Py V2 Pm

ahol A jeloli a véges Abel-csoportot és minden i-re p; prim, ahol 1 < i < m.

4.1. Torzi6écsoport felbontasa p-komponensekre
Az alaposabb megértéshez nézziik elGszor a torzidcsoportok felbontasat. A
kovetkezGkben [2] 8.4 Tételt és bizonyitasat ismertetem.

4.2. Allitas. Minden torzidesoport felbonthaté p-csoportok direkt Gsszegére.

De mégis hogyan? A kovetkezd allitasban valaszt kaphatunk erre a kérdésre.

4.3. Allitas. Egy A torzidcsoport olyan A, p-csoportok direkt dsszege, ahol a

p befutja az osszes primet. Az A az Ay-ket egyértelmien meghatdrozza.

Bizonyitas. Az A, p-csoport olyan A csoportbeli elemekbdl all, amelyek rend-
je p prim hatvanya. Az A egységeleme, amelyet most 0-val jelolok, az A,-nek

is eleme, igy A, nem iires. Ha a és b két A csoportbeli elem, azaz ha
p"a=p"b=0

az m és n pozitiv egész szdmokra, akkor p™e*(mn)(q — b) = 0, tehat A, cso-
portbeli elem a — b is, és igy A, egy részcsoport. Ha a rendje pi', b rendje py?,
c rendje p5*, akkor a = b+ ¢ egyenletbdl kovetkezik, hogy a = 0. Ugyanis, ha
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az egyenletet megszorozzuk a kovetkezd szammal: py*ps®, akkor a jobboldalon
0-t kapunk, mivel

bpyps* = (bpy’)ps* = Op5* =0 py’py’e = py*(py’c) = py’0 = 0.
Mivel a jobboldalon 0 van, ezért a baloldalon is 0-nak kell lennie, azaz p5*p5*a =
0. Ekkor a rendje osztoja py’ps*-nak, de osztéja pi'-nek is, ezért a rendje 1,

azaz a = 0. Tehat
AN (A, +A,+---+A4,)=0,

amikor a p # p1, pa, ..., pr-val. Ezért a A,-k altal generalt dsszeg direkt 0sszeg:

®pA,. Azért, hogy megmutassuk, hogy minden a € A elem benne van a direkt

Osszegben, tekintsiik a € A rendjét. Az o(a) = m = p}* - --- - p», ahol p;-
k kiilonb6z6 primek. Az m; = mp; " (ahol i = 1,...,n)-k relativ primek,
ezért vannak si, So, ..., s, egészek tgy, hogy sym; + somg + -+ + s,m, = 1

(diofantoszi egyenlet megoldhatosaga). Igy
a = $1mya + Ssmea + - - - + S, MyuaQ,

ahol m;a € Ay, mert piim;a = ma =0, ésigya € A, +A,,+ - -+A, C DA,

Ha A = ®,B, az A-nak egy masik direkt felbontasa, ahol a B,-k p-csoportok
kiilonb6z6 primekkel. A B, C A, minden p-re. Ha a € A,, akkor a felirhato
a; +ag + - - - + a, alakban, ahol a; € B, és az a;-k mindegyike valamely masik
B,,-ben van. Atrendezés utan azt kapjuk, hogy a—a; = as+ag+- - -+a,. De el6-
z6leg mar belattuk, hogy ez csak akkor lehetséges, ha a—a; és az ay+asz+- - -+a,

is 0. Azaz a = a1, vagyis a € B,. Ezért B, = A,. O

Mivel minden véges Abel-csoport torzidcsoport, ezért minden véges Abel-csoport
egyértelmtien felbonthaté A, p-csoportok direkt Osszegére, ahol az A,-khez tar-
tozo6 p-k kiilonbozé primek. Felbontésnak vessziik a trividlis felbontéast is, ami-
kor az egyik p-csoport az egyelemt csoport, amely egyetlen eleme a 0, a méasik

csoport maga a csoport.

4.4. Példa. Ha A az 6sszes komplex egységgyokok csoportja, akkor A, = Ze,

vagyis A, pontosan a Priifer-csoport lesz.

4.5. Példa. Ha m pozitiv egész kanonikus alakja pi'p? - - - - pim, akkor

Zh=7% ®Z%, & D ZH,.
51 Py Pn
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Bizonyitas. A Z;} felbontéasa. A p;-csoport elemei a pi-hatvany rendi elemek.
[gy n darab részcsoportot kapunk: A, , A,,,..., A, . A Z} csoportban pi'
darab p;-hatvany rendd elem van, ezért A, rendje p;'. Hasonlbéan jarunk el a
tobbi p-csoport esetében is. Az A, ciklikus, és ezért izomorf Z;? -gyel, ugyanis
ha a Z;} generatoreleme a, akkor az a-t megszorozva py*...p'm-el pi' rendd
elemet kapunk a hatvany rendjének képlete miatt. Hasonléan jarunk a tobbi
izomorfia bizonyitasa soran. Tudjuk, hogy az A = @©;A,,, az izomorfia miatt
A= @iZ;:i' Tehat A = Z;? @ZPEQ @---@Z;Tln. O

4.2. Az alaptétel bizonyitasa

A véges Abel-csoportok alaptételének kimondésaval nem elégsziink meg.
Sziikségiink van egy konstrukciora is a felbontéshoz. A konstrukcié megalko-
tasahoz [1] 4.9.34., illetve 4.9.39. feladatokat és megoldasaikat hasznéaltam fel.

4.6. Allitas. Legyen A Abel-csoport és p prim. Tegyiik fol, hogy pa=0 minden
a € A esetén. Legyen \ € Z, esetén a \a szorzat, az a egész tobbszorise. Ezzel

a szorzdssal A vektortérré vdlik Z, folott.

Bizonyitas. Ha a pa = 0 csak néhény a € A esetén all fent, akkor nem kapunk
vektorteret. Tegyiik fel, hogy pa = 0 minden a € A esetén. Ha \ € Z,,, akkor
A egy egész, mivel a 0,1,2,...,p— 1 valamelyike, ezért beszélhetiink a Aa € A
elemrdl, mint az a egész tobbszordsérsl. Tetszbleges A, 1w € Z,, és a € A esetén

teljesiilnek a kovetkezd vektortér-axiomak a hatvanyozas azonossagai miatt:

(A + p)a = Aa + pa, ugyanis a* ) = ata?
e \a+b) = \a+ \b, ugyanis (ab)* = a*b*

(Aw)a = A(ua), ugyanis a™ = (a*)*

e la = a, ugyanis a' = a.

A t6bbi vektortér-axioma teljesiil az Abel-csoport definici6ja miatt. De vegytiik
észre, az el6bb felsorolt axiomék nem a Z, f6lotti vektortér-axiomak!

A Z, folotti vektortér-axiomaknal a tetszéleges A, u € Z, skaldrok kozotti
osszeadasnal az egész szamok Osszeadasa és szorzéasa helyett a modulo p Gssze-

adast és szorzast alkalmazzuk. Csak két vektortér axioma valtozik. Azt akarjuk
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belatni, hogy (A+pu)a = Aa+pa és (A-pp)a = A(pa). Mivel \+p = A+, p (mo-
dulo p) és A\-p = A+, 0 (modulo p), ezért (A+p) —(A4pp) és (A-p) — (A-ppu) oszt-
hato p-vel. Most kell felhasznélni, hogy pa = 0, ugyanis, ha a (A+pu) — (A4, 1)
és (A - p) — (A ) p-vel oszthatod egész szamokat megszorozzuk a-val, ak-

kor 0-t kapunk. Atrendezés utdn azt kapjuk, hogy (A +, p)a = Xa + pa és
(App)a = A(pa). O

4.7. Megjegyzés. Ha valamelyik allitasban 1évé feltétel nem teljesiil, akkor
nem kapunk vektorteret. Nézziik meg a A = Z; és p = 2 esetét! Legyen a
0-val és 1-gyel val6 szorzas a kovetkezs: Oa = 0 és la = a. Legyen A\, u € Zy
ésa € Z;. A (A4 p)a = Xa + pa vektortér-axioma nem teljesiil. Ugyanis
(1+21)a=0a=0.De la+1la =a+a = 2a. A 2a nem minden esetben 0. Ha
a =0 vagy a = 2, akkor 2a = 0, de ha a = 1 vagy a = 3, akkor 2a = 2, azaz a

disztributivitas nem teljesiil. Vagyis a Z; nem vektortér a Z, folott.

Az olyan A Abel-csoportra, amelyekre teljesiil az &llitasban megfogalmazott
feltételek, azaz pa = 0 minden a € A esetén, ahol p prim, és a tobbszordse is
értelmes, akkor A vektortér Z, f6l6tt. Ha az A vektortér n-dimenzios, akkor A
izomorf (Z,)"-nel, mert ha by, b, ..., b, bazis, akkor a egyértelmten felirhato
Ab1 + Aoby + -+ + A\pb, alakban. Az a — (A, A, ..., A,) megfeleltetés pedig

izomorfizmus.

4.8. Allitas. Legyen A Abel-csoport és p primosztdja A rendjének. Ha a € A
maximdalis rendd az A csoport p-hatvanyrendid elemei kézott, akkor A felbomlik

az (a) részcsoport és eqy mdsik alkalmas részcsoport direkt szorzatdra.

Bizonyitas. Legyen M maximélis az A Abel-csoport azon részcsoportjai ko-
z0tt, melyekre M N (a) = 0. Azt szeretnénk belatni, hogy M + (a) = A.

Az A csoport a elemének rendje p", és az A csoportban nincs ennél nagyobb
p-hatvanyrendd elem. Ahhoz, hogy belassuk, hogy M + (a) = A, el6szor kii-
16n vizsgaljuk meg az M + (a)-t. Legyen K = M + (a). Az (a) részcsoport
elemei : {0,a,2a,...,(p" — 1)a}, tehat ua alakaak, ahol u-ra teljesiil, hogy
1 <u<p"—1. A K részcsoport elemei ua + b alakiak, ahol u egész és b € M.

Legyen g € A és m olyan egész, amelyre mg € M. Ha olyan A csoportbeli
g-t valasztunk, amely nincs benne az M-ben, akkor az m legyen a g jo kitevs-
je, hiszen ha a g-t a jo kitevGjével megszorozzuk, akkor 0-t kapunk, és persze

0 € M. Tehat ilyen m mindig van, de az is lehetséges, hogy a jo kitevd valamely
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osztoja is jo valasztas az m-re. Legyen m = tp°€, ahol t mar nem oszthato p-vel,
azaz a t relativ prim p-hez. Belatjuk, hogy p°g € M. Legyen h = p°g. Ekkor
th € M, mivel th = tp°g = mg és mg-r6l mar tudjuk, hogy M csoportbeli.

Indirekt tegyiik fel, hogy h = p°g nem M csoportbeli. Tekintsiik az M és
h altal generalt részcsoportot. A h altal generalt részcsoport elemei kh alaku-
ak, ahol k egész. Igy az M és h altal generalt részcsoport elemei kh+b alakiak,
ahol k egész és b € M. Mivel az M-et maximélisnak valasztottuk, ezért az M
¢és h altal generalt részcsoport mar nem csak a 0-ban metszi (a)-t. Tehat van
olyan u egész, ahol kh + b = ua és ua # 0. Innen tkh + tb = tua. De tua € M,
ugyanis tua = tkpg + tb és tp°q € M és b € M, igy a tobbszoroseik Osszege is
M csoportbeli. De M csak a 0-ban metszi (a)-t, igy tua = 0. Ezért a rendje,
azaz p", osztoja tu-nak. De t és p relativ primek, ezért p" osztdja u-nak is,

azaz ua = 0, ami ellentmondéas. Tehat p¢g € M.

Indirekt tegyiik fel, hogy (a) + M # A, azaz van olyan g € A, ami nincs
benne K-ban. Legyen g rendje tp®, ahol ¢ mar nem oszthatd p-vel. Ekkor tg
rendje p®, ugyanis

€ €

_olg) _ tp* _tpt
)= ol w7

Ezért e < n, ugyanis a maximalis p-hatvanyrendd elem. Az imént belattuk,
hogy p°g € M. Ha pg nincs K-ban, akkor g-r6l attérhetiink pg-re, és ekkor a
rendben a kitevé 1-gyel csokken, mivel hogy

€

_olg) ottt
olpg) = o)) @) b

Ezt az eljaras folytatva végiil egy olyan g elemet kapunk, amelyre pg € K.
Ennek az 0j g-nek a rendjét jelolje djra tp®, és tudjuk, hogy e < n. Tehat
pg = ka+ b, ahol k egész és b pedig egy M csoportbeli elem. Ezt az egyenletet
szorozzuk meg tp®~!-gyel.

tp° 'pg = tp* tha + tp* b
tp®g = tp* ka + tp b

és tp°g = 0, hiszen az 4j g rendje tp°. Tudjuk, hogy az M és (a) csak a 0-
ban metszik egymast. Tehat tp°~tka = 0 és tp°~1b = 0, vagyis a rendje, azaz
p" osztoja tp® tk-nak. Mivel e < n és p nem osztdja t-nek, ezért p osztdja
k-nak. Legyen k = pv. Tehat pg = pva + b, vagyis pg — pva = b. Tudjuk,

hogy a b egy M csoportbeli elem, ezért a pg — pva is M csoportbeli elem, azaz
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p(g —va) € M. Legyen h = g — va, és ez sincs K-ban. Ha h K-ban lenne
és tudjuk, hogy va € K, akkor az sszegiik is K csoportbeli elem lenne. Az
osszegiik h + va = g, de a g-r6l tudjuk, hogy nem K csoportbeli, ezért a h
sem lehet K-ban. Tudjuk, hogy ph € M. Tekintsiik az M és a h altal generalt
részcsoportot. Ez nagyobb M-nél, tehat M maximalitdsa miatt metszi (a)-t
nem csak a 0-ban. Vagyis vannak olyan s, w egészek, amelyre sa = wh + ¢,
ahol ¢ € M. Itt w nem lehet p-vel oszthato, mert akkor wh = 0 lenne és ¢ = sa
egyenletet kapnank. De tudjuk, hogy M N (a) = 0, tehéat ¢ = sa ellentmondas.
Vagyis w nem lehet p-vel oszthato, igy p és w relativ primek, és ezért vannak

olyan z,y egészek, melyekre teljesiil, hogy wx + py = 1. Ezért
xsa = xwh + xc = (1 — py)h + zc = h — pyh + xc.

Itt ph € M, és ezért h benne van K-ban. Ellentmondashoz jutottunk. Ezek
szerint A=(a) + M. Az M is Abel-csoport, ¢és elemszama mar kisebb, mint A
elemszama. Ezért A elemszama szerinti indukciéval bizonyitva feltehetd, hogy
M mér primhatvanyrendi ciklikus csoportok direkt dsszege. Mivel (a) is prim-

hatvanyrendt ciklikus csoport, ezért készen vagyunk. [

Ezzel a bizonyitéassal belattuk a véges Abel-csoportok alaptételében foglaltakat
a felbonthatésagrol, miszerint minden véges Abel-csoport felbomlik primhat-
vanyrendi ciklikus csoportok direkt szorzatara, és konstrukciot is adtunk a

felbontasra.
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5. Oszthat6 csoportok

Az el6z6 fejezetben a bizonyitasok soran tobbszor eléfordult, hogy egy cso-
port elemét megszoroztuk egy egész szdmmal, azaz egy tObbszorosét vettiik.

c sz

hatosag a tobbszorosség inverz relacidja.

5.1. Definicié. Legyen A Abel-csoport. Azt mondjuk, hogy az a € A elem
oszthatd az n pozitiv egésszel, ha az nx = a egyenlet megoldhat6 az A-ban,
vagyis van olyan b € A, amelyre teljesiil, hogy nb = a. Ezt masképp ugy is
megfogalmazhatjuk, hogy az a € A elem oszthato az n pozitiv egésszel, akkor
ha a € nA teljesiil.

5.2. Példa. Legyen A = ZJ, azaz A = {0,1,2,3,4,5,6,7}. Vegyiik a 3 € A
8-adrendt elemet. Mely n-ekre lesz megoldhat6 az nx = 3 egyenlet az A-ban?
Az n = 1-re természetesen megoldhato6 lesz. Ha n = 3, akkor x = 1, han =5,
akkor x = 7 és ha n = 7, akkor x = 5. Az n = 2,4, 6-ra nem oldhatdé meg az
nx = 3 egyenlet. Eszrevehetjiik, hogy ha n pératlan szam, akkor a 3 oszthato

n-nel, és ha n paros, akkor nem.

5.3. Allitas. (/1/, 7.7.15) Ha az a € A rendje n, ahol n véges, akkor az a

oszthato az n-hez relativ prim szamokkal.

Bizonyitas. Vizsgéljuk az A részcsoportjai koziil azt a részcsoportot, amelyet
az a elem generalt. Az (a)={1,a,2a,...,(n — 1)a} részcsoport rendje: n. Azt
szeretnénk belatni, hogy az a € k{a) teljesiil az olyan k egészekre, amelyek
n-hez relativ primek, és ebbdl kovetkezik az a € kA is. Vagyis azt szeretnénk
igazolni, hogy minden olyan k-ra, amikor k relativ prim az n-hez, 1étezik olyan
(a) részcsoportbeli elem, amelynek k-szorosa a. Ez akkor teljesiil, ha az (a) és
k{a) elemszama megegyezik és ekkor az elemek is megegyeznek. Mivel a eleme
volt az (a)-nak, igy a k(a)-nak is eleme lesz, amikor k relativ prim az n-hez.
Lassuk be, hogy az (a) = k(a) minden olyan k-ra, amikor k relativ prim az
n-hez. Az a t6bbszorose a ka-nak akkor és csak akkor, ha az a rendje és k

relativ primek. Ugyanis ekkor
o(ka) = _ola) = o(a),

vagyis a ka és a rendje egyenlSk.
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A ka tobbszorosei a-nak is tobbszorosei, és mivel tudjuk, hogy o(a) = o(ka),
ezért (a) = k{a). Ekkor az a eleme a k{a)-nak is. [J

A csoportelemek oszthatdsdga utan ratérhetiink a csoport oszthatéségara.

5.4. Definici6. Az A Abel-csoport oszthatd csoport, ha minden a € A cso-
portelem minden nem 0 egész szdmmal oszthato. Masképpen fogalmazva, ha
minden elemére teljesiil, hogy a € nA minden nem 0 n egész szamra, tehat

A = nA minden n egészre, ahol az n nem 0.

5.1. Példak oszthatd csoportokra

5.5. Allitas. A raciondlis szamok additiv csoportja oszthatd.

Bizonyitas. Vegyiik a racionalis szamok additiv csoportjanak egy tetszdleges
elemét: §. Ha erre belatjuk, hogy oszthaté minden nem 0 egész szammal, akkor
belattuk, hogy az egész csoport oszthato, ugyanis tetszéleges elemet valasztot-
tunk a Q1 csoportbol. Tekintsiik az nx = § egyenletet. Legyen n nem 0 egész

szam, ekkor oszthatunk n-nel. Az

3 |ers
i

kapjuk. A n% egy racionélis szam, ahol ng nem 0, mivel a p és az nq is egy
egész szam. Tehat az nx = § egyenlet megoldhato a racionélis szamok additiv

csoportjaban minden nem 0 n-re és minden § racionalis szamra. [J

Az el6z6 fejezetben méar definidltuk a Priifer-csoportot, mint a p-hatvanyadik
komplex egységgyokok multiplikativ csoportjat. Ezt a csoportot kvaziciklikus
csoportnak is szoktak nevezni.

5.6. Allitas. A kvdziciklikus csoportok oszthatd csoportok.

Bizonyitas. A bizonyitasban azt latjuk be, hogy a csoport minden eleme
oszthatd6 minden primszédmmal. Ha ezt megtettiik, akkor készen is vagyunk
a bizonyitassal, hiszen minden egész szamot megkapunk primszamok szorza-
taként. El6szor azt latjuk be, hogy a p-hatvianyadik komplex egységgyokok

multiplikativ csoportjanak minden eleme oszthat6 a p primszammal. Ebben a
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csoportban minden elem rendje p-hatvany. Legyen z egy tetsz6leges elem ebbdl

a csoportbol. A ¢/z is benne van a csoportban, hiszen:

2m-m .. 2m-m
z = cos( Pz )+ - sin( e )
27r}€m +2kﬂ' 27r}cm +2]{37T
¥z = cos(-Z——) +i - sin(-Z—-)
p p
2m(m + k- p*¥) 2m(m + k - p*)

Yz = cos( s ) -+ 7 - sin( s )

Tehat minden csoportelem oszthatoé a p primmel. Most pedig azt latjuk be,
hogy minden elem oszthato a tobbi primszédmmal is. Tudjuk azt, hogy ha az a €
A rendje n, ahol n véges, akkor az a oszthato az n-hez relativ prim szdmokkal.
Ebben a csoportban minden elem rendje p-hatvany, ezért minden elem oszthato
az adott p-hatvanyhoz relativ primszamokkal. A p-hatvanyhoz relativ prim az

Osszes tobbi prim, ezért minden elem oszthaté6 minden primszémmal. [

5.7. Allitas. A valds szdmok additiv csoportja is oszthaté csoport.

5.2. Az oszthaté csoportok alaptétele

Mit mondhatunk el két oszthatd csoport direkt 0sszegérsl? Vajon igy oszt-
haté csoportot kapunk?

5.8. Allitas. (/3], 6.18.11) Oszthaté részcsoportok direkt dsszege is oszthatd.

Bizonyitas. Legyen A és B két oszthato csoport. Az A és B direkt Osszege
C. Minden A és B csoportbeli elem oszthaté minden nem 0 n egész szammal.
Masképp fogalmazva minden a € A elemre az nx = a egyenlet megoldhato
az A csoportban és minden b € B elemre az ny = b egyenlet megoldhat6 a
B csoportban. A C' csoportbeli a 4+ b elemre nz + ny = a + b, ahol x egy A
csoportbeli, illetve y egy B csoportbeli elem, ezért az n(x+vy) = a+ b egyenlet
megoldhato a C' csoportban minden nem 0 n-re. Tehat a C' csoport oszthatoé.
O

5.9. Allitas. (/2], 21.5. Tétel) Minden G csoport egy H oszthatd csoport és
eqy olyan K csoport direkt dsszege, amelynek nincs oszthato részcsoportja, azaz

G=H®K.
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Tekintsiik a G csoport minden oszthatd részcesoportjat. Ezen részcsopor-
tok Osszege legyen H. Tudjuk, hogy a H is oszthaté csoport, mivel oszthato

részcsoportok direkt Osszege, ezt az utobbi bizonyitasban lattuk be.

5.10. Allitas. (/3/, 6.18.13. Tétel) Ha B oszthatd részcsoport az A Abel-
csoportban, akkor A = B @ C, alkalmas C' részcsoporttal.

Ha a C' is oszthaté csoport, akkor az A is az, illetve ha a C' nem osztathato,

akkor az A sem az.

Az Abel-csoportok koziil nem mindegyik csoport oszthatd csoport. Az egy-
elemi csoport kivételével egyetlen véges Abel-csoport sem oszthaté csoport. A
kovetkezd tétel a végtelen oszthatd Abel-csoportokra vonatkozik és az egyelemi
Abel-csoportra is.

5.11. Tétel. ([1], 7.7.20. Tétel) Egy Abel-csoport akkor és csak akkor oszthatd
csoport, ha a raciondlis szamok additiv csoportja példdanyainak €s a Zy~ csoport
példdnyainak direkt dsszegével izomorf. A QT csoportbol és a Ly csoportbol is

tetszdleges sokat vehetiink.

5.12. Allitas. A valds és a komplex szamok additiv csoportja izomorf.

Ez az allitas halmazelméleti megfontolédsok miatt kovetkezik az el6z6 tételbdl.
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