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Bevezetés

A dolgozat egyik célkitlizése, hogy kormérkdzéses focibajnoksag lebonyolitasara adjunk meg
algoritmust. Célkitiizéseink, hogy minden résztvevé csapat mindenkivel pontosan egyszer
jatsszon, ¢és minden forduloban minden csapat palyara 1épjen gy, hogy egy adott forduld
mérkdzései egy idopontban kezdddhessenek. Elsore nem tlinik osszetettnek a feladat, felmertil
a kérdés, hogy mi okozhat nehézséget. Ennek megvalaszoldsa helyett lassunk neki a
bajnoksag megszervezésének 6 csapat esetén, jeloljik a bajnoksag csapatait az ABC els6

betiliivel.

1.Fordulo
A—B
Cc—-D
E—-F
2. Fordul6
A-C
B—-D
?

Akadalyba iitkoztiink, hiszen a 2. forduloban E nem jéatszhat F ellen, hiszen ezt mar az 1.
forduléban megtette, az 6sszes tobbi csapat ellen pedig azért nem léphet palyara, mert 6k mar
valamelyik masik csapat ellen jatszanak a 2. forduloban. Az elakadasbol nem az kovetkezik,
hogy 6 csapatos kormérkézéses bajnoksdg nem szervezhetd, hanem az, hogy igy (elsé 5
mérkdzés a fent leirt modon adott) nem kezdhetd el. Rovid, akar egy papiron elvégezhetd
probalgatast kovetden megadhato a 6 csapatos bajnoksag lebonyolitasa, azonban példank arra
mindenképpen alkalmas volt, hogy igazolja kérdésfelvetésiink 1étjogosultsagat, hiszen sok

csapat esetén a probalgatas nem célravezeto.



Egy lehetséges lebonyolitas 6 csapat esetén:

fordulé6:A—B,C—D,E —F
fordulo:A—-C,B—E,D—F
fordulo:A—D,B—F,C — E
fordulo:A—E,B—D,C—-F
fordulo:A—F,B—C,D — E

o & w b Pk

A masik célkitizés, hogy megismerkedjiink egy 0j geometriaval, a véges affin sikokkal.
Utobbi akar eszkoznek is tekinthetd, hiszen a véges affin sik egyeneseinek és parabolajanak

tulajdonsagai lesznek segitségilinkre a bajnoksdg megszervezésekor.

A dolgozat négy fejezetbdl all, amelyek koziil az elsében az algebrai alapokat rakjuk le.
Bevezetjiik a test fogalmat, megismerkediink a maradékosztalyokkal, és belatjuk, hogy azon
maradékosztalyok, amelyek modulusa prim, véges testet alkotnak. A masodik fejezetben a
véges affin sikot épitjik fol, allitdsokat fogalmazunk meg, amelyeket igazolunk. Ebben a

fejezetben er6sen tamaszkodtam Kiss Gyorgy: Hogyan szervezziink koérmérkdzéses

focibajnoksagot? cimmel, 2006-ban megjelent cikkére, hiszen azonos szerkezeti felépitést

valasztottam, és a kimondott allitasok is megegyeznek. A véges affin sik p-edrendii
parabolajanak tulajdonséagait felhasznalva a fejezet végén megadunk egy lehetséges
lebonyolitast, amely minden olyan esetben miikddik, amikor a bajnoksagban résztvevo

csapatok szama eggyel nagyobb egy paratlan primnél.

Az érettségi pillanataig sikon mindig az euklidészi sikot értettiikk. Egyetemen tanultunk ennek
kibdvitésérdl. Ennek soran feltettiik, hogy barmely két egyenes metszi egymast. Az euklidészi
sik parhuzamos egyeneseinek metszéspontjait idedlis pontoknak neveztiik, és folvettiink egy
egyenest, ami az idealis pontokra illeszkedik (idedlis egyenes). Igy egy Uj geometriai
rendszert kaptunk, amit az elejétdl kellett folépiteni, minden eddig igaz allitasrol meg kellett
gondolni, hogy érvényben marad-e, illetve hogy mi a tobblet, mik azok az Aallitasok,
amelyeket az uj geometriaban levezethetiink, a régiben azonban nem voltak igazak. Az igy
kapott 1) geometriai rendszert kétdimenzios projektiv geometrianak, a modellt (nem egyetlen
lehetséges modell) kibdvitett euklidészi siknak neveztiik. A dolgozat harmadik fejezetében ezt
az utat jarjuk be forditva azzal, hogy a projektiv sik axiomatikus felépitését kovetden a
projektiv sikbol szdrmaztatjuk az affin sikot. Meggondolhato, hogy az euklidészi sik az affin

sikoknak egy specidlis esete.



A negyedik fejezetben altaldnos, tetszéleges szdmu résztvevd csapat esetén mikodo
algoritmust adunk a bajnoksdg lebonyolitasara. Ekkor az euklidészi sik paratlan sok cstcsu
szabalyos sokszOge lesz a modelliink alapja. A modellnek néhany tovabbi alkalmazasat is
felvillantjuk. Segitséglinkre lesz akkor, amikor igazsdgosabb bajnoksag kiirasara toreksziink.
Itt azt értjiik igazsadgos bajnoksagon, ha semelyik csapatnak sem kell egymas utan sokszor
idegenben palyara l1épnie. Ugyanezt a modellt akkor is jol tudjuk hasznélni, amikor azt tlizziik
ki célul, hogy bizonyos csapatoknak palyavalasztds szempontjabdl paronként ellentétes

sorsolast biztositsunk.



1.Fejezet: Algebrai bevezetés

Ebben a fejezetben a dolgozat algebrai megalapozasat végezziik el. Definiciok sorozatan
keresztiil jutunk el a test fogalmahoz, majd szot ejtiink az egészek maradékosztalyok szerinti

osztalyozasarol.

Miivelet: Egy nem iires A halmaz n-valtozos miiveletének egy A-n értelmezett, A-ba képzd

n-valtozos fliggvényt neveziink.

Csoport: Egy G nem iires halmaz csoport, ha értelmezett rajta egy kétvaltozds * mivelet a

kovetkezo tulajdonsagokkal:

1) A * mivelet asszociativ.
Asszociativitas: Az R halmazon értelmezett kétvaltozos * miivelet asszociativ, ha
tetszOleges x,y,z € Resetén (x *y) *z=x * (Y * Z)

2) Van neutralis eleme.
Neutralis elem: Legyen * kétvaltozos miivelet az R halmazon! Azt mondjuk,
hogy az e € R neutrélis elem, ha tetszéleges x € R esetén e x x = x xe = x.
(Osszeadas esetén nullelemrdl, szorzas esetén egységelemrdl beszéliink.)

3) G minden elemének van inverze.
Inverz: Legyen e neutralis elem a * miiveletre nézve! Ha u * v = e, akkor u
balinverze v-nek, v pedig jobbinverze u-nak. Ha v * u = e is teljesiil, akkor azt
mondjuk, hogy u és v egymas inverzei. (Ha a miivelet az Gsszeadas, akkor az
inverzet ellentettnek nevezziik.)

Kommutativitas: Az R halmazon értelmezett kétvaltozos * mivelet kommutativ, ha

tetszOleges x,y € Reseténx xy =y * x
Kommutativ csoport (Abel-csoport): olyan csoport, aminek a miivelete kommutativ

Gyiiri: Az R gyiiri, ha az R halmazon értelmezett egy 0sszeaddsnak nevezett + jel miivelet
is, és egy szorzasnak nevezett, altaldban egymas mellé irdssal jelolt miivelet is a kdvetkezd

tulajdonsagokkal:
1) R az 6sszeadasra nézve kommutativ csoport

2)  aszorzas asszociativ (R a szorzasra nézve félcsoport)



3)  érvényes a disztributivitas, azaz tetsz6leges x,y,z € R esetén
(x+y)z=xz+yz és z(x+y)=zx+2zy

Test: kommutativ, egységelemes gyurli, amelyben minden nem nulla elemnek Iétezik

multiplikativ inverze

Egy testben tehat két miivelet van, egy Osszeadas és egy szorzas. Mindketté asszociativ és
kommutativ, van nullelem, illetve egységelem és minden elemnek van ellentettje, illetve
minden nullatol kiilonbozé elemnek van multiplikativ inverze. A két miiveletet a disztributiv

szabaly kapcsolja dssze.

Célunk a kovetkezOkben, hogy megismerkedjink a modulo p (ahol p prim)
maradékosztalyokkal. Legyen tehat p egy rogzitett primszdm. Az egész szamokat soroljuk
be osztalyokba aszerint, hogy mennyi maradékot adnak a p-vel valé osztaskor. Igy p darab
kiilonb6z6 osztalyt kapunk, az azonos osztalyban 1évé szamok felirhatok np + m alakban,
ahol n végigfut az egész szamok halmazan, m pedig az osztalyra jellemz6 maradék, amelyrdl
tudjuk, hogy egész, és feltehetjiik, hogy 0 < m < p — 1. Két egész szam pontosan akkor van
egy osztdlyban, ha kiilonbségiik oszthato p-vel. Legyen Z, = {0,1,...,p — 1}. Ekkor a Z,
halmaz elemeit azonosithatjuk a fenti osztalyokkal. Z, elemei kozt definialjuk az Osszeadast
¢s a szorzast a kovetkez6 modon: a @ b =c, illetve a © b = ¢, ha az egészek kozott
elvégezve az 0sszeadast, illetve a szorzast, az eredménytil kapott szam abba az osztalyba esik,
amelyiket ¢ reprezentalja. Vezessiik be, hogy a maradékosztalyokon értelmezett Gsszeadast és
szorzast az egészeken értelmezetthez hasonloan jeloljik (+ jel, illetve * jel, vagy egymas
mellé iras). Ahhoz, hogy a fent leirt médon definidlhassuk a miiveleteket, az kell, hogy a
miiveletek eredménye csak az osztalyoktdl fliggjon, attdl ne, hogy az egyes osztalyoknak
melyik elemét tekintjiik. Ehhez pedig az kell, hogy ha a és a’, valamint b és b’ ugyanabba az
osztalyba tartozik, akkor a + b és a’ + b’ is, tovabba ab és a'b’ is ugyanabba az osztalyba
tartozzon. Tegyiik fel tehat, hogy a és a’, valamint b és b’ ugyanabba az osztalyba tartozik.

Két szam pontosan akkor tartozik ugyanabba az osztalyba, ha kiilonbségiik oszthato p-vel.
Hapla—a'ésp|b—b', akkor
pl@a=—ad)+Bb-b)=(a+b)—(ad'+b)éspl(a—a)b+ (b—-Db)a =ab—a'b'.

Tétel:



A modulo p (p > 2,prim) maradékosztalyok a fent leirt miiveletekkel véges testet (véges

elemszamu testet) alkotnak.
Bizonyitas:

A bizonyitds soran a modulusra az indexes jelolést hasznaljuk, a maradékosztalyok kozott
definidlt 6sszeadast @, az egész szamok halmazan értelmezett dsszeadast + jellel jeloljik. A

kivonast és az osztast az 0sszeadas, illetve a szorzas inverz miiveleteként definialjuk.
A modulo m maradékostalyok korében:
Az 6sszeadas kommutativ:
am Dby, =((@+b),=0b+a), =b, Dap
Az Osszeadas asszociativ:
(@m @ by) @ e = ((a+b) + ) =(a+ b+ = an D (by © )
A 0,, nullelem:
0, Bapn=0+a),=a,=(@+0),,=a, D0,
Az a,, ellentettje (—a),, (egyértelmiien l1étezik additiv inverz):
(~Dm @ am = (—a+a)y =0y = (a+(-a) = am® (A
Additiv inverz 1étezése:

x additiv inverze m —x, hiszen x@ (m—-x)=x+m—-x), =(x—x+m),, =0
m = 0 valamint m — x —r6l azt is tudjuk, hogy egész és hogy 0 < m — x < m (Itt foltettiik,
hogy 0 < x < m, amit megtehetiink, a hatarokkal azért banhatunk nagyvonaltian, mert

szamolasi szabalyaink szerint m = 0.)

A kommutativitast €s az asszociativitast egyarant felhasznaltuk.

Vizsgaljuk most az egyértelmiiséget. Tegyiik fel, hogy y és z is x inverzei.
xPy=xDz

[(m-x)®x]By=[(m—x)Dx]Dz



Ellentmondasra jutottunk.

Megjegyzések a bizonyitashoz: A bizonyitas soran felhasznaltuk példaul az asszociativitast,

kommutativitast.

Szorzas esetén az Osszeadashoz hasonléan hangsulyozzuk, hogy mikor értelmezziik a
miveletet maradékosztalyok kozott, erre a (O jelolést hasznaljuk, és mikor beszéliink a

megszokott, egészeken értelmezett szorzasrol (*).
A szorzas kommutativ:
A © bp=(@*b)ypy=b*a)y, =by, © ap,
A szorzas asszociativ:
@n O bp) O cp=Uax*b)*c)p=((@@a*xb*c))m=an O (b © c)
Az 1,, egységelem:
1nOan=0*a)p,=ap,=(@a*1), =a, O 1,
Az 0sszeadas disztributiv a szorzasra nézve:
@®b)m O cp=(a+b)*c)p=@*c+b*)y=00@0O ) ®bLO )
Multiplikativ inverz:
Allitas:

A nullatdl kiilonbozd elemeknek egyértelmiien 1étezik multiplikativ inverze, a nullaval vald

osztast pedig az egészek koréhez hasonloan itt sem engedjiik meg.
Bizonyitas:
Tegytik fel el6szor, hogy n # 0.

Mostantol tegyiik fel, hogy m prim, és a tovabbiakban jeloljiik p-vel (el6szor hasznaljuk
ki a primtulajdonsagot, minden eddigi allitasunk igaz volt tetsz6leges m-re, amit emeljiink ki

azzal, hogy innent6l m-et p-nek nevezzik).



crer

n O b, hiszenn © a = n © b azt jelentené, hogy m | na — nb = n(a — b).

plnvagyp | (a—b)

ami ellentmondds, mert 0 <n <p és 0 < |a — b| < p. Ha viszont az n-nel valé szorzas Z,

szorozva 1-et kapunk.

A fentieket azzal kell kiegésziteni, hogy n © 0 = 0. igy kideriil, hogy az egyértelmiiség sem
sériil.

Fogadjuk most el bizonyitas nélkiil a kovetkezo allitast:

Valamely H véges halmazon pontosan akkor tudunk definidlni két darab kétvaltozos

miiveletet ugy, hogy H elemei a két miivelettel véges testet alkossanak, ha H elemszama

primhatvény.



2.Fejezet: Véges affin sikok

AG(2, q) ( g-ad rendii affin sik):

Jelolés: Mostantol a véges testbeli miiveleteket jeloli +, illetve * (amit a rovidebb leirds

kedvéért egymds utan irassal jeloliink).

Legyen g = 2 primhatvany és tekintsiink egy adott F, véges testet. Ertelmezziik ekkor a g-ad
rendii affin sik pontjait rendezett a, b parokként, ahol a,b € F,, az egyenesek pedig a [c, d]

tipusti rendezett parok, ahol ¢, d € F, és az [e] tipustak, ahol e € F,.

Illeszkedés: Az (a,b) pont akkor és csak akkor legyen rajta egy [c, d] tipust egyenesen, ha

b = ac + d, illetve pontosan akkor legyen rajta az [e] tipust egyenesen, ha a = e.

Vezessiik be az egyenesek egyenleteit a klasszikus esettel analog mdodon. Azt mondjuk, hogy

az [c,d] egyenes egyenlete Y = cX + d, illetve az [e] egyenes egyenlete X = e.
1.Allitas:

Az AG(2, q) sikon a pontok szdma g2, az egyeneseké pedig g + q.
Bizonyitas:

F;-nak q eleme van, a pontok szdma pedig az F; elemeibdl képezhetd rendezett parok szama,

tehat g2 . Ugyanezért [c, d] tipust egyenesbdl is g2 van, ehhez jon a g darab [e] tipusu.
2. Allitas:

Barmely két kiilonb6z6 pontnak egyértelmiien 1étezik 6sszekotd egyenese.

Bizonyitas:

Legyen (aq,b,) és (a,, by) két kiilonbozé pont. Ha a;=a,, akkor az [e] tipusii egyenesek
koziil mindkettére illeszkedik az e = a; = a, egyenletii, mas pedig egyikre sem. Ha [c, d]
tipusura illeszkedne (a4, b1) €s (a,, b,), az azt jelentené, hogy

b, =ca; +d=ca, +d = by, tehat a két pont nem kiilonbozne.

Haa,#a,, akkor [e] tipusu egyenes nyilvan nem koti dssze a pontokat. Ha [c,d] tipusu

Osszekoti, az azt jelenti, hogy
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@ b1=Ca1+d

@ b2=Ca2+d.

Az elsé egyenletbdl vonjuk ki a masodikat! (Ezt megtehetjiik, hiszen a két egyenlet minden
tagja F, véges test eleme, amelyre érvényesek a szokdsos miiveleti tulajdonsdgok (a kivonas
az Osszeadas inverz-miiveleteként értelmezhetd és a kommutativitast is kihasznaltuk).) igy:

by — b, = c(a; — ay)

. , bi—b bi—b byai;—bia
Mivel a; # a,, ezértc= —= d = by —a;—= = 2—2
ai—a; a;—az a;—a;

Tehat [c, d] tipust egyenesbdl legfeljebb egy mehet 4t mindkét ponton, kellene még, hogy a

fenti c-re és d-re az egyenes egyenletét ki is elégitik a két pont koordinatai.

bl—bz a bzal—blaz _ blal—blaz _ b1(a1—a2) _ b
a,—az 1 a;—az a;—az a;—az

(aq, bqp) -re:

1

b;—b b,a,—bia b,ai—b,a by(ai—a;
(az,bz)-re: a1_2a2+ 21_12= 21_22= . )=b
1~az ai;—as a;—a; a;—a;

2
3. Allitas:

Az AG (2, q) sik minden egyenesén g pont van.

Bizonyitas:

Az (a,b) pont akkor és csak akkor van rajta [e] tipusi egyenesen, ha e = a. Ekkor b
tetszOleges, tehat g kiillonbozo értéket vehet fol, tehat az egyenesen g pont van. Egy [c, d]
tipusu egyenesen ugyanigy definicio szerint pontosan akkor van rajta a pont, ha b = ca + d.
Itt a tetsz6legesen valaszthatod q lehetdség koziil, ez a valasztas azonban b-t mar rogziti, tehat

barmely [c, d] tipusu egyenesen is g pont van.
4. Allitas:

Minden ponton g + 1 egyenes megy at.
Bizonyitas:

Vegyiink fol egy tetszOleges P pontot a sikon. A 3. Allitas szerint a P-n atmend egyenesek
q — 1 P-t6] kiilonboz6 pontot tartalmaznak. Ezek a pontok paronként kiilonbdznek a 2. Allitas

szerint (az allitas két része koziil az egyértelmiiséget hasznaljuk ki). Tehat a P-n athalado

11



egyenesek szamat x-szel jelolve a P-n athalado egyenesek altal tartalmazott Gsszes pont
mennyisége: 1+ (q — 1)x. A 2. Allitas 1étezés része miatt nincs olyan pont a sikon, amelyet
ne tartalmazna valamely P-n athalado egyenes, tehat a sik Gsszes pontjat felsoroltuk. Az 1.
Allitas szerint ugyanakkor a siknak g2 pontja van, tehat g% =1+ (¢ — 1)x amit

dtrendezve g% — 1= (q— 1)x amibdl az (a — b)(a + b) nevezetes azonossag (q — 1 #

0, tehat az azonossag batran hasznalhato) segitségével adodik, hogy x = g + 1.

A tovabbiakban szeretnénk az egyeneseket osztalyozni, ehhez azonban eldszor tisztazni kell,
hogy mikor mondunk két egyenest parhuzamosnak. Két egyenes legyen parhuzameos, ha
nincs kozO0s pontjuk, vagy egybeesnek. Egy egyenest azért célszeri Onmagaval
parhuzamosnak tekinteni, hogy teljesiiljon a reflexivitds is, igy a parhuzamossag

ekvivalencia-relacio legyen, ezzel osztalyozas alapjaul szolgalhasson.

Y=2X+2 v=X

(0;2) (1;2 (2;2)

Y=X+2 (01 (11 (2;1)
Y=2X+1

(0;0) (1;0) (2:0

N4

Y=2X

Y=X+1
AG(2,3) véges affin sik egyenesei

AG(2,3) egyeneseit abrazolva jol kivehetd a négy parhuzamossagi osztaly, latvanyos, hogy
minden osztadlyhoz hozzéarendelheté egy-egy irdny, azonban meg kell szokni, hogy az
euklidészi fogalmaink szerint harom nem kollineéris pont illeszkedhet egy véges affin sikbeli

egyenesre.
5.Allitas:

Ha az AG (2, q) sik P pontja nincs rajta a sik f egyenesén, akkor P-n at pontosan egy f-fel

parhuzamos egyenes megy.
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Bizonyitas:

P-n at g + 1 egyenes megy (4. Allitas), f egyenesen q kiilonboz6 pont van (3. Allitas), ezeket
P-vel 0sszekotve megkapjuk a P-n atmend, f-et metszé egyeneseket (q db). Vagyis (q +

1) — q = 1 P-n atmend, f-et nem metsz6 egyenes van.
6.Allitas:

A sik egyenesei parhuzamossagi osztalyokba sorolhatok gy, hogy két egyenes akkor legyen
egy osztalyban, ha parhuzamosak. Igy minden osztalyba g egyenes keriil és a sik minden

pontjan 4t minden osztalybol pontosan egy egyenes megy.
Bizonyitas:

Legyen f és g két kiillonboz6, egymast metsz6 egyenes, metszéspontjukat nevezziik el M-nek.
A g egyenesnek g —1 M-t6l kiilsnbozé pontja van (3. Allitds), és mindegyikben
egyértelmilen hizhaté f-fel parhuzamos (5. Allitds). Ebbol a ¢ — 1 egyenesbdl barmelyik
kettd paronként parhuzamos egymassal is, hiszen ha lenne kettd, amelyik metszené egymast,
akkor a metszéspontot N-nel jelolve lenne két N-en atmend, f-fel parhuzamos egyenes, ami
ellentmond az 5. Allitasnak. Igy belattuk, hogy f osztilyaban q egyenes van, és f-rél csak
annyit tettiink fel, hogy létezik olyan egyenes, amit metsz. Ezt megtehetjiik, hiszen ha
folvesziink egy pontot f-en, és ezt Osszekotjilk egy olyan ponttal, ami nincs f-en (ilyen
létezik, hiszen korabban lattuk, hogy g2 pont van és csak g pont van egy egyenesen), akkor
mar ¢eld is allitottuk a keresett egyenest. Az allitas masodik felének bizonyitasahoz azt kell
belatnunk, hogy e osztalyabol a sik minden pontjan at pont egy egyenes megy. Tegyiik fel,
hogy van olyan pont, amin atmegy e osztalyabol legalabb két egyenes. Ekkor az 5. Allitassal
jutunk ellentmondasra. Most tegylik fel azt, hogy van olyan pont, amin nem megy ate
osztalyabol egy egyenes sem. EQy egyenes g ponton megy at, (3. Allitas) és g egyenes van
minden osztalyban az allitisunk elsd (mar bizonyitott) fele szerint. Tehat g2 olyan pont van,
amin atmegy valamelyik egyenes e osztalyabol, meg egy tovabbi pont, amirdl feltettiik, hogy

nem, és ez mar eggyel t6bb, mint ahany pontja van a siknak.

Mostantdl p egy tetszéleges paratlan prim. Az AG(2,p) sikon azt a ponthalmazt, aminek
elemei pontosan azok az (a,b) pontok, amelyekre teljesiil, hogy b = a? p-edrendii

parabolanak nevezziik.
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=] b 4 % e

X X 3 X X

X X 2= X X 2%

X ® 1 ® X ® 1= ®

T S e

2 e 1 2 2 1 1 2

X X =1=¢ X X -1

X X =2 X X @ X =2 ; ®
Az egészeken ismert parabola egy részlete A modulo 5 parabola

7. Allitas:
A p-edrendii parabolanak p pontja van.
Bizonyitas:

A sik (a, b) pontja pontosan akkor van rajta egy p-edrendii parabolan, ha b = a2. A pont elsd
koordinataja tehat tetszOlegesen valaszthatd F,; elemei kozil (q lehet0seég), a masodikat

azonban az elsé mar egyértelmiien meghatarozza.

8. Allitas:

A sik barmely egyenese egy p-edrendii parabolanak legfeljebb két pontjat tartalmazza.
Bizonyitas:

Tegyiik fel, hogy az egyenes [e] tipusu. Ahhoz, hogy egy P(a, b) adott pont k6zos legyen,
pontosan az kell, hogy e = a és b = a? teljesiiljon. Tehat ha létezik kozds pont, akkor
egyértelmii (e, e?), legfeljebb egy metszéspont van. Ahhoz, hogy mindig létezzen kdzds pont,

az kell, hogy barmely e-re, amely F,-nak eleme, e? is F, eleme legyen.

Ha az egyenes [c, d] tipust, akkor a kozos (a, b) pontok a b = ca + d és a b = a?egyenletet

is kielégitik, vagyis az a? = ca + d egyenlet is igaz. Probaljuk megoldani ezt a masodfoku
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egyenletet. A masodfoku egyenletek ismert megoldé képlete nem alkalmazhat6, hiszen abban
négyzetgyokvonds szerepel, amit véges test elemein eddig nem értelmeztiink. Vigyiik az
ismeretlent tartalmazo tagokat az egyenlet bal oldalara és egészitsiik ki az ott szerepld
kifejezést teljes négyzetté (az (a — b)?=a? — 2ab + b? azonossag véges testekben is igaz, ha
a 2-vel jelolt elem az 1 + 1 dsszeadas eredménye). Mivel p pdratlan, azért 1 +1 =2 # 0 ¢és

2x2=4+0, (p=3 esetén 2*x2 =1 # 0) ezért ezekkel az elemekkel oszthatunk. Az

2 2
egyenlet igy az a® —ca + C: =d+ C: alakra hozhat6, amit pedig tovabb lehet alakitani a

2 2
nevezetes azonossag segitségével: (a —g) =d +CZ. A négyzetgyokvonashoz tovabbi

elékésziiletre is sziikségiink van. Ha Z, elemeit négyzetre emeljiik, akkor (p +1)/2
kiilonb6z6é elemet kapunk. A szorzds asszociativitasa és kommutativitasa miatt ugyanis
(—a)? = (-1)%a? = a?, tehat a 0-tdl kiilonbozd elemek parokba allithatok ugy, hogy az
egyes parokban 1évé elemek négyzete megegyezik. Kiilonb6zé parokhoz tartozd elemek
négyzete viszont kiilonbozé, mert ha a? = b?, akkor a? = b = (a — b)(a + b) = 0, vagyis
a nullosztomentesség miatt vagy a = b vagy a = —b. A parok szama (p — 1)/2, ehhez jon
még a 0, igy kapunk (p + 1)/2 kiilonb6z6 elemet. Mindezt Osszegezve egy elem van,
amelynek a négyzete 0, a nemnulla elemek fele nem 4ll el6 Z,-beli elem négyzetekent -
ezeket a tovidbbiakban nevezziik nemnégyzet elemeknek-, masik fele viszont pontosan két Z,,-

beli elem négyzete, ezeket a tovabbiakban nevezziik négyzetelemeknek. Egyenletiinknek tehat

2 2
nincs megoldéasa, ha d +C: nemnégyzet elem, 1 megoldasa van, ha d +C: = 0, és két

2
megoldésa van, ha d + % négyzetelem.
9. Allitas:

A p-edrendli parabola tetszdleges T pontjan at p — 1 olyan egyenes megy, amelyik két

pontban metszi a parabolat és két olyan, amelyik csak T-ben.
Bizonyitas:

Az AG(2,p) sikon minden ponton, igy T-n is p + 1 egyenes megy at (4. Allitas). A 7. Allitas
szerint a paraboldnak p —1 T-tél kiilonbozd pontja van, amelyeket T-vel Osszekotve
paronként kiilonboz6 egyeneseket kapunk, mert a 8. Allitds szerint egyetlen egyenes sem
metszheti kettonél tobb pontban a parabolat. Tehat T-n &t p — 1 darab két pontban metszd

egyenes megy, a maradék 2 egyenes pedig csak T-ben metszi a parabolat.
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10. Allitas:

Az [e] tipusu egyenesek mindegyike egy pontban metszi a parabolat, a tobbi parhuzamossagi
osztaly mindegyikében pontosan egy olyan egyenes van, amelyik egy pontot tartalmaz a

parabolarol.
Bizonyitas:

A 8. Allitas bizonyitdsanak elején mar belattuk, hogy az [e] tipust egyenesek mindig egy

pontban metszik a parabolat. Ugyancsak ebben a bizonyitdsban azt is lattuk, hogy az Y =

2
cX + d egyenesnek pontosan akkor van egy kozos pontja a paraboléval, ha d + CT = 0. Tehat

c-t rdgzitve, azaz egy parhuzamossagi osztaly egyeneseit tekintve pontosan egy egyenesnek, a

2
b =ca— Cz egyenletiinek lesz egy k6zos pontja a parabolaval.

Megjegyzés: Onnan lathato, hogy c rogzitésével épp egy parhuzamossagi osztaly egyeneseit
kaptam, hogy a b = ca + d; és a b = ca + d, egyenletekbdl allo egyenletrendszernek nincs
megoldasa, tehat a segitséglikkel leirt egyeneseknek nincs metszéspontja, ha d; # d,

(dy = d, esetén megegyezik a két egyenes). Itt ¢ az egyenesek meredekségeinek felel meg.

Elnevezés: Azokat a [c,d] tipust egyenesecket, amelyeknek egy kozOs pontja van a

parabolaval, a parabola érintéjének nevezziik.

Ennyi eldkésziiletet kovetden hozzéalathatunk a bajnoksdg megszervezéséhez, amiben

segitséglinkre lesznek a véges affin sik egyeneseinek, illetve parabolajanak tulajdonsagai.
Bajnoksag szervezése p + 1 csapattal, ahol p paratlan prim

Tekintsiik az AG (2, p) sikon a p-edrendii parabolat. Legyenek ennek pontjai Ay, Ay, ..., Ap_1,
(a 7. Allitas szerint p pontja van a paraboldnak) ahol az indexeket ugy valasztjuk, hogy a
parabola A;-beli érintéje parhuzamos legyen a sik Y = iX egyenletii egyenesével minden
[ € Z, esetén. A bajnoksagban szerepl6 csapatok koziil p darabot feleltessiink meg a parabola
pontjainak, egy csapatot pedig egy (oo) jelnek. A fordulokat feleltessik meg a sik
parhuzamos egyenesei altal alkotott osztalyoknak gy, hogy az [e] tipusu egyenesek osztalya
ne feleljen meg fordulénak. A tobbi parhuzamossagi osztily mindegyike egyértelmiien
jellemezheté azzal a c € Z,, értékkel, amelyik az adott osztdlyba tartozé egyenesek

egyenletében X egylitthatoja. Tehat beszélhetiink a ¢ meredekséghez tartozd fordulordl.
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Ebben az F.-vel jelolt forduloban a csapatok parositasa legyen a kovetkezd: A, — () és

A; — Aj pontosan akkor, ha az A;A; egyenes egyenlete Y = cX + d alak.

Mutassuk meg, hogy jo lebonyolitast adtunk meg. A fordulok szama eggyel kisebb, mint a
csapatok szdma. Minden ¢ € Z,, esetén igaz, hogy az F, forduloban minden csapat pontosan
egy meccset jatszik, mert a parabola tetszéleges A; pontjan at pontosan egy ¢ meredekségi
egyenes megy, hiszen a (p + 1) darab A;-n atmend egyenes koziil (p — 1)-nek két kozos
pontja van a parabolaval (9. Allitas), egy pedig [e] tipust. Ha ez (a ¢ meredekségli egyenes)
az érint6, akkor i = c és A; ellenfele (o) ha pedig i # ¢, akkor az A;-n atmend ¢ meredekségii
egyenes a parabolanak még pontosan egy A; # A; pontjat tartalmazza (8 Allitast is
hasznaltuk), s az ennek megfeleld csapattal jatszik A; az F. forduloban. Az is latszik, hogy
barmely két csapat pontosan egyszer taldlkozik a bajnoksag soran. Ez (o0) esetén abbol
kovetkezik, hogy az [e] tipusu egyenesek osztalyat kivéve a paraboldnak minden
parhuzamossagi osztdlyban pontosan egy érintéje van. (Barmely egyenes legfeljebb két
pontban metszi a parabolat. Onnan tudjuk, hogy barmely c-hez van olyan egyenes, ami egy
pontban metszi a parabolat, hogy p paratlan. Azt, hogy semelyik c-re nincs két olyan egyenes,

ami egy pontban metszené a parabolat, (igy lathatjuk, hogy ha az Y=cX+d
egyenletben rogzitjiik c-t, és akkor csak a d + % =0,azazad = —% esetben lesz
egy kozos pont.) A; és A; esetén konnyitsiink a helyzetiinkon annyit, hogy észrevessziik, elég
annyit belatnunk, hogy A; és A; nem jatszhat kétszer egymassal. Mivel az A;A; egyenes
egyenlete Y = cX + d alakt, ha kétszer jatszananak egymassal, az azt jelentené, hogy két

kiilonb6zé c-re ugyanazt az egyenest kapom meg, kordbban viszont lattuk, hogy a

meredekség egyértelmilen meghatarozza a parhuzamossagi osztalyokat.
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3.Fejezet: A projektiv sik axiomatikus felépitése és

az affin sik szarmaztatasa projektiv sikbol

Projektiv siknak egy (P, E, ) harmast neveziink, ahol P és E két nem tires diszjunkt halmaz,
(a klasszikus projektiv sikon pontok illetve egyenesek) I c (P X E) pedig egy illeszkedésnek

nevezett relacio, ahol teljestilnek az alabbiak:

P1) P barmely két kiilonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van E-nek, amely

mindkettovel relacioban all.

P2) E barmely két kiilonboz6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van P-nek, amely

mindkettdvel relacioban all.
P3) E minden eleme legalabb harom kiilonboz6 P-beli elemmel all relacioban
P4) P minden eleme legalabb harom kiilonb6z6 E-beli elemmel all relacioban

Eszrevétel: P1 és P2 illetve P3 és P4 egymas dualisai, ezért ha egy tétel levezethetd az

axiomakbol, akkor annak dudlisa is igaz.

Az els6 két axioma mar megragadja a 1ényegét az 0j konstrukcionak, azonban ha csak a P1 és
P2 axiémakkal definidlnank a projektiv sikot, akkor példaul egy olyan konstrukciot, amely
két pontbdl, és egy rajtuk atmend egyenesbdl all, projektiv siknak kellene tekinteniink. Ez
kényelmetlen lenne, hiszen semmilyen értelmes allitast nem tudndnk megfogalmazni
altalanosan, sokat kellene diszkutalnunk. P3 és P4 axiomakra tehat valamilyen médon
sziikség van, de helyettesithetéek a P5 vagy a P6 allitas egyikével is. Ennek elonye, hogy igy
harom axidomaval dolgoznank négy helyett, hatranya, hogy nem emeli ki a dudlis viszonyt. Az

allitasok kimondasat kovetden bizonyitjuk is az ekvivalenciat.

P5) Létezik négy altalanos helyzetli pont, azaz négy olyan pont, melyek koziil semelyik

harom nem kollinearis.

P6) A sik barmely két egyeneséhez 1étezik olyan pont, amelyik a két egyenes egyikén sincs
rajta.

Bizonyitas:

18



Tegytik fel, hogy egy adott (P, E, I) harmas kielégiti az elsé négy axiomat. Egy tetszéleges X
ponton at létezik 3 kiilonbozdé egyenes (P4), ezek legyenek e, f, g. Ekkor léteznek E; €
e,E, € e,G € g F € f, X-t6l ¢és egymastol paronként kiilonb6z6 pontok (P3). FG
egyenesen az E; ¢és E, koziil legalabb az egyik nincs rajta (kiilonben F és G eleme lenne e-
nek, ami ellentmondas (P2). Feltehetd, hogy E; nincs FG egyenesen. Ekkor X, F, G, E; négy

altalanos helyzetii pont.

Most tegyiik fel, hogy egy adott (P,E,I) harmas kielégiti P1, P2, P5 axiomakat, de nem
elégiti ki P6-ot. Ha az e és f egyenesek a sik Osszes pontjat tartalmazzak, akkor 1éteznek E; €
e, E, €e, F, € f, F, € f pontok, amelyek mind kiilonboznek e és f metszéspontjatol (P5).
Léteznek E;F;és E,F, egyenesek (P1), és ezeknek egy metszéspontja is (P2), ami sem e,

sem f egyenesen nem lehet rajta.

Tegyiik fel, hogy egy adott (P, E,I) harmas kielégiti P1, P2, P6 axiomakat. Ha e tetszéleges
egyenes, akkor P6 miatt létezik rajta nem lévé X pont. X-en legalabb harom egyenes megy,
ezek P2 miatt metszik e-t, tehat e egyenesen legalabb harom kiilonb6z6 pont van, vagyis P3-

at is kielégiti.

Definicié: A (P, E’,I’) harmast, ahol P’ és E’ két diszjunkt halmaz, I’ c (P’ X E”) pedig egy

illeszkedésnek nevezett relacio, affin siknak nevezziik, ha kielégiti az A1 — A4 axidmakat.

Al) P’ barmely két kiilonb6z6 eleméhez pontosan egy olyan eleme van E’-nek, amely

mindkettovel relacidoban all.

A2) Ha P € P' nem all relacioban az e € E'elemmel, akkor E’-nek pontosan egy olyan
eleme van, amely relacioban all P-vel, de nem all relacioban egyetlen olyan P’-beli

elemmel sem, amely e-vel relacioban all.

A3) E’ minden eleme legalabb két kiilonbdzé P’-beli elemmel all relacioban.

A4) P’ minden eleme legalabb harom kiilonboz6 E’-beli elemmel all relacidban.
Tétel:

Ha egy (P, E,I) projektiv sik egyik egyenesét €s az Osszes rajta 1évo pontot elhagyjuk, akkor
a megmaradt pontok és egyenesek P’, E’ halmazai az I' =1 N P’ X E’ relacioval affin sikot

alkotnak.
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Bizonyitas:

Vegyiikk sorra az axiomakat, vizsgaljuk egyesével, hogy mindegyiknek megfelel-e a

konstrukcio!

Al) A projektiv sik pontjaira igaz volt az allitds (axioma volt). Nem vettiink fel sem wjabb
pontot, sem Ujabb egyenest, igy az egyértelmiiség nem sériilhetett. Azt kell megvizsgalni,
hogy lehet-e, hogy a projektiv sikbol konstrualt sik két pontjan olyan egyenes ment at, amit

toroltiink? A vélasz nem, hiszen a torolt egyenes minden pontjat toroltiik.

A2) Azt kell belatni, hogy ha adott egy e egyenes és egy rajta kiviil fekvé P pont, akkor P-n
at pontosan egy olyan egyenes htizhatd, aminek nincs kdzos pontja e-vel (nem metszi e-t). Az
ilyen egyeneseket fogjuk e-vel parhuzamosoknak hivni. Minden megmarado egyenesnek, igy
e-nek is egy pontjat hagytuk el, hiszen minden egyenes pontosan egy pontban metszette az
elhagyott egyenest. Az e-bdl elhagyott pontot nevezziik X-nek. Eredetileg egyértelmiien
Iétezett PX egyenes, ami X pont elhagyasaval mar nem metszi e-t (ha mas pontban is
metszette volna, akkor PX lenne az elhagyott egyenes, P-r6l azonban tudjuk, hogy
megmarad), viszont egyenes marad, hiszen eredetileg minden egyenesnek legalabb harom
pontja volt, (A1) miatt barmely két ponton a4t megy pontosan egy egyenes. A 1étezést tehat
mar latjuk, az egyértelmiiség azonban bizonyitandé még. Eredetileg minden egyenes (igy
minden P-n atmend egyenes is) metszette az e-bdl és egy elhagyott pontbdl alld egyenest. Ha
egy egyenes e-ben metszette, akkor az tovabbra is metszeni fogja, két egyenes pedig nem

metszhette az elhagyott pontban (A1) miatt.

A3) A projektiv sikon axioma volt, hogy minden egyenesnek legalabb harom pontja van. Azt
kellene latni, hogy a kapott sikon minden egyenesnek legalabb két pontja van. Mivel nem
vettiink fel 0j egyenest, akkor lehet baj, ha egy tetszéleges e megmarado egyenesnek legalabb
két pontjat toroltiik. Tegylik fel, hogy ez tortént! Projektiv sikon két ponton at viszont csak

egy egyenes mehet, a két torolt ponttal rendelkez6 egyenes pedig a torolt egyenes.

A4) A projektiv sik pontjaira igaz volt ez az allitas, miszerint, minden ponton 4t legalabb
harom egyenes megy (axioma volt). Mivel nem vettiink fel ujabb pontot, baj csak akkor
lehet, ha a kapott sik valamely pontjan at az az egyenes is atment a projektiv sikon, amit

tordltiink. Ilyen pont azonban nincs, hiszen a tordlt egyenes minden pontjat toroltiik.
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4.Fejezet: Bajnoksagszervezés euklidészi modell

segitségével, és a modell tovabbi alkalmazasai

Bajnoksagok szervezése

Az affin sik p-edrendli parabolajanak tulajdonsdgait felhasznilva meg tudtunk adni egy
bajnoksagszervezést p + 1 csapatra abban az esetben, ha p paratlan prim, igy példaul a 20
csapatos bajnoksagokra, mint amilyen az angol, spanyol, olasz pontvadaszat, vagy a 18
csapatos kiirasokra (német, holland élvonal) van megoldasunk. Ritkabb, de el6fordul, hogy 10
csapat esetén is kormérkdzéses rendszerben kivanjak lebonyolitani a bajnoksagot, erre legjobb
példa talan a 2018-as vilagbajnoksag dél-amerikai selejtezdje, de a svajci elsé osztalyban is
10 csapat szerepel. Ebben a dolgozatban nem targyaltuk, de ha q egy paratlan prim hatvanya,
akkor az AG(2,q) sik parabolainak tulajdonsagait felhasznalva hasonléan megadhato
lebonyolitas. Erdekes kérdés viszont, hogy mi a helyzet a magyar elsé osztallyal, ahol jelenleg
16 csapat verseng, illetve hogy tudunk-e altalanos lebonyolitast adni, amely nem hasznalja ki

a résztvevo csapatok szamanak semmilyen specialis tulajdonsagat.
Bajnoksag k= 2™ csapattal:

Az els6 forduldban irjunk fel egy tetszdleges parositast! Ezt kovetden (ha a mérkdzéseket
egymas ala irtuk) a bal oldali oszlopot hagyjuk fixen, a jobb oldalit pedig fordulénként toljuk

el lefelé, a legalso csapatot legfoliilre irva, egészen addig, amig épphogy nem értiink korbe!

Ekkor eltelt > fordulo, és minden csapat a masik oszlop csapataival jatszott, még a sajat

oszlopaban szerepldk elleni meccsek vannak hétra, tehat a problémat visszavezettik a

csapatos bajnoksag lebonyolitasara. 2™ csapat esetén ezt a 1épést n-szer megtéve eléall a

lebonyolitas.
Bajnoksag szervezése tetszoleges csapatszam esetén (altalanos megoldas):

Elég, ha 2k (ahol, illetve a dolgozatban innentdl végig k pozitiv egész) csapatra adunk
lebonyolitasi algoritmust, hiszen a 2k — 1 csapatszdmu bajnoksdg a 2k csapatszdmura
vezethetd vissza Szabadnapos FC bevezetésével. Mivel az bajnoksagban, amelyre
visszavezettiik, Szabadnapos FC nem megkiilonboztetett csapat, mindenkivel egyszer jatszik,

ami pont azt jelenti, hogy a paratlan résztvevdovel rendelkezd bajnoksdgban minden csapat
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egyszer pihen, egyébként pedig ugyanazokkal a tulajdonsagokkal rendelkezik, mint a paros

résztvevojl bajnoksagban, amire visszavezettiik a lebonyolitast.
Bajnoksag szervezése 2k csapattal:

Vegylink az euklidészi sikon egy szabalyos 2k — 1 szoget. Ezt megtehetjiikk, hak > 1; k=1
esetén egy mérk6zésbol all a bajnoksag. Legyenek ennek csticspontjai A;,45,...,A2-1- A
bajnoksagban szereplé csapatok kozil 2k —1 darabot feleltessink meg a sokszog
csticspontjainak, egy csapatot pedig a sokszog koré irhato kor K kozéppontjanak. A
fordulokat feleltessiik meg a KA,, iranyoknak, ahol m = 1,2,...,2k — 1. Ekkor beszélhetlink
az m indexhez tartozd fordulordl. Ebben az F,,-mel jelolt forduloban a csapatok parositasa

legyen a kovetkezd:

A, —K

A;- A j pontosan akkor, ha az A;A j egyenes merdleges az A, K egyenesre.

A

A A,
# i)

/it \

Megmutatjuk, hogy igy egy j6 lebonyolitast kapunk. A fordulok szdma eggyel kisebb, mint a
csapatok szama. Minden m = 1,2,...,2k — 1 esetén igaz, hogy az F, forduléban minden
csapat pontosan egy meccset jatszik, mert A ,,ellenfele K, ha pedig i + m, akkor az A; pont
AmK egyenesre vonatkozo tiikorképe a sokszog egy A; # A; cstcsa (itt hasznaljuk ki, hogy a

sokszOgnek paratlan sok csucsa van), s az ennek megfeleld csapattal jatszik A;. Az is latszik,
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hogy barmely két csapat pontosan egyszer taldlkozik a bajnoksag soran. Ez K esetén
nyilvanvalo, A; €s A; esetén pedig abbol kovetkezik, hogy az A;A; szakasz felezOmer6legese
atmegy K-n (hiszen K-tdl egyenld tavolsagra van minden csucs) és a sokszognek pontosan
egy A,, csucsat tartalmazza (ha kettdt tartalmazna, az azt jelentené, hogy paros sok csticsa van

a szabalyos sokszognek), a meccsre az ennek megfeleld F,, forduloban kertil sor.

Palyavalasztas kérdése: Miutan megadtunk egy modellt, amely tetszéleges csapatszam
esetén lehetOséget biztosit a kormérkdzéses rendszerti bajnoksag olyan lebonyolitasara, ahol
barmely forduléban egy idében kezddédhetnek a mérkdzések, minden forduléban minden
csapat palyara 1ép (kivéve a mar targyalt paratlan csapatszamu esetet, amikor ennek a
kovetelménynek nem lehet eleget tenni), felvetddik a kérdés, hogy mennyire lehet igazsagos a
bajnoksag. Lehetséges-e olyan lebonyolitds, hogy semelyik csapatnak se kelljen kétszer
egymast kovetden idegenben palyara lépnie? Ha ilyen lebonyolitas nem létezik, akkor a
feltételen enyhitsiink kézenfekvd modon és csak annyit koveteljiink meg, hogy semelyik
csapatnak ne kelljen harom egymast koveté alkalommal idegenben pélyara lépnie. Igy maér
létezik jO lebonyolitds? Ha nem, akkor hol a hatdr, meddig kell enyhiteniink a
kovetelményen? Latszolag ez egy grafelméleti kérdés, azonban amikor nekildtunk a
megvalaszolasahoz, Gjabb problémadba iitkdziink. Ha grafelméleti modszerekkel adunk egy
lebonyolitast, honnan tudjuk, hogy a kapott algoritmus az eddigi kovetelménynek — tudniillik,
hogy a fordulok mérkdzései egy idopontban kezdddhessenek — is megfelel? Vilagos tehat,
hogy akkor jarunk legjobban, ha az altalanos csapatszamra mitk6dé modelliinkb6l kiindulva

talalunk valaszt erre a kérdésre is.

Mivel a bajnoksagok rendszere oda-visszavagos, tehat két kort jatszanak (6szi és tavaszi)
megegyezd lebonyolitassal, csak ellentétes palyavalasztassal, ezért abbol a kovetelménybdl,
hogy a bajnoksdgban semelyik csapat ne jatsszon egymast kovetden kétszer idegenben,
kovetkezik, hogy csak a bajnoksag elsd felét vizsgalva olyan csapat sem lehet, aki egymast
kovetden kétszer jatszik hazai palyan. Vegyiink két olyan csapatot, amely az elsé forduloban
egyarant idegenben jatszik. (Ezt mar négy csapat esetén megtehetjiik.) Konnyen adodik, hogy
mindkét csapatnak felvaltva kell idegenben, illetve otthon szerepelnie, ami viszont az egymas

elleni mérkdzésiik alkalmaval biztosan nem teljesithetd.

Vizsgaljuk most meg az enyhitett kovetelményt. Tekintsiik az alabbi dbra jeldlésrendszerét!
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A behlizott szakaszok legyenek a mérkdzések, csakhogy ezuttal iranyitsuk is 6ket a kovetkezd
moédon: A; — K iranya minden forduldban véltozzon az ellenkezdjére, egyébként pedig

Ay — Ayyq ha x paratlan;
Aypq > A,,_, hax paros
Megjegyzés: Hallgatolagosan foltettiik, hogy x < n — 1.

A csapatokat oly modon feleltessiik meg a csticsoknak, hogy a kozéppontnak megfeleltetett
csapat a bajnoksag sordn fixen marad, egyébként pedig minden forduloban minden csapat
valtoztatja az 4abran elfoglalt helyét. Az A,,_jcsucsban tartézkodd csapat A;cstcsba
vandorol, az 6sszes tobbi pedig az eddigi hely¢hez képest egyel nagyobb szamu cstcsba, tehat
minden kiilsé csucsban 1év0 csapat minden korben az déramutatd jardsdval megegyezd
iranyban 1év6 szomszédos cstcsba megy. Mieldtt a palyavalasztast vizsgalnank, nézziik meg,
hogy tovabbra is jo-e a bajnoksdg lebonyolitdsa. Ez nem magétdl értetddd, hiszen az
eddigiekkel ellentétben a csapatok véltoztatjak az abran elfoglalt helyiiket a fordulok kozott.
Téamaszkodhatunk azonban a szabalyos sokszog forgasszimmetridjara, aminek segitségével
lathatjuk, hogy a bajnoksag tovabbra is megfelel a korabban tdmasztott kdvetelményeknek.
Be kell latnunk, hogy az igy megadott lebonyolitas eleget tesz azon kovetelménynek, hogy
semelyik csapat ne jatsszon harom egymadst kovetd alkalommal idegenben. A K csucsban
rogzitett csapat egymast kovetd két alkalommal sem teszi. Vizsgaljuk meg egy kiils

pontokon mozgo6 csapat utjat! Konnyen latszik, hogy A,-t6l A,-ig és A,,,-t6l A,,_q1-i0
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felvaltva jatszik otthon, illetve idegenben. Mivel A, mindig A,,; ellen jatszik, ezért
fiiggetleniil az A,, — A, 41 parositas iranyatol (azaz attdl, hogy néggyel oszthatd-e a bajnoksag
csapatainak szama) itt sem torik meg a sorminta. Amit érdemes megvizsgalni, az az, hogy mi
torténik A; kornyékén. Mivel azonban az A;-et megelézé és az azt kovetd forduloban
egymassal ellentétes a palyavalasztds, nem sériill a lebonyolitassal szemben tamasztott

kovetelményiink fiiggetlentil attdl, hogy A;-ben mi torténik.

Ellentétes sorsolasok készitése: A modell tovabbi alkalmazasaként nézziink egy az
eddigieknél is aktualisabb, gyakorlati problémat. Az idei (2014-15-6s) NB 1-es kiiras
megszervezésekor harom-harom csapatnak paronként ellentétes sorsoldst kellett biztositani.
Ez azt jelenti, hogy éppen azokban a fordulokban kellett, hogy hazai kornyezetben 1épjen
palyara egyikiik, amikor a masik idegenben teszi. Erre Ferencvéros - Ujpest paros esetében
rendorségi kérés vonatkozott, a két szurkolotabor balhéit szerették volna megeldzni, két
esetben (Honvéd - MTK; Videoton - Puskds Akadémia) pedig az indokolta, hogy
stadionépités miatt ugyanott jatszottak hazai mérkdzéseiket. Erdemes feltenni azt a kérdést is,
hogy hany paros adhaté meg ugy (feltéve, hogy minden csapat csak egyikben szerepel), hogy

ellentétes sorsolast kaphassanak.

Azt éllitjuk, hogy (amennyiben a csapatok szdma paros) létezik minden csapatot érintd
parositas. Tekintsik azt a lebonyolitast, amelyet az idegenbeli-hazai kérdés
megvalaszolasakor adtunk. Itt meg kell adnunk, hogy az elsé forduléban a K-ban rogzitett
csapat idegenben, vagy hazai palyan jatszik-e. Legyen a K-ban rdgzitett csapat elsd
mérkdzése idegenbeli!l A konnyebb hivatkozas érdekében azonositsuk a csapatokat azzal a
ponttal, ahol az elsé forduldban tartozkodnak! Azt allitjuk, hogy az igy kapott lebonyolitasban
van minden csapatot €rintd parositas. K parja A, a tobbi paros indexii pont parja pedig a nala
egyel nagyobb indexii csucs. Az, hogy K és A, jo part alkotnak, kdnnyen latszik, mint ahogy
az is, hogy barmely paros indexli pont ellentétes sorsolassal bir a tdle egyel nagyobb
indextihoz képest mindaddig, amig a két érintett pont egyike sem keriil abba a csticsba, ahol
épp K ellen jatszik. Mivel K idegenben kezdett, ezért pontosan akkor fog idegenben jatszani,
amikor paratlan csucs az ellenfele. Tehat a paratlan csucsok jatszanak K ellen hazai palyan,
esetiikben ugy szakad meg a sorminta, hogy két hazai mérkézés koveti egymast, a paros
csucsoknal pedig két idegenbeli, ez azonban éppen a kivant eredményre vezet, hiszen a két

sorozatot egymashoz képest eltoltuk eggyel.
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