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4 TARTALOMJEGYZÉK



1. fejezet

Bevezetés

Szakdolgozatomban az er®sen reguláris gráfokat, a blokkrendszereket és ezek kapcso-
latát szeretném bemutatni. A dolgozat javarészt a [1], [9] -re épül, így amit külön nem
említünk, az ebben a két alapm¶ben megtalálható. A dolgozatban el®forduló, önál-
lóan megoldott feladatok egy része a [1] jegyzetben megtalálható feladatok, részben
pedig a konzultációkon kapott, a témakör megértését segít® feladatok. A dolgozat
során az ábrákat GeoGebra program segítségével készítettem. A bevezet®ben következ®
történeti összefoglalás [6], [8], [5] alapján készült.

A gráfok története 1736-ban kezd®dött, amikor Leonard Euler megoldotta a königs-
bergi hidak problémáját, ® használta el®ször a mai gráfelméletben alapfogalomként
ismert pontokat és éleket. Az er®sen reguláris gráfokat pontosan 200 évvel kés®bb,
1936-ban mutatta be Raj Chandra Bose. A második fejezetben az er®sen reguláris
gráfok néhány alapvet® kérdését tárgyaljuk, többek között nézünk konstrukciókat is,
melyekkel er®sen reguláris gráfokat lehet el®állítani, bizonyos feltételek mellett. Ebben
a fejezetben a véges matematika 1 kurzuson el®forduló alapvet® gráfelméleti fogalmakat
alapismeretnek tekintjük.

A blokkrendszerek el®ször W.S.B. Woolhouse által lettek közismertek, a �Lady's
and Gentlemen's Diary� újságban közölt fejtör®je révén, mely el®ször 1844-ben jelent
meg, a probléma megoldását pedig Thomas Kirkman mutatta meg 3 évvel kés®bb. Ma
már ezek a speciális blokkrendszerek, melyekkel Kirkman akkor foglalkozott, Steiner
hármasrendszerekként ismertek. Harmadik fejezetünkben a blokkrendszerek néhány
alapvet® tulajdonságait tárgyaljuk.

A negyedik fejezetben az er®sen reguláris gráfok és blokkrendszerek közötti össze-
függéseket tárgyaljuk. Nézünk példát arra, hogy hogyan lehet megfelel® paraméter¶
er®sen reguláris gráfból blokkrendszert el®állítani, illetve bizonyos blokkrendszerb®l
er®sen reguláris gráf konstruálásáráról is lesz szó. Látni fogjuk, hogy az er®sen re-
guláris gráfok nagyon hasznosnak bizonyulhatnak blokkrendszerekr®l szóló tételek bi-
zonyításában, ilyen lesz a Hall-Connor tétel, melynek bizonyítása az er®sen reguláris
gráfokra épít.

1.1. ábra. Az els® gráf Euler egyszer¶sített modellje a königsbergi hidak problémájáról,
a második gráf pedig egy er®sen reguláris gráf.
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Köszönetnyilvánitás

Szeretnék köszönetet mondani témavezet®mnek, Héger Tamásnak, aki rengeteg id®t
fordított arra, hogy segítsen a szakdolgozatom elkészítésében. Hasznos tanácsaival és
gondolkodtató feladatokkal segítette a fogalmak és tételek mélyebb megértését.



2. fejezet

Er®sen reguláris gráfok

A dolgozat során bizonyos gráfelméleti alapfogalmaknak a [3] könyv szerinti jelöléseit
használjuk, úgy mint gráf (Γ), pontok halmaza (V (Γ)), élek halmaza (E(Γ)), szom-
szédos élek ({v, w} ∈ E(Γ) | v, w ∈ V (Γ)), n-pontú teljes gráf (Kn), páros gráf A, B
csúcsosztályokkal (Γ(A,B)), teljes páros gráf (Ka,b). A [3] könyvt®l eltér® jelöléseket,
illetve abban nem el®forduló fogalmak jelöléseit a [1] jegyzet szerint használjuk, mint
pontok fokszámát, amit (deg(v) | v ∈ V (Γ))-vel jelölünk.

Egy Γ gráfot k-regulárisnak nevezünk, ha minden pontjának foka k. Ilyen gráfok
például a körgráfok, teljes gráfok stb. Ebben a fejezetben er®sen reguláris gráfokkal
fogunk foglalkozni, amelyek ugyanúgy mint a k-reguláris gráfok rendelkeznek a regula-
ritás tulajdonságával, de ezen felül további megkötéseknek is eleget tesznek. A gráfok
amelyekkel foglalkozni fogunk nem tartalmaznak hurokélt, illetve többszörös éleket,
tehát egyszer¶ (és irányítatlan) gráfokról lesz szó.

2.1. De�níció A Γ irányítatlan, egyszer¶ gráfot (nem tartalmaz hurokélt vagy több-
szörös élt) egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráfnak nevezzük, ha nem teljes
gráf vagy üres gráf, és a csúcsok száma n, a gráf k-reguláris, két szomszédos pont közös
szomszédainak száma λ, két nemszomszédos pont közös szomszédainak száma pedig µ.

A fenti de�níció az er®sen reguláris gráfok [2] könyvbeli de�niálását követi, itt
megjegyezzük, hogy azért érdemes kikötni, hogy Γ nem lehet üres gráf, mert lévén,
hogy nincsenek élek a gráfban, nincs értelme szomszédos pontok közös szomszédjairól
beszélni, hasonlóképpen a teljes gráfok esetében nincs értelme nemszomszédos pon-
tokról beszélni, tehát a λ illetve µ paraméterek nem lennének jólde�niáltak.
A következ® 2.1. ábrán három példát láthatunk er®sen reguláris gráfokra.

2.1. ábra. Az ábra balról jobbra haladva az ötszög gráfot, a Kuratowski gráfot (K3,3),
illetve a Petersen gráfot mutatja.
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2.2. Feladat Mely körgráfok (Cn) er®sen regulárisak?

Megoldás. Vizsgáljuk a körgráfokat pontjaik száma szerint.

• A legkisebb egyszer¶ körgráf a háromszög gráf (n = 3), de mivel ez teljes gráf
ezért nem er®sen reguláris gráf.

• A C4 egy (4, 2, 0, 2), a C5 pedig egy (5, 2, 0, 1) paraméter¶ er®sen reguláris gráf.

• Ha n ≥ 6 akkor Cn már nem lesz er®sen reguláris, hiszen egy pontnak a másod-
szomszédjával mindig lesz egy közös szomszédja, viszont a t®le kett®nél nagyobb
távolságra lév® pontokkal nem lesz közös szomszédja, így a nemszomszédos pon-
tok közös szomszédainak száma 0 vagy 1, így a µ paraméter nem értelmezhet®.

A 2.1. ábra balról els® gráfja az ötszög gráfot mutatja. ♦

2.3. Feladat Mely páros gráfok er®sen regulárisak?

Megoldás. Legyen Γ(A,B) páros gráf, ahol Γ minden élének egyik végpontja A-ban,
másik végpontja B-ben van.

• Az Kn,n teljes páros gráfok (2n, n, 0, n) paraméter¶ er®sen reguláris gráfok. Ez
esetben n ≥ 2, különben teljes gráfot kapunk. A K3,3, úgynevezett Kuratowski
gráfot a 2.1. ábra középs® gráfja szemlélteti.

• Tekintsünk egy Γ(A,B) páros gráfot. Tegyük fel, hogy ∃ v ∈ A, u ∈ B, amelyek
nemszomszédosak. Ekkor közös szomszédaik száma 0, tehát mivel er®sen reguláris
gráfot szeretnénk kapni, az A halmazban, illetve a B halmazban lév® pontoknak
nem lehetnek közös szomszédai. Ez akkor teljesül, ha bármely pontnak a foka
kevesebb mint 2. Ha minden pont foka 0, akkor üres gráfról van szó, ami nem jó;
vagy ha minden pont foka 1, akkor ez az úgynevezett létra gráf. Megjegyezzük,
hogy itt |A| = |B| ≥ 2, különben teljes gráfot kapunk. ♦

2.4. Példa Az 2.1. ábra jobb széls® gráfja a kés®bbiekben is el®forduló gráf, az úgy-
nevezett Petersen gráf, ami egy (10, 3, 0, 1) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. ♦

Lássunk most egy állítást, mely az er®sen reguláris gráfok paraméterei közti össze-
függést mutatja, és ami a kés®bbiekben gyakran el® fog kerülni.

2.5. Állítás Legyen Γ egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. Ekkor paramé-
tereire igaz a következ®:

k(k − λ− 1) = (n− k − 1)µ. (2.1)

Bizonyítás. Rögzítsünk egy x pontot. Számoljuk meg kétféleképpen azon (y, z) párok
számát, ahol z 6= x, {y, z} ∈ E(Γ), {x, y} ∈ E(Γ) és {x, z} /∈ E(Γ). El®ször számoljunk
y szerint. Az x pontnak k darab szomszédja van, ezek mindegyikének k − λ− 1 olyan
szomszédja van, amellyel nincs össze kötve x; tehát a keresett párok száma k(k−λ−1).
Most számoljunk z szerint. Pontosan n − k − 1 olyan pont van a Γ gráfban, amely
nemszomszédos x ponttal. Ezen pontok és x közös szomszédainak száma pedig µ, tehát
a keresett párok száma (n− k − 1)µ. Ezzel az állítást beláttuk. �

Az er®sen reguláris gráfok témakörének egyik alapvet® kérdése, hogy mely (n, k, λ, µ)
paraméterekre létezik er®sen reguláris gráf. A dolgozat során szükséges feltételt is fo-
gunk látni adott paraméter¶ er®sen reguláris gráfok létezésére, illetve olyan konstruk-
ciókat is melyek segítségével er®sen reguláris gráfokat kaphatunk. Tekintsünk rögtön
egy példát olyan konstrukcióra, mellyel er®sen reguláris gráfokból nyerhetünk er®sen
reguláris gráfokat.
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2.6. De�níció Egy Γ gráf komplementer gráfján azt a Γ gráfot értjük, ahol Γ és Γ
csúcshalmaza azonos, és Γ-ban pontosan azok a pontpárok szomszédosak, amelyek Γ-
ban nemszomszédosak.

2.7. Állítás Legyen Γ egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. Ekkor Γ egy
(n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf, amelynek a paraméterei a következ®ek:

k = n− 1− k, λ = n− 2k + µ− 2, µ = n− 2k + λ.

Bizonyítás. Nyilván Γ-nak is n csúcsa van, regularitása pedig k = n− 1− k. Legyen
v, w ∈ V (Γ) és {v, w} /∈ E(Γ). Ekkor azon x ∈ V (Γ) pontok száma, ahol {v, x} /∈ E(Γ)
és {w, x} /∈ E(Γ) adja λ-t. A v és w pontok közös szomszédainak száma µ. Azon
y ∈ V (Γ) pontok száma, ahol {v, y} ∈ E(Γ) és {w, y} /∈ E(Γ) (vagy {w, y} ∈ E(Γ) és
{v, y} /∈ E(Γ)), éppen k − µ. Így azon pontok száma, amelyek sem v-vel, sem w-vel
nincsenek összekötve λ = n−2−2(k−µ)−µ = n−2−2k+µ. Hasonlóan, ha {v, w} ∈
E(Γ), akkor azon x ∈ V (Γ) pontok száma, ahol {v, x} /∈ E(Γ) és {w, x} /∈ E(Γ), éppen
µ = n− 2− 2(k − 1− λ)− λ = n− 2k + λ. �

Így rögtön láthatjuk, hogy amennyiben ismerünk egy er®sen reguláris gráfot, máris
tudunk a paraméterei alapján egy újabb er®sen reguláris gráfot el®állítani.

Er®sen reguláris gráfok vizsgálata során másik alapvet® kérdés, hogy vajon azonos
paraméterekhez hány darab nemizomorf er®sen reguláris gráf létezik, lehetséges-e, hogy
vannak olyan gráfok, melyeket paramétereik egyértelm¶en meghatározzák. Könny¶
látni, hogy a fent tárgyalt négyszöget, ötszöget illetve Petersen-gráfot paraméterei
meghatározzák. Nézzünk most egy érdekesebb példát.

2.8. Példa Az L2(m) négyzetháló gráf csúcshalmaza az {1, ..., m} × {1, ..., m} hal-
maz, és két csúcsot akkor kötünk össze, ha valamely koordinátájukban megegyeznek.
Ez úgy képzelhet® el, hogy az m×m-es �sakktábla� mez®it tekintjük a gráfunk pont-
jainak, és csak azokat a pontokat kötjük össze, amelyeknek megfelel® mez®k között a
bástya a sakk szabályainak megfelel®en át tud lépni. Ezt a gráfot �bástyagráfnak� is
szokták nevezni.

A gráf csúcsainak száma egyértelm¶en n = m2. Egy pont valamely koordinátáját
az adott ponton kívül pontosan m − 1 másik pont tartalmazza, így minden pontnak
k = 2(m− 1) a foka. Tekintsünk két pontot, melyek szomszédosak, ekkor az el®bbiek
alapján λ = m−2 közös szomszédjuk lesz. Az (a, b) és (c, d), a 6= c és b 6= d koordinátájú
pontok közös szomszédai (a, d) és (c, b) koordinátájú pontok, tehát µ = 2. Így a gráf
paraméterei:

n = m2, k = 2(m− 1), λ = m− 2, µ = 2.

A 2.2. ábra jobb oldalán lév® gráf éppen az L2(4) négyzetháló gráf. ♦

Bizonyítható, hogy bármely (m2, 2(m − 1),m − 2, 2) paraméter¶ er®sen reguláris
gráf az m = 4 eset kivételével izomorf az L2(m) négyzetháló grá�al. Ezt most nem
bizonyítjuk, ugyanis a kés®bbiekben egy hasonló eredményt fogunk belátni, az úgyne-
vezett trianguláris gráfokról (4.8. tétel). Az m = 4 esetre ellenpélda az úgynevezett
Shrikhande gráf, melyre kés®bb még visszatérünk.

Megemlítünk még egy példát, amelyre a negyedik fejezetben szükségünk lesz. Meg-
jegyezzük, de nem bizonyítjuk, hogy ezt a gráfot paraméterei szintén meghatározzák.
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2.9. Példa A 2.2 ábra bal oldalán szerepl® gráfot Clebsch gráfnak nevezzük, ami egy
(16, 5, 0, 2) paraméter¶ er®sen reguláris gráf, amelyet úgy kaphatunk, hogy vesszük az
{1, 2, 3, 4, 5} halmaz páros sok elem¶ részhalmazait és akkor kötünk össze két ilyen
részhalmazt, ha szimmetrikus di�erenciájuk 4 elem¶. ♦

2.2. ábra. Az ábra baloldali gráfja Clebsch gráf és a jobboldali gráfja az L2(4) né-
gyzetháló gráf, ahol vastag vonal mentén úgy vesszük, hogy bármely két csúcs szom-
szédos, de vékonyabb vonalakkal ábrázoltuk részletesen is a szomszédsági viszonyokat.

2.10. Feladat ([1], 8.9. feladat) Lássuk be, hogy a 2.9. példában megadott Clebsch
gráf valóban egy (16, 5, 0, 2) paraméter¶ er®sen reguláris gráf.

Megoldás. Legyen A = {1, 2, 3, 4, 5} az alaphalmaz, amelynek a páros elem¶ részhal-
mazai adják a Clebsch gráf csúcsait, P pedig a csúcsok halmaza. A továbbiakban a, b,
c, d, e jelölik az A halmaz elemeit valamilyen megfeleltetéssel.

• Lássuk be, hogy n = 16.

n =

(
5

0

)
+

(
5

2

)
+

(
5

4

)
= 1 + 10 + 5 = 16

• Lássuk be, hogy k = 5.

� v = {∅} szomszédai {a, b, c, d} alakúak (4 elem¶ halmazok), így
(
5
4

)
= 5

darab szomszédja van.

� v = {a, b} (kételem¶ halmazok) szomszédai lehetnek kételem¶ek is és négyele-
m¶ek is, a következ®képpen. Kételem¶ szomszédai {x, y} alakúak, ahol
x, y ∈ {c, d, e} így

(
3
2

)
= 3 darab kételem¶ szomszédja van. Négyelem¶

szomszédai {x, c, d, e} alakúak, ahol x ∈ {a, b}, így összesen 3 +
(
2
1

)
= 5

szomszédja van v-nek.

� v = {a, b, c, d} szomszédai {x, e} alakúak, ahol x ∈ {a, b, c, d}, illetve szom-
szédos az {∅}-zal, így

(
4
1

)
+ 1 = 5 darab szomszédja van.

• Lássuk be, hogy λ = 0.

� {∅} és {a, b, c, d} alakú pontoknak nincsenek közös szomszédaik, mivel az
el®bbinek 4 elem¶ek a szomszédai, míg az utóbbinak nem.

� B = {a, b} és C = {x, c, d, e} | x ∈ B közös szomszédai csak kételem¶ek
lehetnek (jelöljük D-vel), ahol |B ∩D| = 0 és |C ∩D| = 1. Ha |B ∩D| = 0
akkor D ⊂ {c, d, e}, tehát |C ∩ D| = 2. Ezzel ellentmondásra jutottunk
tehát B-nek és C-nek nincsenek közös szomszédaik.
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� A B = {a, b} alakú pontoknak a kételem¶ szomszédait jelöljük C = {x, y} |
x, y ∈ {c, d, e}-vel. Az el®z® pontban láttuk, hogy szomszédos kett®- és
négyelem¶ halmazoknak közös szomszédaik nem lehetnek kételem¶ek, tehát
két szomszédos kételem¶ halmaz közös szomszédai sem lehetnek négyelem¶ek.
Legyen D kételem¶ halmaz. A D akkor közös szomszédja B-nek és C-nek,
ha B ∩ D = 0 és C ∩ D = 0. Ehhez az kéne, hogy legalább 6 pont álljon
rendelkezésünkre, azonban |A| = 5, tehát kételem¶ halmazoknak nincsenek
közös szomszédaik.

• Lássuk be, hogy µ = 2.

� A {∅} és {a, b} alakú pontok közös szomszédai pontosan az {a, b}-nek a 4
elem¶ szomszédai, amib®l (mint azt fentebb már láttuk) 2 darab van.

� Legyen B = {a, b} és E = {a, b, x, s} | x, s ∈ {c, d, e}. Közös szomszédaik
D = {y, z} két elem¶ halmazok. Kérdés, hogy y és z milyen értékeket
vehetnek fel. Akkor lesz D az A és E közös szomszédja, ha |B ∩D| = 0 és
|E ∩ D| = 1. Tehát y ∈ {x, s} és z ∈ A \ {a, b, x, s}. Így B-nek és E-nek
pontosan

(
2
1

)
= 2 közös szomszédjuk van.

� Az F = {a, b, c, d} és G = {b, c, d, e} közös szomszédja az {e, a} alakú pont,
illetve az {∅}, így pontosan 2 közös szomszédjuk van. ♦

A következ® példában szerepl® gráfot szintén meghatározzák paraméterei, melynek
bizonyítása a negyedik fejezetben fog szerepelni.

2.11. Példa Trianguláris gráfnak nevezzük azt a gráfot, amelynek a csúcsai egy m |
m ≥ 4 elem¶ halmaz 2 elem¶ részhalmazai és két ilyet összekötünk, ha nem diszjunktak.
Ezt a gráfot T (m)-mel jelöljük. A 2.4.-ben említett Petersen gráf komplementere T (5)-
nek, melyet a 2.3. ábra balról vett els® gráfja szemléltet.
Lássuk be, hogy T (m) er®sen reguláris. Egy m elem¶ halmaz kételem¶ halmazainak
száma

(
m
2

)
= m(m − 1)/2, tehát n = m(m − 1)/2. Az m elem¶ halmaz egy kételem¶

részhalmazának mindkét eleme pontosan m− 2 darab másik kételem¶ halmazban lesz
benne, tehát a gráf egy csúcsa pontosan 2(m−2) darab csúccsal lesz összekötve. Legyen
az m elem¶ halmazunk A = {a1, a2, ...am}. Legyen B = {a1, a2} és C = {a2, a3} két
szomszédos csúcs. A B és C csúcsok közös szomszédai lehetnek {a1, a3} alakúak, vagy
{a2, x} | x ∈ A \ {a1, a2, a3} alakúak, ahol az utóbbiból éppen m− 3 van, így B-nek és
C-nek összesen λ = m − 2 darab közös szomszédja van. Legyen D = {a1, a2} és E =
{a3, a4} két nemszomszédos pont. Ekkor D és E közös szomszédai úgy fognak kinézni,
hogy A és B elemei közül is pontosan egyet tartalmaznak. Ezt összesen négyféleképpen
lehet megvalósítani, tehát µ = 4. Ezek alapján a T (m) gráf er®sen reguláris a következ®
paraméterekkel:

n = m(m− 1)/2, k = 2(m− 2), λ = m− 2, µ = 4. ♦

Egyik szépsége az er®sen reguláris gráfoknak, hogy ha már ismerünk néhányat,
akkor ezekb®l bizonyos esetekben el® tudunk állítani újabb er®sen reguláris gráfokat.
Fentebb említettük például a 2.7. állításban, hogy er®sen reguláris gráfnak a kom-
plementere is er®sen reguláris. Most nézzünk egy switchingnek nevezett módszert,
amely segítségével gráfokból gráfokat tudunk el®állítani, bizonyos esetekben pedig ép-
pen er®sen reguláris gráfokból kaphatunk er®sen reguláris gráfokat. A konstrukció a
következ®képpen néz ki. Egy Γ gráf csúcsainak halmazából válasszunk ki egy Y részhal-
mazt. Vegyünk két csúcsot, melyek mindketten Y halmazban vannak, vagy egyik sincs
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Y -ban. Amennyiben az eredeti gráfban volt él ezen két csúcs között akkor hagyjuk
meg, ha nem volt akkor switching során se kössük össze a két pontot. Ha két tet-
sz®leges pont közül az egyik Y halmazban van, míg a másik nem, akkor ha eddig volt
él köztük, akkor most ne legyen és ha eddig nem volt, akkor most húzzuk be.
Nézzünk el®ször egy feladatot, ahol reguláris gráfok tulajdonságait vizsgáljuk a switch-
ing során. A feladat kifejtéséhez szükségünk lesz az alábbi deinícióra és jelölésre.

2.12. De�níció Vegyük Γ gráf pontjainak egy A halmazát és kössünk össze benne két
pontot pontosan akkor, ha Γ-ban szomszédosak voltak. Az így kapott H gráfot Γ-nak az
A által feszített részgráfjának nevezzük.

2.13. Jelölés ([1]) Legyen x egy csúcsa Γ gráfnak. Ekkor Γ(x)-szel fogjuk jelölni az
x-szel összekötött csúcsok halmazát (amely nem tartalmazza x-szet).

2.14. Feladat Legyen Γ egy reguláris gráf. Mely Y ⊂ V (Γ)-ra vonatkozó switchinggel
kaphatunk reguláris gráfot?

A feladat megoldását a következ® állításban tárgyaljuk.

2.15. Állítás Egy n pontú, k-reguláris Γ gráfban az Y ⊂ V (Γ)-ra vonatkozó switch-

inggel kapott gráf k′-reguláris pontosan akkor, ha az Y által feszített részgráf k
′+k+|Y |−n

2
-

reguláris és minden v ∈ V (Γ) \ Y pontnak pontosan |Y |+k−k
′

2
szomszédja van Y -ban.

Bizonyítás. Legyen |Y | = x, és legyen Γ-nak az Y által feszített részgráfja Y ′. Ha
|Y | = x, akkor |V (Γ) \ Y | = n− x. Legyen v ∈ V (Γ). Jelölje Γ-ban deg′(v) a v-nek az
Y -beli szomszédainak számát. Ebb®l következik, hogy v szomszédainak száma Y -on
kívül k−deg′(v). Nézzük el®ször az Y ′-n belüli, majd az Y ′-n kívüli csúcsok fokszámát
a switching után.

• Rögzítsünk egy v ∈ Y pontot. A switching után v szomszédainak száma éppen
| (Γ(v) ∩ Y ) |+ | (V (Γ) \ (Y ∪ Γ(v))) | = k′, tehát deg′(v)+n−x−(k−deg′(v)) =
2 deg′(v) + n − x − k = k′, így mivel k′+k+x−n

2
konstans, ezért adódik, hogy Y ′

egy k′+k+x−n
2

-reguláris gráf.

• Rögzítsünk egy w ∈ V (Γ) \ Y pontot. A switching után w szomszédainak száma
|(Γ(w) \ (Γ(w)∩ Y ))|+ |(Y \ (Γ(w)∩ Y ))|, tehát k− deg′(w) + x− deg′(w) = k′,
így mivel x+k−k′

2
konstans, ezért adódik, hogy bármely w ∈ V (Γ) \ Y pontnak

pontosan x+k−k′
2

szomszédja kell, hogy legyen Y -ban. �

2.16. Feladat ([1], 8.32 feladat) Keressünk olyan Y halmazt a (10, 6, 3, 4) paraméter¶
T (5) trianguláris gráfban, amelyre vonatkozó switching átviszi T (5)-öt a (10,3,0,1) Pe-
tersen gráfba.

Megoldás. Jelöljük T (5) paramétereit szokásosan n, k, λ, µ bet¶kkel, a Petersen gráf
paramétereit pedig n, kp, λp, µp bet¶kkel.
Az el®z® (2.14.) feladat megoldásában szerepl® egyenletek (és jelölések) alapján az Y ′-
beli pontok fokszáma deg′(v) = k′+k+x−n

2
= x−1

2
, a V (Γ) \ Y -beli pontok foka pedig

x+k−k′
2

= x+3
2
. A switching során Y ′-n belül megmaradnak az élek, így deg′(v) ≤ 3,

tehát 4 esetet kell vizsgálnunk.

• Ha deg′(v) = 0 akkor x = 1, továbbá deg′(w) = 2 ami ellentmondás.
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• Ha deg′(v) = 1 akkor x = 3, tehát az Y ′ gráfunk egy 3 pontú 1 reguláris gráf, így
az élek száma 3

2
kéne, hogy legyen, ami nem lehetséges.

• Ha deg′(v) = 3 akkor x = 7, ekkor az élek száma 21
2
kéne, hogy legyen, ami nem

lehetséges.

• Ha deg′(v) = 2, akkor x = 5. Ez valóban jónak bizonyul, ilyen Y ′-t találunk
T (5)-ben. ♦

2.3. ábra. Az ábra jobbról az els® gráfja mutatja T (5)-öt, ahol zölddel jelöltem egy
lehetséges Y halmaz pontjait (ugyanúgy mint az ábrán szerepl® másik két gráfnál).
A második gráf mutatja a switching után kapott eredményt, mely a Petrsen gráf, a
pontok megfelel® elhelyezésével pedig megkapjuk az ábrán szerepl® harmadik gráfot,
ami éppen a Petersen gráf a közismert elrendezésben.

2.17. Példa A Shrikhande gráf egy er®sen reguláris gráf, amelyet switching segít-
ségével kaphatunk a 2.8. példában említett L2(4) négyzetháló gráfból. A switching
során tekintsük Y -nak a négy diagonális pontot. A Shrikhande gráf paraméterei meg-
egyeznek az L2(4) paramétereivel, tehát: n = 16, k = 6, λ = 2, µ = 2. ♦

Nézzünk még néhány példát er®sen reguláris gráfokra.

2.18. Példa Az r darab diszjunkt Km uniója er®sen reguláris gráf, jelölése rKm,
paraméterei pedig a következ®ek:

n = rm, k = m− 1,λ = m− 2, µ = 0.

Megjegyezzük, hogy µ = 0-ra minden er®sen reguláris gráf ilyen, alkalmas r, m
paraméterekkel. Legyen x ∈ V (Γ), ahol Γ egy (v, k, λ, 0) paraméter¶ er®sen reguláris
gráf. Mivel µ = 0, amennyiben egy pont 2 hosszú úton elérhet® x-b®l, akkor 1 hosszú
úton is. Ezt végignézve a pontokra kapjuk, hogy x szomszédai mind össze vannak
kötve, továbbá minden összefügg®ségi komponens egy (k + 1 csúcsú) teljes gráf. Ezen
gráfok egy speciális esete a létrának nevezett rK2, melynek komplementere a koktél
parti gráfnak nevezett er®sen reguláris gráf, melyet CP (r)-rel jelöljük. Általánosan
az rKm gráfok komplementere nyilván (2.7. állítás alapján) er®sen reguláris, ezek az r
osztályú teljes Turán gráfok, ahol az osztályok mérete m. ♦

Gráfok sok érdekes tulajdonsága könnyebben kezelhet® mátrixok segítségével, s®t
maga a gráf is kódolható mátrixok formájában. Vizsgáljuk meg közelebbr®l a gráfok,
majd speciálisan az er®sen reguláris gráfok szomszédsági mátrixát, illetve azoknak a
tulajdonságait.
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2.19. De�níció Az n pontú Γ gráf n × n-es A(Γ) szomszédsági mátrixát az alábbi
módon de�niáljuk:

A(Γ)i,j =

 0, ha az i-edik és j-edik pont nemszomszédos,

1, ha az i-edik és j-edik pont szomszédos,

ahol i = 1...n és j = 1...n.

Tehát a mátrix A(Γ)i,j eleme megmutatja, hogy az i illetve j pontok szomszédosak-
e vagy sem. Érdemes megjegyezni, hogy azért áll csupa 0-ból illetve 1-esb®l a mátrix
mert felhasználtuk, hogy Γ egyszer¶, ha ez nem lenne megkötés, a mátrix nem lenne
bináris, továbbá Γ irányítatlan gráf, ezért A szimmetrikus. Mivel A szimmetrikus, ezért
rendelkezik azzal a tulajdonsággal, hogy lehet hatványozni.
Tekintsünk egy (v, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráfot (Γ)-t, és szomszédsági
mátrixának négyzetét, A2-t. Mivel A2 = AAT , így (A2)i,j éppen az i és j pontok közös
szomszédainak száma. Ezek alapján A2 szerkezetér®l a következ®k mondhatóak el: a
f®átlóban k-k vannak, míg a mátrix többi eleme λ vagy µ attól függ®en, hogy az adott
pontok szomszédosak voltak-e, vagy nem. Ezen meggondolások alapján A2-re igaz a
következ®:

A2 = kI + λA+ µ (J − I − A) , (2.2)

ahol I az n× n-es egységmátrix, J pedig a csupa egyesb®l álló n× n-es mátrix. A
gráf regularitása mátrixosan felírva:

AJ = JA = kJ. (2.3)

2.20. Megjegyzés Amennyiben egy Γ gráf A szomszédsági mátrixa eleget tesz a (2.2),
(2.3) egyenleteknek, Γ egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. ♦

A következ® tétel, mely szükséges feltételt ad er®sen reguláris gráfok létezésére, igen
fontos, és sokféleképpen alkalmazható er®sen reguláris gráfok vizsgálata során. A tétel
itt nem bemutatott bizonyítása a gráf szomszédsági mátrixának segítségével algebrai
úton történik, melynek során sok értékes információt nyerhetünk a gráf paraméterei és
az ®t leíró mátrixok sajátértékei közötti összefüggésekr®l.

2.21. Tétel (Integralitási feltétel)
Legyen Γ egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. Ekkor paramétereire igaz,
hogy a

1

2

(
n− 1− (n− 1)(µ− λ)− 2k√

(µ− λ)2 + 4(k − µ)

)
(2.4)

szám nemnegatív egész.

Az integralitási feltétel alapján felírhatunk néhány igen hasznos összefüggést a
paraméterek között. Mivel tudjuk, hogy a (2.4)-beli szám nem negatív egész, rögtön
adódik, hogy az el®bbi benne szerepl® törtnek vagy a számlálója 0, vagy a gyökjel alatt
négyzetszám áll. Az els® esetben (n − 1)(µ − λ) = 2k. Nyilvánvaló, hogy n > k + 1,
tehát az el®z® egyenletet felhasználva: n = 2k

(µ−λ) + 1 > k + 1, tehát µ − λ = 1 és
n = 2k + 1. A 2.5. állítás alapján tehát k(k − µ) = kµ, vagyis

k = 2µ, n = 2k + 1 = 4µ+ 1. (2.5)

Ezeket a gráfokat nevezzük konferencia gráfoknak. Nézzünk erre az esetre egy szükséges
feltételt, melyet nem bizonyítunk.
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2.22. Tétel ([1], 8.1.16 tétel) (van Lint, Seidel)
Egy (n, k, λ, µ) paraméter¶ konferencia gráfban, azaz egy (n−1)(µ−λ) = 2k-nek eleget
tev® er®sen reguláris gráfban, n-nek két négyzetszám összegének kell lennie.

A második esetben a gyökjel alatt négyzetszám áll, amit nevezzünk el u2-nek, így
azt kapjuk, hogy

(µ− λ)2 + 4(k − µ) = u2. (2.6)

Ezen felül u osztja (n−1)(µ−λ)−2k-t, továbbá a hányados azonos paritású az (n−1)-
gyel. Könnyen látható továbbá, hogy (λ−µ) és a gyökjel alatt álló (µ−λ)2 + 4(k−µ)
kifejezés azonos paritású.

Az extremális gráfok témakörének egy jelent®s témája a fokszám/átmér® probléma,
amely azt kérdezi, hogy egy ∆ ≤ k maximális fokszámú, maximum d átmér®j¶ Γ gráf
pontjainak mennyi a legnagyobb lehetséges száma (|V (Γ)|). Erre ismert egy könny¶
föls® becslés [7]:

|V (Γ)| ≤


k(k−1)d−2

k−2 ha k 6= 2

2d+ 1 ha k = 2.

Számunkra a d = 2 eset lesz érdekes, ekkor az el®z®ek alapján n ≤ k2 + 1.
Most tekintsük egy másik extremális problémát: az 5-b®ség¶ (legrövidebb köre 5
hosszú), k-reguláris gráfokat. Nézzük meg, ezeknek a gráfoknak minimum hány csúcc-
sal kell rendelkezniük. Kezdjük el egy pontból felépíteni a gráfot a kritériumoknak
megfelel®en. Egy pontnak k darab szomszédja van, mivel k-reguláris a gráfunk. A
szomszédainak a foka szintén k, viszont mivel a legkisebb megengedett kör 5 hosszú,
ezért az els® pont minden szomszédjához további k − 1 csúcsot kell felvenni. Ekkor
éppen 1 + k+ k (k − 1) = 1 + k2 csúcsunk van, ennyi mint láttuk mindenképpen szük-
séges a megadott kritériumok teljesítéséhez, így a csúcsok száma n ≥ k2 + 1.
Felmerül a kérdés, hogy elérhet®-e egyenl®ség a fenti két becslésben. Egyenl®ség es-
etén mindkét problémának a megoldása ugyanazt adja, méghozzá egy (k2 + 1, k, 0, 1)
paraméter¶ er®sen reguláris gráfot.

2.23. Feladat Lássuk be, hogy egy 5-b®ség¶, k reguláris, n = k2 + 1 csúcsú gráf (k2 +
1, k, 0, 1) paraméter¶ er®sen reguláris gráf.

Megoldás. Mint azt fentebb láttuk, rögzített v pontnak k darab szomszédja van,
melyeknek mind k−1 darab további szomszédjuk van. Amennyiben két pont össze van
kötve nem lehet közös szomszédjuk, hiszen nem lehet 3 hosszú kör a gráfban. Rögzített
v pontnak van k darab szomszédja, amelyeknek mind k− 1 szomszédjuk van, amelyek
nincsenek összekötve v-vel. Így v-nek és egy vele nemszomszédos pontnak pontosan 1
darab közös szomszédja van, ez pedig minden pontra igaz a gráfban, hiszen mindegy
melyik pontot rögzítjük. Ezek alapján beláttuk, hogy gráfunk egy (k2 + 1, k, 0, 1)
paraméter¶ er®sen reguláris gráf. ♦

Tehát kétféle megközelítésb®l is megkaptuk ugyanazt az eredményt. Felmerül a
kérdés, hogy vajon k mely értékeire léteznek (k2 + 1, k, 0, 1) er®sen reguláris gráfok.

2.24. Tétel (Ho�man�Singleton)
Legyen Γ egy (k2 + 1, k, 0, 1) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. Ekkor k lehetséges
értékei: k = 2, 3, 7 és 57.
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Bizonyítás. Használjuk a 2.4 -es integralitási tételt. Ha gráfunk konferencia gráf,
akkor tudjuk, hogy (n − 1)(µ − λ) = 2k, ez alapján pedig a megfelel® paraméterek
behelyettesítésével:

(k2 + 1− 1)(1− 0) = 2k,

tehát k = 2. Ez éppen az 5 hosszú kör. Ezután feltesszük, hogy k ≥ 3. Ha a
gráfunk nem konferenciagráf, akkor a (2.6) egyenlet alapján azt kapjuk, hogy:

(1− 0)2 + 4 (k − 1) = u2,

tehát

4k − 3 = u2.

Ezen kívül említettük, hogy ahhoz, hogy a tört egész legyen, u-nak osztania kell
(n− 1)(µ− λ)− 2k-t. Tehát felírhatjuk a következ®t:

x

√
(1− 0)2 + 4 (k − 1) =

(
k2 + 1− 1

)
(1− 0)− 2k,

ahol x ∈ Z \ {0}.
Az egyenletet rendezve és behelyettesítve

(
k = u2+3

4

)
-t azt kapjuk, hogy:

u4 − 2u2 − 16xu = 15,

Mivel x, u ∈ Z\{0}, így u3−2u−16x egész, tehát u osztja 15-öt. Ebb®l következik,
hogy u (és ezzel együtt k ) lehetséges értékei:

u1 = 1 −→ k1 = 1

u2 = 3 −→ k2 = 3

u3 = 5 −→ k3 = 7

u4 = 1 −→ k1 = 57

Mivel kikötöttük, hogy ez esetben k ≥ 3, így az eredményeinkhez hozzávéve a korában
kapott k = 2-t, megkapjuk k lehetséges értékeiként a 2, 3, 7 és 57-t. �

Az egyes esetekre rögtön mondunk példát is. Azt már említettük, hogy r = 2 az
pontosan az 5 hosszú kör. Az r = 3 éppen a Petersen gráf, míg r = 7 az úgynevezett
Ho�mann-Singleton gráf. Az r = 57 esetet nem zárjuk ki, de még nem bizonyított egy
ilyen paraméter¶ er®sen reguláris gráf létezése.

Az integralitási tételt fogjuk alkalmazni a következ® tétel bizonyításában is.

2.25. Tétel Rögzített λ-ra csak végesen sok λ = µ feltételnek eleget tev® (n, k, λ, λ)
paraméter¶ er®sen reguláris Γ gráf létezik.

Bizonyítás. A tételben szerepl® Γ er®sen reguláris gráf nem lehet konferencia gráf,
hiszen azokról tudjuk, hogy (n − 1)(µ − λ) = 2k, így (n − 1)(0) = 2k = 0 lenne, ami
nem lehetséges. Így arra jutottunk, hogy a 2.4. integralitási tétel számlálója nem lehet
0. Ekkor a második lehet®ségünk az volt, hogy a gyökjel alatti kifejezés legyen egy u2

négyzetszám. Ekkor (2.6.) alapján a paraméterek behelyettesítésével:
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(λ− λ)2 + 4 (k − λ) = u2,

(k − λ) =
(u

2

)2
,

mivel k és λ egészek, ezekb®l következik, hogy u páros. Rendezve k-ra pedig azt
kapjuk, hogy:

k = λ+
(u

2

)2
,

Emellett tudjuk, hogy u osztja (n− 1)(µ− λ)− 2k-t, tehát

u | (n− 1)(λ− λ)− 2k,

u | 2k,

u | 2
(
λ+

(u
2

)2)
,

mivel tudjuk, hogy u páros,
u

2
| λ.

Legyen u
2

= u′, ekkor
u′ ≤ λ,

k = λ+ u′2 ≤ λ+ λ2 = λ (λ+ 1) . (2.7)

A 2.5. állítás és µ = λ alapján:

k (k − λ− 1) = (n− k − 1)λ,

1

λ

(
k2 − k + λ

)
= n.

A (2.7) egyenlet alapján:

1

λ

(
(λ (λ+ 1))2 − λ (λ+ 1) + λ

)
≥ n,

λ2 (λ+ 2) ≥ n.

Ezzel a tételt beláttuk. �
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3. fejezet

Blokkrendszerek

Ebben a fejezet speciális halmazrendszerekkel, úgynevezett blokkrendszerekkel fogunk
foglalkozni, melyek hasonlóan a gráfokhoz, nagyon hasznosak különböz® szervezési fe-
ladatok matematikai leírásában, például csoportmunka szervezése, ahol adott létszámú
csoportot kell csapatokra osztani, speciális feltételek mellett. Kezdjük a blokkrendsz-
erek egy általánosításával.

3.1. De�níció Legyen D = (P,B) rendezett pár, ahol P egy nemüres halmaz, a B
a P részhalmazainak egy halmaza, ahol P elemeit pontoknak, B elemeit blokkoknak
nevezzük. A D rendezett párt t-(v, k, λ) rendszernek nevezzük, ha igazak az alábbiak:

• |P | = v,

• ∀B ∈ B : |B| = k,

• bármely t különböz® pont pontosan λ blokkban van benne.

3.2. Példa Ha vesszük egy v elem¶ P halmaz összes k elem¶ részhalmazát (mint
blokkokat), akkor ∀t ≤ k-ra egy t-(v, k,

(
v−t
k−t

)
) rendszert kapunk. ♦

3.3. De�níció A t-rendszer t = 2 speciális esete a blokkrendszer.

Egy D = (P,B) blokkrendszer estében nem mindig fogjuk megemlíteni, hogy az
adott elem, amelyr®l beszélünk pont vagy blokk éppen, ugyanis ez a szövegkörnyezetb®l
kiderül, továbbá a pontokat kis bet¶kkel (pl.: p, q, r...), míg a blokkokat nagy bet¶kkel
(pl.: B, C, ...) fogjuk jelölni. Az illeszked® pont-blokk párokat zászlónak fogjuk
nevezni. Ha egy pont eleme egy blokknak, akkor a geometriából ismert megnevezéseket
is használunk, mint �p pont rajta van a B blokkon�, �p pont illeszkedik B blokkra�, �B
blokk átmegy a p ponton�, stb.

3.4. Példa A Fano sík egy 2-(7, 3, 1) blokkrendszer, amit a 3.1. ábra els® képe mutat.♦

3.5. De�níció Legyen D = (P,B) blokkrendszer, ahol p ∈ P a D egy pontja. A p
pont foka a p-n átmen® blokkok száma, amit deg(v)-vel jelölünk.

3.6. Állítás Egy 2-(v, k, λ)-blokkrendszerben a blokkok száma b és minden pont foka
r, ahol

r = λ (v − 1) / (k − 1) , (3.1)

vr = bk, (3.2)

b = λv (v − 1) /k (k − 1) . (3.3)

19
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3.1. ábra. Az ábra els® gráfja a Fano síkot mutatja, míg a második gráf a Fano sík kom-
plementerét. A Fano-sík pontjait fekete pontok jelölik, a blokkjait pedig a szakaszok
illetve a kör reprezentálják, komplementerénél hasonlóképpen a fekete pontok jelölik a
blokkrendszer pontjait, a vonalak pedig a blokkokat.

Bizonyítás. Haladjunk sorba a fenti egyenletek bizonyításával.

• Rögzítsünk egy p ∈ P pontot, amely deg(p) blokkra illeszkedik. Számoljuk meg
kétféleképpen azon (q, L) zászlókat, ahol p ∈ L és p 6= q. Egy L blokkban,
amelyben p benne van, rajta kívül éppen k − 1 pont van. Mivel p pont deg(p)
darab blokkra illeszkedik a D blokkrendszerben összesen deg(p)(k − 1) darab
(q, L) zászló található. Másrészr®l két pont pontosan λ darab blokkban van
benne és mivel p-n kívül (v − 1) pont van D-ben, így a (q, L) zászlók száma
λ(v− 1). Ebb®l deg(p)-t kifejezve rögtön látható, hogy deg(p) konstans, tehát D
blokkrendszer minden pontjának foka azonos, amit r-rel jelölünk, továbbá ezzel
együtt a (3.1) egyenletet is beláttuk.

• Számoljuk meg kétféleképpen a pont-blokk párokat (zászlókat). Egy p ∈ P pontra
r blokk illeszkedik, tehát r zászló tartozik egy ponthoz. Mivel v darab pontunk
van a zászlók száma vr. Másképpen számolva, egy blokk k darab pontot tartal-
maz, így k darab zászló tartozik hozzá. Mivel b darab blokkunk van a zászlók
száma bk, tehát beláttuk a (3.2.)-et.

• A (3.1) és (3.2) egyenletbe való behelyettesítésével megkapjuk a (3.3) egyenlet.�

3.7. Korollárium A 2-(v, k, λ)-rendszerek létezéséhez szükséges, hogy

1. λ(v − 1) ≡ 0 (mod k − 1);

2. λv(v − 1) ≡ 0 (mod k(k − 1));

Ezen feltételek teljesülése még nem elégséges egy megfelel® paraméter¶ blokkrend-
szer létezéséhez. Hasonlóan az er®sen reguláris gráfokhoz, a blokkrendszerek komple-
menterével újabb blokkrendszereket állíthatunk el®, ezt fogalmazza meg a következ®
de�níció.

3.8. De�níció Egy blokkrendszer komplementerét úgy de�niáljuk, hogy a pontok hal-
maza változatlan, a blokkok pedig az eredeti blokkok komplementerei. A továbbiakban
egy D = (P,B) blokkrendszer komplementerét D-vel jelöljük.
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Nézzük milyen paraméterekkel rendelkezik egy 2-(v, k, λ) blokkrendszer komple-
mentere. Mivel a ponthalmaz változatlan, v = v. Egy blokk eddig k pontot tartal-
mazott, most k = v − k pontot fog tartalmazni. Legyen adott p, q ∈ P és L ∈ B.
Ha p, q /∈ L akkor p, q ∈ L. Ilyen L blokk pedig éppen b − 2r + λ darab van, hiszen
a blokkok számából levonjuk az adott pontok fokszámát, de így azokat a blokkokat
melyek mindkét pontot tartalmazzák kétszer vontuk le, így λ-át hozzá kell még adnunk,
így pedig λ = b − 2r + λ. Ezek alapján egy 2-(v, k, λ) blokkrendszer komplementere
egy 2-(v, v − k, b− 2r + λ) blokkrendszer.

3.9. Példa A fentiekben említett Fano-sík komplementere (3.1. ábra) 7 pontú, 7 blokkú
rendszer, ahol minden blokk 4 pontot tartalmat és minden pont 4 blokkra illeszkedik.♦

3.10. De�níció Egy 2-(v, k, λ) blokkrendszert szimmetrikusnak (vagy négyzetesnek)
nevezünk, ha bármely két blokkja pontosan λ pontban metszi egymást.

3.11. Példa A 3.4. példában leírt Fano sík egy szimmetrikus blokkrendszer (3.1.ábra).♦

A Következ® tételek segítségével azt látjuk be, hogy amennyiben egy tetsz®leges D
blokkrendszer bármely két blokkja λ pontban metszik egymást (tehátD szimmetrikus),
akkor k = r, illetve b = v (ami 3.6. állítás (3.2) egyenlete alapján ekvivalens), továbbá
ugyanez fordítva is igaz, ha k = r, b = v, akkor D bármely két blokkja λ pontban
metszik egymást, tehát D szimmetrikus. (Megjegyezzük, hogy a következ® tétel a [1]
jegyzetben sajtóhibásan szerepel.)

3.12. Állítás Legyen D = (P,B) egy 2-(v, k, λ) blokkrendszer. Tetsz®leges B ∈ B-t®l
diszjunkt blokkok száma legfeljebb:

b− 1− k(r − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (r − 1)
. (3.4)

Egyenl®ség pontosan akkor van, ha a B-t metsz® blokkok mindegyike

1 +
(k − 1)(λ− 1)

r − 1
(3.5)

pontban metszi B-t.

Bizonyítás. Bizonyítsuk az úgynevezett variancia-trükk (négyzetes leszámlálás) segít-
ségével a fenti állítást. Legyen a B-t metsz®, de t®le különböz® blokkok száma d,
továbbá a B-t i pontban metsz® blokkok száma legyen ni. A bizonyítás során végig
i > 0 (hiszen csak a B-t metsz® blokkokkal foglalkozunk). Ekkor a következ®t írhatjuk
fel: ∑

i

ni = d.

Számoljuk meg azokat (p, L) zászlókat, ahol p ∈ B,L, L 6= B és L ∈ B. Egy a B
blokkot i pontban metsz® blokk i darab (p, L) zászlót ad és mivel ni darab ilyen blokk
van, ezért az összes illeszked® pont-blokk párok száma

∑
i ini. Másképpen végiggondo-

lva, B blokkra k pont illeszkedik, amelyek mindegyike további r−1 blokkra illeszkedik,
tehát: ∑

i

ini = k(r − 1).
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Számoljuk meg azokat (p, q, L) pontpár-blokk párokat, ahol p, q ∈ P, L 6= B,
L ∈ B és p, q ∈ B,L . Egy a B blokkot i pontban metsz® blokk i(i− 1) darab (p, q, L)
pontpár-blokk párt ad, és mivel ni darab ilyen blokk van, ezért az összes illeszked®
pontpár-blokk párok száma

∑
i i(i − 1)ni. Másképpen végiggondolva, a B blokkra k

pont illeszkedik, amely B-ben (k − 1) ponttal fog pontpárt alkotni, és mivel de�níció
szerint bármely két pont λ blokkban van benne, de a B blokkot nem számítjuk, azt
kapjuk, hogy: ∑

i

i(i− 1) = k(k − 1)(λ− 1).

Vegyük a következ® kifejezéseket:∑
i

i2ni =
∑

i(i− 1)ni +
∑
i

ini = k(k − 1)(λ− 1) + k(r − 1),

∑
i

2ini = 2
∑
i

ini = 2k(r − 1).

Ezek alapján:∑
i

(i− x)2ni = dx2 − 2k(r − 1)x+ k((k − 1)(λ− 1) + (r − 1)). (3.6)

Ez a kifejezés x tetsz®leges valós értéke mellett nemnegatív (amint azt a bal oldali
forma mutatja), tehát a jobboldali, x-ben másodfokú kifejezésnek nem lehet két valós
gyöke, azaz diszkriminánsa nempozitív. Így azt kapjuk, hogy:

0 ≥ (2k(r − 1))2 − 4dk((k − 1)(λ− 1) + (r − 1)).

Ebb®l pedig d-re azt kapjuk, hogy:

d ≤ k(r − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (r − 1)
.

A blokkok számából levonva a B-t metsz® blokkok számát illetve B-t, megkapjuk a
B-t®l diszjunkt blokkok számát, melyek száma az el®z®ek alapján legfeljebb:

b− 1− k(r − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (r − 1)
.

Egyenl®ség pontosan akkor áll fenn, ha a diszkrimináns 0. Legyen ekkor x a fenti
másodfokú egyenletnek az egyetlen gyöke:

x =
2k(r − 1)

2d
=

(k − 1)(λ− 1)

r − 1
+ 1.

Ezt behelyettesítve a (3.6) egyenletbe:∑
i

(
i−
(

(k − 1)(λ− 1)

r − 1
+ 1

))2

ni = 0.

Mivel az összeg minden tagja nemnegatív, így minden i 6= (k−1)(λ−1)
r−1 + 1-re ni = 0.

Ez éppen azt jelenti, hogy amennyiben a B-t®l diszjunkt blokkok száma pontosan

b− 1− k(r − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (r − 1)
,

akkor a B blokkot metsz® blokkok ugyanannyi, mégpedig pontosan (k−1)(λ−1)
r−1 + 1 pont-

ban metszik B blokkot. �



23

3.13. Megjegyzés Szimmetrikus blokkrendszerek esetén a fenti 3.12. állítás szerint:

λ =
(k − 1)(λ− 1)

r − 1
+ 1,

amib®l

r = k. (3.7)

A fenti egyenletb®l pedig (3.2) egyenlet alapján következik, hogy

b = v. (3.8)
♦

3.14. Tétel Legyen D = (P,B) egy 2-(v, k, λ) paraméter¶ blokkrendszer, ahol k < v
és k = r vagy b = v. Ekkor D egy négyzetes blokkrendszer.

Bizonyítás. A 3.6. állításnak, a (3.2) egyenlete alapján nyilván egyenérték¶, hogy
k = r vagy b = v. Ugyanennek az állításnak (3.3) egyenlete alapján, felhasználva,
hogy b = v, azt kapjuk, hogy:

b = v =
λv(v − 1)

k(k − 1)
,

rendezve pedig:

k(k − 1)

λ
= v − 1 (3.9)

Ekkor a 3.12. állítás szerint tetsz®leges B ∈ B blokktól legfeljebb

b− 1− k(r − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (r − 1)

diszjunkt blokk van. A k = r, b = v és (3.9) egyenlet felhasználásával:

v − 1− k(k − 1)2

(k − 1)(λ− 1) + (k − 1)
= v − 1− (v − 1) = 0

Tehát bármely két blokk metszi egymást. Mivel a becslésben egyenl®ség áll fönn
(bármely blokkra), a 3.12. állítás szerint bármely két blokk pontosan

1 +
(k − 1)(λ− 1)

r − 1
= 1 +

(k − 1)(λ− 1)

k − 1
= λ

pontban metszik egymást. Tehát D valóban négyzetes. �

3.15. De�níció Egy négyzetes, 2-(v, k, 2) blokkrendszert bisíknak nevezünk.

Egy bisík n-edrend¶ bisík blokkjai k + 2 pontot tartalmaznak. Mivel a bisík né-
gyzetes blokkrendszer, ezért 3.13. megjegyzés alapján r = k. Ezt a (3.1) egyenletbe
behelyettesítve, megkapjuk a pontok számát v = k(k−1)

2
+ 1, ami megegyezik a blokkok

számával is. A bisíkokról nem tudunk túl sokat például, hogy van-e végtelen sok. A
triviális k = 2-n kívül k = 3, 4, 5-re pontosan egy, k = 6-ra három, k = 9-re négy
bisík van. A k = 11 esetben [4] alapján pontosan 5 nem-izomorf bisíkot, k = 13-ra
pedig csak két nem-izomorf bisíkot ismerünk. A bisíkok néhány konkrétabb példájára
a negyedik fejezetben visszatérünk.
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3.16. Példa A k = 4 bisík a Fano-sík komplementere (3.1. ábra). ♦

3.17. De�níció Egy 2-(n2 + n+ 1, n+ 1, 1) blokkrendszer egy n-edrend¶ projektív sík.

3.18. Példa A Fano-sík (3.1.ábra) egy másodrend¶ projektív sík. ♦

3.19. Megjegyzés Nézzük a projektív sík tulajdonságait a 3.17. de�níció szerint. A
projektív síknak

• pontosan v = n2 + n+ 1 pontja van,

• a 3.6. állítás felhasználásával azt kapjuk, hogy

b =
1(n2 + n+ 1)(n2 + n+ 1− 1)

(n+ 1)n
= n2 + n+ 1,

tehát n2 + n+ 1 darab egyenese van és 3.13. megjegyzés alapján szimmetrikus,

• egy egyenesre k = n+ 1 darab pont illeszkedik,

• a 3.6. állítás szerint

r =
n2 + n

n
= n+ 1,

tehát egy pontot r = n2+n
n

= n+ 1 darab egyenes tartalmaz,

• λ = 1 miatt bármely két pontjához pontosan egy olyan egyenes található amely
mindkét pontot tartalmazza

• mivel szimmetrikus, két egyeneshez pontosan λ = 1 pont létezik, amelyet mindkét
egyenes tartalmaz. ♦

A szimmetrikus blokkrendszerek általánosítása az úgynevezett kváziszimmetrikus
blokkrendszer, melyet a következ®képpen de�niálunk.

3.20. De�níció Kváziszimmetrikusnak nevezzük azon blokkrendszereket, ahol létezik
két paraméter: µ1 illetve µ2, hogy bármely két különböz® blokk metszete µ1 vagy µ2

darab pontot tartalmaz.(µ1-t és µ2-t a blokkrendszer metszési számainak nevezzük.)

3.21. Megjegyzés Minden 2-(v, k, 1) blokkrendszer kváziszimmetrikus, hiszen ez es-
etben bármely B1, B2 ∈ B blokkokra |B1 ∩B2| = 0 vagy 1. ♦

Most nézzünk egy eljárást, mellyel négyzetes blokkrendszerekb®l új blokkrendszert
lehet el®állítani.

3.22. De�níció Legyen D = (P,B) egy szimmetrikus blokkrendszer, ekkor a D-nek a
B blokkra vonatkozó blokkreziduális rendszere B

D = (BP,B B,∈), ahol

B
P = P \B;

B
B = B \ {B} .

3.23. Állítás Ha D szimmetrikus 2-(v, k, λ) paraméter¶ blokkrendszer, akkor B
D is

2-(v′, k′, λ) blokkrendszer lesz, ahol v′ = v − k, k′ = k − λ, r′ = r, b′ = b− 1.
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Bizonyítás. Mivel D minden blokkja k pontot tartalmaz, így egy pont elvételével
v′ = v−k pontot kapunk. Szimmetrikus blokkrendszerek bármely két blokkja de�níció
szerint λ pontban metszik egymást, így egy blokk elvételével a maradék blokk éppen
λ-val kevesebb pontot fog tartalmazni, tehát k′ = k − λ. A λ paraméter nyilván nem
változik. Az r′ = r mivel azon pontok, melyeknek a fokát csökkentette volna egyel az
adott blokk elvétele, azokat a blokkal együtt elvettük. A blokkok száma nyilván b−1.�

Megjegyezzük, hogy az el®bbiekb®l adódik, hogy blokkreziduálisként el®álló blokkok
paramétereire teljesül, hogy k + λ− r = 0. Erre még a kés®bbiek során visszatérünk.

3.24. De�níció Egy 2-(n2, n, 1) blokkrendszer egy n-edrend¶ a�n sík.

Megjegyezzük, hogy a fenti de�níció és a 3.6. állítás alapján n-edrend¶ a�n síkra,
a blokkok száma b = n2 + n, a pontok foka pedig r = n+ 1.

3.25. Példa A 3.2. ábra els® blokkrendszere a másodrend¶ a�n síkot mutatja, míg a
második blokkrendszer a harmadrend¶ a�n síkot mutatja. ♦

3.2. ábra. Az els® blokkrendszer a harmadrend¶ a�n síkot mutatja, ahol a blokkrend-
szer pontjait a fekete pontok mutatják, míg a blokkokat vonalak ábrázolják. A második
blokkrendszer a másodrend¶ a�n síkot mutatja reprezentálja, ahol a fekete pontok a
blokkrendszer pontjai, a szakaszok pedig a blokkokat ábrázolják.

3.26. Állítás A projektív síkból elhagyva egy blokkot és az arra illeszked® pontokat a�n
síkot kapunk.

Bizonyítás. Hagyjunk el a projektív síkból egy tetsz®leges pontot, ekkor a következ®ket
kapjuk.

• v′ = n2 + n+ 1− k = n2 + n+ 1− (n+ 1) = n2,

• k′ = k − λ = n+ 1− 1 = n,

• λ′ = 1 = λ,

• b′ = λ′v′(v′−1)
k′(k′−1) = n2 + n =⇒ b′ = b− 1,

• r′ = λ′(v′−1)
k′−1 = n+ 1 =⇒ r′ = 1. �

3.27. Példa A Fano síkból 2-(7, 3, 1) egy blokk és annak pontjainak elhagyásával
kapott 2-(4, 2, 1) blokkrendszer a Fano sík reziduálisa, melyet a 3.2.ábra mutat.
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A reziduális blokkrendszerek általánosítása az úgynevezett kvázireziduális blokkrend-
szer, melyet a következ®képpen de�niálunk.

3.28. De�níció A 2-(v, k, λ) paraméter¶ blokkrendszereket melyek paramétereire tel-
jesül, hogy k + λ − r = 0 kvázireziduálisnak mondjuk. (Ekkor ez a blokkrendszer
keletkezhet egy másik blokkrendszer blokkreziduálisaként.)

3.29. Állítás Minden a�n sík kvázireziduális, s®t reziduális: egy alkalmas projektív
sík blokkreziduálisa.

Bizonyítás. Legyen D = (P,B) egy n-edrend¶ a�n sík. Az a�n sík paraméterei
alapján egyértelm¶en láthatjuk, hogy k + λ − r = n + 1 − (n + 1) = 0, így D
kvázireziduális. A továbbiakban azt kell belátnunk, hogy D egy projektív sík blokk-
reziduálisa. A bizonyítás során B1, B2 ∈ B blokkokat párhuzamosnak nevezzük, ha
B1 = B2 vagy |B1 ∩ B2| = 0. Els® lépésben vezessük le a geometriából ismert
párhuzamossági axióma megfelel®jét, miszerint: ha adott egy B ∈ B blokk és egy
p ∈ P, p /∈ B pont, akkor pontosan egy olyan C ∈ B blokk létezik, amelyre p ∈ C
és |B ∩ C| = 0. Mivel az a�n síkon bármely két pont pontosan egy blokkban van
benne, így a B blokk tetsz®leges q pontjához létezik pontosan egy E(q) blokk, melyre
p, q ∈ E(q). Ha q1 6= q2 | q1, q2 ∈ B és E(q1) = E(q2) akkor q1, q2 ∈ E(q1) ∩ B, ez vis-
zont nem lehetséges, mivel λ = 1. Ebb®l következik, hogy E(q) | q ∈ B alakú blokkból
pontosan n darab megy át a p ponton. Mivel r = n + 1, az el®bbiek alapján pon-
tosan egy olyan blokk lesz p-n keresztül, ami nem metszi B-t. Most lássuk be, hogy
a párhuzamosság a blokkokon ekvivalenciareláció. A re�exivitás és szimmetrikusság
triviális, így a tranzitivitást kell még belátnunk. Legyen |B1 ∩ B2| = 0, |B2 ∩ B3| = 0,
és indirekten tegyük fel, hogy ∃ p ∈ (B1∩B3). Ekkor viszont a B1 és B3 is tartalmazza
p-t, ami ellentmond a párhuzamossági axiómának. Innent®l kezdve az euklideszi ge-
ometriánál megszokott módon kiegészíthetjük az a�n síkunkat egy projektív síkká,
melynek az ideális egyenesre (blokkra) vonatkozó blokkreziduálisa nyilván a D a�n
sík. �

A blokkrendszereket mátrixokkal is reprezentálhatjuk. Ilyen az illeszkedési mátrix,
amelyet a következ® képen de�niálunk:

3.30. De�níció Vegyük a 2-(v, k, λ) blokkrendszert. Soroljuk fel a pontjait: p1, ..., pv
valamint blokkjait B1,...,Bb. A 2-(v, k, λ) blokkrendszer M illeszkedési mátrixát a kö-
vetkez®képpen de�niáljuk:

Mi,j =

 1, ha pi ∈ Bj,

0, különben,

ahol i = 1, ..., v ; j = 1, ..., b.
Ezt hívjuk D blokkrendszer egy (0, 1)-illeszkedési mátrixának.

A fenti blokkrendszer szomszédsági mátrixa A = MMT mátrix, amely természete-
sen szimmetrikus. A blokkrendszer szomszédsági mátrixa az i-edik sorának j-edik eleme
esetén azt számolja, hogy hány olyan blokk van, amelyre pi illetve pj is illeszkednek,
így könnyen látható, hogy a f®átlóban az egyes pontok fokai szerepelnek.

3.31. Lemma Egy 2-(v, k, λ) paraméter¶ blokkrendszer szomszédsági mátrixát a kö-
vetkez®képpen írhatjuk fel:

A = MMT = (r − λ)I + λJ. (3.10)
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3.32. Példa Nézzünk példát illeszkedési mátrixra, méghozzá a fentebb említett (3.1.ábra)
Fano-sík példáján. 

1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 1 0 0

0 0 1 1 0 1 0

0 0 0 1 1 0 1

1 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1 1

1 0 1 0 0 0 1


♦

Ha M egy egy D blokkrendszer illeszkedési mátrixa, akkor ezen blokkrendszer D
komplementerének illeszkedési mátrixa úgy állítható el®, hogy a 0-kat 1-esre, az 1-eseket
pedig 0-ra cseréljük az eredeti mátrixban.

Nézzük meg néhány példa erejéig a Steiner rendszereket.

3.33. De�níció Egy 2-(v, k, 1) blokkrendszert Steiner rendszernek nevezünk. Ennek
speciális esetei, a 2-(v, 3, 1) blokkrendszerek, melyeket Steiner hármasrendszereknek
nevezünk.

3.34. Példa A Fano sík egy 2-(7, 3, 1) paraméter¶ Steiner hármasrendszer, amely egy
2-odrend¶ projektív sík. ♦

3.35. Példa A 3-adrend¶ a�n sík (3.2. ábra) egy 2-(9, 3, 1) paraméter¶ Steiner hár-
masrendszer. ♦
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4. fejezet

Er®sen reguláris gráfok és

blokkrendszerek kapcsolata

Ebben a fejezetben az er®sen reguláris gráfok és a blokkrendszerek kapcsolatát fogjuk
vizsgálni és felfedezzük többek között a bisíkok, kváziszimmetrikus blokkrendszerek
és az er®sen reguláris gráfok közötti kapcsolatot, illetve a kvázireziduális és reziduális
tulajdonságok közötti összefüggéseket bizonyos paraméterekre.

4.1. Tétel Legyen Γ egy (v, k, λ, λ), (λ = µ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf és
legyen a szomszédsági mátrixa A. Ekkor ez a mátrix ekvivalens egy négyzetes 2-(n, k, λ)
blokkrendszer M illeszkedési mátrixával, azaz A = M .

Bizonyítás. Tudjuk, hogy er®sen reguláris gráf szimmetrikus mátrixa szimmetrikus
(A = AT ). (2.2.) alapján tehát a λ = µ behelyettesítésével felírhatjuk a következ®t:

A2 = AAT = kI + λA+ λ(J − I − A) = (k − λ) I + λJ.

(3.13.) megjegyzés alapján tudjuk, hogy r = k. Így a 3.31. lemma alapján tudjuk,
hogy az el®bb kihozott egyenlet pontosan azt jelenti, hogy A = M négyzetes blokkrend-
szer illeszkedési mátrixa. �

Megjegyezzük, hogy a második fejezetben láttuk a 2.25. tételben, hogy csak csak
végesen sok (v, k, λ, λ) paraméter¶ er®sen reguláris gráf létezik.

Fogalmazzuk meg a fenti bizonyítást szemléletesen. Egy (v, k, λ, λ) paraméter¶
er®sen reguláris gráfból (Γ), a következ®képpen állíthatunk el® szimmetrikus blokkrend-
szert. Legyen P = V (Γ) és B = {Γ(x) | x ∈ V (Γ)}. Így nyilván |P| = |B|, továbbá
bármely x, y ∈ V (Γ)-ra Γ(x) ∩ Γ(y) = λ, mivel λ = µ, tehát a blokkrendszerben két
tetsz®leges blokk metszete λ.

4.2. Tétel Legyen Γ egy (v, k, λ, λ+2), (µ = λ+2) paraméter¶ er®sen reguláris gráf és
legyen a szomszédsági mátrixa A. Ekkor az M = A+ I egy négyzetes 2-(n, k+ 1, λ+ 2)
blokkrendszer illeszkedési mátrixa.

Bizonyítás. Mivel tudjuk, hogy er®sen reguláris gráf szomszédsági mátrixa szim-
metrikus és M = A + I, így M is szimmetrikus, tehát M = MT . Ezek alapján, a
megfelel® paraméterek alkalmazásával, az el®z®ekhez hasonlóan felírhatjuk a következ®ket:

MMT = (A+ I)2 = kI + λA+ (λ+ 2) (J − I − A) = (k − λ− 1) I + (λ+ 2) J.

Ezek alapján pedig az állítás adódik. �
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Fogalmazzuk meg a fenti bizonyítást szemléletesen. Egy (v, k, λ, λ+ 2) paraméter¶
er®sen reguláris gráfból (Γ), a következ®képpen állíthatunk el® szimmetrikus blokkrend-
szert. Legyen P = V (Γ) és B = {Γ(x) ∪ {x} | x ∈ V (Γ)}. Ekkor nyilván |P| = |B|.
Tekintsük az x, y ∈ V (Γ) pontokat melyek legyenek szomszédosak és legyen B1 =
{Γ(x) ∪ {x}} és B2 = {Γ(y) ∪ {y}}. Ekkor |B1 ∩ B2| = λ + 2. Legyen v ∈ V (Γ) és
{x, v} /∈ E(Γ), továbbá B3 = {Γ(v) ∪ {v}}. Ekkor |B1 ∩B3| = µ = λ+ 2.

Nézzünk néhány példát az el®bbi két tételre, ahol rögtön az er®sen reguláris grá-
fok és a bisíkok kapcsolatát is tárgyaljuk. A bisík mint említettük λ = 2 paraméter¶
négyzetes blokkrendszer. Arról is beszéltünk, hogy csak korlátozott számú bisíkot is-
merünk. Ezek közül most a negyedrend¶ bisíkokat tekintjük, és a fenti tételek alapján
hozzárendelhet® er®sen reguláris gráfokat. Arról is volt szó korábban, hogy pontosan
három darab negyedrend¶ bisík van. Nézzük el®ször a λ = µ esetet. Korábban em-
lítettük L2(4) négyzetháló gráfot (2.8. példa) illetve Shrikhande-gráfot (2.17. példa),
melyek azonos, (16, 6, 2, 2) parmaéter¶ nem-izomorf er®sen reguláris gráfok. Ezekb®l
állíthatunk el® nekik megfelel®, két darab 2-(16, 6, 2), nem-izomorf negyedrend¶ bisíkot.
A µ = λ+ 2 esetben az szintén már korábban bevezetett Clebsch-gráf (2.9. példa) lesz
az a gráf, melyb®l 2-(16, 6, 2) negyedrend¶ bisíkot állíthatunk el®.

A harmadik fejezetben megismerkedtünk reziduális blokkrendszerek témakörével,
ahol egy négyzetes blokkrendszerb®l egy blokk és annak pontjai elhagyásával egy új
blokkrendszert kaptunk, ezt nevezetük egy adott (négyzetes) blokkrendszer blokkre-
ziduálisának, illetve akkor neveztünk egy blokkrendszert kvázireziduális blokkrendsz-
ernek, ha paramétereire teljesül a k + λ − r = 0 összefüggés. Ennek a témakörnek a
f® kérdése az volt, hogy mikor igaz egy kvázireziduális blokkrendszerre, hogy valamely
négyzetes blokkrendszernek blokkreziduálisa. Most ezt a kérdést a λ paraméter néhány
értékeire nézzük meg. Bizonyítható (de a dolgozatban nem bizonyítjuk), hogy a λ = 1
esetben csak az a�n síkra igaz, hogy kvázireziduális és egy négyzetes blokkrendszernek
(projektív síknak, mint azt korábban láttuk) a blokkreziduálisa. A λ = 2 esetben min-
den kvázireziduális blokkrendszer reziduális, ezt fogja kimondani a Hall-Connor tétel,
melyet ebben a fejezetben bizonyítani fogunk. A következ® példában azt mutatjuk
meg, hogy λ = 3 esetben ismerünk olyan blokkrendszert, amely kvázireziduális, de
nem reziduális.

4.3. Példa A [1] jegyzetben megtalálható, Bhattacharya-tól származó példa a következ®.
Legyen D = (P,B) blokkrendszer, ahol P = {1, 2, ...16}, a blokkok pedig felsorolva a
következ®ek:

B1 = {1, 2, 7, 8, 14, 15} B9 = {4, 5, 7, 8, 12, 15} B17 = {1, 2, 3, 11, 12, 15}

B2 = {3, 5, 7, 8, 11, 13} B10 = {2, 4, 9, 10, 11, 13} B18 = {2, 6, 7, 9, 14, 16}

B3 = {2, 3, 8, 9, 13, 16} B11 = {3, 6, 7, 10, 11, 14} B19 = {1, 4, 5, 13, 14, 16}

B4 = {3, 5, 8, 9, 12, 14} B12 = {1, 2, 3, 4, 5, 6} B20 = {2, 5, 6, 11, 12, 16}

B5 = {1, 6, 7, 9, 12, 13} B13 = {1, 4, 7, 8, 11, 16} B21 = {1, 3, 9, 10, 15, 16}

B6 = {2, 5, 7, 10, 13, 15} B14 = {2, 4, 8, 10, 12, 14} B22 = {4, 6, 8, 9, 11, 15}

B7 = {3, 4, 7, 10, 12, 16} B15 = {5, 6, 8, 10, 15, 16} B23 = {1, 5, 9, 10, 11, 14}

B8 = {3, 4, 6, 13, 14, 15} B16 = {1, 6, 8, 10, 12, 13} B24 = {11, 12, 13, 14, 15, 16}

A fenti blokkok egy 2-(16, 6, 3) blokkrendszert alkotnak, a 3.6. állítás alapján az
is könnyen látható, hogy D kvázireziduális blokkrendszer, mivel r = 9 = 6 + 3. A D
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blokkrendszernek van olyan blokkpárja, amelyek egymást több mint λ pontban metszik;
ilyenek a B5 és B16, melyek 4 pontban metszik egymást. Így mivel nem igaz, hogy
bármely két blokk λ pontban metszi egymást, D nem lehet reziduális blokkrendszer.♦

A dolgozatban a λ = 2 esetet vizsgáljuk meg közelebbr®l, amely során végs® célunk
a Hall-Connor tétel kimondása és bizonyítása, melyhez el®ször a következ® tételek
kimondása és értelmezése nyújt segítséget.

4.4. Tétel Legyen D egy 2-(v, k, 2) paraméter¶ kvázireziduális blokkrendszer. Ekkor
D paraméterei az alábbiak:

v =
k(k + 1)

2
, r = k + 2, λ = 2, b =

(k + 1)(k + 2)

2
,µ1 = 1, µ2 = 2,

ahol µ1 = 1, illetve µ2 = 2 azt jelöli, hogy D-ben bármely két blokk egy vagy két pontban
metszi egymást. Továbbá a D blokkrendszer egy tetsz®leges blokkját pontosan 2k darab
blokk metsz 1 pontban és pontosan 1

2
k(k − 1) darab blokk metsz 2 pontban.

Bizonyítás. El®ször lássuk röviden a paraméterekre vonatkozó állítás bizonyítását. A
kvázireziduális blokkrendszer de�níciójából (3.28. de�níció) adódik, hogy r = k+2, ahol
λ = 2. A 3.6. állítás egyenleteibe való behelyettesítéssel (felhasználva az eddigieket)
azonnal megkapjuk a többi paramétert. Az állítás második részének bizonyításához az
úgynevezett variancia trükköt (négyzetes leszámlálást) fogjuk használni, melyet már
fentebb láttunk. Rögzítsünk egy B blokkot. Legyen ni azon blokkok száma, amelyek
pontosan i pontban metszik a B blokkot (i = 0, 1, ...k). Els® lépésben a D blokkrend-
szer blokkjait számoljuk meg. Adjuk össze a blokkokat azon tulajdonságuk alapján,
hogy hány darab pontban metszik B blokkot. Másrészr®l tudjuk, hogy B rögzített
blokkon kívül b− 1 blokk található D-ben. Ezek alapján felírhatjuk a következ®t:∑

i

ni = b− 1 =
1

2
(k + 1)(k + 2)− 1. (4.1)

A következ® lépésben számoljuk össze a (p, L) zászlókat, ahol p ∈ B és L 6= B, B
blokk pontjai szerint. ∑

i

ini = k(r − 1) = k(k + 1). (4.2)

Most számoljuk meg kétféleképpen a (p, q ,L) pontpár-blokk párokat, ahol p, q ∈
L ∩B és L 6= B. ∑

i

i(i− 1)ni = k(k − 1)(λ− 1) = k(k − 1) (4.3)

Figyelembe véve, hogy∑
i

i2ni =
∑

i(i− 1)ni +
∑
i

ni = k(k − 1) + k(k + 1) = 2k2,

azt kapjuk, hogy∑
i

(i− 1)(i− 2)ni =
∑
i

i2ni − 3
∑
i

ini + 2
∑

ni =

2k2 − 3k(k + 1) + 2

(
1

2
(k + 1)(k + 2)− 1

)
= 0.
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A (4.3) egyenlet alapján:

n2 =
1

2
k(k − 1)

amit a (4.2) egyenletbe behelyettesítve, megkapjuk n1-et:

n1 = 2k.
�

4.5. Megjegyzés A fenti tételben direkt használtuk a µ1 illetve µ2 megnevezéseket,
hiszen nyilvánvaló a tétel alapján, hogy 2-(v, k, 2) kvázireziduális blokkrendszer kvázisz-
immetrikus az 1 illetve 2 metszési számokkal ♦

A következ® tétel egy olyan konstrukciót mutat, melynek segítségével kváziszim-
metrikus blokkrendszerb®l er®sen reguláris gráfot lehet el®állítani.

4.6. Tétel Legyen D egy 2-(v, k, λ) paraméter¶ kváziszimmetrikus blokkrendszer µ1

illetve µ2 metszési számokkal. Legyen Γ gráf csúcsainak halmaza D blokkjainak halmaza
és két csúcsot pontosan akkor kötünk össze, ha megfelel® blokkok éppen µ2 pontban
metszik egymást. Ekkor Γ egy ( (β−γ)(β+γ−α−1)

γ
+ β + γ + 1, β + γ, α+ γ, γ) paraméter¶

er®sen reguláris gráf, ahol

α =
1

µ2 − µ1

[(r − λ)− 2 (k − µ1)] ,

β =
1

(µ2 − µ1)
2

[
(r − λ) (k − µ1)− (k − µ1)

2] ,
γ =

1

(µ2 − µ1)
2

(
(r − λ)µ1 + λk2 − 2µ1rk + µ2

1b
)
.

Bizonyítás. Legyen a D blokkrendszer illeszkedési mátrixa M , Γ gráf szomszédsági
mátrixa pedig A. 2.20. megjegyzés alapján azt szeretnénk belátni, hogy A2 el®áll A,
I, J kombinációjaként. Tegyük fel, hogy µ2 > µ1 (ellenkez® esetben áttérhetünk a
komplementerre). Gondoljuk el®ször végig, hogyan áll el® az A szomszédsági mátrix.
MTM mátrix az a mátrix, amelynek az mi,j eleme azt számolja, hogy Bi és Bj blokkok
hány pontban metszik egymást, így nyilván MTM f®átlójában k-k szerepelnek, azon
kívül pedig µ1 vagy µ2 attól függ®en, hogy az adott két blokkoknak hány közös pon-
tjuk van. Ez a mátrix jó lesz nekünk, hiszen ebb®l megkaphatjuk az A szomszédsági
mátrixot, ha a k-k és a µ1-ek helyére 0-kat, a µ2-k helyére pedig 1-eket írunk. Ezt
mátrixok segítségével a következ®képpen írhatjuk fel:

A =
1

µ2 − µ1

(
MTM − µ1 − (k − µ1) I

)
,

ahol MTM , I és J b× b-es mátrixok.

A 3.31. lemma alapján tudjuk, hogy MMT = (r − λ) I + λJ , továbbá könnyen
látható, hogy MTJ = kJ és JM = kJ , így(

MTM
)2

= MT ((r − λ)I + λJ)M = (r − λ)MTM + λk2J.
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Ezek alapján:

(µ2 − µ1)
2A2 =

=
(
MTM

)2
+µ2

1bJ+(k − µ1)
2 I−µ1

(
MTMJ + JMTM

)
−2 (k − µ1)M

TM+2µ1 (k − µ1) J.

Mivel

MTMJ = MT rJ = rMTJ = rkJ és JMTM = rJM = rkJ =⇒ MTMJ = rkJ = JMTM,

(
MTM

)
= (r − λ)MTM + λk2J,

és MTM = (µ2 − µ1)A+ µ1J + (k − µ1) I,

ezért megállapíthatjuk, hogy A2 el®áll A, I és J kombinációjából.

A2 = αA+ βI + γJ,

ahol

α =
1

µ2 − µ1

[(r − λ)− 2 (k − µ1)] ,

β =
1

(µ2 − µ1)
2

[
(r − λ) (k − µ1)− (k − µ1)

2] ,
γ =

1

(µ2 − µ1)
2

(
(r − λ)µ1 + λk2 − 2µ1rk + µ2

1b
)
.

A (2.2) egyenlet alapján a következ®t írhatjuk fel:

A2 = k′I + λ′A+ µ′ (J − I − A) = (λ′ − µ′)A+ (k′ − µ′) I + µ′J,

ahol a blokkrendszerek paramétereit®l való könnyebb megkülönböztethet®ség végett
a Γ paramétereit k′, λ′ és µ′-vel jelöltük.

Tehát ezek alapján:

µ′ = γ,

k′ = β + γ,

λ′ = α + γ.

Ezeket behelyettesítve a 2.5. állításba megkapjuk, hogy Γ pontjainak száma (n):

n =
(β − γ)(β + γ − α− 1)

γ
+ β + γ + 1.

Ezzel beláttuk, hogy Γ egy ( (β−γ)(β+γ−α−1)
γ

+ β + γ + 1, β + γ, α + γ, γ) paraméter¶
er®sen reguláris gráf. �
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Megjegyezzük, hogy a fenti tételben leírt Γ gráfot nevezzük a blokkrendszer blokkgráfjá-
nak.

4.7. Korollárium ([1], 8.3.10.) A Steiner-rendszer blokkgráfja er®sen reguláris.

Miel®tt rátérnék a Hall-Connor tételre, el®ször tekintsük a következ® trianguláris
gráfokra vonatkozó tételt, melyre a Hall-Connor tétel bizonyítása során szükségünk
lesz, és amely azt mondja ki, hogy a T (m) trianguláris gráfot m > 8 esetén paraméterei
meghatározzák.

4.8. Tétel ([1], 8.3.12. tétel) Legyen Γ egy((
m

2

)
, 2(m− 2), m− 2, 4

)
paraméter¶ er®sen reguláris gráf. Ekkor m > 8 estén Γ izomorf a trianguláris

grá�al.

Bizonyítás. Rögzítsünk Γ gráfban egy x pontot. Vegyük Γ(x)-et. Ekkor kapunk egy
2(m − 2) csúcsú, m − 2 reguláris gráfot. Els® lépésben azt szeretnénk meghatározni,
hogy két nemszomszédos pontnak hány közös szomszédja van. Legyen y, z ∈ Γ(x) és
{x, y} /∈ E(Γ(x)). Közös szomszédaik számát jelöljük f -fel. Mivel x közös szomszédjuk,
de nincs benne Γ(x)-ben ezért f ≤ 3. Azon csúcsok száma, melyek y-nal össze vannak
kötve, de z-vel nincsenek m−2−f . Ugyanez igaz fordítva is. Így összesen (2(m−2)−
2−f−2(m−2−f)) = f−2 olyan csúcs van amelyeknek sem y sem z nemszomszédos.
Tehát f ≥ 2, így f csak 2 vagy 3 lehet Γ(x)-ben. Nézzük az f = 3 esetet. Vegyünk
egy w ∈ Γ(x) pontot amelynek sem y sem z nem szomszédja. Mivel f = 3, ezért
w-nek az összes szomszédja össze lesz kötve y-nal vagy z-vel. A fentiek alapján w-nek
is m− 2 szomszédja van, tehát m− 2 ≤ 3 + 3 ami viszont m > 8 miatt ellentmondás.
Tehát Γ(x)-ben f = 2 . Mivel f = 2 és két nemszomszédos pont közös szomszédainak
száma Γ(x)-ben pontosan f − 2, ezért nyilván két nemszomszédos pontnak nincs közös
szomszédja Γ(x)-ben. Ebb®l következik, hogy Γ(x) gráf nem tartalmaz háromszöget.
Lássuk be, hogy Γ(x) = ∆ páros gráf. Tudjuk ∆ gráfról, hogy 2(m− 2) csúcsú, m− 3
reguláris és háromszögmentes gráf. Vizsgáljuk ∆-át α(∆) (adott gráfban található
maximális független pontok halmaza) szerint.

• Mivel ∆ háromszögmentes és m− 3 reguláris, tudjuk, hogy α(∆) ≥ m− 3.

• Tegyük fel, hogy α(∆) ≥ m− 1. Vegyünk ∆-ban m− 1 darab független pontot,
melyek ponthalmazát nevezzük A-nak, és rögzítsünk egy p ∈ A pontot. Mivel A
pontjai között a ∆-ban nem halad él, ezért p szomszédai A-n kívül találhatóak.
Mivel ∆ gráf m − 3 reguláris, így A ponthalmaz minden pontja ugyanazokkal a
pontokkal van összekötve, mint p (hiszen (m− 1) + (m− 3) = 2(m− 2)). Ekkor
viszont p bármely szomszédjának fokszáma m−1 lenne, ami ellentmondás, tehát
beláttuk, hogy α(∆) < m− 1.

• Tegyük fel, hogy α(∆) = m − 3. Legyen u és v két szomszédos csúcs ∆-ban, és
legyen A az u, B pedig a v szomszédainak halmaza. Ekkor |A| = |B| = m − 3,
és A és B is független ponthalmazok, a háromszögmentesség miatt. ∆-ban még
két pont van, w és y. Mivel α(∆) = m − 3, a w és y pontoknak kell, hogy
legyen szomszédja A-ban is, meg B-ben is. Tekintsük w-nek és u-nak egy közös
szomszédját, z-t ({u,w} /∈ E(∆)). Ekkor z-nek legalább m − 3 − 2 = m − 5
szomszédja van B-ben (hiszen {v, u} /∈ E(∆)). A háromszögmentesség miatt
ezek w-nek nem szomszédai. Így w-nek legfeljebb 2 szomszédja lehet B-ben.
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Hasonlóképpen meggondolva w-nek 2 szomszédja lehet A-ban. Így deg(w) ≤ 5,
viszont deg(w) = m− 3 > 5, hiszen m > 8, így ellentmondásra jutottunk, tehát
α(∆) 6= m− 3.

Tehát, mivel m − 3 < α(∆) < m − 1, így α(∆) = m − 2. Legyen A egy m − 2 elem¶
független csúcshalmaz ∆-ban. Vegyünk egy p ∈ A pontot. A ∆(p) pontok nyilván
függetlenek mivel a gráf háromszögmentes. Tekintsük a q ∈ V (∆) \ (A∪∆(p)) pontot.
A q pontnak kell, hogy legyen szomszédja A-ban, különben α(∆) = m − 1, illetve ha
∆(q) ⊂ A, akkor ∆ páros gráf. Indirekten tegyük fel, hogy ∃ v ∈ ∆(p) | {q, v} ∈ E(∆),
és legyen w ∈ A, szomszédos q-val. Ekkor ∆(w) ⊂ ∆(p) \ {v}, a háromszögmentesség
miatt. Ebb®l következik, hogy q-nak v-n kívül nem lehet szomszédja ∆(p)-ben, külön-
ben háromszögünk lenne az ∆-ban, tehát q-nak van w-n kívül m−4 szomszédja A-ban.
Ekkor egyértelm¶en lesznek q-nak és v-nek közös szomszédai A-ban, így nem teljesül
a háromszögmentesség, tehát ellentmondásra jutottunk. Ezzel beláttuk, hogy ∆ páros
gráf. Ebb®l következik, hogy Γ(x) tartalmaz 2 darab m − 2 méret¶ klikket (olyan
részgráf, hogy bármely két pontja szomszédos). Vegyük hozzá Γ(x)-hez x-et is, így
minden pont benne lesz két darab m − 1 méret¶ klikkben, továbbá minden él benne
lesz egy m− 1 méret¶ klikkben. Számoljuk meg, hány darab m− 1 méret¶ klikk van
Γ-ban. Minden ponthoz tartozik két darab m − 1 méret¶ klikk, |V (Γ)| =

(
m
2

)
, tehát

az m − 1 méret¶ klikkek száma 2
(
m
2

)
/(m − 1) = m, hiszen minden m − 1 méret¶

klikket m − 1-szer számoltunk, így még le kellett osztani m − 1-gyel. Nézzük meg,
hogy két tetsz®leges m− 1 méret¶ klikk hány pontban metszik egymást. Vegyünk egy
tetsz®leges x pontot és jelöljük az egyik m − 1 nagyságú klikkjét K-val, és vegyünk
egy s ∈ K1 pontot, melynek két m− 1 nagyságú klikkje legyen K2 és K3, ahol x ∈ K2,
tehát nyilván K1 = K2, így K1 ∩ K3 = 1 . Legyen s /∈ K1 ∪ K2 és jelöljük az s-hez
tartozó két m − 1 nagyságú klikket K4-gyel és K5-tel. Tudjuk, hogy x-nek és s-nek 4
közös szomszédja van. Tekintsünk ezek közül egy t közös szomszédot. Nyilván t ∈ K1

és t ∈ K4 (vagy t ∈ K2 és t ∈ K5). Mivel {x, s} /∈ E(Γ), ezért azt is látjuk, hogy x és s
a t két külön klikkjében szerepelnek, tehát rögtön adódik, hogy K1 és K4 (vagy K2 és
K5) éppen a t-hez tartozó két darab klikk, így K1 ∩K4 = 1 (vagy K2 ∩K5 = 1). Ezzel
beláttuk, hogy Γ bármely két m − 1 nagyságú klikkje pontosan egy pontban metszik
egymást.
Ha az m − 1 méret¶ klikkeket vesszük pontoknak és minden csúcshoz hozzárendeljük
az ®t tartalmazó két klikket mint blokkot, akkor egy 2-(m, 2, 1) blokkrendszert ka-
punk. Ekkor éppen pontpárok alkotják a blokkrendszert, így a 2-(m, 2, 1) blokkrendszer
megadja az izomor�zmust Γ gráf és trianguláris gráf között. �

4.9. Megjegyzés Bár itt nem bizonyítjuk, fontos megjegyezni, hogy a trianguláris
gráfokat m < 8-ra is meghatározzák paraméterei, tehát csak m = 8 esetben nem
határozzák meg paraméterei a trianguláris gráfot. ♦

Most pedig térjünk rá már többször említett Hall-Connor tételre.

4.10. Tétel (Hall-Connor) Tetsz®legesD 2-(v, k, 2) paraméter¶ kvázireziduális blokkrend-
szer reziduális, ha k 6= 6.

Bizonyítás. A 4.4. tétel alapján a szóban forgó D blokkrendszer paraméterei:

v =
k(k + 1)

2
, r = k + 2, λ = 2, b =

(k + 1)(k + 2)

2
.

A blokkok a 4.4. tétel alapján 1 vagy 2 pontban metszik egymást,tehát a 4.6. tétel
szerint ennek a D kvázireziduális blokkrendszernek a Γ blokkgráfja egy er®sen reguláris
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gráf. A Γ gráf paramétereit jelöljük a blokkrendszer paramétereit®l való könnyebb
megkülönböztetés kedvéért n-nel, k′-vel, λ′-vel és µ′-vel. Ekkor a gráf paraméterei:

µ′ = γ =
1

(µ2 − µ1)
2

(
(r − λ)µ1 + λk2 − 2µ1rk + µ2

1b
)

=

=
1

1

(
(r − 2)2 + λ(r − 2)2 − 2 · 2r(r − 2) + 221

2
r(r − 1)

)
= 4,

λ′ = α+ γ =
1

µ2 − µ1

[(r − λ)− 2 (k − µ1)] =
1

−1
[(r − 2)− 2 (r − 2− 2)] + 4 = r − 2,

k′ = β + γ =
1

−1

[
(r − λ) (k − µ1)− (k − µ1)

2]+ 4 = 2(r − 2),

n =
(β − γ)(β + γ − α− 1)

γ
+ β + γ + 1 =

r(r − 1)

2
.

Tehát Γ egy ( r(r−1)
2

, 2(r− 2), r− 2, 4) paraméter¶ er®sen reguláris gráf. A 4.8. tétel
és a 4.9. megjegyzés alapján r 6= 8 a T (r) trianguláris gráfot paraméterei meghatároz-
zák, így r 6= 8 esetén következik, hogy Γ izomorf T (r) trianguláris grá�al. Ezek alapján
elnevezhetjük D blokkjait az S = {1, 2, ...r} két elem¶ részhalmazainak úgy, hogy két
blokk pontosan akkor metszi egymást 1 pontban, ha a nekik megfelel® halmazok is 1
pontban metszik egymást. B®vítsük ezt a D-t. Vegyük hozzá D-hez S elmeit, mint új
pontokat, ahol a blokkok pontjaihoz vegyük hozzá a blokkot indexel® két elem¶ halmaz
elemeit, a blokkokhoz pedig S-t mint blokkot. Nézzük meg, hogy mit kapunk. Az új
blokkok k′ = k + 2 pontot tartalmaznak, továbbá v′ = v + r = v + k′, b′ = b + 1 = v′,
r′ = r = k+2, illetve bármely két blokk pontosan 2 pontban metszi egymást (hiszen ha
eredetileg egy pontban metszették egymást akkor a nekik megfelel® halmazok is met-
szették egymást egy adott pontban, és éppen ennek az elemnek megfelel® pont kerül
hozzá a két halmazhoz a b®vítés során). Ezt a kib®vített halmazrendszert nevezzük
D′ = (P′,B′)-nek. Azt akarjuk belátni, hogy ez is blokkrendszer. Az egyetlen kérdés itt
az, hogy vajon bármely két pont pontosan két blokkban szerepel-e. Egy p ∈ P′ pontra
jelölje B′(p) a p-re illeszked® B′-beli pontok halmazát. Tekintsük azt a D∗ = (P∗,B∗)
halmazrendszert, melyreP∗ = B′ (azaz pontjai aD′ blokkjai), ésB∗ = {B′(p) | p ∈ P′}
(azaz D′ pontjaiból készítünk blokkokat). Mivel D′-ben bármely két blokk pontosan
két pontban metszette egymást, adódik, hogy D∗-ban bármely két pont pontosan két
blokkban van benne. Nyilván B∗ minden blokkja azonos méret¶ (éppen r), tehát
D∗ egy blokkrendszer. Mivel |P∗| = |B∗| = v′, a 3.14. tétel alapján D∗ egy négyzetes
blokkrendszer, tehát bármely két blokk éppen λ′′ = 2 pontban metszik egymást. Ekkor
nyilván λ′ = 2, ebb®l pedig nyilvánvaló, hogy a D b®vítésével egy négyzetes blokkrend-
szert kaptunk, amelynek 3.22. de�níció alapján D az S-re vonatkozó blokk-reziduálisa.
Ezzel az tételt beláttuk. �

4.11. Megjegyzés Mivel r = 8 esetén a T (r) trianguláris gráfot paraméterei nem
határozzák meg ezért a Hall Connor tételben kizártuk a k = 6 esetet. Connor meg-
mutatta, hogy nem létezik 2-(21, 6, 2) paraméter¶ blokkrendszer, így nem szükséges a
k 6= 6 feltétel. ♦
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