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Bevezetés

Szakdolgozatom témajanak olyan témakort szerettem volna valasztani, ami a
mindennapi életiinkben el6fordul, valamint fontos szempont volt az is, hogy
kozépiskolaban egy szakkor, vagy fakultacié keretén beliil megemlithetd le-
gyen. Tapasztalataim alapjan a didkokban gyakran meriil fel a kérdés, hogy
egy bizonyos témakort miért is kell nekik tanulniuk, tudjik-e majd haszno-
sitani a késGbbiekben a megszerzett tudast.

A dolgozatom f6 témaja a kiilonboz6 utkeresési problémék, célom az,
hogy megmutassam ezek sokszintiségét, valamint belatast biztositsak meg-
oldasi hatteriikbe. A hétkoznapi életben ezek gyakran felmeriil6 kérdések,
hiszen akar csak a nagymamaét, vagy valamelyik rokonunkat szeretnénk meg-
latogatni, el kell dénteniink, hogy melyik ttvonalat valasszuk. Egy nyara-
las alkalmaval is fontos szempont lehet a varosok, mizeumok meglatogatasi
sorrendje gy, hogy a korutazast a legrévidebb, legolcsobb modon hajtsuk
végre. Az utvonaltervezés soran szamolnunk kell a kiilonb6z6 utak megtételé-
hez sziikséges idGvel, benzinkdltséggel, valamint egyéb felmeriils koltségekkel,
mint példaul az autdpalya, vagy komphasznalati dij. Fontos kérdés még, hogy
példaul at-, vagy vizvezetékhalozat megépitése soran milyen szakaszokon és
milyen sorrendben épitsiik meg azokat.

A dolgozatom soran elGszor a minimalis koltségvetést feszitéfakat téar-
gyalom, majd a legrévidebb utak, korutak keresésével fogok foglalkozni. Az
egyszeriiség kedvéért altalaban az egyszeri, iranyitatlan grafokat vizsgalom.



1. fejezet

Minimalis koltségi feszitofa
keresése

A kiraly tgy dont, hogy az orszdga varosai kozt kovezett uthalozatot épit-
tet, hogy kdnnyebben kozelithessék meg azokat. Azonban a kincstarban kevés
pénz van, ezért a népéhez fordult segitségért, igy szolva hozzajuk: ,Alattva-
loim! Nagy jutalmat ajanlok annak, aki elkésziti nekem birodalmam leendd
uthalozatanak a térképét agy, hogy az a legkedvezGbb legyen szamomra. Eh-
hez segitségetekre lesz az a térkép, amelyet tanacsadém készitett a kiilonbozo
utak megépitésének koltségeivel. Fontos, hogy minden varosombdl minden
varosomba, el lehessen jutni a leendd utakon haladva.”

1.1. abra. Utépitési koltségek



Egy optimista Kruskal! nevii alattvalo tigy gondolja, kiralya szaméara az
lesz a legkedvez&bb, ha a legolcsobb athalézatot épiti meg, mégpedig ugy,
hogy koltségiik szerint novekvd sorban kellene megépiteni azokat. Amint
Osszegytijti a pénz egy utra, azt nyomban megépiti. Nyilvan mindig a leg-
olcsobb utat fogja épiteni, de ha a kdvetkezd legolcsobb 1t két olyan varost
koétne Ossze, amelyek kdzt mar lehetne kovezett utakon kozlekedni, akkor in-
kabb sporol a kovetkezs legolcsobbra. Igy allitdsa szerint, az ¢ Gthalozata
Osszesen 51 aranyaba keriilne a kiradlynak. Az alattvalo a fentiek alapjan els-
szOr nyilvanvaléan az 1 aranyba keriil6 utat épiti meg B és C' véaros kozt,
aztutan 2 aranyért L és J kozott, 3 aranyért A és B kozott. Amikor 4 ara-
nyért épitené az utat, észreveszi, hogy két ilyen 1t is van, ekkor tetszGleges
sorrendben épiti meg mindkettst egymas utan. Tovabbiakban hasonléan jar
el az 5,6 aranyba keriil6 utaknal is, majd a 7 aranyba keriil6 ttnal észre-
veszi, hogy hiadba keriil két 0t is ugyanigy 7 aranyba, csak az E, F' varosok
kozotti utat tudja megépiteni, mivel a G, L varosok kozt 1évé at kort alkotna
A B,C,E, G, L, J, I varosokkal. Végiil mar csak a 8 aranyba keriil§ utat kell
megépiteni ahhoz, hogy minden varost meg lehessen kozeliteni a megépitett
uton haladva.

A pesszimista alattvalo szintén a legolcsobb tthalozat megépitésére t6-
rekedve azt mondja, azért, hogy ne fordulhasson el6 az, hogy egy nagyon
draga utat sziikségteleniil megépitiink, el6szor jegyezziik fel, hogy mely utak
azok, amiket biztosan nem fogunk megépiteni, mert dragik. Ezt addig tudja
megtenni, mig mar kénytelen egy utat megépiteni, mivel ané¢lkiil az Gt nél-
kiil nem lehetne bhizonyos varosba eljutni kovezett utakon. Tehat megkeresi a
legnagyobb koltségiit, ez a 16 aranyba keriils at H és F' varos kozott, és fel-
jegyzi a nem megépitends utak listajara. Ezek utan a kovetkezé legdragabb
uttal is igy tesz, ez a 15 aranyba keriil¢ at D és C' varos kozt. A kévetkezs
legdragabb ut (13 aranyért) keresésénél észreveszi, hogy két ilyen ut is van,
de mivel egyik épitése sem sziikséges, igy mindkett6t feljegyzi. Tovabb vizs-
gélva a varosokat szintén feljegyzésre keriilnek a 12,11, 10,9 aranyba keriils
utak. Azonban mikor eljut a 8 aranyba keriil§ uthoz, észreveszi, hogy ezt
meg kell épiteni, mivel a H varosba mar nincs tobb szoba johetd ut. A 7
aranyba keriil6 utakndl rajon, hogy az E, F' varosok kozott szintén meg kell
épitenie az utat, de G és L kozott még nem. A kovetkezd legdragabb ut a
6, az 5, valamint a 4 aranyba keriil§, és sajnos mindharom esetben mindkét
utat meg kell épiteni. Végiil szomorian veszi észre, hogy mar nincs olyan 1t,

!Joseph Kruskal amerikai matematikus 1956-ban publikéilta algoritmusat.



amit feljegyezhetne a nem megépitendd utak listdjara, tehét az 6sszes tobbi
utat meg kell épiteni. Az altala tervezett ithalozat szintén 51 aranyba keriil.

Egy Prim? nevii alattvalo gy gondolja, hogy a legkedvezébb a kiraly
szamara, ha nem csak a legolcsobb tathalézatot épitik meg, hanem ha a f6va-
rosbol (A csiics) inditja el az atépitést, és az utakat agy épitik, hogy mindig
kapcsolodjanak egy mar megépitett uthoz. Igy az épitGanyag szallitasa a mar
elkésziilt tton egyszertibb lesz, mintha a foldaton haladnanak. Tehat a ko-
vetkez§ épitési sorrendet javasolja: elGszor épitsék meg az utat 3 aranyért A
és B varos kozt, 1 aranyért B és C' kozott, 4 aranyért A, D kozott, majd
tetsz6leges sorrendben valaszthat az 5 aranyba keriil§ 0t épitésénél, hogy
C, E, vagy A, I varosok kozti utat épitsék elébb. Ezek utan 4 aranyért épitik
1, J kozott, 2 aranyért J, L kozott, majd a 6 aranyba keriil6 utakat szintén
tetszéleges sorrendben épithetik, végiil a 7, majd a 8 aranyba keriil6 utakat
épitik meg. Tehat ez az uthélozat is 51 aranyba keriil.

A kiraly tdgy dont, mivel mindharom alattval6é Gtlete azonos Osszegbe
keriil, megnézi az altaluk készitett térképet a leends uthalozatokrol és ezek
alapjan dont.

1.2. 4bra. A harom alattvalo athalézata

Azonban mikor a kiraly kezébe keriilnek a térképek, észreveszi, hogy
mindharom térkép megegyezik. A dontését az egyszeriibb épitGanyag szal-
litasra hivatkozva hozza meg, Prim alattvalo Gtletét alkalmazva. Ekkor fel-
meriilt benne a kérdés, hogy tudna-e még kevesebb aranybol épiteni az tat-
hélézatot.

2Robert C. Prim amerikai matematikus 1957-ben irta le az algoritmusét.



A kérdés megvalaszolasahoz kovetkezékben tekintsiink a kirdly orszagéra
grafként és feleltessiik meg a varosokat csicsoknak, a koztiik 1évs utakat pedig
éleknek.

1.0.1. Definicio. Egy G(V, E) graf egy élstlyozasan egy w : F — R fligg-
vényt értiink. Ekkor egy f él sulyan (vagy koltségén) a w(f) értéket értjiik.

Egy F' C E(G) élhalmaz silya w(F) = > w(f).
fer

Vegyiik észre, hogy a definicibban megengediink negativ silyokat is, de
altalaban nemnegativ stlyokat alkalmazunk, mivel gyakran az alkalmazasok-
ban csak erre van sziikség, valamint az eljaradsok egy része ezt meg is koveteli.

Olyan részgrafra van sziikségiink, amely altal barmely csiicsbol barmely
csucs elérhets az éleken haladva, azaz egy Osszefiiggé grafra. Amennyiben
a grafban két cstucs kozott mar van Ut, Ggy nincs sziikség koztiik az él be-
hiizasara, hiszen célunk a koltségek minimalizélasa. Tehat egy olyan Ossze-
fiiggs részgrafot keresiink, amelyben nincsen kor, azaz fa grafot. Mivel az élek
mentén minden csicsnak elérhetének kell lennie, vagyis az eredeti graf 6sszes
cstcsat tartalmazza, igy feladatunk egy minimalis koltségi feszitéfa keresése
lesz. Erre a Véges matematika I cimd kurzuson mér lattunk egy megoldést
az optimista, illetve a pesszimista stratégia alkalmazasaval, amit most felele-
venitiink. Az optimista stratégia soran a grafban az éleket koltségiik szerint
névekvs sorrendben huzzuk be tgy, hogy kor ne keletkezzen. A pesszimista
stratégia pedig az, hogy toroljiik ki a grafbol az éleket koltségiik novekve
sorrendjében, kivéve, ha a graf szétesne, ekkor kénytelenek vagyunk behtzni
azt az élt, amivel a graf még Osszefiiggé marad. Az el6adason azt is belattuk,
hogy az optimista és a pesszimista alattvald is egy legolcsobb feszitétat fog
megépiteni, azonban ennek a bizonyitasnak az ismétlésétsl most eltekintiink.

A kovetkezékben nézziink egy altalanosabb, e két eljaras vegyes alkal-
mazasat erre a feladatra, majd ennek a specialis eseteit targyaljuk kiilonféle
motivaciokkal.

1.1. Piros-kék eljaras

Ezek a fejezetek foként a [9], valamint a [4] konyv alapjan késziiltek.

Az eljaras soran a graf olyan éleit szinezziik ki kékre, amelyek biztosan
benne lesznek a készitend6 minimalis koltségi feszit6faban, illetve pirosra
azokat, amelyek semmiképp sem lesznek benne.



Kék szabaly: Vegyiink egy olyan nem iires X csicshalmazt, melybdl
nem vezet ki kék él. Ekkor az X-bdl kivezetd élek koziil
az egyik szintelen minimalis koltségtit szinezziik kékre.

Piros szabély: Vegyiink a grafban egy olyan kort, melyben nincs piros
szini él. Ebben az egyik maximalis koltségii szintelen él
pirosra szinezhetd.

Piros-kék eljaras: Kezdetben egy szinezetlen grafbol indulunk ki, majd
az eljarés soran a két szabélyt tetsz6leges sorrendben
alkalmazzuk, amig lehetséges.

A kovetkezdkben azt fogjuk megmutatni, hogy ha vesziink egy szinezetlen
grafot és a két szabalyt tetsz6leges sorrendben alkalmazzuk ra, akkor végiil
a kék élek egy minimalis koltségi feszit6 fat fognak alkotni.

1.1.1. Definicié. Vegyiik a grafnak egy olyan élszinezését, melyben piros,
kék és szintelen éleket engediink meg. A szinezés akkor takaros, ha van olyan
miniméalis koltségi feszitGfa, amely az Osszes kék élt tartalmazza, de nem
tartalmaz egy piros élt sem.

1.1.2. Tétel. A piros-kék eljirdis mikddése sordn mindig takaros szinezé-
siink van. Ezen feliil a szinezéssel sosem akadunk el : wvégil a graf minden
éle szines lesz. Ekkor a kék élek eqy minimdlis koltséqd feszitdfdat alkotnak.

Bizonyitas. Legyen G = (V) E) egy tetszbleges élstilyokkal ellatott n csi-
csu graf. Induljunk ki egy takaros szinezésbdl, példaul az megfelel6 lesz, ahol
minden él szintelen. El6szor megmutatjuk, hogy ha egy takaros szinezésben
egy szintelen élt megszineziink pirosra vagy kékre a megfelel szabalyok sze-
rint, akkor az 1j szinezés is takaros lesz. Mivel az eddigi szinezésiink takaros,
van olyan F' minimalis koltség feszits fa, mely az Osszes kék élt tartalmazza,
és nem tartalmaz egyetlen piros élt sem.

Vegyiink egy f élt, amit a kék szabéalynak megfelelGen kékre festiink.
Ha ez az f él része F-nek, akkor nyilvanvaléan f-et kékre szinezve takaros
szinezést kapunk. Ha f nem éle F-nek, akkor biztosan van olyan p ut F-ben
ami f két végpontjat 0sszekoti, mivel F' feszits fa. Mivel f-re alkalmazhato
a kék szabaly, van olyan X cstiicshalmaz, melybdl f kilép, de nem vezet
ki belsle rajta kiviil kék él. Vegyiik a p tutnak az X csiicshalmazbol egy
kiléps f' élét. Ez az él nem lehet kék, mivel a kék szabaly szerint az X-bdl
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nem vezet ki kék ¢él, és f silya nem lehet nagyobb f’ stulyanal, hiszen egy
legkisebb silyu élt kellett, hogy valasszunk. Az F'U {f} grafban f’ benne
van egy korben (hiszen f’ rajta van az f végpontjait Gsszekitd ton), tehat
F' = (FU{f}) \ {f'} egy Osszefiiggs, n cstucst, n — 1 éli graf, tehat fa,
salya w(F') = w(F) + w(f) — w(f’) < w(F). Mivel F miniméalis suly,
w(F') = w(F) kovetkezik, tehat F’ is minimélis koltségii feszit6 fa. Ekkor F”
tartalmaz minden kék élt (hiszen f’ nem volt kék), és tovabbra sem tartalmaz
pirosat, tehat az 10j szinezés valoban takaros.

1.3. 4bra. Kék szabaly

Most tegyiik fel, hogy f-et pirosra szinezziik a piros szabaly szerint. Ha
f ¢ F, akkor ismét nyilvanvaloan takaros szinezést kapunk. Vegyiik azt az
esetet, amikor f € F', és vegyiik azt a C' kort, amely miatt alkalmazhattuk
a piros szabalyt, ebben f az egyetlen piros és egyben legnehezebb él. Az f
él torlésével F' két komponensre esik szét, viszont a C'\ {f} egy ut f két
végpontja kozt, tehat van olyan f’ él C-ben, mely a két komponens kozt
halad. Ez az [’ él a piros szabaly miatt nem lehet piros (olyan kort vettiink,
amelyben nincs piros él) és stilya nem nagyobb f sulyanal, mivel a C élei koziil
egy legnagyobb sulyt élt kellett szinezniink. Tehat F' = (FU{f'})\{f} egy
fa, melyben minden kék él benne van és nem tartalmaz egyetlen piros élt
sem. Stlya w(F") = w(F) —w(f) + w(f’) < w(F), tehat mivel I’ minimalis
koltségt, igy w(F') = w(F), tehat F’ egy, a szinezés takarossagat igazold
feszitdfa.

Most belatjuk, hogy a szinezéssel sosem akadunk el. Vegyiink egy szi-
nezetlen f élt. Mivel a szinezésiink takaros, a kék élek erdst alkotnak. Ha
f mindkét végpontja ugyanabban a kék faban van, akkor a piros szabalyt



1.4. 4bra. Piros szabaly

alkalmazhatjuk arra a korre, ami f-bd&l és a két végpontjat Osszekotd kék
utbol all. Ha f két végpontja kiilonboz6 kék fakban van, akkor legyen az X
halmaz az f él egyik végpontjat tartalmazo6 fa cstcsainak halmaza. Ekkor
X-b6l nem vezet ki kék él, és a kivezetd élek koziil a legkisebb sulyut kékre
szinezhetjiik.

Mivel belattuk, hogy az eljards miikodése soran mindig takaros szinezé-
siink van, azaz mindig lesz olyan minimélis koltségi feszitG fa, amely az Osszes
kék élt tartalmazza, de egyetlen pirosat sem, valamint tudjuk, hogy az elja-
ras végére minden él szines lesz, ezért végiil a minimalis koltségi feszits fa
minden éle kék lesz. Tehat az eljarés végén a kék élek valoban egy minimalis
koltségi feszits fat alkotnak.

O

Az eljaras alkalmazasa soran eddig tetszéleges sorrendben szineztiik az
éleket pirosra, illetve kékre, azonban hatékonysag szempontjabol nem mind-
egy, mikor melyik szabalyt hasznaljuk. A kovetkezd algoritmusok ezen eljaras
specialis esetei.

1.2. Kruskal algoritmus
A kiraly feladatara a Kruskal nevid alattvald altal javasolt megoldas tutépi-

tési modszerét nevezziik Kruskal algoritmusnak. Az eljaras soran a kovetkezé
lépések alkalmazaséval kapunk minimalis koltségl feszitd fat.



e El6szor megkeressiik a grafban az egyik legkisebb sulyu élt és a két
végpontjaval egyiitt belevessziik a részgrafunkba.

e BEgy kiovetkezs legkisebb stlyu éllel is hasonldéan jarunk el.

e Ha a kovetkez6 egyik legkisebb stulyu él a részgrafunkban kort alkotna,
akkor ezt az élt nem vessziik bele a részgrafba, és tovabb folytatjuk az
eddigi 1épéseket egészen addig, mig van még meg nem vizsgalt él.

Vegyiik észre, hogy ez az eljaras megegyezik a mar ismertetett optimista
stratégiaval.

1.2.1. Allitas. Ezzel az eljdardssal minimdlis koltséqd feszité fat kapunk.

Bizonyitas. Az algoritmus tulajdonképpen a piros-kék eljarést alkalmazza
az alabbiak szerint. A Kruskal algoritmus &ltal a részgrafba bevett éleket
szinezziik kékre, valamint azokat az ¢éleket, amiket nem valogatott be, pirosra.
Ez a szinezés szabalyos, ugyanis a kék élek erdst alkotnak, mert az algoritmus
a részgrafba csak olyan éleket vesz be, amik nem alkotnak kort egymassal,
tehat a részgrafban csak kék élek vannak. Egy f él kékre valo szinezésekor az
erd6 két komponensét kotjiik Ossze ezzel az f éllel. A kék szabaly értelmében
f él kékre szinezhets, mivel ha a két komponens koziil az egyiket valasztjuk
az X halmaznak, akkor bel6le nem indulhat ki kék él, mert a komponensek
koézt nem futnak kék élek. Egy f élt akkor szineziink pirosra, ha végpontjai az
erd6 ugyanabban a komponensében vannak. Ezt megtehetjiik, mivel a piros
szabdly értelmében vessziik azt a kort, ami az f él végpontjait Gsszekotd
utbol és magabodl f-bdl all. Ekkor ebben a kérben nincs piros él, mivel az 1t
Osszes éle kék, f pedig még szintelen. Tehét az eljaras 1épéseit alkalmazva,
végiil valoban egy minimélis koltségii feszitéfat kapunk eredményiil. [J

1.3. Prim algoritmus

A kiraly feladatara a Prim nevi alattval6 altal javasolt megoldas utépitési
modszerét nevezziik Prim algoritmusnak. Az eljaras egy feszits fat épit gy,
hogy minden 1épésben egy csiccsal béviti a mar megléve fat.

e Induljunk ki egy tetszéGleges csiicsbol, és az ebbdl kiinduld élek koziil
vegyiik a legkisebb koltségtit, igy egy kétcstucsu fahoz jutunk.
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e A mér meglévs fa és a graf tobbi csucsa kozott 16évs élekbdl valasszunk
ki egy legkisebb stlytut, és a nem fabeli csiicséval egyiitt vegyiik hozzéa
a fahoz.

e Addig folytatjuk ezt az eljarast, mig van nem fabeli csics.

1.3.1. Allitas. Az algoritmus sordn kapott feszité fa minimdlis kéltséqd.

Bizonyitas. Prim algoritmusa valdjaban a kék szabalyt alkalmazza tugy,
hogy a kék fat boviti. Legyen X a kék élek altal lefedett csicshalmaz. Ekkor
megkeresi a legkisebb sulyt olyan élt, aminek egyik végpontja X-ben van, a
mésik pedig X-en kiviil, ezt beszinezi kékre, és ezt az élt, valamint az X-en
kiviil es6 végpontjat pedig hozzéveszi X-hez.

A Prim algoritmus is egy minimalis koltségt feszit6fat alkot a kék szabély
alkalmazasaval, aminek helyességét mar belattuk. U

Fontos megjegyezniink, hogy a Kruskal és Prim algoritmusok hasznéala-
taval nem minden esetben kapunk azonos minimélis koltségi feszits fat, st
algoritmusonként is kaphatunk kiilonbo6z6 feszit6 fakat tobbszori futtatas ese-
tében. Erre egy példaval szolgalnak a kovetkezG abrak:

1.6. abra. Kruskal algoritmus altal 1.7. 4abra. Prim algoritmus altal
kapott feszitd fa kapott feszitd fa
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2. fejezet

Legrovidebb utat keres6
algoritmusok

Ez a fejezet foként a [8], valamint a [5] kényv alapjan késziilt.

A kirdlynak most mar elég pénz gyiilt 6ssze a kincstaraban, igy tgy dont,
hogy az Gsszes utat megépitteti a varosok kozott a kénnyebb kozlekedés ér-
dekében. Azonban mikor az egyik tanicsad6ja meg szeretné latogatni az L
varosban él6 rokonait, felmeriil benne a kérdés, hogy melyik utat valassza.

Nézziik meg elGszor, hogy mit is jelent a legrovidebb ut élsilyozott grafok
esetében.

2.0.1. Definicio. A legrévidebb it egy olyan ut az graf egy u és v csicsa
kozott, amelynek az élein 1év6 stilyok Gsszege minimalis.

Vegyiik észre, hogy élsilyozatlan esetben a legrovidebb ut megegyezik a
graf u és v cstucsa kozti legkevesebb élt tartalmazo utjaval, mivel ebben az
esetben az élek silyait egységnyinek vehetjiik.

2.0.2. Definicié. Az u cstcs v-t6l valo tdvolsdga az u, és a v cstcs kozott
1évs utak koziil egy legrévidebb ut hossza, jeloljik ezt d(u,v)-vel. Amennyi-
ben nincs ut u és v kozt, ugy d(u,v) = oc.

2.0.3. Definici6. Vegyiink egy G = (V, E) gratban egy s € V csucsot. Je-
16ljiik egy v € V csiicsnak a becsiilt legrovidebb 1t hosszat s-t6l (v)-vel.
Egy u € V csiics szomszédai koziil v-t vizsgalva kiszdmitjuk a hozza vezetd
becsiilt legrovidebb ut hosszat a kovetkezképpen: 0(u) + w(u,v), amennyi-
ben ez az Gsszeg kisebb, mint a d(v) értéke, akkor javitjuk. Ezt az eljarast
nevezziik kozelitésnek.
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2.1. Szélességi bejaras

Ez a fejezet foként a [2], valamint a [5] konyvon alapul.

A kiraly tanacsaddja arra jott ra, hogy mivel barmelyik két szomszédos
varos kozti it megtételéhez sziikséges id6 megegyezik, ezért célszertibb azt az
utvonalat valasztania, amelyik a legkevesebb varoson megy keresztiil. Ennek
megtalaldsaban segit neki a kovetkez§ algoritmus.

Jeloljiik a csicsok felfedezettségi allapotait fehér, sziirke, fekete szinnel.
A fehér szin a még nem felfedezett csicsokat jelenti, sziirkével jeloljik az
éppen megtalalt csticsokat, feketével pedig azokat a csticsokat, amelyek 0sszes
kozvetlen szomszédjat mar atvizsgéltuk, azaz minden kézvetlen szomszédja
fekete, vagy sziirke. Az algoritmus soran minden v sziirke cstcsra egy (u,v)
éllel valo kozelitést végziink.

e Kezdetben minden cstics fehér. Vegyiink egy tetszGleges kiindulasi s
csucsot és szinezziik sziirkére, és legyen d(s) = d(s, s) = 0, valamint az
Osszes tObbi v € V' csticsra §(v) = oo.

e Vegyiik a legrégebben megtalalt v sziirke csticsot és keressiik meg az
Osszes még felfedezetlen kozvetlen szomszédjat, és azokat sziirkére szi-
nezve végezziink egy-egy kozelitést. Ekkor v feketére szinezhetd.

e Bzt ismételjiik addig, mig van sziirke csics a grafban.

Amennyiben az eljaras végén még van fehér csics, az azt jelenti, hogy
a graf nem Osszefiiggd és ekkor egy ujabb fehér csicsra is lefuttatjuk az
algoritmust.

A kiraly tanacsaddja az algoritmus segitségével elGszor meghatarozza a
f6varosbol az Gsszes tobbi varosba a legrévidebb utakat, majd igy keresi meg
az egyik legrévidebb utat L varosba. ElGszor kiindul a févarosbol és megke-
resi az 1 egységnyi tavolsagra 16v6 szomszédait, ezek D, B, I varosok. Majd
sorra veszi ezek szomszédait kezdve D varos azon kozvetlen szomszédaival,
amiket még nem talalt meg, ezek C, G varosok. Ezek utan ugyanigy tesz B
varossal is. Ennek egyetlen olyan szomszédja van, amit még nem talalt meg,
ez pedig H. I varos még meg nem talalt szomszédai J, K varosok. Veszi a
legrégebben megtalalt olyan varost, aminek még nem kereste meg 6sszes koz-
vetlen szomszédjat, ez C. Ennek egyetlen még nem vizsgalt szomszédja van
E. G véarosnak két olyan szomszédja van, amit még nem talalt meg, az F
és az L. A tobbi varost E, H, J, K, F, L sorban megvizsgalva, azt latja, hogy
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mar egyiknek sincs meg nem taldlt szomszédja. Végiil arra a kévetkeztetésre
jut, hogy szamara egy megfelel§ Ut lesz, ha A-bdél D-n és G-n keresztiil jut
el L-be.

2.1. 4bra. Szélességi bejaras eredménye az elsé esetben

Az algoritmus alkalmazasa soran, amikor egy v sziirke csiicsnak keres-
siik a szomszédait, nem kotottiik ki, hogy ezeket milyen sorrendben vegyiik
figyelembe, azaz milyen sorrendben szinezziik sziirkére Gket. Ha mas sorren-
det valasztunk akkor mas ttvonalat kapunk. Lassuk milyen megoldasra jut
a tanacsado, ha mas sorrendet valaszt.

El6szor ugyanugy a févarosbol indul ki, de most szomszédai koziil el6bb
I varos azon kozvetlen szomszédait keresi, amiket még nem talalt meg, ezek
H, J, K varosok. Ezek utan keresi D varos szomszédait C-t és G-t, majd
B varosnak mar nem taldl olyan szomszédjat, amit ne talalt volna méar meg
korabban. A legrégebben megtalalt varos H, ennek még meg nem talalt szom-
szédja F'.J-nek 14j szomszédja L, majd K kovetkezik, de nem taldl olyan vele
szomszédos varost, amit még ne vizsgalt volna meg. A kovetkez6 C' varos még
megtalalatlan szomszédja E. Végiil a sorra kovetkezé G, F, L, E varosoknak
méar minden szomszédjukat megtalaltuk. gy a tanacsado talalt egy masik
megfelel§ atvonalat A-boél I, J-n keresztiil L-be, ami ugyancsak két varoson
at vezet.

Vegyiik észre, hogy a két kivalasztott ithélozat nem ugyanaz, de a tavol-
sdgok ugyanazok.

Miel6tt belatnank, hogy az algoritmus tényleg miikédik, nézziik meg a
legrévidebb utak néhany tulajonsagat.
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2.2. abra. Szélességi bejaras eredménye a masodik esetben

Jegyezziik meg, hogy nemnegativ élstlyozas esetén, két cstics kozt a leg-
rovidebb séta egy ut. A legrévidebb sétdban nem érinthetiink egy csucsot
tobbszor, hiszen egy cstcs két érintése kozotti részt nyugodtan elhagyhatjuk,
és ekkor tovabbra is sétat kapunk a két csiics kozott.

2.1.1. Allitas. (Haromszbg-egyenl6tlenség) Egy G = V,E nemnega-
tiv élsulyozdssal elldtott grafban barmely s,u,v € V csiucsokra igaz, hogy
d(s,v) <d(s,u)+ d(u,v).

Bizonyitas.

Egy s-bél v-be tartd legrévidebb ttnak nem lehet nagyobb a silya, mint
barmely masik s és v kozti utnak. Azaz s és v kozti legrévidebb ut sulya
nem nagyobb, mint annak az Gtnak, amely az s és u kozti legrovidebb athol,
valamint az u és v kozti legrovidebb ttbol all. Ha nincs Gt s és u kozt, akkor
a definicio szerint d(s,u) = oo, hasonléan, ha u és v kozt nincs 1t, akkor

d(u,v) = oo, valamint ekkor s és v kozt sincs ut, tehat oo = d(s,v) <
d(s,u) + d(u,v) = oo teljesiil.
U

2.1.2. Allitas. (Fels6 korlat tulajdonsag) Minden v € V csiicsra fenn-
dll 6(v) > d(s,v), és ha §(v) egyszer eléri d(s,v) értéket, attdl fogua sosem
vdltozik meg.

Bizonyitas.
El6szor a kozelité lépések szama szerinti indukcioval fogjuk belatni a
d(v) > d(s,v) egyenlStlenséget. Kezdetben 0(v) > d(s,v) teljesiil, mivel
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0 = d(s) > d(s,s), valamint 6(v) = oo miatt §(v) > d(s,v). A kozelités
soran csak 0(v) értéke valtozhat, de akkor is igaz marad ré& az allitas, mivel

d(v) = 0(u) + w(u,v)
> d(s,u) +w(u,v) indukcios feltevés miatt
> d(s,v) haromszog-egyenlGtlenség miatt

Most lassuk be, hogy ha d(v) egyszer eléri d(s,v) értéket, attol fogva
sosem valtozik meg. §(v) az alsé korlatot elérve tovabb mar nem csékkenhet,

hiszen 0(v) > d(s,v), de nem is néhet, mert a kozelités nem noveli § értékét.
U

2.1.1. Tétel. (Szélességi bejaras helyessége) Legyen G = (V, E) egy ird-
nyitatlan, élsilyozatlan grdf, és tegyiik fel, hogy eqy s € V' kezddpontbdl kiin-
dulva alkalmazzuk rd az algoritmust. Ekkor az algoritmus minden s-bdl elér-
hetd v € Vesicsot elér, valamint ezekre befejezéskor §(v) = d(s,v) teljesiil.

Bizonyitas.

El6szor azt fogjuk belatni, hogy minden lépésben a sziirke cstcsok be-
csiilt tavolsaganak kiilonbsége legfeljebb 1, és ha egy u € V' cstics korabban
lett sziirke, mint egy v cstcs, akkor d(u) < §(v). A bizonyitas soran minden
lépésben az aktudlisan sziirke csticsokra nézziik, hogy teljesiil-e az allitas.
Kezdetben csak az s csics sziirke, igy teljesiil ra az allitas, mivel 6nmagé-
tol vett tavolsadga 0. Ha az s cstcsot feketére szinezziik, az azt jelenti, hogy
megtalaltuk az 0sszes kozvetlen szomszédjat. Ezek becsiilt tavolsaga s-t6l 1,
igy becsiilt tavolsaguk kiilonbsége 0. Tegyiik fel, hogy néhény 1épésig igaz az
allitas. Vegyiik a legrégebben megtalalt v sziirke csicsot, legyen 6(v) = k, és
nézzik ennek a szomszédait. Ekkor csak a k és k + 1 becsiilt tavolsagra 16ve
csticsok lehetnek sziirkék. Az els6 k + 2 becsiilt tavolsagra 1évé cstcsot csak
ugy talalhatjuk meg, ha mar az 6sszes k+ 1 becsiilt tavolsagn csiicsot megta-
laltuk, azaz mind sziirke és ezek koziil a legrégebben megtalaltnak keressiik
a szomszédait. Tehat a sziirke csticsok tavolsdganak kiilonbsége legfeljebb 1,
ezzel az allitast igazoltuk.

Most lassuk be, hogy az algoritmus befejezésekor §(v) = d(s,v) teljesiil.
Indirekt tegyiik fel, hogy d(v) # d(s,v). Egy s — v tton vegyiink egy olyan
v cstcsot, aminek a legkisebb a §(v) értéke, és 6(v) # d(s,v) teljesiil. Tudjuk,
hogy d(v) < d(s,v) a felsé korlat tulajdonsag miatt nem teljesiilhet. Nézziik
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egy legrévidebb s — v uton a v csicsot kozvetleniil megel6z6 u csiicsot.
Tudjuk, hogy

d(s,v) < d(s,u)+1 héaromszog-egyenlGtlenség miatt
d(s,v) =d(s,u)+1 d(s,u) < d(s,v)miatt
d(u

d(
d
= d(s,u) mivel v volt az elsd, amire nem teljesiil az egyenlGség
o
o

u)+1  §(v) > d(s,v) feltevésiink miatt
Nézziik azt a lépést, amikor u-nak keressiik a szomszédait.

e Ha ekkor v fehér, az azt jelenti, hogy még mas csicsbol nem értiik
el, azaz becsiilt tavolsaga s-t6l: 6(v) = 6(u) + 1. Ez pedig ellentmond
annak az allitasunknak, hogy d(v) > d(u) + 1.

e [a a v cstcs szine sziirke, akkor mar taldltunk egy olyan w csticsot, amit
mar u el6tt megtalaltunk. Tehat 6(v) = §(w)+1, de mivel §(w) < §(u),
ezért 0(v) < d(u) + 1, amivel szintén ellentmondéasra jutottunk.

e Ha v cstcs ekkor mar fekete volt, akkor u el6tt mar megtalaltuk, azaz
d(v) < d(u), ami pedig ismételten ellentmondas.

Tehat belattuk, hogy d(v) > d(s,v) nem teljesiilhet, vagyis d(v) = d(s,v)
teljestil.
U

2.1.1. Dijkstra algoritmus

Ez a fejezet f6ként a [6], valamint a [5] konyvon alapul.

A kiraly ugy dont, hogy mivel nagyon sok pénzt koltott az utak megépité-
sére, ezért a kiilonb6z6 varosok kozt az épitési koltséggel aranyos uthasznalati
dijat vezet be. Tanacsaddja amint meghalotta a kirdly otletét, azon kezd el
gondolkodni, hogy vajon az el6z6 modszerrel talalt legrovidebb it egyben a
legolcsobb-e szamara, ha rokonait szeretné meglatogatni. Ehhez elGszér meg
kell talalnia a legolcsobb utat a févarosbol L varosba. Ebben a Dijkstra al-
goritmus nyuajt neki segitséget.
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Az algoritmus nemnegativ élstlyozas esetén a legrévidebb utat adja meg
az s kezd6esicsbol az 6sszes t6bbi cstcsba. Tulajdonképpen most is egy szé-
lességi keresést fogunk végrehajtani, az élek sulyédnak figyelembevételével.
Alkalmazzuk az el6z6 algoritmus soran bevezetett szinezést és vegyiink egy
S halmazt, ami a fekete cstucsokat tartalmazza.

e Kezdetben az S halmaz iires. Vegyiik a kiindulasi s cstcsot és szinezziik
sziirkére, ekkor d(s) = d(s,s) = 0, valamint az Gsszes tobbi v € V
csticsra 6(v) = oo.

e Vegyiik a legkisebb 0(v) értéki sziirke csiicsot és keressiik meg Osszes
kozvetlen szomszédjat, valamint azokat sziirkére szinezve végezziink
rajtuk egy-egy kozelitést v-bél. Ezek utan v-t bevessziik S-be.

e Lzt ismételjiik addig, mig az Osszes cstics be nem keriil S-be.

Alattvalonk az algoritmus hasznéalataval a kovetkezd megoldasra jut. El6-
szOr megnézi A (a f6varos) szomszédait, ezek a D, B, I varosok, majd kiszé-
mitja az utikoltséget a févarosbol ezekbe a varosokba és feljegyzi. Majd a
koltségek novekvs sorrendjében vizsgéalja tovabb a varosokat. B szomszédai
koziil (C és H) azt veszi bele ebbe az S halmazba, amelyhez a legolesobb
az ut A és C, vagy A és H kozott. Az utikoltség C-be Gsszesen 4 arany, H-
ba 14 arany, azonban D varosba is 4 arany az utikoltség, tehat valaszthat,
hogy C-t, vagy D-t veszi be el6bb S-be. A D véros mellett déntve vizsgalja
szomszédait, C-be egyel6re nem talal olcsobb utat, viszont G-be lesz Gt D-n
keresztiil, igy oda a becslés a legolcsobb titra 17 arany, majd D-t is beveszi a
halmazba. A kiévetkez§ legolesobb tt, C-be vezet. Szomszédai koziil egyediil
E-t nem vette még be az S halmazba, oda az Gt 9 aranyba keriil, és mivel
nincs mas elérhet6 szomszéd, igy C'is belekeriil S-be. A kdvetkez§ legolcsobb
ut I-be vezet 5 aranyért, ennek szomszédai J, ahova 9 aranyat kell fizetni,
valamint K, ahova pedig 15 arany a jelenleg talalt legolcsobb ut, H varosaba
I-n keresztiil nem talal olcsobb utat, tobb szomszédja pedig nincs,igy [ is
belekeriil S-be. A kovetkezd olyan varosbol aminek a szomszédait tekintheti
ugyancsak ketté van F és J. E-t valasztva G-be talal egy olcsobb utat, igy
E-n keresztiil 15 aranyért tud G varosidba menni, valamint még egy még nem
vizsgélt szomszédja van ez F', ahova 16 arany az utdij. Ezek utan E-t is be-
veszi a halmazba. J még elérhets szomszédai koziil csak L-be van olcsobb tt,
ami 11 aranyba keriil, majd miutan az Osszes szomszédos varost megnézte
J-t is beveszi a halmazba. Ezek utan az eddigiekhez hasonléan sorra veszi
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a varosokat, de mar sehova sem talal olesobb utat. A koévetkezd sorrendben
keriilnek bele S-be a még megmaradt varosok: L, H, G, K, F. Tehat a leg-
olcsébb 1t szamara, ha az A f6varosbol a I, .J varosokon keresztiil megy L
varosba.

2.3. abra. Dijkstra algoritmus eredménye. A csiicsokon szerepl§ szamok az
utikoltséget jelzik A cstucsbol kiindulva.

2.1.2. Tétel. (Dijkstra algoritmus helyessége) Ha egy G = (V, E) nem-
negativ élsulyozdssal elldtott, irdnyitott, vagy irdnyitatlan grafban alkalmazzuk
az algoritmust eqy s kezddpontbdl kindulva, akkor annak befejezésekor min-
den v € V-re 6(v) = d(s,v), azaz az algoritmus meghatdrozza a legrévidebb
Ut hosszdt s €s a graf eqy v pontja kozott.

Bizonyitas.

Meg fogjuk mutatni, hogy ha az S halmazba bevessziik a v csticsot, akkor
teljesiilni fog a d(v) = d(s,v) egyenlGség, valamint azt mar a fels§ korlat
tulajdonsag miatt tudjuk, hogy az egyenl@ség késGbb is megmarad.

Indirekt tegyiik fel, hogy a v az els6 olyan csiics, amelyet ha S-be beleve-
sziink d(v) # d(s,v) teljesiil. A fels korlat tulajdonsidg miatt tudjuk, hogy
d(v) > d(s,v). Vizsgaljuk meg az s-b6l v-be mend legrévidebb utat. Tudjuk,
hogy s # v, hiszen az s csucsot vettiikk be S-be elGszor és §(s) = d(s,s) =0
telejesiil, ami ellentmond a feltevésiinknek. Tovabba léteznie kell legalabb egy
utnak s és v kozott, kiilonben a felsé korlat miatt §(v) > d(s,v) = oo, azaz
d(v) = d(s,v) = oo lenne, ami szintén ellentmondés. Marpedig ekkor létezik
egy legolcsobb p Ut is s és v kozt. Legyen ezen a p Giton y az elsG olyan csics,
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ami nincs benne S-ben, és legyen u a p Gton az y el6tti csics. Ekkor u € S, és
emiatt y sziirke, hiszen mikor az u csticsot bevettiik S-be mar megtalaltuk.

Mivel u bekeriilt S-be, ezért az y cstcsra végeztiink kozelitést az (u,y)
él mentén, ezért fennall a §(y) < d(u) + w(u,y) egyenlStlenség, ugyanis,
ha a kozelités el6tt 0(y) > 6(u) + w(u,y) fenndll, akkor a kozelités utan
(y) = 6(u) + w(u,y) teljesiil. Ha a kozelités el6tt 6(y) < 6(u) + w(u,y)
fennallt, akkor ez utana sem valtozik, mivel sem d(u), sem pedig §(y) nem
valtozik.

Tovabba mivel feltettiik, hogy v volt az els6 S-be keriil§ cstcs, amire nem
teljesiil az egyenlGség, ezért d(u) = d(s,u), és igy d(y) < d(s,u) + w(u,y).
Bontsuk fel p legolcsobb utat s — y — v részutakra. Ekkor p Osszkoltsége
annyi, mint az s — y részut koltsége, és y — v Ut koltsége egyiitt. Tegyiik
fel, hogy van az s — y részutnél egy olcsobb ut s-bél y-ba. Ezek szerint,
ekkor az olcs6bb s — y résziut koltsége, és az y — v utnak a koltsége egyiitt
olcsobb lesz, mint az eredeti legolecsobb p at, ami pedig ellentmondas. Ebbdl
kévetkezik, hogy az s — y részit egy legolesobb ut, tehat d(y) = d(s,y).
Mivel az y csics v cstcs el6tt van a p legrévidebb tton, valamint az élsilyok
nemnegativak, ezért d(s,v) > d(s,y). Tehat tudjuk, hogy

o(y) < d(s,v)
< d(v) felst korlat tulajdonsag miatt

Ezzel ellentmondéasra jutottunk, hiszen az algoritmus soran a legkisebb
0 értéki sziirke csticsot tessziik S-be, ami ezek szerint nem lehet v, hiszen

Iy) < d(v). O

2.1.2. Bellman-Ford algoritmus

Ez a fejezet f6ként a |7], valamint a [5] konyvon alapul.

Most, hogy a tanidcsaddé mér tudja, hogy mennyibe keriil neki az Gt a
rokonaihoz, elkezd sporolni az atra. Mivel az utdijakat draganak tartja, agy
dont, hogy felvesz utasokat ut kézben, akik szintén hasonlé iranyba tartanak,
és kitalalja, hogy mennyi pénzt kérjen utasonként. Felméri, hogy bizonyos va-
rosok kozott hany utasra szamithat, és ezt Osszeveti az ttdijakkal, valamint
feltiinteti a térképén. Igy elfordulhat, hogy bizonyos szakaszokon negativ ér-
ték keriil feltiintetésre, mivel azokon az utakon az utasok altal fizetett Gsszeg
tobb, mint az utdij.

Az el6z6 algoritmus, ha megengediink negativ értékeket nem szolgéltat
jO megoldast, ezért egy masik eljarast kell alkalmaznia, ez a Bellman-Ford
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algoritmus. Az eljaras lényegében ugyanazt a stratégiat alkalmazza, mint a
Dijkstra algoritmus, ha egy csticshoz az addiginal kisebb ¢ érték tartozik,
akkor javitja ezt az értéket. A kiilonbség a negativ koltségek figyelembe véte-
lekor jelentkezik, ugyanis ekkor nem teljesiil a haromszog-egyenlétlenség, és
igy el6fordulhat, hogy javitani tudunk egy mar fekete csticsra a kezdGpontbol
odavezets eddigi ut koltségén. Fontos megjegyezniink, hogy a grafban nem
lehetnek negativ Osszsilyu korok, hiszen a koron tobbszor athaladva a sétak
koltségét mindig csdkkenteni tudnank. Iranyitatlan grafok esetében tovabbra
sem lehetnek negativ élek, ugyanis ekkor az élen oda-vissza haladva a koltség
tetszélegesen csokkenthetd.

Az algoritmus olyan irdnyitott grafokra alkalmazhato, ahol negativ éleket
is megengediink, de negativ Gsszkoltségi kort nem. Az eljaras soran éleken,
utakon az iranyitott éleket, utakat értjiik.

Az algoritmus alkalmazésa sordn az éleket tetszGleges sorrendben vizs-
galhatjuk és ha lehetséges javitunk az eddigi legrévidebb ut értékén. Mivel
a kozelitések sorrendjét nem kotottiik ki, ezért csak az garantalhato, hogy
az els6 1épés végén az 1 élbdl allo legrovidebb utakat talaljuk meg, majd a
masodik 1épés végén a 2 élbdl alldakat, és igy tovabb. Egy n cstcsu graf-
ban legfeljebb n — 1 élbdl allo 0t lehet, ezért Gsszesen legfeljebb n — 1 1épést
végziink.

e Kezdetben vegyiik a kiindulési s csucsot. Legyen 6(s) = d(s,s) = 0,
valamint az Gsszes tobbi v € V' csticsra 6(v) = oo.

e Vizsgaljuk meg az Gsszes (u,v) élt tetszéleges sorrendben, és ha 6(v) >
d(u) + w(u,v) akkor 6(v) értékét o(u) + w(u,v) értékre javitjuk.

e Ismételjiik meg az el6z6 1épést még n — 2-szer (Osszesen n — 1-szer).

2.1.3. Tétel. (Bellman-Ford algoritmus helyessége) Legyen G=(V,E)
eqy Elsulyozott, iranyitott, negativ dsszkoltségi kort nem tartalmazo véges
grdf, tovdbbd a kezddcesics leqgyen s. Ekkor a Bellman-Ford algoritmus megha-
tarozza minden v € V esicesra legrovidebb it hosszdt s-bdl, azaz 6(v) = d(s,v)
értéket.

Bizonyitas. El6szor a lépések szama szerinti indukcioval belatjuk, hogy ha
a d(v) # oo, akkor van ut s és v kozott, aminek tavolsaga 6(v). Kezdetben
igaz az allitas, hiszen 0(s) = 0, az Osszes tobbi v cstcsra pedig 0(v) = oo
(nincs él nélkiili s — v at). Nézziik azt a lépést, amikor az eljarés soran a
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d(v) értéket javitjuk az (u,v) irdnyitott él mentén. Vegyiik észre, hogy ekkor
d(v) < oo. Mivel az indukcios feltevés szerint van §(u) hossza 4t s és u
cstcsok kozott, vegyiik az s — w utat és egészitsiik ki az (u,v) éllel, ekkor
kapunk egy d(v) = 6(u) + w(u,v) értéket, és az s — v, §(u) hosszu Ut és az
(u,v) él hossza egylitt épp ennyi.

A kévetkezokben azt fogjuk belatni, hogy i lépés utan (egy lépés alatt azt
értjiik, hogy a graf dsszes éle mentén javitunk) minden v csiicsra §(v) éppen a
legfeljebb ¢ é1bdl allo s — v utak koziil a legkisebb stlytinak a stlya. Vegyiik
a legfeljebb ¢ élbsl 4ll6 s — v utak koziil egy legkisebb sulytut, hivjuk p-nek.
Legyen ezen az tton a u a v csucsot kozvetlen megel6z6 cstucs. Ekkor az u
csucsig tarto p’ részit a legrovidebb legfeljebb i—1 élt tartalmazo s — w t, és
p stlya éppen w(p') + w(u,v). Az indukcios feltevés szerint §(u) < w(p'). Az
i. 1épés soran javitunk az (u,v) él mentén, azaz §(v) értéket Gsszehasonlitjuk
a d(v) = 0(u) + w(u,v) dsszeggel és, ha ez az Gsszeg kisebb, javitjuk a d(v)
értéket. Tehat az ¢. lépés utan 0(v) < 6(u)+w(u,v) < w(p')+w(u,v) = w(p),
de kisebb a fels6 korlat tulajdonsig miatt nem lehet, tehat egyenldség all fenn.

Az n —1 lépés végrehajtasa utan minden csticshoz megtalaltuk az odave-
zetd, legfeljebb n — 1 élbdl 4ll6 utak koziil a legkisebb stlytt, és mivel nincs
negativ Osszsilyd kor a grafban, minden csticsba az odavezetd legkisebb si-
lya ut legfeljebb n — 1 é1bél all, ezért a kapott érték valoban a tavolsag lesz,
azaz d(v) = d(s,v) teljesiil minden v csucsra.

0
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3. fejezet

Hamilton korok

Amikor a kirdly az Osszes utat megépittette, a kereskedd is gondolkodéba
esett, hogy melyik utakon és milyen sorrendben latogassa meg a varosokat.
Neki mindegyik varosba el kell szallitania az arut és nap végén az otthonéba
szeretne visszatérni, ahonnan elindult. Ehhez kell megtalalnia a legrovidebb
korutat (ha egyaltalan van ilyen), hogy miel6bb hazaérhessen.

A feladat valojaban Hamilton kor (azaz olyan kor, ami a graf minden
csicsan pontosan egyszer megy at) keresése a grafban.

A keresked6 probléméajanak egy lehetséges megoldasat mutatja a kovet-
kez6 abra.

3.1. abra. A kereskedd egy lehetséges korttja

23



3.1. Utaz6 iligynok probléma

Ez a fejezet foként a [3], valamint a [1] konyvon alapul.

Az uthasznalati dij bevezetésével ijabb probléma meriilt fel a keresked6-
ben. Most mar nem csak az a célja, hogy miel6bb hazaérjen, hanem, hogy
minél nagyobb nyereségre tegyen szert, igy a legolcsobb titvonalat kell meg-
talalnia.

Az utazoiligynok feladata egy G = (V, E) n cstcsu teljes, nemnegativ
élkoltségekkel ellatott grafban legrovidebb olyan kor keresése, amely pontosan
egyszer athalad a graf Osszes csicsan, azaz egy legrévidebb Hamilton kor
keresése. A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért csak iranyitatlan grafokkal
foglalkozunk, valamint feltessziik, hogy az élkoltségekre teljesiil a haromszog-
egyenl6tlenség: w(u,v) + w(v, z) > w(u, z) minden u, v, z cstcsokra.

Ezek a feltételek sajnos nem teljesiilnek a kiraly uthalozatara, ennek ko-
vetkeztében az alabbiakban bemutatasra keriil§ eljarasok koziil nem mind-
egyik miikodik, ezért az eljarasok szemléltetéseként 1j példagrafokat muta-
tok. Itt megjegyezném, hogy amennyiben nem tessziik fel, hogy teljesiil a
haromszog-egyenlGtlenség, akkor nem sziikséges kikotniink, hogy a graf le-
gyen teljes, hiszen a hidnyzo6 éleket kell6en nagy koltséggel hozzavéve a graf-
hoz mar teljes grafot kapunk, melyben a legolcsobb korit egyben az eredeti
graf legolcsobb kortutja is lesz (amennyiben van benne). Példaul ezaltal hasz-
nalhat6 az utazoiligynok feladat Hamilton-kor keresésére élsilyozatlan grafo-
kon gy, hogy a mar meglévd élek 1 stulyt kapnak, a hianyzo6 élek pedig 2-t.
Ha az utazo6 iigynok feladatban az optimélis korat hossza a csicsszammal
egyenld, akkor van Hamilton kor az eredeti grafban, ha tobb, mint a cstcs-
szam, akkor nem lesz benne Hamilton koér. Rdadéasul, ha az el6bb emlitett
élstulyozast alkalmazzuk a grafban, akkor még a haromszog-egyenlGtlenség is
teljesiilni fog. Mivel a Hamilton kor keresés kozismerten nehéz feladat, ebbdl
latszik, hogy az utazé {igyndk feladata is az.

3.1.1. Levago6 algoritmus

Az utazo6 iigynok problémara jelenleg még nem &ll rendelkezésiinkre olyan
algoritmus, mely egy tetszéleges grafban egyszertien és gyorsan megadné az
optimalis kdrutat. A kdvetkez6kben olyan algoritmusokat mutatunk be, ame-
lyek ha nem is szolgalnak optimélis eredménnyel, de ahhoz kozeli értéket
adnak. Ilyen példaul a most kovetkezd levagd algoritmus is, amely a kovet-
kez6képpen miikodik.
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e ElsG lépésben keressiink egy minimalis koltségti I feszitofat, példaul
Kruskal algoritmussal.

e Eleit duplazzuk meg és nevezziik az igy kapott grafot F’-nek.

e Keressiink ebben a gratban egy Euler sétat, ami biztosan létezik, hiszen
a grafunk osszefiiggs és benne a megduplazott élek miatt minden cstcs
foka péaros.

e gy persze lesz olyan csics, amin tobbszor is athaladtunk, de ezt a
problémét konnyen orvosolhatjuk, ha ezeket az utakat levigjuk, azaz,
ha a séta soran 7 csticsbol olyan j csiicson kellene keresztiil menniink,
amin kordbban méar athaladtunk, akkor ezt a j csticsot most kihagyjuk
és i-bdl kozvetleniil k-ba, azaz a séta kivetkezd csticsiba megyiink. (az
i-b6l k-ba van 1t, mivel G teljes graf)

o Az élek szamét addig csdkkentjiik ezzel a modszerrel, mig mér minden
csticsot pontosan egyszer érintiink a séta soran, azaz egy H Hamilton
kort kapunk.

3.1.1. Tétel. A levdgo algoritmussal kapott H Hamilton kér kéltsége nem
haladja meg az optimdlis korit koltségének kétszeresét.

Bizonyitas. Az I’ grafon az Euler séta koltsége kétszer annyi, mint az F'
minimalis koltségii feszit faé, mivel F’'-et gy kaptuk, hogy az F-beli éleket
megduplaztuk. A haromszog-egyenlGtlenség miatt az élek levagasaval kapott
Hamilton kor koltsége legfeljebb annyi, mint az F’ grafé, aminek koltsége
az I feszit6fa koltségének a kétszeresével egyenls. Azonban az I feszitéfa
kéltsége kisebb, mint a legolcsobb koruté, ugyanis, ha a legolesobb korat egyik
élét elhagyjuk egy feszitéfat (pontosabban feszité utat) kapunk. Nem biztos,
hogy ez a feszit6fa minimalis koltségi, de koltsége nem lehet kevesebb a
minimalis koltségi feszitéfa koltségénél. Tehat az algoritmus soran elGallitott
H Hamilton kor koltsége legfeljebb kétszer akkora, mint az optimalis korat
koltsége. [

A H Hamilton kor koltsége azonban fiigg attél, hogy melyik minimalis
koltségi feszit6 fabol indultunk ki, s6t attol is fiigghet, hogy melyik Euler sé-
tat vessziik F'-ben. A 3.3. és a 3.4. abran 1év6 két minimalis koltségi feszitGfa
Osszkoltsége mindkét esetben 11, azonban az els§ esetben kapott Hamilton
kor koltsége 19, a mésodik esetben pedig 17.
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3.2. abra. A kiindulasi graf

3.1.2. Christofides heurisztikaja

A most kivetkezs algoritmussal valamivel jobb értéket kapunk a korit kolt-
ségére.

El6szor keressiink a G grafban egy minimalis koltségd F' feszit6fat,
példaul Kruskal algoritmussal.

Vegyiik F-bél a paratlan foku cstucsokat, és legyen F” az F-ben a pa-
ratlan foku csicsok altal feszitett részgrafja G-nek.

Keressiink G-ben az F' altal feszitett fa csucsai kozt egy minimaélis si-
lya M teljes parositast. (Ezt példaul Edmonds algoritmusaval tehetjiik

meg.)

Ehhez vegyiik hozza az eredeti F' feszit6fat, igy F'U M a mindkét graf-
ban 1év6 éleket duplan tartalmazza. Tehat F'U M minden foka péros,
tehat van benne Euler séta.

Mivel ismét vannak olyan cstcsok, melyeken tobbszor athaladtunk,
ezért az el6z6 alfejezetben ismertetett modszer alapjan csdkkentjiik az
élek szamat, mig végiil egy H Hamilton kort kapunk.

3.1.2. Tétel. A Christofides heurisztikdja dltal kapott H Hamilton kir kolt-
sége nem haladja meg az optimalis kérit kéltségének mdsfélszeresét.
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3.5. abra. A levago6 algoritmus al-
tal kapott Hamilton kor az els¢ mi-
nimalis koltségt feszitG fabol kiin-
dulva

3.4. abra. Egy méasik minimélis
koltségti feszit6 fa a kiindulasi
grafban

3.6. abra. A levago algoritmus al-
tal kapott Hamilton kér a masodik
minimalis koltségt feszité fabol ki-
indulva

Bizonyitas. Legyen O egy optimélis kordt. Azt mar lattuk, hogy O kolt-
sége nem lehet kevesebb, mint F' koltsége. Legyen Hp az az F’-beli Ha-
milton kor, amiben a cstucsok sorrendje megegyezik az optimélis korat csu-
csainak sorrendjével. Ekkor a haromszog-egyenlGtlenség miatt teljesiil, hogy
w(Hp) < w(0). Allitsuk el Hp-t két F'-beli teljes parositds uniojaként.
Ezt megtehetjiik példaul gy, hogy az egyik teljes pérositas (jeloljik M-
gyel) alljon a Hamilton kor minden masodik é1ébdl, a masik (jeloljik My-vel)

pedig az Gsszes tobbi élbol.



Ekkor F és M koltségének Osszege legfeljebb annyi, mint az optimalis
korat mésfélszerese, valamint a haromszdg-egyenlétlenség miatt a H koltsége
is legfeljebb akkora, mint az F'U M koltsége, ezzel az allitast bizonyitottuk.
OJ

Megjegyzem, hogy mig az altalam bemutatott fels6 korlatok csak olyan
teljes grafokra teljesiilnek, amelyekre fennall a haromszog-egyenlétlenség, ad-
dig a most targyalasra keriil alsd korlatok esetén ez a két feltétel nem sziik-
séges.

3.1.3. 1-fa korlat

Az el6z6 alfejezetekben méar lattuk, hogy a minimaélis koltség feszit6fa stlya
egy also korlat az optimalis korat koltségére. Most ezt az als6 korlatot fogjuk
finomitani.

Vegyiink egy v € V cstcsot a G = (V, E) grafban. Szamitsuk ki a v-b6l
kiindul6 két legolcsdébb él koltségének Osszegét, valamint hatarozzuk meg a
G\ v graf minimalis koltség feszitGfajanak a silyat, és vegyiik a két eredmény
Osszegét. Bzt az Osszeget szokas 1-fa korlatnak hivni, ami szintén egy also
korlatot fog adni az optimalis kortut koltségére.

3.1.1. Allitas. Az 1-fa korldt eqy alsé becslést ad az optimdlis korit koltsé-
gére.

Bizonyitas.

Legyen v egy tetszéleges csiics, valamint jel6ljiik az optimalis korutat O-
val. Mivel O a graf Osszes csicsan athalad pontosan egyszer, ezért minden
csucs foka, és igy v foka is legalabb 2. Ha ezt a v cstcsot kivessziik az O
optimalis koratbol, a maradék t egy-egy feszits fa G'\v-ben , aminek kéltsége
legalabb annyi, mint a G\ v grafban egy minimalis koltségii feszit6fa koltsége.
Ha a G\ v-ben 1év6 minimaélis koltségi feszitd fahoz hozzdadjuk a v csics
két legolesobb élének koltségét, akkor ez az Osszeg nem lehet t6bb, mint az
O\ v feszits fa koltségéhez a v-bdl kiinduléd két O-beli él kdltségét hozzaadva.
Tehat az 1-fa korlat valoban egy als6 becslést ad.

O

A kovetkez6 abrakon azt szeretném szemléltetni, hogy az 1-fa korlat fiigg
v valasztasatol.

A 3.7. 4bran B = v valasztassal az 1-fa korlat: 1+2+10 = 13, a 3.8. 4bran
F' = v valasztéssal 5 + 4 4+ 7 = 16. Ha 6sszehasonlitjuk a levago algoritmus
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altal kapott felsé korlatot a most kapott also korlattal, akkor lathatjuk, hogy
az optimalis korat (O) koltsége 16 < O < 17.

Ezzel a mechanizmussal a baj az, hogy a G \ v-ben 1év46 minimalis kolt-
ségi feszitd fa alakja tavol eshet az optimalis koruttol, mivel igazabol egy
minimalis koltségii feszits utat kellene keresniink, amiben a kezd6 és végpont
kivételével minden cstcs foka pontosan 2, de a feszit6 faban nagyfoku csticsok
is lehetnek.

Ezen a probléman probal javitani a Held és Karp korlatja.

3.7. dbra. A 3.2 abra alapjan keé- 3.8. abra. A 3.2 4bra alapjan ké-
sziilt 1-fa korldt egy minimélis sziilt 1-fa korldt egy minimélis
koltségl feszit6taja B = v valasz- koltségti feszit6taja F' = v valasz-
téassal tassal

3.1.4. Held-Karp korlat

Valasszunk ki a G\ v-ben 1év6 feszitd fabol egy nagyfoki u csicsot és minden
G-ben réa illeszkedd élének a silyat noveljiik meg egy tetszéleges M értékkel.
Minden korat hossza pontosan 2/ -mel né, hiszen u csicsba egyszer belép és
egyszer kilép, de az 1-fa korlat nGhet 2M-nél tobbel, mert a feszité faban u
foka lehet tobb, mint 2. Tehat jobb als6 korlathoz jutunk. A tovabbiakban ezt
az eljarast alkalmazzuk egyszerre az Osszes csicsra. Vezessiik be a csticsokra
az y : V\v — Rsulyfiiggvényt, ekkor egy (u,v) € E élre w(u,v) = w(u,v)+
Yu + Yo Jeloljiik C’-vel az 1j élsulyozéssal kapott 1-fa korlatot, ekkor a Held-
Karp korlat a kovetkezs: C"' —2 > y,.
ueV\v

3.1.2. Allitas. A Held-Karp korldt eqy alsd becslést ad az optimdlis korit
koltségere.

Bizonyitas. Jeloljiik az optimélis korutat O-val, az 1-fa korlatot pedig C-
vel, az 0j élstlyozassal kapott optimalis kérutat O’ fogja jeldlni, az aj 1-fa
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korlatot C’. Az 1-fa korlat bizonyitasanal belattuk, hogy w(O) > w(C'). Mivel
minden korat koltsége 2 >y, értékkel ng, igy w(O) = w(0O') =2 > y,.

ueV\v ueV\v
Tehat w(O) =w(0') =2 > y, > w(C')— > wy,, ahogy allitottuk. O
ueV\v ueV\v

Held és Karp megallapitottdk, hogy mivel az optimalis koratban minden
cstcs foka 2, ezért arra kell torekedni, hogy az 1-fa korlathban szereplé feszit6
fa csticsainak fokszamat ugy valtoztassuk meg az eljaras sorédn, hogy azok
minél kozelebb legyenek az optimélis koratéhoz. A javaslatuk a kovetkezd,
minden u cstcsra valtoztassuk meg a silyozast gy, hogy a fokszamukbol
vonjunk ki 2-t, szorozzuk be egy tetszéleges t szammal és ezt az értéket adjuk
hozza az wu csics eddigi silydhoz. Ezzel a modszerrel a nagyfoka csticsok
fokszama csokkeni, mig az elséfoki csiicsoké pedig néni fog, a 2-es fokszamra
torekedve.

A modszer elénye, hogy mindig ujabb silyozast véve a csicsokra, a korlat
javithato. A tapasztalat azt mutatja, hogyha a ¢-t jol valasztjuk meg, akkor
igy kapott Held-Karp korlatok egy optimélis Held-Karp korlathoz tartanak,
bar az nem igaz, hogy mindig minden wjabb silyozést véve jobb korlatot
kapunk.
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