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Bevezetés és koszonetnyilvanitas

A matematika a tudoményok kiralyndje, és a matematika kiralyn6je a szam-
elmélet.” Gauss (1777-1855)

Szakdolgozatom célja a primek témakdrének szubjektiv feldolgozasa, a hozzajuk kapcsold-
do6 érdekes tételek, tulajdonsdgok Osszegytijtése, rendszerezése. Ezt a meglehetfsen tag és
sokszind témat olyan szempontbdél dolgoztam fel, ahogyan én azt el tudnam képzelni egy
esetleges szakkori munka soran.

Vialasztdsomat két dolog motivalta elsGsorban. Egyrészt, leends tanarként szerettem
volna olyan téméaban jobban elmélyiilni, amelynek kézvetlen kapcsolata van az iskolai tan-
anyaggal. Mivel a szdmelmélet, ezen beliil is a primek témakoére szerepel a gimnéziumi
anyagban, azonban nem keriil b&vebb kifejtésre, igy kivaloé f6szerepl§je lehet a kdzépisko-
lai szakkornek, ahol a didkok alaposabban megismerkedhetnek a primek tulajdonsagaival.
Masrészt, a szamelméletet mér az egyetemi tanulméanyaim legelején megkedveltem. A szam-
elmélet az egyik olyan aga a matematikinak, amely napjainkban is dinamikusan fejlédik.
Szamos olyan témakor van a primekkel kapcsolatban is, ahol egy sejtést megfogalmazva
trivialis allitast kapunk, azonban ha megvaltoztatjuk kissé az eredeti sejtést, vagy a felté-
teleket, akkor rogtén egy megoldatlan problémaval talaljuk szembe magunkat. Szdmomra
ez lenytligozs, és ugy gondolom, ez talan a didkokat is tudja vonzani. Legféképpen, hogy
javarészt olyan problémak ezek, amiket 6k is, a meglévé matematikai fogalmaik birtokdban
meg tudnak érteni és meg tudnak vizsgalni.

Dolgozatomban részletesen foglalkozom a primekkel kapcsolatos klasszikus problémak-
kal, a primszamok el6fordulasaval végtelen szdmtani sorozatokban, a Mersenne- és Fermat-
primekkel, végiil pedig a tokéletes szamokkal. Mindegyik fejezetben szerepelnek az adott
témakorhoz kapesolodd tételek, illetve kidolgozott feladatok. A feladatok megoldéasa 6nallo
munkam eredménye, ezen kiviil szimos esetben Osszegeztem az adott feladattal kapcsolatos
észrevételeimet, illetve lehetséges altalanositasokat. A tételek bizonyitésa tobbnyire szintén
sajat munka, néhany helyen mutatok példat tobbféle bizonyitasi mddszerre is. Emellett,
néhany Arany Déniel és K6Mal versenyfeladatot is megemlitek, amelyek egy-egy adott feje-
zethez szorosan kapcsolédnak. Mivel szakdolgozatom nem kifejezetten a versenyfelkészitést
célozza, igy részletesen ezzel a témakorrel nem foglalkoztam. Ahol lehetett, igyekeztem
Osszekapcsolni a kiilonbozd fejezeteket.

Szeretnék ezaton is kdszonetet mondani témavezetémnek, Freud Robertnek, aki nélkiil ez
a szakdolgozat nem késziilhetett volna el. A mar elkésziilt munkammal kapcsolatos rendsze-
res visszajelzései és az elGttem allo fejezetek feldolgozasahoz adott tanacsai elengedhetetlen
segitséget és tamogatést jelentettek szamomra.



1. Altalanos, elemi feladatok, klasszikus problémak

1.1. Bevezet§ feladatok

Az els6 fejezetben olyan feladatokat fogunk megnézni, amelyek mindenféle elGismeret nélkiil
megoldhatéak, igy kivaléan szolgilhatnak a téma bevezet6jéiil a szakkoron.

1.1.1 Feladat. Adjuk meg az 6sszes olyan n pozitiv egészet, amelyre az alabbi
szamok mindegyike primszam:

a)n,n+2ésn+4:

Megoldas. Elgszor irjunk fel néhany ilyen szamharmast, és nézziik meg, hogy mi torténik!

Han=3—>3,57
Han=5—579
Han=7—-179 11
Han=11 — 11, 13, 15

Azt lathatjuk, hogy a harom szam koziil az egyik mindig oszthat6 lesz 3-mal. Erdemes
lehet tehat a 3-mal vald oszthatosagot vizsgalnunk!

Ha n # 3, akkor ha
e n = 3k, akkor n nem primszam
e n=3k+ 1, akkor n 4+ 2 =3(k + 1), azaz n + 2 nem primszam
e n = 3k + 2, akkor pedig n + 4 = 3(k + 2), azaz n + 4 nem primszam

Tehat n # 3 esetén nincs olyan n, amelyre mind a harom felsorolt szam primszam lenne.
Azaz, pontosan egy megoldas létezik, n = 3.

b) n és n? + 8:
Megoldas. Irjunk fel elgszor megint néhany példat!

Han=2—2 12
Han=3— 3,17
Han=5—25,33
Han=7— 1757
Han=11 — 11, 129

Itt is azt latjuk, hogy a két szdm koziil az egyik oszthatd lesz 3-mal. Nézziik meg is-
mét a 3-mal valé oszthatosagot!



Ha n # 3, akkor ha

e n = 3k, akkor n nem primszam

o n =3k + 1, akkor n? + 8 = 9k? + 6k 4+ 9 = 3I, azaz nem primszam

o n =3k + 2, akkor n? + 8 = 9k? + 12k + 12 = 3/, azaz nem primszam

Tehat n # 3 esetén nincs olyan n, ami kielégitené a feltételeket. Lattuk, n = 3 esetén
viszont megint j6 lesz.
Azaz pontosan ez az egy megoldas létezik.

c)n,n+6,n+12, n+ 18 és n + 24:

Megoldas. Probaljuk meg megkeresni, melyik szdmial val6é oszthat6sagot lenne érdemes
vizsgalni!

Han=2—2 8, 14, 20, 26

Han=3— 3,9, 15, 21, 27

Han=5—5,11, 17, 23, 29

Han=7—17 13,19, 25, 31

Han =11 — 11, 17, 23, 29, 35

Ha megvizsgéljuk, azt lathatjuk, hogy mindegyik esetben szerepel 5-tel oszthaté szadm a
felsorolasban. Erdemes lehet tehat az 5-tel valo oszthatésagot vizsgalni.
Ha n # 5, akkor ha

e n = 5k, akkor n nem primszam

e n =5k + 1, akkor n + 24 = 5k + 25 = 5, azaz nem primszam
e n =5k + 2, akkor n 4+ 18 = 5(k + 4), azaz nem primszam

e n =5k — 2, akkor n + 12 = 5(k + 2), azaz nem primszam

e n =5k —1, akkor n+ 6 = 5(k + 1), azaz nem primszam

Tehat n # 5 esetén nincs olyan n, ami kielégitené a feltételeket. Lathattuk, hogy viszont
n = H-re jo lesz.
Azaz pontosan ez az egy megoldas létezik.

d) n, n® —6 és n® +6:

Megoldas. El6szor néhany példan keresztiil probaljuk megsejteni megint, hogy mit kell
keresni!

Han=2—-2 2 14
Han=3— 3, 21, 33
Han=5— 5,119, 131
Han=7— 7,337, 349



Talan az elsd par sorbdl sejthetjiik, hogy mindig lesz egy 7-tel oszthaté szdm a felsorol-
tak kozott. Igazoljuk ezt a sejtést!

Ha n # 7, akkor ha
e n = Tk, akkor n nem primszam
o n="Tk+1vagy n=Tk+2vagy n = Tk + 4, akkor n® + 6 = 7l, azaz nem primszam
o n="Tk+3vagy n="Tk—2vagy n =Tk — 1, akkor n® — 6 = 7l, azaz nem primszam

Tehat n # 7 esetén nincs olyan n, amelyre mind a hérom szam prim lenne.

Ennek mélyebb magyarazata:
Mivel a 7 prim, ezért ha 7 | n vagy 7 | n3 — 6 vagy 7| n® +6

& 7| nn?—6)(n+6)

enmd+1)n3-1)=0 (mod7)
enm®—1)=n"—n=0 (mod7)
en’'=n (mod7)

Ez pedig a kis Fermat-tétel p = 7-re.

A feladat megoldasdhoz még hozzétartozik, hogy n = 7-re ellendérizni kell, hogy prim lesz-e
a masik két szam:

n® — 6 =337 és n® + 6 = 349 is primszam.

Azaz, pontosan ez az egy megoldas létezik, hiszen minden tovibbi n esetén az egyik szam
oszthatd lesz 7-tel, azaz nem lesz primszam.

1.1.2 Feladat. Mely n pozitiv egészekre lesz primszam:
a) nd —n + 3:

Megoldas.
nd—n+3=nn*-1)+3=nn—-1)(n+1)+3

n —1,n,n + 1 koziil az egyik biztosan oszthaté 3-mal, igy n® — n + 3 az n-tdl fiiggetleniil
3k alaku lesz. Azaz altaldban nem lesz prim, kivéve, ha n = 1, mert akkor

n—n+3=3

Més megoldés nincs, mert minden mas n-re n —n-+3 > 3 és oszthaté 3-mal, azaz dsszetett.



b) n3 — 27:
Megoldas.
n® —27=n%-3°

Azaz, mivel n — 3 | n3 — 27, ezért altalaban (azaz, ha |n — 3| > 1) nem lesz primszam. Vi-
szont, ha [n—3| = 1, azaz, han = 2 vagy n = 4, akkor ez az Osszefiiggés nem ad nemtrivialis
osztot, tehét ezeket az eseteket kiilon meg kell vizsgalnunk.

Ha n = 4, akkor n® —27 = 37, ami prim, illetve, ha n = 2, akkor n — 27 = —19, ami szintén
prim, tehat pontosan ez a kett§ megoldas létezik.

)n¥+n"+nS 4Pt nd P 4n 1
Megoldas:

B bt n+ 1 =082 Fn+ )+ 03P+ n+ 1)+ 4n+ 1=
=+ +1)(n*+n+1)

Ez a kifejezés minden n > 0 esetben Gsszetett szam lesz, hiszen mindkét tényezd nagyobb,
mint 1.

Eszrevétel. Altalaban, ha k dsszetett (pl k = rs), akkor n* =1 4-n*=2 4. +n24n+1 Gsszetett
lesz minden n-re, mert szorzattd lehet alakitani, és mindkét tényez6 nagyobb, mint 1.
P2 it = et R )P R )
d) n* +4:
Megoldas:
nt+4=n?+2)%—4n? =02 -2n+2)(n>+2n+2)

Altalaban nem lesz primszam, hiszen két egész szorzatara bonthato. Egyediil akkor lehet
primszam ez a kifejezés, ha a szorzatban az egyik tényezd +1-gyel egyenld, a masik tényezo
pedig egy primszam. Vagyis

o n?+2n+2=—1, azaz:
n? 4+ 2n 4+ 3 = 0 — ennek az egyenletnek a pozitiv egészek korében nincs megoldasa

e n?+2n+2=1, azaz:
n? +2n+1 =0 — ennek csak n = —1 a megoldésa, ami nekiink nem jo

o n? —2n+42= -1, azaz:
n? —2n + 3 = 0 — ennek a pozitiv egészek korében nincs megoldasa

o n? —2n 42 =1, azaz:
n?—2n+1=(n-172%=0
Azaz n = 1 esetén van esély r4, hogy prim legyen, és tényleg: n* + 4 = 5, ami
primszam, tehat j6. Minden mas (pozitiv) n esetén az n* 4 4 sszetett lesz.



e) n®+nb +nt+n? +1:

Megoldas:

S nSnt 4?4 l=mr+n2+1)2—n -2t —n? =+ + 12— (3 +n)? =
= —nd4n—n+ D +nd 02 +n+1)

Tehat altaldban nem lesz primszam, hiszen két szadmnak a szorzatara bonthats. Egyediil
akkor lehet primszam ez a kifejezés, ha a szorzatban az egyik tényezs +1-gyel egyenls, a
masik tényez6 pedig egy primszadm. Ez csak tgy lehetséges, ha

nt—nd4n?—n4+1=1

Azaz:
nt—nd4n?—n=n*n-1)4+nn-1)=0>+n)(n—-1)=nn*+1)(n-1)=0

Ez akkor teljesiil, ha n =1 (mi most n > 0 — ra nézziik):
Ha n =1, akkor n® +n® +n? +n? + 1 =5, ami primszam, tehat j6. Minden egyéb n-re a
kifejezés Gsszetett szam lesz.

Eszrevétel. Az ilyen tipusu feladatokban az egyik leggyakoribb modszer — ahogy lattuk —
a szorzattd alakitas. Ha egy kifejezést szorzattd alakitottunk, akkor altaldban nem lesz
primszam, eltekintve egy-két kivételtsl. Ezeket a kivételeket megvizsgalva fel tudjuk sorolni
azokat az m-eket, amelyekre a kifejezés primszam lesz.

Megjegyzés. A feladat c¢) és e) része kapcsolodik a korosztasi polinomok témakoréhez is.
Ennek felfedezése segithet a szorzattd alakitasban is. Tudniillik a ¢) részben:

n’ —1 _ n® —1
n—1 ¢1(n)
amelyek viszont mar irreducibilis, azaz felbonthatatlan tényezék (tehat tovabb nem bont-
hatoak mint polinomok, de természetesen adott n-re lehetnek Osszetettek).

nSn +nl4n’4nt4nd4n4nt1 =

= ¢9(n)-¢3(n) = (n®4+n3+1)(n*+n+1)

Valamint az e) részben:

nlO_l _ nlO_l
n?—1  ¢1(n)d2(n)
=3P+ )0t —nd 40t —n+1)

n8+n6+n4+n2+1:

= 9255(”) : ¢10(n) =

amelyek szintén méar irreducibilis tényezdk (ami itt sem jelenti azt, hogy adott n-re ne
lehetnének Osszetettek).



1.1.3 Feladat. Halhatatlan kapitaAnynak harom halhatatlan unokaja van, akik-
nek az életkora harom kiilénb6z6 primszam, és ezek négyzetének az Osszege is
primszam. Hany éves lehet a kaptiany legkisebb unokaja? (INe felejtsiik el, hogy
az unokik halhatatlanok, tehat akar tGbb millié évesek is lehetnek!)

Megoldas. Az unokik életkorat jeldljitkk pi, po, ps-mall A feladat feltételei szerint ekkor
p? + p3 + p3 is prim.

Nézziik meg el6szor, hogy p; paros-e vagy paratlan. Maximum az egyik prim lehet péros,
akkor ha p; = 2, de akkor a négyzetdsszeg is paros lenne, ami ellentmondéas. Tehat mind a
harom prim pératlan.

Nézziik most a 3-mal vald oszthatdsigot! Nyilvan pq, pa, ps koziil nem lehet mindegyik 3k
alaku, tehat biztosan van koztiik 3k + 1 és/vagy 3k + 2 alakd prim is.

Ha p; = 3k £ 1, akkor p? = 3k + 1. Tehét barmelyik primszamra igaz a harom koziil, hogy
p? = 3k vagy p? = 3k + 1.

Viszont, nem lehet, hogy mindegyik pf = 3k + 1, hiszen akkor p? + p3 + pg = 3l, ami el-
lentmondés. Ebbé] kovetkezik, hogy valamelyik primre igaz, hogy p; = 3k. Ez viszont csak
akkor lehetséges, ha p; = 3, azaz a kapitany legkisebb unokaja 3 éves.

Ilyen p1, p2, p3 lehet példaul: 3, 5, 7 vagy 3, 7, 11. Azt latjuk, hogy a tdbbi unoka életkora
nem egyértelmi. Megoldatlan kérdés, hogy létezik-e végtelen sok ilyen szamhérmas.

1.2. Goldbach-sejtés

A Goldbach-sejtés egy olyan probléma, amit egyszertien el lehet mesélni barkinek, mindazon-
altal a mai napig nincs teljesen megoldva, igy mindenképpen érdemes szakkérén megmutatni
a gyerekeknek.

,Paros” Goldbach-sejtés:
4=2+2,6=3+3,8=5+3,10=7+3,12=5+7,...: felirhaté-e 4-t6l kezdve minden
paros szam két primszam Osszegeként?

A fenti probléma a ,péaros” Goldbach-sejtés. Ebbdl azonnal kivetkezik a ,paratlan” Gold-
bach, amely arra vonatkozik, hogy a 7-t6l kezdve minden péaratlan szam felirhaté harom
prim Gsszegeként:
T=2+2+3
9=2+2+5
11=12-1=44+7=2+2+7
13=14-1=64+7=34+3+7

2k+1=(2k+2)—1=(p1+p2)—1=(p1—1)+p2=(p3+ps) +p2 (hap >5)



Vagy:

%+1=02k—2)+3=p +p2+3 (2k—2>4)

A paros” Goldbach-sejtés ekvivalens azzal az &allitdssal, hogy minden n > 6 egész szam
felirhat6 harom prim 6sszegeként, ugyanis:

e Ha n paratlan, akkor teljesiil ra a ,paratlan” Goldbach (ami a ,péaros” Goldbach-bol
kovetkezik), tehat felirhato harom prim osszegeként.

e Ha n paros, akkor a ,paros” Goldbach-sejtést felhasznalva, a kdvetkez6 felbontas jo
lesz:

n=2+(n-2)=2+(p1+p2)

Illetve, ha n péaros, és felirhaté harom prim Gsszegeként, akkor az egyik prim a 2 kell
legyen, igy:
n=2+p+p2<=n—2=p+p

1.2.1 Feladat. Mely paros szamok irhatok fel két (pozitiv) Osszetett szam Gssze-
geként?

Megoldas.

Ha n > 8, és 4 | n, akkor a kivetkezd felbontés jo lesz: n = § + 5, hiszen § > 2 is paros,
azaz Osszetett.

n = 4k + 2, akkor n = (2k + 2) + 2k, azaz akkor is lesz jo felbontéas, han > 10 (k > 2).
Veégiil, ha n < 6, akkor nem irhato fel két Osszetett szam Osszegeként, mert legaldbb az egyik
tag mindenképpen primszam vagy 1 lesz:

6=1+5=2+4=3+3

4=14+3=2+2

2=1+1

Osszefoglalva: A péros szamok koziil pontosan azok irhatok fel két (pozitiv) dsszetett szam
Osszegeként, amelyekre teljesiil, hogy n > 8.

1.3. Primszamokbol 4ll6 sorozatok

1.3.1 Feladat. Létezik-e végtelen hosszii, nemnulla differenciaji szaAmtani sorozat
csupa primszambol?

Megoldas. Nem létezhet ilyen sorozat, mert minden a # 0, 1-re igaz, hogy ha a eleme a
sorozatnak, akkor a + ad = a(1 + d) is eleme, ami nem primszam.

Megjegyzés. Létezik akarmilyen véges hosszu (nemkonstans) szamtani sorozat csupa prim-
szambol. Ezt 2004-ben Ben Green és Terence Tao bizonyitotta be.



1.3.2 Feladat. Tekintsiink egy csupa primszambdl all6 szadmtani sorozatot, je-
161jiik a tagok szamat n-nel, a differenciat pedig d-vel. Bizonyitsuk be, hogy ha
n = 4, akkor 6 | d.

Megoldas. Jeldljiik a tagokat p,p+ d,p + 2d, p + 3d-vel!

Vizsgaljuk meg, hogy a d szdm milyen masik egész szamokkal oszthatd. A p paratlan, hiszen
ha paros lenne, akkor példaul p + 2d is paros lenne, ami ellentmondas. Ebbé] kovetkezik,
hogy d paros, hiszen p+ d-nek is primszamnak kell lennie. Illetve, azt is tudjuk, hogy p # 3,
hiszen kiilénben p + 3d oszthaté lenne 3-mal, ami ellentmondas. Innen kovetkezik, hogy d
oszthaté 3-mal, hiszen ha d = 3k + 1 vagy 3k — 1, akkor p = 3k + 1 esetén p + 2d, illetve
p + d lenne 3-mal oszthatd, p = 3k — 1 esetén pedig p + d, illetve p 4+ 2d lenne oszthaté
3-mal. Azaz d oszthaté 3-mal, és igy 6-tal is.

1.3.3 Feladat. Tegyiik fel, hogy p és d pozitiv egész szamok, amelyekre a p,p +
d,p+2d,...,p+ 10d szamok mindegyike primszam. Bizonyitsa be, hogy ekkor d
értéke legalabb 210. (Arany Daniel, 11/12 kezdd, II1.kategoéria, 1.fordulo)

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan, vizsgaljuk meg, hogy a d szdm milyen méas egész
szamokkal oszthaté.

A 2-vel, 3-mal val6 oszthatdsig bizonyitasa teljesen ugyantugy megy, mint az el6z6 feladat-
ban. Nézziik most az 5-tel vald oszthatosagot! Elgszor is, p # 5, kiilonben p+ 5d nem lenne
primszém. Ezen kiviil, ha d = 5k + 1 akkor p akdrmilyen maradékot is ad 5-tel osztva, p+d
vagy p + 2d vagy p + 3d vagy p + 4d mindenképpen oszthat6 lesz 5-tel. Ha d = 5k + 2 vagy
5k + 3 vagy bk 44 alaku, akkor p akdrmilyen maradékot ad 5-tel osztva, mindig talalhatunk
olyan szamot a sorozatban, ami oszthato lesz 5-tel. Tehat 5 | d.

Mar csak a 7-tel valé oszthatdsidg van hatra. Az eléz6ekhez hasonléan, elmondhatjuk, hogy
p # 7, hiszen kiilonben p + 7d nem lenne primszam. Ezen kiviil, ha d =1 (mod 7) és p =1
(mod 7) akkor a p + (7 — [)d szdm oszthato lesz 7-tel. Ha d = 2 (mod 7) és p = [ (mod
7) akkor a p + (7 — 4l)d szam példaul oszthato lesz 7-tel (hozzatéve, hogy ha a k=7 — 4
negativ, akkor az 1 és 7 kozé es6 k = 7 — 4l szamot kell venni helyette). Ha d = 3 (mod
7) és p =1 (mod 7) akkor a p + (7 — 51)d = 0 (mod 7), tehat az jo lesz. Es igy végig, ha
d =4,5,6 (mod 7) akkor is lehet talalni olyan szdmot a sorozatban, ami 7-tel oszthato lesz.
Igy marad az az eset, hogy 7 | d. Ilyen modon, mivel a 2, 3, 5, 7 paronként relativ primek
egymashoz, igy 2-3-5-7 =210 | d. Ebbdl kovetkezik, hogy d értéke legalabb 210.

Altalaban : Ha tekintiink egy csupa primszambél allé, n taga sorozatot, akkor d oszthato
az Osszes n-nél kisebb primszdmmal. Ugyanis:

Indirekt tegyiik fel, hogy p < n a legkisebb olyan prim, amelyre (p,d) = 1. Ekkor a primek-
bél all6 szamtani sorozat elsé p tagja teljes maradékrendszert alkot modulo p, igy van koztiik
p-vel oszthatd, de mivel minden tag primszam, igy ez a tag csak p lehet. Azaz p = a + id,
de mivel feltettiik, hogy p minimalis, igy ¢ = 0 kell legyen, hiszen kiilénben az a osztdja a
d-nek, és igy sziikkségképpen a sorozat Osszes tagjanak, ami nem lehetséges. Ezért p = a,
viszont ez esetben a + pd, a sorozat p 4+ 1-edik tagja oszthat6é p-vel, azaz nem prim, ami
ellentmondas.



1.4. Specialis alaka primek

Ebben a részben specidlis alakd szamokat fogunk vizsgalni. Megoldatlan kérdés, hogy
létezik-e végtelen sok ilyen alakd prim, azt viszont kdnnyebben meg tudjuk mutatni, hogy
végtelen sok Gsszetett szam van az ilyen alakd szamok kozott.

Allitas. Végtelen sok 28 — 1 és 2 4+ 1 alaki dsszetett szam létezik.
Ha k Osszetett, azaz példaul k =r-s (r,s > 1), akkor:

e 28 —1=(2")—1. Azaz 2" — 1| (2")* — 1. Ekkor 1 < 2" —1 < (2")* — 1, igy talaltunk
egy valodi osztot.
Azaz: 2F — 1 osszetett, ha k Osszetett, és csak akkor lehet prim, ha k prim.

e ha r paratlan, akkor 2° + 1 | (2°)" + 1, azaz ebben az esetben 2¥ 4 1 6sszetett.
Ez azt is jelenti, hogy 2¥ + 1 csak akkor lehet prim, ha k kettGhatvany, egyéb esetben
Osszetett lesz.

Allitas. Végtelen sok n? + 1 alaki dsszetett szdm létezik.

Ha n paros és n egy 72 + 1 alakt paratlan szdmmal osztva r maradékot ad, azaz
n=r+j(r?+1), akkor n? +1 =12 + 1+ i(r? + 1), azaz oszthato lesz r? + 1-gyel, és ha
n > r, akkor biztos, hogy Gsszetett lesz.

Allitas. Végtelen sok Gsszetett szam létezik a (tizes szamrendszerben) csupa egyes szamjegyet
tartalmazo szdmok kéz61t.

Eszrevehetjiik, hogy példaul

11-101 = 1111
11-10101 = 111111
11-1010101 = 11111111

Es igy tovabb, mindig a kett6vel tobb ilyen szamjegyet” tartalmazé szammal kell megszo-
rozni a 11-et.

Maér énmagaban ez a konstrukci6 is megad végtelen sok ilyen szdmot, de a 11 helyére mas
11...1 szamot is frhatunk.

Peéldaul:
111-1001 = 111000+ 111 =111111
1111001001 = 111111111
111-1001001001 = 111111111111

Es igy tovabb. Azt lathatjuk, hogy ha n Gsszetett szam, akkor az n darab egyesbdl 4llo
szam is Osszetett lesz.
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Allitas. Végtelen sok Gsszetett szam létezik a 333 . ..31 alaki szamok kizitt.

Ha megvizsgalunk néhany ilyen szamot, akkor észrevehetjiik:

31-3 = 93=100—-7
331-3 = 993 =1000—7
3331-3 = 9993 = 10000 — 7

Es igy tovabb, mindig igaz lesz, hogy 33...31 az valami % alakt szam.

Nézziik példaul mod 31 ezeket a szamokat! Ha k = 2 4 30r, akkor

10F —7 =103 —7=103" .10 - 7=102-7=93=0 (mod 31)

Ehhez alkalmaztuk a kis Fermat-tételt, mivel (10",31) = 1 és 31 prim. Azonban tulaj-
donképpen ezt anélkiil is meg lehet oldani, ugyanis a skatulyaelv miatt a 10 hatvanyai
periodikusak modulo 31. Ha m a periédushossz, akkor

10277 —7=10>-7=0 (mod 31).

Azaz:

10];_7 = % =31 =0 (mod 31), azaz Gsszetett lesz.

Mivel végtelen sok ilyen k szam van, igy végtelen sok ilyen Osszetett szam is lesz.

Megjegyzés. 31 helyett lehetne példaul 331-gyel is, csak akkor olyan k szdmot keresnénk,
amelyre példaul k£ = 3 + 330r, mert akkor a kis Fermat-tételt alkalmazva:

10F —7=103330" _7=10%-7=1993 (mod 331)

10 -7 _10-7
3 3

=

331=0 (mod 331)

Azaz Osszetett lesz.

k_ . 4 P .
103 T_t, vagyis a szamlalot, és amely-

Altaldban. Vegyiink egy p primet, amely osztja a
re (3,p) =1 (azaz p # 3).

Ekkor a 10 hatvanyai periodikusak modulo p (szintén a skatulyaelv miatt). Ha a periédus-
hossz m, akkor

108Ft™m 7 =10 —7=0 (modp)
Igy
10k+t-m -7
3

A periodikussag miatt ez a konstrukcié végtelen sok 333...31 alaka sszetett szdmot fog
adni.

0 (modp) (ehhez kell: (3,p) =1)
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Allitas. Végtelen sok Gsszetett szam létezik a Fibonacci-szdmok kézott.

Fibonacci szamok: 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ... és altalaban up+1 = up+up—1.

Irjuk fel nehany kisebb szamra a Fibonacci-szamok osztési maradékat!

Példaul, ha m = 2, akkor a 2-vel valé osztasi maradékok igy kovetkeznek egyméas utan:
1,1,0,1,1,0,1,1,0, ... sth.

Ha m = 3, akkor a 3-mal valé osztasi maradékok: 1,1, 2,0,2,2,1,0, 1, ... sth.

Ha m = 5, akkor az 5-tel val6 osztési maradékok:
1,1,2,3,0,3,3,1,4,0,4,4,3,2,0,2,2,4,1,0, 1, ... sth.

Azt lathatjuk, hogy az osztasi maradékokban ezek a periddusok folyton ismétlgdni fog-

nak. Ebbél az kovetkezik, hogy végtelen sok 2-vel, 3-mal és 5-tel oszthaté Fibonacci-szdm
létezik.
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2. Primszamok szamtani sorozatokban

Ebben a fejezetben azt fogjuk megnézni, hogy mi torténik a végtelen szdmtani sorozatokban
a primeket tekintve. Az 1.3.1 Feladatban lattuk, hogy egy végtelen szdmtani sorozat nem
allhat csupa primszambol. De vajon szerepelhet-e benne végtelen sok primszam? Az biztos,
hogy ha (a,d) # 1, akkor nem szerepelhet benne, hiszen akkor ha (a,d) = k, a sorozat
minden tagja oszthato lesz k-val. Lathatjuk, hogy (a,d) = 1 sziikséges feltétel ahhoz, hogy
végtelen sok primszam szerepeljen a sorozatban. Azonban a jé hir az, hogy ez elégséges is.

2.1 Tétel. (Dirichlet-tétel) Ha a d > 0 és a egészek relativ primek, akkor az a + kd,
k=0,1,2,... szamtani sorozat végtelen sok primet tartalmaz. &

Ezt a tételt altalanossdgban nem bizonyitjuk be, csak néhiny specidlis esetét igazoljuk,
tobbféle bizonyitasi modszerrel.

2.2 Tétel. A 4k + 3 alakn primek szama végtelen. &

Bizonyitds. Tegylik fel indirekt, hogy véges csak véges sok ilyen primszam létezik, legyenek
ezek p1 = 3,...,pr.

Olyan A szamot szeretnénk gyéartani, amely ezek egyikével sem oszthato, viszont van 4k + 3
alakt primosztdja, hogy gy ellentmondésra juthassunk. Vessziik a p;-k szorzatat, és kicsit
selrontjuk”, hogy megfeleljen az elgbbi szempontoknak. Legyen A = 4p;...p, — 1!

Az A nyilvin nem oszthaté a pi,...,pr primek egyikével sem, eddig tehat jo. Mar csak
annak kell teljesiilnie, hogy van 4k + 3 alakt primosztéja.

Ennek belatasdhoz irjuk fel A-t primtényezdk szorzataként: A = q1...qs (s = 1, illetve
¢ = q; is megengedett). Mivel A péaratlan, ezért mindegyik ¢; > 2. Tovabb4, nem lehet
minden ¢; = 1 (mod 4), ugyanis ezeket sszeszorozva A = 1 (mod 4) ad6édna, ami ellent-
mondés. Ebbdl kovetkezik, hogy a ¢; primek kozott kell lennie 4k + 3 alakinak is. Ez
sziikségképpen kiilonbozik a pq, ..., p, primektsl, igy ellentmondasra jutottunk. O

2.3 Tétel. A 6k + 5 alaku primek szama végtelen. &

Bizonyitds. A bizonyitds hasonlé médon megy, mint az el6bb. Tegyiik fel indirekt, hogy
véges sok ilyen prim létezik, legyenek ezek p; = 5,...,p,.

Most is szeretnénk iigyesen egy olyan A szdmot gyartani, amely nem oszthato ezekkel a
primekkel, de van 6k — 1 alaka primosztéja. Legyen A = 6p;...p, — 1!

Ismét igaz, hogy A nem oszthatod a pq, ..., p, primek egyikével sem, az els¢ fele tehat meg-
van.

A nekiink ,,j6” primoszt6é megtalaldsahoz megint irjuk fel A-t primtényezdk szorzataként:
A=qp...qs (s=1,illetve ¢; = g; is megengedett). Mivel A paratlan, igy mindegyik ¢; > 2.

Ha minden ¢; = 1 (mod 6), akkor ezeket a kongruenciakat 6sszeszorozva megintcsak A = 1

(mod 6) adodna, ami ellentmondés. Ebbdl az kovetkezik, hogy kell lennie a ¢; primek kozott
nem 6k + 1 alakd primnek is. Viszont, ha minden ¢; = 1 vagy 3, akkor ezeket 6sszeszorozva
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A biztosan nem lesz 6k — 1 alaku.
Tehét, a ¢; primek kozott kell lennie 6k + 5 alaktunak is, ami sziikségképpen kiilonbozik a
P1,- .-, pr primektdl, tehat ellentmondésra jutottunk. 0

Most az el6z6ektdl kicsit kiilonbdz6 moédszerekkel bizonyitunk olyan esetekben, amelyeket
nem lehet ilyen egyszertien elintézni. Ezekben a bizonyitasokban a kvadratikus kongruenci-
akra vontakozo tételeket fogjuk felhasznélni, amelyeket itt kiilon nem részleteziink.

2.4 Tétel. A 4k + 1 alaku primek szama végtelen. &

Bizonyitds. Ez esetben nem tudjuk a 4k + 3 alakt primek bizonyitasdhoz felhasznalt gon-
dolatmenetet kovetni.

Haugyanis A =4p;... p.+1=gq1... gs, és s paros szam, akkor még ha minden ¢; = 4k —1
alaku is, akkor is A = 4k 4 1 lenne, és igy nem jutnank ellentmondasra. Mas eszkézdkhoz
kell tehat folyamodnunk:

Ismét tegyiik fel indirekt, hogy véges sok ilyen primszam létezik, legyenek ezek p1 = 5,.. ., p,.
Az megmarad, hogy olyan A szamot keresiink, ami nem oszthato ezekkel a primekkel, vi-
szont van 4k + 1 alakd primosztoja. Legyen A = (2py .. .p,)2 + 1!

Ekkor az A nem oszthaté a pq, ..., p, primek egyikével sem. Fz volt a konnyebbik része.

Innentdl kicsit kiilonbozik a bizonyitas menete annak érdekében, hogy talaljunk egy 4k + 1
alakt primosztot:

Legyen q az A egy tetszGleges primosztoja. Mivel A paratlan, igy ¢ > 2. A ¢ | A oszt-
hatosagot atirhatjuk
(2p1...p)* =1 (modg)
alakba. Ez azt jelenti, hogy az 2 = —1 (mod ¢) kongruencia megoldhat6, vagyis
g=1 (mod4).
Azaz megtaldltuk, amit kerestiink, egy djabb 4k + 1 alakd primet, ami ellentmondas. O

Ha nem akarunk mdésodfokid kongruencidval dolgozni, akkor mashogy is befejezhetjiik a
bizonyitast.

Az indirekt feltevésbdl kévetkezik, hogy létezik az A-nak egy 4k — 1 alaka g primosztoja. A
q | A oszthatosagot atirhatjuk

a?=(2p1...p;)> = -1 (modq)

alakba. Ebb6l kévetkezik, hogy



Azaz 1 = —1 (mod ¢q), amibdl az kovetkezik, hogy ¢ = 2, ami ellentmondas.

Létezik egy teljesen elemi bizonyitésa is annak, hogy az A-nak, illetve altalaban az n? + 1
alaki szamoknak nem létezhet 4k — 1 alaka primosztoja (azaz A-nak minden primosztoja
4k + 1 alaka).

Bizonyitds. Indirekt tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ = 4k — 1, amelyre ¢ | n? + 1. Legyen ¢
minimélis, illetve n is legyen minimalis. Ekkor n <t — 1.

Mivel t osztja n? 4 1-et, ezért van olyan s, amelyre: ts = n? 4 1. Nézziik meg, hogy s 4-gyel
osztva milyen maradékot ad!

— ha n péaros, akkor ts =n? +1 =4k + 1, azaz s = 4] — 1.
— ha n paratlan, akkor ts =n?2 + 1= (204+1)2 +1 =42 + 4 +2 =4+ 1) +2 = 8k + 2.
Ekkor s = 2(4m — 1).

Az n-re adott felsé becslést felhasznalva:
ts=n*+1<(t—-1)>+1=t*-2t+2

Ha t-vel leosztunk, a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk s-re:
2

Ha s = 41 — 1, akkor kaptunk egy t-nél kisebb, 4k — 1 alakt oszt6t, ami ellentmondas.
Ha s = 2(4m —1), akkor § = 4m — 1, azaz megint ellentmondasba iitkoztiink, mert kaptunk
egy t-nél kisebb, 4k — 1 alaku osztot. O

2.5 Tétel. A 8k + 3 alaku primek szama végtelen. &

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekt, hogy véges sok van bel6liik, legyenek ezek p1 = 3, pa, ..., Pr-
Hogyan konstrualjuk meg az A szémot? Milyen kvadratikus kongruenciat valasszunk? Az
kell nekiink, hogy A-nak ne lehessen csupa 8k + 1 alakd primosztéja. Modulo 8 létezik
4 féle redukalt maradékosztaly, ennek a felét szeretnénk kizarni egy alkalmas kvadratikus
kongruenciival. Mely kvadratikus kongruencidk érzékenyek modulo 87

A
1 1 1 1
3 -1 -1 1
5 -1 1 -1
7 1 -1 -1

Az els6 és a mésodik oszlop az erre vonatkozo tételek miatt igaz, a harmadik oszlop pedig
az elss kettd szorzataként all el, azaz a kovetkezd Osszefiiggésbél adodik:

()-()6)
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Mi most a 8k + 3 alakd primekkel foglalkozunk, tehat a (%)—t kell valasztanunk, ami azt

jelenti, hogy az A szamnak valami n? + 2 alaki szamnak kell lennie.
Legyen A = (p1p2...pr)% + 2! Nyilvan az A nem oszthato a py, ..., p, primek egyikével sem.
Ha talalnank egy 8k + 3 alakd primosztot, akkor ellentmondésra jutnank.

A fenti tablézat szerint minden primoszt6 8k 4+ 1 vagy 8k + 3 alaku.
Viszont, ha az A-nak minden primosztéja 8k + 1 alaka lenne, akkor az A maga is 8k + 1
alak( lenne, ami ellentmondas.

Azaz, A-nak biztosan létezik 8k + 3 alaku primosztéja. Igy viszont talaltunk egy tjabb
ilyen alaku primet, ami ellentmondas. O

Altalaban : Nézziik meg, hogy altaldban hogyan miikédik egy ilyen jellegd bizonyitas!

e a bizonyitas indirekt: feltessziik, hogy az mk 41 alaka primekbdl véges sok van, ezeket
jeloljiik py, ..., py-rel

e az A szamot gy konstrualjuk meg, hogy ne lehessen csupa mk + 1 alaka primosztoja,
majd primtényezSkre bontjuk

e az A szdm primosztéit vizsgéljuk mod m, van nekiink p(m) redukilt maradékoszta-
lyunk, ott talalhatoak a primek (1-2 kivételtdl eltekintve)

e cgy alkalmas kvadratikus kongruenciaval egy részét kizarjuk, marad az 1 maradékosztaly
és még az [ altal reprezentalt maradékosztaly

e mivel gy intéztiik, hogy nem lehet minden primoszté az 1 maradékosztalyban, igy
taldltunk egy tjabb mk + [ alakt primet, és igy jutunk ellentmondésra

Megjegyzés. Mivel egy megfelel6 kvadratikus kongruenciaval a maradékosztalyok felét tud-
juk kizarni, igy ez a fajta bizony{tas csak addig miikédik, amig 4 redukalt maradékosztalyunk
van, azaz amig ¢(m) = 4.

2.1 Feladat. Hany olyan primszam létezik, amelynek tizes szaimrendszerben az
utols6 négy szamjegye 43217

Megoldas. Hasznéljuk fel a Dirichlet-tételt!

Ezt azért tehetjitk meg, mert (10000,4321) = 1. Tehat a Dirichlet-tétel azt mondja, hogy a
10000k + 4321 sorozatban végtelen sok prim taldlhato, ezért végtelen sok olyan prim lesz,
amelynek az utolsé négy szamjegye 4321.

Eszrevétel. A feladat szolhatna 4321 helyett barmilyen mas olyan szammal is, amely 2-vel
és 5-tel nem oszthaté:

Hany olyan primszam létezik, amelynek tizes szamrendszerben az utolsé k szamjegye
nng . ng !

Erre is az lenne a vélasz, hogy végtelen sok, amennyiben (10, ning ... ng) = 1.

16



2.2 Feladat. Mely a, b, c pozitiv egészek esetén lesz végtelen sok prim az a+bk+cn
alakd szamok kozott, ahol £ =0,1,2,... , n=0,1,2,... 7

Megoldas.

Az biztosan sziikséges feltétel, hogy (a, b, c) = 1, hiszen, ha (a,b, c) = d akkor az

a + bk + cn alaku szadmok koziil mindegyik oszthaté lesz d-vel, ami nem jo. Nézziik meg,
hogy ez elégséges feltétel-e.

Ha (a,b) = s , akkor az a + bk + cn szdmokat at tudjuk alakitani s (2 + gk) + cn alakba.

Dirichlet tétele miatt az %+gk alaki szamok kdzott végtelen sok prim van, hiszen (9 9) =1.

s’s
A c-nél nagyobb minden ilyen p;-re az sp; + cn (n =0, 1,2,...) sorozatban megint végtelen
sok prim talalhato, hiszen (sp;,¢) = 1, mivel (s,¢) = (p;,c) = 1.

Azaz az (a,b,c) = 1 feltétel elégséges feltétel is.
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3. Specialis alakil primek: Fermat- és Mersenne-primek

Ebben a fejezetben a 2% + 1 alaku primeket, azaz a Fermat-primeket, illetve a 2¥ — 1 alaka
primeket, azaz a Mersenne-primeket fogjuk vizsgalni. Az els§ fejezetben mér emlitettiik,
megoldatlan, hogy létezik-e végtelen sok ilyen alakd prim. Szintén az els6 fejezetben be-
lattuk, hogy végtelen sok Osszetett szam szerepel az ilyen alakuak kozott, hiszen 2F + 1
csak akkor lehet prim, ha k kettGhatvany, illetve, hogy 2* — 1 csak akkor lehet prim, ha k
maga is prim. Tehét az F,, = 22" + 1 Fermat-szdmokkal és az M, = 2P — 1 (ahol p prim)
Mersenne-szamokkal fogunk részletesebben foglalkozni. Ezen beliil is, a primeket fogjuk
vizsgélni.

3.1. Fermat-szamok

Elgszor a Fermat-szamokat nézziik meg. Jelenleg Osszesen 5 Fermat-primet ismeriink, ezek
a kovetkezsk:

Fy=3, Iy =5, F, =17, F3 = 257, F4 = 65537.
Fermat egyébként azt hitte, hogy minden Fermat-szam primszam lesz, kés6bb Euler mutatta

meg, hogy F5 Osszetett.
Jelenleg amit tudunk a Fermat-szdmokrol:

e 0 <n <4 esetén F,, prim

e 5 < n < 32 esetén tudjuk, hogy F), Osszetett, kiillonb6z6 mértékig ismerjiik a prim-
tényezds felbontasukat, példaul n = 5,6,7,8,9,10,11 esetén a teljes faktorizaciojat
ismerjiik Fj,-nek, Fio-nek a primtényez6s felbontasabol hat tényezdét, Fis-nak négy
tényezdjét ismerjiik. Viszont példaul n = 20, 24 esetén semmit sem tudunk a felbon-
tasukrol, csak annyit, hogy Gsszetett szamok.

e nem tudjuk, hogy F), Osszetett-e vagy prim a kovetkez§ esetekben:
n = 33, 34, 35, 40, 41, 44, ...

A Fermat-szamok vizsgalatanal a kdvetkezd két tétel ad hasznos segitséget annak eldénté-
sében, hogy egy adott Fermat-szdm prim-e vagy Osszetett.

3.1.1 Tétel. F,, barmely (pozitiv) osztoja k2" + 1, s6t n > 2 esetén r2"*2 + 1 alaku. &

Valészinileg maga Euler is ezt a tételt hasznalta Fy Osszetettségének a megmutatasara: Fj
primosztéi csak a 128r + 1 alakd primek koézott lehetnek. Ezek koziil az els6 kettd a 257 és
a 641, utobbi osztdja az Fy-nek.

3.1.2 Tétel. (Pepin-teszt) Az n > 1 esetben F,, akkor és csak akkor prim, ha
377 =—1 (modF,). &

Megjegyzés. A Pepin-tesztben a 3 helyére irhatnank 5-6t vagy 10-et is, ha n > 2. Azaz ha
n > 2, akkor F,, akkor és csak akkor prim, ha

Fp—1

2 =-1 (modF,). &
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Bizonyitds. ElGszor az odafele iranyt bizonyitjuk, azaz tegyiik fel, hogy F;, prim. Ekkor a
tétel pontosan azt jelenti, hogy az 5 kvadratikus nemmaradék modulo F,,, azaz

5)
)

F,
Ennek bizonyitasihoz felhasznaljuk, hogy mivel (n > 1 esetén) 22" = 4! (egész pontosan
t=2""1 igy F, =1 (mod 4).

Ezen kiviil F,, = 4" +1 =2 (mod 5), mivel ¢ paros.
Most alkalmazni fogjuk a kvadratikus reciprocitési tételt.

SN (B (2) 2
FE,) \5) \5)
Tehat az 5 kvadratikus nemmaradék modulo F,. Ezzel az odafele iranyt belattuk.

A megforditashoz azt tessziik fel, hogy

Fp—1

572 =-1 (modF),)

Azt szeretnénk, hogy ebbdl valamilyen modon kévetkezzen, hogy F;, prim.
A fenti Gsszefiiggést négyzetre emelve kapjuk, hogy

51 =1 (mod F})
Ebbél, illetve az eredeti 6sszefiiggésbél kovetkezik, hogy

F, -1
2

Or,(5) [ Fn—1 & Op,(5)1

Viszont azt is tudjuk, hogy Fj, = 22" + 1 tehat F,, — 1 kettShatvany, amibdl az kovetkezik,
hogy Op,(5) = F,, — 1.

Mivel Op, (5) | ¢(Fn), igy Fn — 1| ©(Fp).

Mar majdnem készen vagyunk, csak azt kell még hozzavenni, hogy

p(Fn) < Fp —1
Igy csak az lehetséges, hogy
F, — 1= p(F,) < F, prim.
O

A megjegyzés elején emlitettiik, hogy akir 10-et is irhatnank 3 vagy 5 helyére. Ha
ezt is be szeretnénk bizonyitani, akkor a fenti bizonyitas gondolatmenetét kell kdvetniink,
annyiban valtozik csak, hogy azt kell belatnunk amikor az odafele iranyt bizonyitjuk, hogy

(-
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(5) - (%) (%)

Azt mar tudjuk, hogy (F%) = —1, mar csak azt kellene igazolnunk, hogy

2\ = 1
E,)
Ez akkor teljesiil, ha F,, = £1 (mod 8).
Mivel F,, = 22" +1 = 8s+ 1 (egész pontosan s = 22" 73 ha n > 2), ezért

F,=1 (mod38)

Ez j6 nekiink, mert ebb6l mar kévetkezik, hogy

(-

Az allitas megforditasanak bizonyitasa, azaz a visszafele irdny ugyanigy miikodik, mint az
5 esetében.

Eszrevétel. A bizonyitas azon az egy dolgon mulik, hogy az odafele irany bizonyitasanal be
tudjuk-e bizonyitani, hogy

k
<F> =—1 ahol k az a szam, amit a 3 helyére szeretnénk irni
n

Azt mar tudjuk, hogy (%) = (%) = (}F—?l) = —1, illetve, hogy (F%) =1.

Ez azt jelenti, hogy példaul ha k = 2%1 - 392 . 53 . 10, ahol ag + a3 + a4 paratlan, akkor
a Pepin-teszt erre a k-ra is jo lesz. Nyilvin a tesztnek gyakorlati szempontbdl nagyobb
szamokra nincs sok értelme, hiszen nehezebb ellenérizni.

3.1.1 Feladat
a) Igazoljuk, hogy Fy 41 = FoFy... F,, + 2.

Bizonyitas. Azt latjuk, hogy az F, 11 — 2-t kell felirnunk egy elég speciélis szorzatalakban.
Prébaljuk meg egyaltalan valamilyen szorzatalakba atirni Fj 11 — 2-t!

Fu—2=2""—1=(2"")" -1
Ez mar elég jol néz ki, ugyanis tudjuk alkalmazni ra az a? — b = (a+b)(a — b) azonossagot:
(22) 1= (2% +1)(2¥" = 1) = Fy(F, —2) = Fyy — 2
Ha ezt az Gsszefliggést most alkalmazzuk F,, — 2-re:
Foi1 —2=Fy(Fy—2) = FyFp_1(Fp_1 —2)
=F1—2=F,F, 1 F, o... HFy(Fy—2)=F,F,_1F,—o... F1F

Innen 4trendezéssel kapjuk a bizonyitandé allitast. O
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b) Igazoljuk, hogy a Fermat-szamok péaronként relativ primek.

Bizonyitds. Ennek bizonyitasahoz felhasznaljuk, hogy Fy | F,, — 2, ha k < n. (Ez az el6z6
részfeladatbol azonnal kovetkezik.)
Most tegyiik fel indirekt, hogy (Fj, Fy,) = d. Ekkor

Fo|Fo—2 = d|F,—2

Viszont ebbdl kovetkezik:
d|F,—(F,—2)=2

= d=*1vagy +2

Azonban, figyelembe véve, hogy F,, paratlan, arra jutunk, hogy d = +1. Ez pontosan azt
jelenti, hogy a Fermat-szamok paronként relat{v primek. O

Megjegyzés. Fnnek felhasznalaval 4j bizonyitast adhatunk arra, hogy végtelen sok prim
létezik.

Ha ugyanis egy ¢ primosztoja Fy,-nek, akkor semelyik mésik Fg-nak (k # n) nem lehet
osztoja, hiszen relativ primek. Mivel végtelen sok (kiilonb6z6) Fermat-szam létezik, és
mindegyiknek barmely primosztéja egyik méasik Fermat-szamnak sem osztdja, igy végtelen
sok kiilénboz6 ilyen g létezik.

3.1.2 Feladat. Legyen n pozitiv egész. Mutassuk meg, hogy az A, = 22" 492" 4
szamnak legalabb n kiil6nb6z6 primosztéja van. (Arany Daniel, 13/14 halado,
I1. kategoria, dontd)

Megoldas. Bizonyitsunk teljes indukcioval!

1. Nézziik meg, hogy n =1 - re illetve n = 2 - re igaz az allitas!
n =1 esetén A} = 22 + 2! +1 =7, de ez igazabol nem is kell, hiszen minden egynél
nagyobb szamnak van legalabb 1 primosztdja. Ez az eset tehat trivilis.
n=2esetén Ay =22° 422 + 1 =244+ 441=21=3-7, tehat az allitas igaz.

2. Most tegyiik fel, hogy n > 2 - re igaz az allitas!

3. Nézziik meg, mit mondhatunk el A, - rol!
Api =227 422" 4 1.
Legyen 922""" = q. Ekkor A, = a®+a+ 1,illetve A,q = a* +a® + 1.
Bontsuk szorzattd A, 11 - et! A,y = a*+a?+1 = (a®>+a+1)(a®—a+1). Azindukcios
felteves azt allitja, hogy a? + a + 1 - nek legalabb n kiilonb6z6 primosztoja van. Ha
belatjuk, hogy az a2 —a + 1 = 22" — 22"7" 1 1 szamnak létezik legaldbb 1 kiilsnbzs
primosztoja az el6bb emlitett A, szam primoszto6itol, akkor készen vagyunk. Ehhez
nézziik meg A, 11 szorzatta alakitasast:

Apii = (@ +a+1)(@® —a+1)= (2" +27 + 1)@ - 27" 4+ 1)
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Eszrevehetjiik, hogy a zarojelben szerepld tényezok kiilonbsége: 2a = 2- 22""" Ha van
olyan d, amely mindkét tényez6t osztja, akkor annak osztania kell a kiilonbségiiket
is, azaz 2 - 22""' . Ebbél az kovetkezik, hogy d kettGhatvany. De ez nem lehetséges,
hiszen mindkét zarojelben szerepld tényezé paratlan.

Tehét a két tényezd egymashoz képest relativ prim. Ez azt jelenti, hogy az

a2 —a+1=22"—22""11> 1 szdmnak létezik legaldbb 1 kiilonb6z6 primosztéja
Ap-t6l.

Azaz az Apy1 = 227 + 22" 4 1 szamnak létezik legalabb n + 1 darab, kiilonbézd
primoszt6ja. Tehat n + 1 - re is igaz az allitas.

A Fermat-primeknek egyébként a szabalyos sokszogek szerkesztésénél jatszanak nagyon
fontos szerepet, de ezzel most b&vebben nem foglalkozunk.

3.2. Mersenne-szamok

Most az M, = 2P — 1 (ahol p prim) Mersenne-szamokat fogjuk megvizsgalni. Maig nem
tudjuk altalaban, hogy mely M, szdmok primek vagy melyek Osszetettek.

Mersenne 1644-ben adott egy listat az M, Mersenne-primekrsl, ahol p < 257. Szerinte
p=2,3,57,13,17,19,31,67,127,257 esetén kapunk primeket. De ez p = 67,257 esetén
nem igaz, masrészt a p = 61,89, 107 primek kimaradtak, amelyekre M, primszam.

Jelenleg Gsszesen 48 Mersenne-primet ismeriink, 2008-ban talaltak meg a 46-odik Mersenne-
primet, ez a 243112609 _ 1 szam  amely 12 978 189 szdmjegyti, 2009-ben talaltidk meg a (nala
kisebb) 47-edik Mersenne-primet, ez a 242643801 _ 1 szam, amely 12 837 064 szamjegyt, és
2013-ban talaltik meg a 48-adik Mersenne-primet, ez a 257835161 _ 1 gzam_ amely 17 425
170 szamjegybdl all. Jelenleg ez a legnagyobb ismert primszam.

A Mersenne-szamok esetében is léteznek a Fermat-szamokra érvényes tételekhez hasonlo
Oszefiiggések, ezeket fogjuk most megnézni.

3.2.1 Tétel. Legyen p > 2 prim. Ekkor M, bramely (pozitiv) osztoja egyszerre 2kp + 1 és
8r + 1 alakt. &

Fzt a tételt nem bizonyitjuk be, de megnézziik néhany példan keresztiil, hogyan tudjuk
alkalmazni.

3.2.1 Feladat. Keressiik meg az alabbi Mersenne-szamok legkisebb primosztéjat:
a) 2% —1

Megoldas. Az el6bbi tételt alkalmazva: 223 — 1 = Mg tetszoleges ¢ primosztoja 46k + 1
és 8r £ 1 alakd.
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Szeretnénk megkeresni ezt a primosztot (ha létezik ilyen viszonylag kis ¢). Ehhez a két
feltetelt kell egyszerre megnézniink. Igy adodik két szimultan kongruenciarendszer:

1 (mod 46)
+1 (mod 8)

Ezt kell megoldanunk:

46k+1 = +1 (mod38)
6k+1 = +1 (mod8)
6k = (mod 8) vagy 6k = —2 (mod 8)

0
0 (mod4) vagy k=1 (mod4)

=
|

k=4s vagy k=4s+1

Innen mar adédik a megoldas:
r=184s5s+1 vagy xr = 184s + 47

azaz
r=1¢6s47 (mod 184)

Az ilyen alaka primek
q =47, 599, 967, . ..

Ezek utan ellenérizni kell, hogy ezek koziil melyik osztja 223 — 1 = Mys-at. ElGszor a 47-tel
probalkozunk. Ezt tgy csinaljuk, hogy 23-szor kétszerezve és az eredményt mindig modulo
47 redukalva ki tudjuk szamolni 22% modulo 47 vett maradékat, és kideriil, hogy ez a mara-
dék 1, tehat 47 | 222 — 1, és ez a legkisebb.

b) 237 —1

Megoldas. Tudjuk, hogy 237 — 1 = Ma; tetszéleges g primosztoja 74k + 1 és 8r 4 1 alaku.
Az igy ad6doé szimultan kongruenciarendszerek:

1 (mod74)
x = 41 (mod8)

X

Azaz:
74k+1 = £1 (mod38)
2k+1 = 41 (mod38)
2k = 0 (mod38) vagy 2k = -2 (mod 8)
E = 0 (mod4) vagy =—-1 (mod4)
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k=4s vagy k=4s—1
Ezt visszahelyettesitve kapjuk:

xr =296s+ 1 vagy x = 296s — 73

aAzZazZ

r=1és — 73 (mod 296)

Tlyen alakt primek:

q =223, 593, 1481, 1777, ...
Ezeket ugyantgy tudjuk ellenérizni, mint az el6bb, és kideriil, hogy 223 | 237

csak ez a legkisebb.

— 1, és megint-

Végiil kimondjuk a Pepin-teszt Mersenne-szémokra vonatkozd megfelel§jét.

3.2.2 Tétel (Lucas-Lehmer-teszt). Legyen p > 2 prim, tovabba a; =4 és
41 = a? — 2, ha i > 1. Ekkor M, akkor és csak akkor prim, ha

Myla,—1. &

A Mersenne-primeknek a péaros tokéletes szamoknal van nagy jelentdségiik, ezzel a kivetkezs
fejezetben foglalkozunk részletesebben.
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4. Tokéletes szamok

Ebben a fejezetben a tokéletes szamokkal foglalkozunk. A definiciot kévetSen néhany tu-
lajdonsagot fogunk megvizsgélni veliik kapcsolatban. Az eddig targyaltakhoz szorosan kap-
csolodik ez a téma, hiszen, ahogy majd a késébbiekben részletezziik, a Mersenne-primeknek
rendkiviil sok koziik van a paros tokéletes szamokhoz.

Tokéletes szamokkal mér az 6kori gorogok is foglalkoztak. Tokéletesnek nevezték azokat
a szamokat, amelyek elGallnak, mint a ,részeik”, azaz magit a szdmot kivéve, az osztoik
Osszege. llyen szam példaul a6 =1+2+3 vagy a 28 =1+2+4+ 7+ 14. A gorogok ezen
kiviil még két tokéletes szamot ismertek, ezek a 496 és a 8128. Azt, hogy mi kbze van a
Mersenne-primeknek a tokéletes szamokhoz, mar Euklidész is felfedezte, amikor az Elemek
cimi kényvében a kovetkez6ket irta, majd be is bizony{totta:

,Ha az egységt6l kezdve kétszeres ardnyban képeziink egy mértani sorozatot, amig a sor-
Osszeg prim nem lesz, és az Osszeggel megszorozzuk az utolsé tagot, akkor a szorzat tokéletes
szam lesz.”

E szerint a tétel szerint az

(1424224 ... 2F)2k = (2k+1 _ 1)k

szam tokéletes, ha 2511 — 1 prim, azaz 21 — 1 egy Mersenne-prim. Ezen tulmenden, Euler
bebizonyitotta, hogy ez a konstrukcié megadja az Osszes paros tokéletes szamot. Ez azt
jelenti, hogy minden Mersenne-primhez taldlunk paros tokéletes szamot, s6t, a két halmaz
kozott 1étezik bijekcid, azaz ekvivalensek. Mivel maig megoldatlan, hogy létezik-e végtelen
sok Mersenne-prim, igy azt sem tudjuk, hogy végtelen sok paros tokéletes szam van-e. Ezen
kiviil az is megoldatlan, hogy 1étezik-e paratlan tokéletes szam.

Most kimondjuk a tokéletes szam definiciéjat a mai terminologiaval élve, illetve megnéziink
néhany tételt a paros, illetve a paratlan tokéletes szamokra nézve.

4.1 Definicié Az n pozitiv egész tikéletes szdm, ha o(n) =2n. &

4.1. Paros tokéletes szamok

Miel6tt barmiféle tételt vagy altalanos Gsszefiiggést megallapitanank a paros tokéletes sza-
mokkal kapcsolatban, ismerkedésképpen alljon itt egy bevezetd feladat.

4.1.1 Feladat. Melyek azok a k pozitiv egész szamok, amelyekre 2 - 3" tSkéletes
szam? (KoMal, 2013, szeptember. B.4553. )

Megoldas. Az n = 2 - 3F tokéletes szam, ha a pozitiv osztoinak az dsszege éppen 2 -2 - 3,
azaz, ha o(n) = 22.3%F =4. 3",

3ktl_1

Tudjuk: o(n) = (1+2)(1+3+3>+ ... +3%) =331 =3 . (35" —1). Ennek kell
egyenlének lennie 4 - 3* - nal.
Azaz:

3
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Rendezve: 1 1
. 32 _ 4 3]{3—1 ——
(2 ) 2

Innen: 3*~1 =1, azaz k = 1. Csak ez az egy megoldas létezik.

4.1.1 Tétel. Egy n paros szam akkor és csak akkor tokéletes, ha n = 2P~1(2P — 1) alaksi,
ahol 2P~! — 1 Mersenne-prim (azaz, ekkor p sziikségszertien prim). &

Ezt a tételt most nem bizonyitjuk be, viszont ennek felhasznaldsaval bebizonyitjuk a kdévet-
kezs tételt:

4.1.2 Tétel. Minden péros tokéletes szam utolso szamjegye 6 vagy 8 (a tizes szamrendszer-

ben). &

Bizonyitds. A 4.1.1 Tétel szerint n paros tokéletes szam < n = 2P~1(2P — 1), ahol 2P — 1
prim.

Induljunk ki abbél, hogy megnézziik, a kettGhatvinyok mire végzédnek.

A megfigyeléseket egy tablazatba Osszegeztiik, azaz, hogy k fiiggvényében 2% milyen mara-
dékot ad modulo 10.

k

N

2F =7 (mod 10)

Y| OO =[N Y| CO| | DD

sth.

Azt latjuk, hogy a maradékok periodikusan ismétlédnek, mindig az elsé négy szam ko-
veti egymaést, ugyanolyan sorrendben. Azt is észrevehetjiik, hogy ha k pératlan, akkor a
maradék 2, vagy 8 lesz, ha pedig k paros, akkor 2% végzédése 4 vagy 6 lesz.

Tudjuk, ha p > 2, akkor p péaratlan, p — 1 pedig paros. Ez azt jelenti, hogy 2P~! végz6dhet
4-re vagy 6-ra:

~ha 2771 =4 (mod 10), akkor 2”7 = 8 (mod 10). Ez azt jelenti, hogy 2P — 1 = 7 (mod 10).

=n=212-1)=4-7=8 (mod10)

Azaz ekkor n 8-ra végzdédik.
~ha 2771 =6 (mod 10), akkor 2P = 2 (mod 10). Ez azt jelenti, hogy 2 — 1 =1 (mod 10).

>n=2""122-1)=6-1=6 (mod10)
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Azaz, ekkor pedig n 6-ra végzddik.

Meg kell még vizsgilnunk a p = 2 esetet, ekkor n = 2(2%2 — 1) = 6, tehat erre az esetre
is teljesiil a tétel. O

4.2. Paratlan tokéletes szamok

Most a paratlan tokéletes szamokat fogjuk vizsgalni. Ahogy fentebb emlitettiik, nem tudjuk,
hogy léteznek-e egyéltaldn ilyen szadmok, viszont ha léteznek, akkor az alabbi tétel szerint
bizonyos tulajdonsigokkal mindenképpen rendelkezniiik kell.

4.2.1 Tétel. Ha létezik egy paratlan n tdkéletes szam, akkor n = s%p, ahol p egy 4k + 1
alakd prim. &

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy n egy paratlan tokéletes szam. Nézziik meg, hogy mit tudunk
rola ekkor.

Legyen n kanonikus alakja a kovetkezd: n = p{'py?... p", n péaratlan, tehat p; # 2,
és mivel tokéletes, igy o(n) = 2n.

A o(n) tulajdonsagait kihasznalva:

T

a(n):2n:H(1+pi+p§+...+pfi)
i=1

Ebbél az kovetkezik, hogy a szorzatban van pontosan egy tényezs, ami oszthato kettGvel,
de 4-gyel mar nem, hiszen n paratlan. A t6bbi tényezd pedig péaratlan.

Azaz, 34, hogy (14 p;i +p? + ...+ p§?) péros, de 4-gyel nem oszthat6. Mivel p; paratlan és
minden hatvanya paratlan, igy ez az Osszeg csak akkor tud paros lenni, ha a; paratlan.

Ekkor mar a bizonyitis felével készen vagyunk, hiszen ha van pontosan egy paratlan o,
akkor a hozza tartozo p; legyen p. Ekkor p®~—1-t levalasztjuk, és igy kapunk két tényezét:
p-t, ami paros, valamint s = pg?... por -p%~! ahol minden «; paros, tehat s négyzetszam.
Tehét ekkor n = s%p, ahol s paratlan. Mar csak az hianyzik, hogy p = 4k + 1 alakt. Ezt
indirekt bizonyituk: tegyiik fel, hogy

p=—1 (mod4)
Nézziik meg, hogy ekkor mi térténik az (14 p + p? + ...+ p) Osszeg esetében. Mivel
p=-1 (mod4),

igy p minden parosadik hatvanya 4-gyel osztva 1 maradékot ad, mig paratlanadik hatvanyai
—1-et adnak. Azaz
p* =1 (mod4), és

p# =1 (mod4)
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Ez azt jelenti, hogy

l4+p+p*+.. . +pY=1-141-1+...41—-1=0 (mod4)
Ebbdl az kévetkezik, hogy o(n) =0 (mod4), ami ellentmondés, hiszen tudjuk, hogy o(n)
bar paros, de nem oszthatd 4-gyel. Azaz p = 1, ezzel az allitast bebizonyitottuk. O
4.3. Bévelked§ és hianyos szamok

4.3.1 Definicié Egy n szamot hidnyosnak neveziink, ha nagyobb, mint a néla kisebb po-
zitiv osztoinak az Osszege, azaz, ha o(n) < 2n. &

4.3.2 Tétel. Minden primhatvany hidnyos szam. &

Bizonyitds. Legyen n = p®. Ekkor azt kell belatnunk, hogy o(n) = o(p®) < 2p*.
Ehhez irjuk fel o(n)-nek a képletét!

pa+1_1
a(n)=0(p°“)=(1+p+p2+...+p°‘)=ﬁ
U(pa)_pa:pa+1_1_pa:pa+l 1 pa—i-l _|_poz:pa_1
p—1 p—1 p—1
pa_ (e (e «
1 <P = o(p®) <2p

O

A kovetkezSkben kideriil, hogy ha nem tesziink fel ilyen erds feltételt, n akkor is lehet
hidnyos. Egy olyan tételt néziink meg, ami a paratlan ,majdnem primhatvinyokrol” szél.

4.3.3 Tétel. Ha egy n paratlan szamnak csak két kiilonb6z6 primosztdja van, akkor n
hianyos. &

Bizonyitds. Legyen n paratlan, azaz p; > 2, és n = p{"p3?. Ekkor azt kell belatnunk, hogy

a(n
on) <2n <= o(n) <2
n
A o(n) multiplikativitasat felhasznélva:
aq+1 ag+1
P =1 ppt 1 1 — L
o(n) _o(p'py?) _o@io@s?) _ i et P s P2
n 1Py’ 1Py’ py" p5* p—1 pp—1

Most ezt a szorzatot feliilrsl becsiiljiik, hogy kozelebb jussunk a bizonyitandé allitashoz.

1 1
P1— a1 P2~ a3 1 1
Py . Do < P1 . D2 _ <1 + > <1 + )
rm—1 p—1 pi—1 pp—1 p1—1 p2—1
Errsl kell megmutatnunk, hogy kisebb, mint 2. Eszrevehetjiik, hogy ahogy p; né, ugy az

pi—l_l tort értéke egyre kisebb lesz, ezaltal 1 + zﬁ értéke is egyre csokken. Ezért nézziik
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meg, hogy hol van a két tortnek, és ezaltal az egész szorzatnak a maximuma! Mivel mindkét
primoszt6 péaratlan, igy a maximum:

15
=—=<2
8

Ezzel az allitast bebibizonyitottuk. O

N W
NG

Most réviden foglalkozunk a bdwvelked 6 szamokkal is.

4.3.4 Definicié Egy n szamot bdvelked nek neveziink, ha kisebb, mint a nala kisebb po-
zitiv osztoinak az Osszege, azaz, ha o(n) > 2n. &

4.3.5 Tétel. Egy bévelkeds szam minden tobbszorose is b6velkeds. &

Bizonyitds. Legyen n egy bovelkedd szam, azaz o(n) > 2n, és legyen n tetszéleges t6bbszo-
rose kn. Ekkor ahhoz, hogy kn is bévelkedd legyen, azt kell belatni, hogy o(kn) > 2kn.
Amit tudunk: 2kn < k-o(n). Mar csak azt kellene bebizonyitani, hogy k - o(n) < o(kn).
FEnnek igazoldsdhoz n 0sszes osztdja legyen di,do, ..., d;. Ekkor

k-on)=k(d+do+...+d)) =kdy +kdy+ ...+ kd

Mivel kd; | kn, igy kn osztéinak az Osszege legalabb annyi, mint n oszt6i Osszegének a
k-szorosa. Kz azt jelenti, hogy
k-o(n) <o(kn)

Azaz
2kn < k-o(n) <o(kn).

Megjegyzés. A masodik egyenlGtlenségnél szerepelhetne szigori egyenl6tlenség is. Tudniillik,
kn oszt6i kozott is szerepelnek n osztdi, azaz di,ds,...,d;, viszont koziiliikk az 1 biztosan
nem Aall el§ n osztéjanak tobbszordseként, ha k > 1. Mindezekb6l az kdvetkezik, hogy

k-o(n) < o(kn).

4.4. Egyéb érdekes szamok

Végiil megnéziink hasolnd tulajdonsigokkal rendelkezs szdmokat, amelyeknek mind koze
van az el6bbiekhez, az osztok Osszegéhez.

4.4.1 Definicié Egy n szdmot kvdzitokéletes szamnak neveziink, ha elgall, mint a nala
kisebb, de 1-nél nagyobb pozitiv osztok Osszege, azaz, ha o(n) =2n+1. &

A tokéletes szamok definiciojatél nem sokban kiilénbozik ez a definici, mégis méig megol-
datlan probléma, hogy egyaltalan létezik-e kvazitokéletes szdm. Ennek ellenére a tulajdon-
sagait tudjuk vizsgalni, és igy eljuthatunk a kévetkezs tételhez:

4.4.2 Tétel. Ha létezik egy n kvazitokéletes szam, akkor egy péaratlan szam négyzete, azaz
n = s2, ahol s paratlan. &
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Bizonyitds. Legyen n olyan, hogy o(n) = 2n + 1, és legyen n primtényezds felbontasa

n=pips? ... por.
Ekkor

om)=0+pr+...4p0") .- (I+p+...+p7") =2n+1

Ebbdl az kovetkezik, hogy a szorzatban minden tényez6 paratlan, hiszen méskiiloben nem
lehet a szorzatuk pératlan.

— ha minden p; pératlan, akkor minden «; péros, hiszen csak tgy lehet minden tényezé
paratlan, ha p; hatvanyaibdl paros sokat adunk &ssze. Ha minden «; péros, akkor n egy
paratlan szam négyzete.
— ha nem minden p; paratlan, akkor p; = 2, viszont a tobbi p; paratlan, és a hozzajuk
tartozo o;-k pedig parosak. Igy n valamely paratlan szam négyzete lesz, csak meg van még
szorozva egy kettShatvannyal. Azaz
n = 2k¢?
= 2+ 1=22F)+1=2M2 1+ 1=0(n) = 0(2¥)0(t?) = (2" — 1)o(t?)
Most mind a két oldalbél kivonunk (281 — 1)t2-et:
241 =2 1) (o(t?) - t?).

Itt azt latjuk, hogy t2+41-nek van egy 4k —1 alakt osztéja. Ez pedig ellentmondas, korabban
belattuk, hogy egy n? + 1 alakn szamnak nem lehet 4k — 1 alaku primosztéja. O

4.4.3 Definicié Az a # b pozitiv egészek bardtsdgos szampart alkotnak, ha
ola)=0(b)=a+0b. &

A baratsagos szdmok fogalma is az okori gorogoktsl szarmazik. Ok gy nevezték ket
hogy 2 szam baratsagos, ha jaz egyik szam részeibdl (azaz a nala kisebb pozitiv 0szt6ibol)
éppen Osszedll a masik szam, és viszont.” Ilyen szampar példaul a 220 és a 284. Szintén
megoldatlan probléma, hogy létezik-e végtelen sok baratsagos szampar, vagy hogy létezik-
e olyan szdmpér, ahol a két szdm relativ prim egymashoz. Most megnéziink egy tételt a
baratsagos szamokra vonatkozo6an.

4.4.4 Tétel.

a) Egy baratsagos szampar egyik tagja hianyos, a masik pedig bévelkedd szam.
b) Egy baratsagos szampar egyik eleme sem lehet kettGhatvany. &

Bizonyitds. Legyen a és b egy baratsagos szampar, azaz o(a) = o(b) = a + b.
a) Mivel a # b, igy feltehetjiik, hogy a > b.
Most nézziik meg, hogy mit tudunk elmondani kiilon-kiilon az oszték Gsszegérdl:

ola) =a+b<2a

ob)=a+b>2b

Ez pontosan azt jelenti, hogy a hidnyos, b pedig bévelkedd szam.

30



b) Ha b bévelkeds szam, akkor ¢ nem lehet kettShatvény, hiszen korabban bebizonyitot-
tuk, hogy minden primhatvany hidnyos szam.

Mar csak az a-rol kellene belatni, hogy 6 sem kett6hatvany. Ezt indirekt bizonyitjuk:
Tegyiik fel hogy a = 2F. Ekkor

ola)=(1+2+...+25) =21 _1=—g(b)=a+b
Innen fejezziik ki b-t!
b=2F1 1 —g=2F1_1_2F=0F 1
Ez azt jelenti, hogy b= —1 (mod 4). Mivel b és o(b) is paratlan, igy b egy paratlan szam

négyzete kell legyen. Viszont ez ellentmondéas, mert egy négyzetszam nem adhat -1 mara-
dékot 4-gyel osztva. O
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