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Bevezetés

Szakdolgozatom célja az egyszeriibb négyzetfraktalok bemutatasa. Révid fogalmi
attekintés utan bevezetjiik a fraktalokat a Cantor-halmazzal kezdve, majd tekint-
jik a fraktalok hasznalatanak motivaciojat a Partvonal-probléman keresztiil [1].
Ezutdn megismerkediink a dimenzié-fogalom kialakitdsanak probléméjaval, majd
bevezetjiik a jol haszndlhaté Box-dimenziot. A masodik fejezetben targyaljuk a
fraktalok tovabbi tulajdonséagait, a fraktalok leirasanak lehet&ségeit, és bevezetjiik
az Osszefiiggbség fogalmat. Az utolso fejezetben pedig bevezetjiik az forgatast nem
tartalmazo négyzetfraktdlok fogalmat, majd kiilonb6z6 négyzetfraktalokat vizs-
galunk, kiemelt figyelmet forditva ezek Osszefiiggdségére. Végiil megoldast adunk

az Osszefiiggdség vizsgalatara négyzetfraktalokban.
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1. fejezet
Fogalmak attekintése

Ebben a fejezetben ismertetem a késébbiekben felhasznélt fogalmakat és tételeket.

1.0.1. Tétel. [2] Cauchy-kritérium: Az {a,}°, sorozat akkor és csak akkor
konvergens, ha bdarmely € > 0 esetén van olyan Ny kiiszéb, amelyre minden

n,m > No-ra |a, — a,| < €.

1.0.2. Definicio. [3] Legyen f : [a,b] — R tetszéleges fliggvény és

a=x9<x; < <x,=D>0az [a,b] intervallum egy ® felosztasa. Az f fiiggvény
grafikonjanak az ® felosztashoz tartozo beirt poligongjin az (zo, f(x¢)), ... (zn, f(zn))
pontokat 6sszekots poligont értjiik. A graph f grafikon fvhossza az 6sszes beirt po-
ligon hosszaibol 4ll6 halmaz fels§ hatara. (Ez lehet végtelen is.)

Az f grafikon ivhossza:
s(f;[a,b]) > SUP{Z\I%—P@'H a=x9< - <Tp,=0bp; = (xl,f(xl))(zz()n)}
i=1

1.0.3. Definici6. Legyen X és Y nem iires halmazok egy (M, d) metrikus térben.
Ekkor az X és Y halmazok Hausdorff-tdvolsdga:

dy(X,Y) = max {sup inf (d(x,y)), sup inf (d(z, y))} :

yey zeX reX YEY

Ez a tavolsdgfogalom kompakt halmazokon is értelmezett.

1.0.4. Definicid. Legyen f tetszéleges B halmazbol B-be képez§ fiiggvény, és B
egy tetszlleges részhalmaza (M, d) metrikus térnek. f-et kontrakcionak nevezziik,

ha tetszGleges x,y € B esetén

d(f(z), f(y)) < q-d(z,y), ahol 0 < g < 1.



2. fejezet
Motivacio

2.1. Cantor-halmaz

A (triadikus) Cantor-halmaz: rekurziv konstrukcio szerint vegyiink egy tetszéleges

[ag, bo] intervallumot nevezziik el a konstrukecié nulladik lépésének, Ky-nak:

o Ky = [ag,by| szakaszt felosztjuk harom egyenld részre, majd a kozépsé
(2atb o£20) pegzt elhagyjuk. gy keletkezik K7, és akét intervallum. [aq 1y, ba,1)],

[a(1.2),001.2)]

e K,-ik (rekurziv) lépés: a K, tartalmaz 2" egyforma hosszi szakaszt, az
i-ik szakasz végpontjai az [a(m), b(m-)} , (i=1...n). Minden ilyen inter-
vallumot harom egyenlG részre osztunk és elhagyjuk a kozépsét, igy elGall

Kt

Specifikusan, az [a, b] tetszéleges, ezért a triadikus Cantor-halmaz esetén a-t

nullanak és b-t egynek szokas valasztani.

2.1.1. Tétel. Vegyiik a C' Cantor-halmazt, melynek tulajdonsdgai:
1. A C halmaz egydimenzios mértéke 0,
2. A C halmaz szamossdga megegyezik a [0, 1] szdmossdgdval.

Bizonyitas.
1. Mivel a, b-t tetszélegesen valasztottuk, ezért barmilyen kis e-ra megadhato
egy ®,, felosztas, amire teljesiil hogy C' kiils6 mértéke kisebb, mint ez az . A ¢,

felosztas a 0 < % < % < - < "T_l < 1 osztopontokat tartalmazza.



Ezutéan tekintsiik az Ksn-ekhez tartzo ®s3. felosztasokat. A kiils6 mértékek
k(K3 ) = 27 lesznek, ez monoton és tart nullahoz. Tehat minden e-hoz talalha-

t6 1, ami utan minden n < m értékre k(K3m) < €, azaz a kiils6 mértéke nulla lesz.

2. Ahhoz, hogy belassuk, hogy a két halmaz szamossaga megegyezik, elegendd
az elemeiket parba allitani. A C' halmazbeli elemeket irjuk fel hArmas szamrend-
szerbeli alakjukban. Ekkor elhagyunk minden olyan szamot, melynek felirasaban
az 1 szerepel. Tehat minden olyan szdm eleme lesz a C halmaznak, melynek van
olyan harmas szamrendszerbeli alakja, amit a 0 és 2 szamjegyek sorozata alkotja.

Ezt felhasznalva egy jo parositast kapunk ha vessziik az a € [0, 1] elemnek a
kettes szdmrendszerbeli alakjat és hozzarendeljiik azt a b € [0, 1] hdrmas szam-
rendszerbeli szamot, melynek felirdsaban végtelen sok nulla vagy kettes szerepel,
tgy, hogy ahol az a felirasdban egy 27" (n € N) helyi érték el6tt l-es szorzo
szerepel, ott a b szam felirdsaban 2- 37" szerepel, kiilénben az adott helyi értéken
0 lesz. Jol latszik, hogy a b eleme lesz a C' halmaznak, mivel csak nulla és ket-
tes lesz a harmas szamrendszerbeli alakjaban és igy minden [0, 1]-beli szamhoz
hozzarendeltiink legalabb egy harmas szamrendszerbeli szamot C-ben.

Tehat a Cantor-halmaz szamossiaga nagyobb vagy egyenls, mint [0, 1] sza-
mossaga. Hasonléan eljarva, minden Cantor-halmazbeli elemet atvaltva hérmas
szamrendszerbelibe, hozzarendelhets egy kettes szamrendszerbeli elem, ami eleme
lesz [0, 1]-nek. Igy [0, 1] szdmossaga nagyobb vagy egyenld lesz, mint a C' halmazé,

tehat a szamossaguk megegyezik. [

2.2. Partvonal probléma

Lewis Fry Richardson a 20. szazad els6 felének polihisztora volt, aki az elsé vilag-
habord utan Osszefiiggést keresett az orszag hatarvonaldnak hossza és az orsza-
gok kozti konfliktus kirobbandsanak valoszintisége kozott. Kutatasai alatt viszont
érdekes tényre bukkant, ugyanis a kiilonb6z6 orszdgokban a hatarvonalak kiilon-
b6z6 hosszisaggal voltak bejegyezve. Példaul a portugdl-spanyol hatarvonal az
egyik orszag foldhivataldban 978 kilométer, mig a mésikban 1214 kilométer volt.
Ezen eltérés viszont csak a nagyon egyenetlen hatarvonalak esetén feltiing, példa-
ul az Egyesiilt Allamok-Kanada hatarvonala (amely nagyrészt egyenes), mindkét
orszag foldhivatalaban megegyezik.

Mandelbrot, a fraktélelmélet névaddja, 1967-ben emelte ki Richardson észre-

vételét a "How long is the Coast of Britain" c. irdsaban.
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A partvonal-mérés altalanosan az iwhossz definiciojara épiil. Ez a mérés ugy
torténik, hogy osztopontokat jelolnek ki a partvonalon, és ezen pontok tavol-
sagosszegével becsiilik a partvonal hosszat. Jeloljikk az i-edik és az (i + 1)-edik
jelolpont tavolsagat L(i)-vel, valamint tegyiik fel, hogy a partvonalat k darab

ilyen jelél6ponttal hatarozzuk meg. Ekkor mérésiink szerint a partvonal hossza a

“, e,

felvéve az értéke olyan kis mértékben valtozik, hogy ez egy konstanshoz tart. Ez
szemléletesen megegyezik a beirt poligon hosszaval.

A partvonalak esetén viszont, ha ijabb pontokat vesziink fel, akkor a partvonal
barmely [a,b], (a # b) ivhosszanak finomitasaval a hossz tart a végtelenbe, tehat
nem lesz korlatos.

Richardson javaslata az volt, hogy a fent emlitett modszer helyett a

L(i)?
i=1
értéket hasznaljak, ahol a legkisebb olyan s > 1 értékkel adjak meg a partvonal

méretét, hogy tjabb pontok felvétele esetén a hossz korlatos maradjon.

2.2.1. A Richardson-Mandelbrot mérés matematikai hattere

Léteznek gorbék, melyek nem rektifikdlhatok. Az ivhossz definicidja alapjan min-
den M szamhoz taldlhato M-nél hosszabb beirt poligon, ilyen esetekben elmond-
hato, hogy ha vesziink egy rogzitett r tavolsagot, majd rogzitett kiinduloponttol
elindulva, felvesziink r tavolsdgonként tijabb pontokat, majd ezt az eljarast addig
folytatjuk, amig eljutunk odaig, hogy mar nem tudunk tjabb pontot felvenni,
mivel a végpont kozelebb van a kiindulé ponthoz, mint r. Ekkor 6sszekotjiik a
torottvonal utolsd és els6 pontjat, ennek az utolsé szakasznak a neve legyen m.

A poligon hossza L(r) + m, ahol L(r) a tor6ttvonal hossza, és az oldalak szaméat

jelolje Ni(r) = LLE,T)J. Mivel m nulla és r kozé esé érték lesz, a beirt poligon

hossza pedig (Ny(r)r +m), mi az m értéket elhagyjuk a tovabbiakban, mivel
Ny(r)r < L(r) < (Ni(r) + 1)r lesz. Ekkor

lim Ny (r)r = oc.
r—0+0



Ha a poligon oldalainak hosszat csokkentjiik, és igy a sziikséges beirt oldalak
szdma no, akkor a poligon oldalhosszainak Gsszege tart a végtelenhez.

Tehat ha r — 0 + 0 akkor az ivhossz tart a végtelenhez. Tekintsiik az Ny (r)r®
értéket. Ha 1 > r és 1 < s’ < s”, akkor

Ny (r)r® > Ny(r)rs".
Ezt felhasznalva gyakran meg tudunk adni olyan s > 1 értéket, hogy a hatarérték
korlatos legyen.

lim Ny (r)r® < oco.
r—0+0

Ekkor a s értékek infimumat nevezziik a gérbe dimenzidjanak.

A késGbbiekben tekintett alakzatoknal ellenérizziik, hogy létezik-e ez a limesz.

2.2.2. Box-dimenzid

Az el6z6 gondolathoz hasonléan definialjuk a box-dimenziot. Az N(r) ebben az
esetben nem a kozelité r hosszii egyenesekbdl allo gorbét, hanem az alakzatot

fed6 r x r négyzeteket jeldli.

2.2.1. Definicid. Legyen A korlatos halmaz, tovabba legyen Ny(r) az a szam,

ahany r oldalhosszi négyzetre van sziikség A befedéséhez. Legyen

log V.
dimg(A) = lim inng—Q(r),
r—0+0 —log(r)
g
dimp(A) = lim sup— 20

rendre A halmaz also6 és fels6 box-dimenziéja. Amennyiben az A halmaz alsé- és
fels6 box-dimenzidja megegyezik, a kozos értéket az A halmaz box-dimenzédjanak
nevezziik, és dim A-val jeloljiik. dimp(A) = dimp(A) = dimgz(A).

Ezzel ekvivalens definiciot kapunk, ha egy r oldalhossziisagt négyzethalot fe-
szitlink ki a stkon és nézziik, hogy a négyzetek koziil mennyi sziikséges ahhoz,

hogy lefedjiik az alakzatot.

Ez a dimenzié-definicié megegyezik kozismert alakzatok esetén a topologiai di-
menzidval, példaul a négyzet, téglalap esetén. Valamint a négyzetfraktalok esetén

ez egy igazan jol alkalmazhaté dimenzio-fogalom.



2.2.3. Az s meghatarozasa

Legyen L(r, s)=Ny(r)r®. Ekkorlog L(r, s) = log Na(r)+slogr és ha hg&o No(r)r® =
r—
¢, ahol 0 < ¢ < o0, és s > 1 létezik, akkor

. log Ny(r)
s = lim ————=.
r—0+0 —logr

Ezzel megadtuk az s meghatarozasanak egy modjat.

2.3. Koch-gorbe

A Koch-gorbe egy olyan gorbe, melynek iteracioja sorén, a szakaszokat minden
lépésben harom részre osztjuk és a kozépsé darabot kicseréljiik a ra allithato
egyenlé oldalt haromszog mésik két oldalara.

A Koch-gorbe egy érdekes tulajdonsaga, hogy barmilyen két pontjat vessziik,

koztiik az ivhossz végtelen.

K

K,

4
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2.1. abra. Koch gorbe

2.3.1. A Koch gorbe hossza

Jelolje Ky az indul6 alakzatot és K, 1 a K;-bdl iteracioval kapott gérbét.

A K, gorbe legyen egy 1 hosszi egyenes.



Ekkor K, hossza

1 1 /4\"! 4\"
K== K, - 4=>-(2 4={=).
3 3 \3 3

Mivel a Koch gorbe énhasonlo, ezért barmilyen kis részét nézve ugyanezt a
mintézatot tapasztaljuk. Tovabba barmilyen nagy M hatart megadva meghata-
rozhatd hozza egy ¢, amire a gorbe hossza a K;-edik lépéstsl kezdve nagyobb,
mint M.

A Koch gorbével jol modellezhets az el6z6 fejezetben emlitett partvonal-
probléma, mely soran a partvonalat véve egy tetsz6leges kezdGpontot és r hosszt
meghatarozva felosztjuk a partvonalat. Ezutdn pedig az igy kapott szakaszok-
ra elvégezziik a Koch gobe iteracios 1épését, annyi kiilonbséggel, hogy ebben az

esetben a gorbe "csticsai" véletlenszertien allnak befelé és kifelé.



3. fejezet
Sierpinski-szényeg

A Sierpinski-szényeg a Cantor-halmaz otletét viszi at kétdimenzioba. Itt elsé lé-
pésben vesziink egy egységnégyzetet, majd kilenc egyenld részre osztjuk (az olda-
lakkal parhuzamos harom-harom egyenessel), igy kilenc négyzetet kapunk. Ezek-
bl pedig elhagyjuk a kdzépsst, majd a megmaradt nyole (5 x 3 oldalhosszi)
négyzetre ismételjiik az eljarast és igy egy egyre "lyukacsosabb" négyzetet ka-

punk, ezzel elGallitjuk a Sierpinski szényeget.

3.1. Dimenzi6

A Cantor-halmaz esetén megfigyelhettiik, hogy minden lépésben a szakaszok sza-

ma a kétszeresére, mig a kicsinyités aranya haromszoros lesz.

3.1. &bra. Sierpinski szényeg



log N1 (r

Létezik-e ez az s = lim ) az eddig emlitett példaknal?

r—04+0 —logr
Ennek megvizsgalasihoz vegyiik a Cauchy-kritériumot, vagyis egy Ny kiiszob-

t6l minden Ny < n,m € N-re teljestil, hogy

log No(1,)  log2 - Ny(ry,)
—logry, —log 3 - T

Ve > 0 esetén, ahol Ny(r,) az oldalak szama, 7, pedig az oldalak hossza, vagyis

minden a-ik lépésben az r = (3)* és Na(r) = 2%, ahol a € N

log 2™ log 2™
‘ og og e

—log (5"~ ~log ("

-log 2 -log 2
‘ n - log m - log .

—n - log (%) —m - log %)
Vagyis minden lépésben az arany allando, és Ve > 0 esetén barmely N = 0 jo

kiiszob lesz. A képlet alapjan a Cantor-halmaz box-dimenzi6ja:

. log Ny(r)
s = lim ——~,
r—0 —logr

_ log?2

s ~ 0, 63.

~ log3
A 3.1-es abran lathato Sierpinski-szényeg minden lépésben az elemek szama-
nak a nyolcszorosa lesz, az oldalak mérete pedig harmadakkora. A hatarérték

létezése hasonldoan belathatd, mint az el6z6 esetekben, dimenzidja pedig:

_ log8

5 ~ 1,89.

~ log3

3.2. Tteralt fliggvény rendszer (IFS)

Iteracionak nevezziik, amikor egy fliggvényt ismételten alkalmazunk.
Legyen a fiiggvény f és jeloljiik a masodik iteracios lépést f2-tel. Az f fiiggvény
n-ik iteracios lépését jelolje f.

A korabban bevezetett jeloléseket felhasznalva K7 = f([a, b)), K, = f"([a, b]).

3.2.1. Definicié. Ha B egy halmaz és f : B — B, vagyis ha f egy olyan fliggvény

amely a B halmazt 6nmagéiba képezi le, akkor

@)= f"(x)=fof" ' (x); z€B,n=12....



Akkor beszéliink iteralt fiiggvényrendszerrdl (Iterated Function System), ha
tobb fiiggvényt iterdlunk egyszerre, tehat F = {F;li =1,2,...,N}, F: B — R?

kontrakciok és B korlatos és zart halmaz. Ekkor

Fy(B) = {Fy(x);z € B},
W(B) = | F.(B), B C R*.

n=1

Egy nem trividlis fels6 becslést kapunk a B halmaz Box-dimenzi6jara ha te-
kintjiik a hasonlésidgi dimenziojat, B halmaz IFS-beli fiiggvényei a \; aranyu

hasonlésagok, ekkor a hasonlésagi dimenzié a

i=1

egyenlet egyértelmid megoldasai.

3.2.2. Tétel. Nyilt halmaz feltétel (Open Set Condition): Létezik olyan U nyilt
korldtos halmaz melyre F;(U) C U minden i-re és F;(U)NEF;(U) = 0 minden i # j
esetén. [4]

3.2.3. Tétel. Ha az OSC teljesiil eqy halmazra, akkor ott a Hasonldsdgi- és Bozx-
dimenzio megegyezik.
Attraktor

3.2.4. Definicié. IFS attraktordnak nevezziik azt az alakzatot melyre ismételten

végrehajtva a W iteraciot, az alakzat 6nmagét adja:
W(B) = B.
Ezek a pontok lesznek az IFS fixpontjai.

Tehat azt az alakzatot, melyre ha végrehajtjuk az F' fiiggvényrendszer minden

fliggvényét, akkor 6nmaga lesz a képe.

3.2.5. Tétel. Hutchinson tétel: Az {F}L | iterdlt figgvényrendszer dltal a C
kompakt halmazon értelmezett (C, dy) téren indukdlt halmazértékd F leképezésnek

egyetlen S* € C' fizponthalmaza van, és tetszdleges S € C' halmazbdl indulva
F™(S) — S*, han — oo.
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3.2.1. Koch gorbe dimenzidja

Mivel az elemszam mindig a négyszeresére né, a hossz pedig a harmadéara csokken,
ezért a Koch gorbe dimenzidja kiszamolhato a hasonléségi-dimenzid segitségével,

és teljesiil ra4 a nyilt halmaz feltétel, ezért a dimenzidja:

3.2.2. Példak az IFS-re

Tekintsiik a korabban felhasznalt fiiggvényeket, 4m ez alkalommal IFS segitségé-
vel hozzuk létre Gket.

Cantor halmaz

Alapként vegyiik a B = |0, 1] szakaszt.

1 2
Fl(JZ) = gl’ -+ g,

1
Fy(z) = 3% eR
A kiindul6 szakaszt nevezziik el Ky-nak és minden iteracios lépés utan keletkezett
alakzat neve legyen W(K,) = K,11. A W(C) = C lesz a Cantor-halmaz.
Sierpinski szényeg

Induljunk ki a B = [0, 1] x [0, 1] egységnégyzetbdl

1 2 1 1
3 0 1 3 = 0 1 =
Fe)=|" (o] B@={" +1 .
0 3 ) 3 0 3 T2 3
20\ (= 0 1o\ [x 2
F3(‘r) - ’ 1 + 9 ’ ’ 1 + :13
0 5/ \® 3 0 3] \® 3
1 1 2
s 0 T 0 = 0 T z
Fy(z) = 3 n 7 3 L3
0 % T % 0 % X2 0
1 1 1
= 0 T 2 = 0 L1
Fr(x) = s +1°], Fs(z) = s T = € R?
0 3/ \z 0 0 T
A Sierpinski szényeg hasonloképpen adodik, mint a Cantor-halmaz korabban,

megegyezik a W (S) = S-el.
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3.3. Osszefiiggdség

A fraktalokat még érdemes megvizsgalni Gsszefiiggdségiik szempontjabol is.

Szemléletesen egy halmaz akkor Gsszefiiggé ha egy darabbdl All.

3.3.1. Definicié. Egy H halmaz nem dsszefiiggd, ha talalhatok A és B diszjunkt
nyilt halmazok tgy, hogy ezek lefedik H-t. Ivszerden dsszefiiggd, ha barmely két

pontja kozott van folytonos gorbe, melynek minden pontja eleme H-nak.

3.3.2. Definici6é. A halmazok tdvolsdga a halmazok pontjai, tavolsagai infimu-

ma. Az A, B halmazokra jeloljiik a tavolsagukat dist(A, B)-vel.

Tobbféle tavolsagot is be lehet vezetni, kompakt halmazoknal erre sziikség is
van, ezért néha a Hausdorff-tavolsagot hasznéljuk.

Nyilvan, ha egy alakzatot felbontunk két valoédi részhalmazanak unidjara, és
ha a részhalmazok tavolsaga nagyobb, mint nulla, akkor a kiindul6 alakzat nem
Osszefiiggd.

Az eddigi példakat tekintve vegyiik elGszor a Cantor-halmazt. Ez porsze-
rli szerkezetébdl adodoan nem Gsszefiiggs. A [0, 1]-ben definialt Cantor-halmazt
osszuk két halmazra. Az egyik C' N [0,1], a masik C' N [£,1] halmaz. Ekkor a
halmazok tavolsaga % # 0.
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4. fejezet

Négyzetiraktalok

A fejezetben a Sierpinski-szényeghez hason-

16 konstrukcioval rendelkezd négyzetfraktalo- i |zl =l o |

kat tekintjiik, melyek IFS-e nem tartalmaz for-

gatast, csak eltolast és zsugoritast. Bevezetjiik
11 12 13 14 15

az. Ng{b;} jelolést, ahol a k jelzi, hogy az egy-

ségnégyzet oldalat hiny egyenl§ részre osztot- sl Rl il Rl B

21 22 23 24 25

tuk, majd b;, hogy mely négyzetek pozicidja-

ba toljuk el, a zsugoritott négyzetket, rend-
re bal feliilr6l kezdve a szamozéast. Példaul a 4.1. abra. Nj-ben a jeloles

Sierpinski-sz6nyeget N3{1...4,6...9} jeloli.

4.0.1. Definici6é. Komponens:
n-ik 1épésben a komponensek a (n—1)-ik lépésbeli alakzat IFS altal kicsinyitett

masal.

4.1. Ns{2...9}

Elgszor tekintslink a szényeghez igen hasonld konstrukeiot, de ez alkalommal a
bal fels6 négyzetet hagyjuk el minden lépésben.

Ennek dimenzi6ja azonosan adddik, mint a Sierpinski-szényegé, mivel a box-
dimenzi6 definiciojabol adodo lefeds négyzetek szama nem véltozik lépésenként.
Tovabba az Osszefiigglség szempontjabol sem véltozik, vagyis Osszefiiggd.
Elmondhat6 hogy az N3-bol egy négyzet elhagyasaval nem valtoznak a fent em-

litett tulajdonsagok.
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Sierpinski sz6nyeg Osszefiiggfségének bizonyitasa

Bizonyitjuk a [0, 1] x[0, 1]-ben fekv§ Sierpinski-szényeg

ivszerd Osszefiiggését. A konstrukcio elsé 1épé-
sében jol lathatoan barmely két pont 0sszekot-
het6 végtelen sok gorbével.

Tekintsiik azt a két egyenesbdl allo gor-
bét, ahol az els§ egyenes parhuzamos az
x tengellyel, a mésodik pedig parhuzamos
az y tengellyel. Legyen ¢ = [0,1] para-
méterintervallum, a goérbék végpontja legyen

a = (T4, Ya), b= (z5,4). A gorbe pedig legyen
t 1

a7 S = (v=]=5—3l+59=3—3|+3) vagy

ha csak egy egyenesb6l all a gorbe, ak-
kor az Gket Osszekots egyenes legyen a gor-
be.

A maésodik lépésben felhasznaljuk az els6
lépésben elgallitott gorbéket. Vegyiink két tet-
szGleges pontot és az Gket Osszekotd tetszole-
ges komponenssort. Mivel az els6 lépésben be-
lattuk, hogy komponensen beliil barmely két
pont kozott létezik Gsszekots gorbe, ezért léte-
zik ilyen goérbe a komponenssoron keresztiil is,
amibdl végtelen sok van, valasszunk egyet tet-

sz6legesen. A gorbe legyen az 1. lépésbeli gor-

Példak két pontot Bsszekdtd gorbére
o (|1 1 t
S1=(lz =3l +3)

t

4.2. abra. Els6 két 1épés

bék kicsinyitett méasaibol Osszefiizott gorbe. A t paraméterintervallumot osszuk

fel annyi egyenld intervallumra, ahdny komponensen keresztiilhalad a gorbe, el-

tekintve azoktol, melyeket csak egyetlen pontban érint, valamint, ha két oldal

hataran halad, akkor tetszélegesen valasszuk az egyiket, és minden intervallum

feleljen meg az els6 1épésbeli intervallum kicsinyitéseként.

Tegyiik fel hogy az n-ik 1épésben taldltunk gérbét barmely két pont kozott.
Tekintsiik az (n+ 1)-ik lépést. Ha tekintiink két (n+ 1)-ik lépésbeli pontot, akkor

nézziik az Gket 6sszekotd komponens sort. A komponenseken beliil barmely két

pont kozott van gorbe, és a komponensek oldaldnak van koz6s pontja, és ezen
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pontok kozt felirhaté gdérbe, mivel az n-ik lépésben volt koztiik gorbe. A para-
méterintervallumot osszuk fel annyi részre, ahany komponensen keresztiilhalad a
gorbe, azoktol eltekintve, amelyekben csak egyetlen pontot érint. Ezen interval-
lumok legyenek az n-ik lépésbeli gorbék paraméterintervallumainak kicsinyitett

masal.

4.2. N3{1...5,6,9}

Ez alkalommal méar két négyzetet hagyunk el. A fraktal dimenzidja emiatt csok-

ken, és értéke
_log7

= ~1,77.
T log3 "

Az Osszefiiggbség kérdése valamivel izgalmasabb. Kérdés, hogy Osszefligg6-e
az b-0s és 9-es négyzet. A kérdés valojaban az, hogy ha egy négyzetfraktélban a

csticsok érintkeznek, akkor az Osszefiiggs-e.

4.2.1. Csticsos érintkezés vizsgalata

Tekintsiik a [0; 0, 5] x [0;0, 5] és [0, 5; 1] x [0, 5; 1] cstcsukndl Gsszeérs négyzeteket.
Az GsszefliggGségénél egy erdsebb allitast bizonyitunk, mégpedig hogy ivszertien
Osszefiiggd, amibdl mar kévetkezik hogy Osszefiiggd.

Vegyiik a tetsz6leges s = TEEI}FO % és a b(xq,y2) € [0,5;1] x [0,5;1]. Meg-
adhato gérbe A és B kozt az alabbi tengelyparhuzamos egyenes szakaszokbol,
melyek végpontjai sorra Sy, S5, .53, 5.

A= Si(x1;11), S2(21;0,5), S3(22;0,5), Sa(wa;y2) = B.

Mivel A és B pontokat tetszélegesen véalasztottuk, ezért a cstcsuknal érintkezd

négyzetek ivszeriien Osszefiiggnek, vagyis ez az alakzat Osszefiiggs.

4.3. N3{2...5,6,9}

Most nézziik az els6 példankat, mely esetén a konstrukcié masodik lépésében
latszik, hogy nem 0Osszefiiggd. Az attraktorban két komponens pontos tavolsa-
gat nehéz meghatéirozni, de tekintsiik a konstrukcié masodik lépését, ahol a 9-es
V2

négyzet helyén 1évs alakzat és az alakzat tobbi része kozti tavolsag 32, ami tobb,

mint nulla, tehat nem lehet Osszefiiggd.
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Ez példa arra is, hogy egy négyzetfraktal esetén, attol fliggetleniil is, hogy a
kiindulo alakzat Gsszefiiggd volt lehet, hogy az attraktor mar nem lesz az. Viszont
ha be tudjuk latni valamelyik 1épésben a nem Osszefiiggdséget, akkor kijelenthetd

az attraktorrol is, hogy nem Osszefiiggs.

4.4. N3{4,5,6}

A vizsgalt fraktal ez esetben az lesz, melynek a felosztas utan minden lépésben a
k6zépsG harom négyzetét hagyjuk meg.

Mikor a kiindul6 egységnégyzetet felosztjuk és végrehajtjuk az els6 néhany
lépést észrevehetjiik hogy az alakzat hossza nem valtozik, viszont magassiga min-

dig a harmadara csokken. Igy az alakzat tartani fogy az egy hosszt nulla magas

"téglalaphoz".
KovetkezG 1épésként vizsgaljuk az alakzat dimenzi6jat:
1
o og3 _q
log 3

Osszefiigg6ség tekintetében az alakzat dsszefiiggs. Mivel tudjuk hogy a konst-
rukcié soran mindig a kozépsé harmad marad meg, ezért az A = [0;0,5] pont
biztosan eleme lesz. Tovidbba, mivel a magassaga nulla, ezért az x tengely 0 pont-
jaban csak ez az egy érték lesz eleme. Ez minden b € [0, 1] pontrél elmondhato.
Minden A(x1;0,5), B(x2;0,5), x1, 22 € [0, 1] ponthoz pedig 1étezik az AB Gssze-
kot egyenes ennek minden pontja N3{4,5, 6}-nak is pontja.

A fraktal attraktora tehat egy szakasz lesz, és ennek minden tulajdonsaga is
megegyezik a szakaszéval. Barmely olyan N3 esetén, ahol hat négyzetet hagyunk
el az attraktor 1 dimenzios lesz.

Tovabbi szakaszt kapunk az N3{1,2,3}, N3{7,8,9} ezek az x tengellyel parhuza-
mos valamint az N3{1,4, 7}, N3{2,5,8}, N3{3,6,9} esetén is ekkor az y tengellyel
lesz parhuzamos, valamint atlos szakaszok lesznek az N3{1,5,9}, N3{3,5, 7} frak-

talok. Barmely mas esetben az alakzat nem lesz Osszefiiggd.

4.5. N3{4,6}

Ennél mar csak lépésenként két négyzetet tartunk meg. Induljunk ki az el6z6
példa attraktorabol és azt iteraljuk. Igy jo alakzatot kapunk ugyanis ezen feladat
attraktora részhalmaza lesz az el6z6 attraktoranak. Ha az egyenes kézéps6 harma-

dat minden lépésben elhagyjuk, akkor a mar kordbban vizsgalt Cantor-halmazt
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log 2

log3 0,63 lesz, ez

kapjuk meg. Ellenérzésként tekintsiik a dimenziojat, ami s =

pedig megegyezik a kordbban vizsgalt dimenzioval.

4.6. Osszefiiggdség meghatarozasa tetszéleges négy-

zetfraktalnal

Fliggbleges
oldaluknal
érintkeznek

Vizszintes oldalnal
érintkezés

Atlés Tikrozétt atlds
csticsuknal csuicsuknal
érintkeznek érintkeznek

4.3. 4bra. A 4.6.1. Definicid érintkezései

4.6.1. Definicié. Két komponenst dsszefiiggés szempontjabol rektifikdlhatonak

neveziink, ha:

1. Atlosan érintkeznek a cstcsaiknal és a kiindulo alakzatnak eleme az els6 és
az n’-ik négyzet, valamint a kiindulé alakzatban sszefiigg az els6 és n’-ik

négyzet.

2. Tiikrozott atlosan érintkeznek a cstcsaikndl és a kiindulé alakzatnak eleme
az n-ik és az n(n—1)41-ik négyzet, valamint a kiindul6 alakzatban 6sszefiigg

az n-ik és az n(n — 1) + 1-ik négyzet.

3. Fiiggoleges oldaluknal érintkeznek. Valamint az (1;n), vagy ((n+1)+1;2n),
..., vagy (n(n—1)+1;n?) négyzetek a kiindul6 alakzatnak elemei és Gssze-

fiiggnek a kiindulé alakzatban.

4. Fiiggoleges oldaluknél érintkeznek, és a kiindul6 alakzatban teljesiil az atlos
érintkezés. Tovabb4 legalabb egy, a kovetkezd négyzet parokbdl is eleme a
kiindulé alakzatnak (1;2n) vagy (n+ 1;3n) vagy ... (n(n—1)+1;n?). Az

oldalas érintkezés sarkos érintkezéssé alakul.

5. Fiiggoleges oldaluknal érintkeznek, és a kiindulé alakzatban teljesiil a tiikro-

zOtt atlos érintkezés és legalabb egy, a kdvetkez6 négyzet parokbol is eleme
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a kiindulo alakzatnak (1;2n) vagy (n+ 1;3n) vagy ... (n(n —1) + 1;n?).

Az oldalas érintkezés sarkos érintkezéssé alakul.

6. Vizszintes oldaluknal érintkeznek. Valamint az (1; n(n—1)+1), vagy (2; n(n—
1) + 2), vagy ..., vagy (n;n?) négyzetek a kiindul6 alakzatnak elemei és,

Osszefiiggnek a kiindulé alakzatban.

7. Vizszintes oldaluknal érintkeznek, és a kiindulo alakzatban teljestil az 4tlos
érintkezés és legalabb egy, a kdvetkez6 négyzet parokbdl is eleme a kiinduld
alakzatnak (2;n(n — 1) + 1) vagy (3;n(n — 1) +2) vagy ... (n;n*—1). Az

oldalas érintkezés sarkos érintkezéssé alakul.

8. Vizszintes oldaluknal érintkeznek, és a kiindulo alakzatban teljesiil a tiikro-
zOtt atlos érintkezés és legalabb egy, a kévetkez6 négyzet parokbol is eleme
a kiindulo alakzatnak (1;n(n — 1) 4+ 2) vagy (2;n(n — 1) + 3) vagy ...

(n — 1;n?). Az oldalas érintkezés sarkos érintkezéssé alakul.

Szomszédos
komponens

=Y

Komponens

Komponens

Szomszédos
komponens

4.4. dbra. Komponensek kozti érintkezés Filigg6leges és Vizszintes esetben

A definici6 szemléltetéséhez tekintsiik a 4.4-es abrat, melyen az lathato, hogy
két komponens mikor lesz Osszefiiggé és miért. A piros eset amikor szemkozti
négyzetek vannak, a kék és zold pedig az elcsusztatott eset, figyelve ra hogy az

atlos vagy tiikrozott atlos érintkezés is teljesiil.
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4.6.2. Definicié. Redukdlt gorbe a k-ik szinten: az a gorbe, amely minden négy-

zetet maximum egyszer érint, és minden korabbi szinten is redukélt gorbe volt

4.6.1. Lemma. Minden dsszefiiggd négyzetfraktdalban a k-ik szinten van redukdlt

gorbe.

Bizonyitas. A k-ik szinten véges sok négyzet van, tehat két pontot Osszekotd
gorbét tartalmazo négyzet is véges sok van, ha kikotjiik, hogy egy négyzetet
egyszer érinthet.

Az els6 szinten nyilvanval6an van redukalt gorbe. A mésodik szinten nézziik
azokat a gorbéket, amelyek komponensen beliil az el6z6 lépésbeli egyik redukalt
gbrbe kicsinyitései. Tekintsiik ezek koziil az Osszeftizhetd elsé szinten redukalt
gorbéket,majd alkossunk meg egy méasodik szinten redukalt gorbét. A harmadik

szinten ez hasonloképpen elmondhato, és igy eljutunk k-ig. [J

4.6.3. Tétel. Ha eqy N,, négyzetfraktal, melynek az IFS-e nem tartalmaz forgatdst

osszefiiggd, akkor fvszeriien is dsszefiligqgd.

Bizonyitas.

Tvszertien Gsszefiiggs = Gsszefiiggs, ez kovetkezik az ivszertien Osszefiiggdség
definici6jabol.

Tekintsiik az N,, 0sszefiiggs négyzetfraktal két pontjat. Vegyiik az elsG 1épés-
ben az 6sszes redukalt gorbét a két pont kozott. Hagyjuk el azokat, amelyek mar
nem elemei a masodik 1épésnek, igy tovabbra is redukalt gérbéket kapunk.

A lemma alapjan a k-ik lépésben létezik redukalt gorbe a két pont kozott,
mivel IV, Gsszefliggé minden iteracios lépésben. Tekintsiik a (k + 1)-ik lépést, és
hagyjuk el a k-ik 1épésben taldlt redukalt gorbesereg azon tagjait, amik méar nem
elemei a (k + 1)-ik lépésnek.

Ezzel belattuk hogy barmely két pont kdzott megadhato redukalt gérbe, vagyis

ivszertien Osszefiiges. [

4.6.4. Tétel. Az N, tetszbleges négyzetfraktdl ivszerien dsszefliggd, ha a kiinduld
alakzat dsszefliggd gy, hogy két komponens kozt akkor van dsszefiiggdség, ha azok

dsszefiiggés szempontjdabol rektifikdlhatoak.

Bizonyitas. Ha N, kiindul6 alakzata Osszefiiggé volt, akkor az onhasonlosag
miatt a zsugoritas soran a keletkezd komponensek is osszefiiggéek lesznek. Ha két

komponensnél az Gsszefiiggéség amiatt nem valtozik, hogy teljesiil
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4.5. dbra. N3{2...9}, N3{1...5,6,9}, N3{2...5,6,9} harmadik iteracioja

1. az atlos érintkezés, akkor a két keletkezd komponens bal felsG és jobb also
sarka érintkezik, ezt pedig korabban belattuk, hogy elegendé az 6sszefiiggs-
séghez, és mivel a komponensen beliil volt gorbe barmely két pont kozott,

ezért a két komponens kozt is lesz it barmely két pont kozott.

2. a tikrozott atlos érintkezés, akkor az 1.-es eset itt is elmondhat6 azzal
a kiilonbséggel hogy ebben esetben a jobb fels§ és bal alsé négyzeteken

keresztiil vezet a gorbe.

3. a vizszintes vagy fiiggsleges oldalnal érintkezés, akkor a két komponens kdzt

lesz 1t, mivel keletkezik két oldalasan érintkezé komponens.

Ezzel lefedtiik az Osszes lehetséges esetet, és elégséges feltételt biztositottunk a

forgatast nem tartalmazo négyzetfraktal osszefliggdségéhez. [

4.6.2. Lemma. Bdrmely N, kiindulo alakzatdbol hdrom megfeleld négyzetet el-

hagyva nem 0sszefiiggd alakzatot kapunk.

Bizonyitas. Tetsz6leges N,-et véve, ha a kiindul6 alakzatban nem szerepelnek
az n? — 1,n(n — 1),n(n — 2) négyzetek, de szerepel az n’-en kiviil legalabb egy

2 négyzet izolalt lesz.

négyzet, akkor az alakzat nem lesz Osszefiiggd, mivel az n
Erdemes megemliteni, hogy akkor sem lesz Gsszefiiggs az alakzat, hogyha az egyik
sarok négyzetet és a vele szemkozti sarokban lévé négyzetet oldalasan hatarolo
négyzeteket hagyjuk el. Ilyenkor ugyanis nem teljesiil az atlos vagy a tiikkrozott

atlos osszefiiggoség. [

4.6.5. Tétel. Egy nem dsszefiiggd IF'S-0 négyzetfraktdl az iterdcio harmadik lé-

pésétdl kezdve nem dsszefliggd.
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komponensek az
(n-1)-ik lépésben

Kell a 3. pont
teljestiléséhez

komponensek az
(n-1)-ik lépésben

Kellenek a 4. pont
teljesiiléséhez

Komponensek az
n-ik
|épésben

Komponensek az
n-ik lépésben

L L LT

4.6. dbra. 3. és 4. pont teljesiilése

Bizonyitas. Tegyiik fel hogy az alakzat Osszefiiggfsége az n-ik lépésben sziinik

meg, és n > 2. Tekintsiik azt az esetet, hogy vizsgaljuk a kovetkezd két esetet:

1. eset: két komponens sarkai kozt sztinik meg az SsszefiiggGség.
Mivel az (n — 1)-ik lépésben még 6sszefiiggd volt, tehat a komponenseken
beliil 6sszefiiggd. Ez azt jelenti, hogy egy cstcs érintkezés sztint meg két
komponens kozott, tehat egyik, vagy mindkét négyzet hianyzik a kompo-
nensek sarkaibol, ahol kordbban érintkeztek. Ez akkor lehetséges, ha a meg-
felelg atlos, sarokban 16v6 négyzetek nem részei a kiinduld alakzatnak. Ez
nem lehetséges, ha ugyanazt a két komponenst tekintjiik, akkor az érintkezd
sarok négyzetek nem lehettek értelmezve, ezek ugyanis nem voltak részei a
kiindulé alakzatnak sem, és feltettiik hogy az n-ik lépésben sziint meg. Ez

viszont hamis, ugyanis a masodik 1épéstsl ez nem lehetett Gsszefiiggs.

2. eset: két komponens oldala mentén sziinik meg az Gsszefiiggség. Mivel az
(n — 1)-ik lépésben még Gsszefiiggd volt ezért a két komponensen beliil
a négyzetek vagy sarkosan, vagy oldalasan érintkeztek. A sarkos érintkezés
ugy allhat el, ha nem teljesiil a 3. vagy 6. oldalas érintkezés feltétel, viszont
mivel feltettiik hogy nem Osszefiiggéek az n-ik 1épésben, ezért a 4.,5.,7..8.
feltételek valamelyikébdl a megfelels atlos, vagy tiikrozott atlos érintkezés
sem teljesiil.
Tekintsiik az (n — 1)-ik lépésben a komponensek kézott oldalasan érintkezd
négyzetek esetét, vagyis az 3. vagy 6. pontja teljesiilt a definicibnak. Ha

viszont teljesiil akkor értelmezve van a komponensek kozti 0sszekottetés az
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n-ik 1épésben is, ha pedig nem tesz eleget az 3. vagy 6. pontnak akkor az
(n — 1)-ik lépésben sem lehetett Gsszefiiggd, tehat a feltevés hamis volt.

Tekintsiik a masik esetet amikor a komponensek kozti érintkezést benniik
két sarkosan érintkezd négyzet adja. Ez tgy allhatott elS, hogy a 4.,5.,7.,8.
koziil teljesiil valamelyik és az 3., 6. nem. Mivel az n-ik 1épésben ez az
Osszefligges megsziint, vagyis az 4tlos érintkezés feltétele (1.,2.) nem teljesiil.
Ez viszont a 2. 1épésben meg kellett hogy toérténjen, mivel az elsé 1épésben
az oldalas érintkezés a komponensek kozt sarkossa "alakul", majd mivel ez

nem teljesiil a masodik 1épésben meg is sziinik.

Tehat nem sztinhetett meg az n > 2-ik 1épésben. Ezzel belattuk az allitast.
O
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