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Bevezetés

Az eddigi életem soran, melyet nem Kkis részben a kiilonb6z6 oktatasi intézmé-
nyek és a versenyzés hatarozott meg, rendszeresen foglalkoztam problémamegoldas-
sal, bizonyitassal és jatékokkal. Kozoktatasban toltétt éveim alatt gyakran jartam ma-
tematikaversenyekre, illetve versenyszeriien sakkoztam. Azt gondolom, akkoriban
szerettem meg a jatékokat és a problémamegoldast. Most az egyetem mellett személyi
bankarként dolgozom, és ligyfelek problémait forditom le a matematika nyelvére, ol-
dom meg, majd ,,bizonyitom” nekik, hogy ez szdmukra az optimalis megoldas. Tehat
a jaték, a problémamegoldas €s a bizonyitds mind meghatarozé szerepet toltenek be az
életemben.

Amikor ennek a dolgozatnak a tém4jat kerestem, az lebegett a szemem el6tt,
hogy miként tudnam a matematika szamomra legérdekesebb teriileteit ugy bemutatni,
hogy az mindenki szdmara érdekes lehessen. E10szor a sakk jutott eszembe. Persze az
is eszembe jutott, hogy a diakok korében a sakk sem sokkal népszeriibb, mint a mate-
matika. gy jutottam el a matematikai jatékok témakoréhez. Arra gondoltam, hogy
ahogy engem a sakk ranevelt a problémamegoldasra, ugy talan masoknak is hasznos
lehet a kiilonbozo jatékok, kiillonbdzé modszerek megismerésére.

Dolgozatom célja tehat az lett, hogy a problémamegoldas €s a bizonyitas kii-
16nb6z6 modszereit jatékos modon, jatékok, fejtord feladatok segitségével, szemléle-
tesen mutassam be. Célom, hogy egy olyan anyagot hozzak létre, melyet akar egy is-
kolai tanoran vagy tehetséggondozo szakkoron is jol lehet alkalmazni, de emellett ki-
tekintés is nyujt az egyetemen targyalt ,,magasabb” matematikai témak felé is.

Dolgozatom legelején a matematikai jatékkal kapcsolatos legfontosabb alapfo-
galmakat, definiciokat tisztazom. Az elsd nagy fejezetben a problémamegoldas heu-
risztikus elveit mutatom be, matematikai jatékok és érdekes matematikai feladatok se-
gitségével. A masodik nagy rész harom alapvetd bizonyitasi modszer: a direkt, az in-
direkt és a teljes indukcios bizonyitas bemutatasat tartalmazza.

A jatékok, illusztraciok kozott lesznek mas forrasbol szerzett, illetve sajat jaté-
kok is. Néhany olyan példat is fogok hozni, ahol nem kifejezetten a jatékossag, hanem
a szemléletesség lesz a 1ényeg, hiszen a cél tulajdonképpen az érdeklddés felkeltése, a

figyelem megragadasa.



1. Alapfogalmak, definiciok

Ebben a fejezetben, mint azt a bevezetében is emlitettem, a témahoz kapcso-
16d¢6 legfontosabb alapfogalmakat és definicidkat mutatom be, ezeket fogom hasznalni
a kovetkezo fejezetekben. A Matematika BSc tantervében szerepld kurzusok tananya-
ganak részét képez0, ott szamonkért tételek és definicidk bemutatasatol illetve bizo-
nyitasatol eltekintek.

Mindezek el6tt érdemes leszogezni a matematikai jatékok néhany sajatossagat.
A matematikai jatékok jellemzdje, hogy a jatéknak csak elére meghatarozott szamu,
egymastol jol megkiilonboztethetd, diszkrét allapota lehet. Ezeket allasoknak hivjuk,
a jatekosok egy lépés soran az adott allasbol egy masikba lépnek, vagy passzolnak,
azaz atadjak a 1épés lehetdségét az ellenfélnek. A jaték lehet egy vagy tobbszemélyes.
Ha tobbszemélyes jatékrol van szo, akkor a jatékosoknak felvaltva van lehetdségiik
1épni. Azt a jatékost, aki el0szor 1éphet, kezdo jatékosnak hivjuk. A jatékban altalaban
aznyer, aki azutolso érvényes 1épést meg tudja tenni, tehat aki nem tud érvényes 1épést
tenni, az veszit. A matematikai jatékok vizsgalata soran mindig azt feltételezziik, hogy
a jatékosok a jaték soran nem hibaznak, vagyis ha van nyer0 stratégiajuk, akkor azt

végre is hajtjak.

Definiciok:

e Allapotgraf: Olyan speciélis graf, melynek cstcsai a jaték lehetséges allasai, azaz
allapotai, élei pedig a jaték szabalyainak megfeleld 1épések.

e Riékovetkezd: Egy A allas rakovetkezoje B allas, ha a jatékban egy 1épésben el tu-
dunk jutni A-bol B-be, tehat az allapotgrafban benne van az (A, B) él.

o Véges jaték: Egy jaték véges, ha véges 1épésszam alatt le Iehet jatszani.

e Nyero0 stratégia: Olyan kezd6lépés, illetve reakcidk sorozata, mely segitségével az

ellenfél barmely stratégiaja esetén biztos a gydzelem.

e Vesztes allas: Olyan allés, ahol a soron kovetkezd jatékos nem tud nyerd stratégiat
kidolgozni, vagyis az allapotgrafban minden rakovetkezd az ellenfél szdmara nyer-
tes allas.

e Biztonsagos stratégia: Olyan stratégia, melynek elsddleges célja a vereség elkerii-

1ése, oly modon, hogy soha nem 1épiink vesztes allasba.

e Passz: A jatékos atadja a 1épés jogat a masik jatékosnak, ha van ilyen lehetoség.



Nyertes allas: Olyan allas, ahol az allapotgrafban minden rakdvetkez6 az ellenfél
szamdra vesztes allés.

A jaték grafja: Abban az esetben, ha a jatékot valamilyen tablan vagy palyan lehet
jatszani, akkor ebbdl graf képezhetd. A mezdk legyenek a graf pontjai, és két pont
kozott legyen €, ha a jaték szabalyai szerint a két mez6 kozott valamilyen kapcesolat
van. Ez a kapcsolat lehet olyan, hogy az egyik mez6rdl a masikra lehet 1épni (pl.
sakk), vagy olyan, hogy a jaték célja, hogy egymassal kapcsoltban 1évé mezdket
foglaljunk el (pl. minimalom).

Allitasok, megallapitisok:

Véges jaték allapotgrafjaban csak irdnyitott élek lehetnek, mégpedig gy, hogy a
grafne tartalmazzon iranyitott kort. Ellenkezo esetben ugyanis az adott kor mentén
végtelen sokaig Iehetne jatszani a jatékot.

A nyer0 stratégia meglétének alapvetd feltétele, hogy minden 1épésben tudunk az
ellenfél szamara vesztes csticsba 1épni az allapotgratban, igy az ellenfél csak a sza-

munkra nyertes csucsba 1ép.

Fontosnak tartom itt is leszogezni, hogy a dolgozatban nem kizarolag matema-

tikai jatékokat fogok hasznalni az elvek, modszerek bemutatasara. Lesznek nem véges

vagy nem diszkrét jatékok, lesz olyan jaték is, melynek csak egy szerepldje van. Egyes

illusztraciokhoz pedig jatékos feladatokat fogok elemezni.



2. A probléma és a problémamegoldas fogalma

Problémanak az olyan feladatot nevezziik, melynek megoldasa a probléma-
megold6 szdmara nem egyértelmii, azaz megoldasdhoz meglévd ismereteinek egyiittes
alkalmazasara, vagy 0 ismeretek szerzésére van sziiksége. A probléma megoldasahoz
szlikség van tobbek kozott sajat otletekre, sejtésekre, eljarasokra, gondolkodasi gatak
atlépésére. Fontos a mar meglévo ismeretek dsszekapcsoldsa, az a matematikai latas-
mod, mely segitségével egy nagy képben latjuk az egész tudasunkat. A problémameg-
oldas egyik motorja lehet a heurisztikus elvek adekvat alkalmazasa is.

Polya Gyorgy 4 probléemamegoldas iskoldaja 1. [6] ciml konyvében Descartes
egyetemes problémamegoldas modszerét igy mutatja be nagy vonalakban:

(1) Minden problémat vezessiink vissza matematikai problémara.
(2) Minden matematikai problémat vezessiink vissza algebraira.
(3) Minden algebrai problémat vezessiink vissza egyetlen egyenlet megoldasara.

Ma mar tudjuk, hogy ez a médszer nem alkalmazhatdé minden problémara, vagy
csak egyszerlien nem érdemes minden problémdara ezt a megoldasmenetet erdltetni.
Polya egy sokkal altalanosabb folyamatként irja le a problémamegoldast:

(1) A feladat megértése: Mit keresiink? Milyen adatokbol tudunk kiindulni?

(2) Tervkészités: Hasonlit-e mas feladatra? Mit lehet az adatokbol kiszamolni?

(3) A terv végrehajtasa: Lépések végrehajtasa és ellenérzése.

(4) A megoldas vizsgalata: Ellendrzés, alternativ megoldasok keresése.

A terv alapvetden harom f6 mddszer mentén tud kialakulni, ezeket probléma-
megoldasi stratégiaknak hivjuk:

(1) Céliranyu okoskodas: A feladat altal megadott, vagy mar ismert allitasokbol kiin-

dulva koztes allitasok sorozatan keresztiil jutunk el a célhoz, megoldashoz.

(2) Forditott iranya okoskodas: A megoldas vagy cél ismeretében, abbodl visszafelé
haladva keresiink koztes allitasokat azzal a céllal, hogy a kiindulasi feltételekhez,
vagy bizonyitottan igaz allitashoz jussunk.

(3) Szisztematikus probalkozas: Konkrét esetek vizsgalataval jutunk el a célhoz.

Ezeket az alapvetd stratégidkat természetesen meg kell tolteni tartalommal,
kellenek elvek, modszerek, melyek segitségével tudunk egyet, vagy tobbet 1épni az
allitasok sorozataban. A kovetkezo fejezetben ezeket a heurisztikus elveket fogom be-

mutatni illetve illusztralni, foként matematikai jatékok segitségével.



3. Problémamegoldasi médszerek bemutatasa

3.1. A probléma visszavezetése egy ismert problémara

Az egyik legalapvetdbb modszer, gyakorlatilag legalabb hallgatolagos modon
minden esetben alkalmazzuk. Ez a médszer példaul egyenldtlenségeknél, egyenletek-
nél nagyon jol alkalmazhato, azzal a céllal, hogy ekvivalens atalakitasokon keresztiil
eljussunk egy ismert és bizonyitott formuldhoz. A matematikai jatékoknal is nagyon
hasznos ez a megkozelités, mely ugy is felfoghato, hogy a jaték allapotgrafjaban a

kiindulasi ponttol eljutunk egy ismert nyerd allashoz.

A modszer bemutatasara a 100-as szamlétra jatékot valasztottam, melyet az
Elemi matematika példatar tandaroknak jegyzet 1.1. fejezete alapjan targyalok. Majd
egy egyszerlibb, sajat valtozatot is bemutatok, allapotgrafjanak segitségével.

Azalap jaték igy néz ki: ,, Ketten jatszanak egymas ellen, Elsé és Masodik. Elso
mond egy 1 és 10 kozotti szamot (beleértve a hatarokat). Masodik ehhez hozzaad egy
1 és 10 kozotti szamot, és kozli az eredményt. Ezek utan mindig az aktudlis eredmény-
hez adnak hozza felvaltva egy 1 és 10 kézotti szamot, az nyer, aki vegiil kimondja a
100-at. Kinek van nyerd stratégiaja?” [3]

A probléma tehat adott, nyerd stratégiat kidolgozni a jatékhoz. Lathato, hogy
itt a forditott irdnyu okoskodds lesz a célravezetd, azaz olyan allast keresek, ahol az
ellenfél a 1épésétdl fliggetleniil vesztes allasba keriil. Kénnyen beldthato, hogy ilyen
allas példaul, ha el tudok jutni a 89-hez. Ekkor gyakorlatilag visszavezettem a problé-
mat egy konnyebb problémara, hiszen a 89 kdzelebb van a nulldhoz, minta 100. A cél
persze az lenne, hogy 1 és 10 kozotti célszamra vezessem vissza a problémat, mert
akkor az els6 1épésben nyerd allashoz jutok és kész a nyero stratégia.

Ahhoz, hogy a 89-et el tudjuk érni, meg kell talalni az el6tte 1év6 hasonlo tu-
lajdonsagt szamot. Ez a 78 lesz, és ezt a modszert tudjuk folytatni: 67, 56, 45, 34, 23,
12, 1 lesznek az ellenfél szamara vesztes allasok, ahova 1épni érdemes. gy a probléma
egészen odaig visszavezethetd, hogy az elso jatékosnak 1-et kell mondania, és utana
az ellenfél minden 1épését ki kell egészitenie 11-re. Ezt meg tudja tenni a kezdo jaté-
kos, tehat nyer6 stratégiaja van a jatékhoz, melyet gy talaltunk meg, hogy minden

Iépésben egy ismert nyerd allasra vezettiik vissza a problémat.



Modositsuk egy kicsit a jatékot! Az el6zd jatékot jatsszuk, azzal a kiilonbséggel,
hogy az veszit, aki kénytelen legalabb 100-at mondani. [3]

A jaték gyorsan visszavezethetd arra, hogy az nyer, aki kimondja a 99-et. Ez
pedig mar nagyon hasonlit az el6z6 jatékra, csak minden szam el van tolva eggyel.
Vesztes allas lesz a 88, 77, 66, 55, 44, 33, 22, és a 11. Tehat az els0 vesztes allas a
nulla lesz, igy az el6z0 jatékkal ellentétben nem tud nyerd stratégiat kidolgozni az els6

jatékos, a masodik jatékos fog nyerni.

Nézziink egy masik modositast! Az alap jatékot jatsszuk azzal a modositassal,
hogy a jaték soran a két jatékos dsszesen egyszer passzolhat. [3]

Itt is az a cél, hogy visszavezessiik a problémat az eredeti jatékra. Ha valame-
lyik jatékos részérdl megtortént a passz, akkor maris az alap jatékban vagyunk. Tehat
egyértelmii, hogy az elsd jatékos nem passzolhat rogton, mert akkor masodik valik
kezddvé és van nyertes stratégiaja. Sot, az elso jatékos az alapjatékban szamara jo, az
ellenfélnek vesztes szamokat sem mondhatja, mert akkor a masodik passzol, és ezzel
az keriil nyerd allasba. Ezt a helyzetet tudja kihasznalni a méasodik jatékos, €s az el6z6
két jaték nyertes stratégiait 6tvozve tud nyerni. Ugyanis elsé mddositasban latottaknak
megfelelden az alapjatékban az ellenfél szdmra vesztes szamoknal eggyel kisebbet
mond, amig az elsé jatékos nem 1ép e szamok egyikére, vagy nem passzol. Ha ezek

kozil barmelyik megtorténik, akkor a fent leirtaknak megfeleléen a masodik jatékos

crer

Lathato, hogy egy jatékon beliil, illetve a kiilonbo6zd jatéktipusok esetén is a
nyer0 stratégia kulcsa, hogy mar ismert problémara vezetjiik vissza az 0j problémat.
Ez a mddszer a jatéktipus allapotgrafjaval is jol szemléltethetd. Mivel az alapjaték al-
lapotgrafja tobb, mint 100 cstcsu lenne, tobb mint ezer éllel, ezért egy egyszeriibb
valtozatot mutatok be, ahol a 10-hez kell eljutni kisebb 1épésekkel.

Legyen a jaték a kovetkezd: Ketten jatszanak egymas ellen, nullatol indulva
felvaltva valaszthatnak az 1,2 és 3 szamok koziil, melyek hozzaadodnak az addigi 6sz-
szeghez. Az nyer, aki hamarabb eljut a 10-hez.

A jaték allapotgrafja az 1. abran lathat6. Sarga szinnel jeloltem a nyertes alla-
sokat, tehat ahova a kezd6 jatékosnak érdemes lépnie, mert az a masodik szamara az

vesztd allas. Lathatd, hogy az eredeti jatékhoz hasonloan, itt is a kezdo jatékosnak van



gyOztes stratégiaja, a graf élei mentén visszavezethetd a probléma egészen az elso 1¢é-
pésig. Itt az 4dbra segitségével az Osszes lehetséges jatékmenetet ellendrizhetjiik, egy

bonyolultabb graf mar inkabb csak szamitogépes alkalmazas soran lehet hasznos.

1. abra: Az egyszertsitett jaték allapotgrafja

Azt gondolom, érdemes roviden attekinteni a jatékot n célszam és k megenge-
dett maximalis 1épéshossz esetén. A nyerd stratégia kulcsa minden esetben, hogy el
tudjon jutni a jatékos az n-k-1 szamra. Az ehhez vezet6 Gt mindig az (n-1)-t(k+1) alaka
mezOkon at vezet, ahol t természetes szdm. Ha a nulla eldall ilyen alakban, akkor a
masodik jatékosnak van nyerd startégiaja, minden mas esetben az elsének.

Tovabbi meggondolast igényel, hogy mi a helyzet, ha t db passzolasi lehetdség
van a jaték sordn. Koénnyen belathato, hogy ha t pdros, akkor semmi sem valtozik,
hiszen az alap jatékban nyer0 stratégiaval rendelkez0 jatékosnak annyi a feladata, hogy
jatssza a nyerd stratégiat, és ha az ellenfél passzol, akkor arra passzal valaszoljon. Ha-
sonldo modon belathato, hogy ha s pdratlan, akkor a stratégia ugyanaz, mintha 1 passz

lenne Osszesen.



3.2. Analéogia

Polya Gyorgy Indukcio és analogia cimli konyvében az analogiat a hasonlosag
egy fajtajanak, hatarozottabb fogalmi szintjének nevezi. A pontosan megfogalmazott
Polya-féle definici6 igy hangzik: ,,Két rendszer analog, ha megfeleld részeik vildgosan
megfogalmazhat6 kapcsolataikban megegyeznek.” [8]

Az analdgian alapul6 problémamegoldas 1ényege hasonl6 az el6z6 fejezetben
targyalt modszerhez. Itt azt kell észrevenni, hogy az ismeretlennek tiind probléma va-
l6jaban egy mar ismert probléma, csak mas kontdsben. Tehat ha az el6ttiink allo prob-
léma analdg egy mar ismert problémaval, akkor a megoldasi médjuk is teljesen ha-
sonlo lesz.

Matematikai jatékoknal az analogia az allapotgrafokra, vagy a jatek grafjara
vonatkozdan is értelmezhetd. Egy jatékot analdognak tekintiink egy masik jatékkal, ha
allapotgrafja izomorfa masik jaték allapotgrafjaval. Ekkor természetesen a nyerd stra-
tégia is ugyanaz a két jatékban, tehat elég az egyik jatékra kidolgozni azt. Ha az egyik
jatek grafja izomorf a masik jaték grafjaval, vagy annak dualisaval, akkor mindenképp
érdemes analogiat keresni. Ennek illusztralasara a minimalmot és néhany azzal analog
jatékot fogok bemutatni, Csakany Béla Diszkrét matematikai jatékok cimii konyve [2]

alapjan.

A kozismert, 24 pontbol allo grafon jatszhatdé malom egyszertisitett valtozata a
minimalom. A jaték grafja a 2. abran lathatd. A jaték menete teljesen hasonld a ma-
loméhoz, azzal a kiillonbséggel, hogy itt csak 4-4 babut tesznek le a jatékosok, és aki
malmot csinal, az maris nyer. A jaték papiron, vagy akar csak siman a porba rajzolva

egy 3x3-as négyzetracson is jatszhato, két kiilonbozo jel hasznalataval (3. abra).

2. abra: A minimalom grafja 3. abra: A jaték masik formaja



A minimalom jatékban nagyon egyszer(i a biztonsagos stratégia. Mindossze el
kell keriilni a 3. abran is lathat6 ,.kettds fenyegetést”. Konnyen belathato, hogy elég a
k6zépsé mezodre 1épni, ha a kezdd jatékos nem 1ép oda, ha pedig odalép, akkor vala-
melyik sarokba kell 1épni. A tovabbi 1épések egyértelmiiek, a kozvetlen egyszeres fe-

nyegetésekre kell reagalni, vagy malmot kell csinalni, ha engedi az ellenfél.

Tekintslik a kovetkezo jatékot: Az 1,2,3,4,5,6,7,8,9 szamjegyek koziil két jate-
kos felvaltva valaszt egyet-egyet, a mar valasztott szamokat nem lehet még egyszer
valasztani. Az nyer, akinél van harom olyan szam, melyek ésszege 15. [2]

Az 4. abran lathato, hogy a minimalom mezdit meg lehet szamozni ugy, hogy
a szamok blivos négyzetet alkossanak, vagyis minden sorban, oszlopban és atloban 15
legyen a szamok dsszege. Tehat aki egy sorban, oszlopban vagy altoban az dsszes sza-
mot megszerzi, az gy6z a jatékban, ugyanis semelyik masik szamharmas 6sszege nem
15. A jaték tehat analog a minimalommal, a két jatékban a biztonsagos stratégia meg-
egyezik. Szerintem a minimalom esetében sokkal konnyebb megtalalni ezt a stratégiat,

ezért fontos az analdgia felismerése.

4. dbra: A szamozas 5. abra: A blokad grafja

A blokad nevi jatékot a minimalom grafjanak dualisan (5. édbra) jatsszak. A
dualis kifejezést itt olyan értelemben hasznalom, hogy a metszéspontok és az egyene-
sek szerepét cseréljiik fel. 4 pontok varosoknak, az egyenesek utaknak felelnek meg. A
jatékosok felvaltva lépnek, egy lépés soran lezarhatnak egy tobb ponton datmend, teljes
utat. Az gyoz, aki eldszor zar koriil egy teljes varost. [2]

A négy varoson atmend egyenes felel meg a k6zépsé mezdnek, a harom vérost
tartalmazo egyenesek a sarkoknak, a két varost tartalmazok pedig a maradék négy me-

zOnek. Belathato, hogy a blokad biztonsagos stratégidja megegyezik a minimaloméval.
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Szintén a minimalommal analog jaték, ha 9 elére megadott szobol valasztanak
felvaltva a jatékosok, és az nyer, akinek hamarabb van 3 olyan szava, melyekben van
kozos betii. [2] A megadott szavak jellemzdje, hogy 3-3 koziiliik tartalmaz olyan kdz6s
betiit, melyet semelyik masik nem. A 6. abran lathat6 9 sz6 sajat gytijtésem, és teljesiti
ezeket a feltételeket.

Ha ezeket uigy rendezziik el, mint az 4bran, hogy az azonos betit tartalmazo
szavak egy sorba, oszlopba illetve atlora keriiljenek, akkor a minimalomhoz tettiik ha-
sonlova a jatékot. Ha egy sorban, vagy oszlopban, vagy atloban 1év6 0sszes szot meg-
szerezzik, akkor nyeriink. Ha az ellenfelet ebben megakadalyozzuk, akkor elkeriiljiik
a vereséget. Lathato, hogy a biztonsagos stratégia ugyanaz, mint a minimalom eseté-
ben. igy, az abra segitségével konnyen tudunk ilyen stratégiat talalni a megadott sza-

vakra.

ODAI NINI RICK

ALA | NORA | VAK

TAR TNT TOK

6. abra: Jaték a szavakkal

Véleményem szerint az Osszes itt bemutatott minimalommal analog jatékra
igaz, hogy a biztonsagos stratégidjukat konnyebb ugy megtalalni, ha a minimalomét
keressiik meg, ¢és ,,azt forditjuk le az adott jaték nyelvére”. Problémamegoldéasnal ha-

sonloan hatékony mddszer lehet az analégia.
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3.3. Transzformacio

Problémamegoldas soran transzformaciot alkalmazunk, amikor egy problémat
atfogalmazunk a matematika egy masik teriiletéhez tartozo — példaul algebrai, szam-
elméleti vagy geometriai — problémava. A modszer hasonlo6 az analdgidhoz, a 1ényeg,
hogy egy nehezen atlathatd probléma helyett egy atlathatobb, konnyebben kezelhetd

problémahoz jussunk.

A moédszer bemutatasahoz el0szor kozismert jatékos, sakktablaval kapcsolatos
feladatokat fogok felhasznalni. Ezek koziil az elsO: Legfeljebb hany huszart lehet ugy
elhelyezni egy szabadlyos sakktablan, hogy ne iissék egymast?

A megoldas (7. dbra) ismeretében mar nem tlinik nehéznek a probléma, azonban
probalgatassal hosszadalmas lehet j6 eredményre jutni, illetve tovabbi meggondolést
igényel annak a bizonyitasa, hogy tényleg nem lehet tobb mint 32 huszar a tablan a fel-
tételeknek megfeleléen. Ezt az indirekt bizonyitasrol szolo részben targyalom.

A feladat egyik legegyszerlibb megoldasa transzformacio segitségével lehetsé-
ges: at kell fogalmazni a problémat grafelméleti problémava. Tekintsiik a sakktablat
egy olyan grafnak, melynek pontja a mezdk, és koztiik akkor van ¢l, ha a huszar az
egyik mezordl a masikra tud 1épni. Ekkor a feladat igy fogalmazhaté6 meg: Mennyi

ebben a grafban a fiiggetlen pontok maximalis szama?

2Al2 B2 N2 B

7.4bra: 32 huszar egy 8x8-as tablan

Mivel a huszar minden Iépése soran ellentétes szinii mezdre 1€p, ezért szamara
a sakktabla egy paros graf, melyben az egyik pontosztaly a fehér, a masik a sotét me-
z6k halmaza. Mivel egy osztalyon beliil nincs €1, ezért a fliggetlen pontok maximalis
szama az osztalyok elemszamanak maximuma, azaz 32. Igy trivialisan latszik, hogy

ennyi huszart tudunk elhelyezni a tablan és tobbet nem.
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Szintén huszarokrol és a hozzajuk tartozé grafrol szol a kovetkezo feladat. Be
tudja-e ugy jarni egy huszar a sakktablat, hogy minden mezdt pontosan egyszer érint-
sen, és végiil a kiindulasi mezore érjen vissza?

A valasz az, hogy igen, de egyéb otlet hijan itt is rengeteg probalgatasra lenne
sziikség, hogy talaljunk egy ilyen bejarast (8. abra [1]) és ezzel bizonyitsuk az allitast.
Viszont a transzformacio itt is segit, ugyanis a problémaval ekvivalens grafelméleti
probléma egy tétel segitségével megoldhatd. Az el6z6 feladatbol tudjuk, hogy a tabla
egy olyan paros grafa huszar szamara, melynek mindkét pontosztalyaban 32 pont van.
Az a kérdés pedig, hogy bejarhato-e egy graf oly modon, hogy minden pontban egy-
szer jarunk, a grafelmélet nyelvén a Hamilton-kor 1étezésére kérdez ra. Van-e Hamil-
ton-kor egy olyan paros grafban, melynek mindkét pontosztalyban 32 pont talalhato?

EE] 58 EX) 52 EBY 56 EX 46
0 [ 32 [ 35 [ 30 3
‘59 2 40 8 53 X3 47 [}
50 FY 60 EXY 48 EE) 54 EX)
61 pR 11 3 B o
m15n21m17n27i
23313 25 2 19 EX
14 JBY 22 2] 20 [l 26 R

8. abra: A tabla bejarasa huszarral

A valaszt a kovetkezo tétel adja meg: Egy K(n,m) paros grafban akkor és csak
akkor létezik Hamilton-kor, ha n=m. Mivel itt a két pontosztaly azonos elemszamu,
tudjuk, hogy biztosan van Hamilton-kor a grafban, azaz a huszar be tudja jarni a tablat
a fent kikotott modon. Ez a tétel nem segit a megfeleld bejaras megtalalasaban, viszont

biztositja, hogy nem haszontalan prébalkozni vele.

Az utolsé sakktablas feladat a bastyakrol szol. Legfeljebb hany bastyat lehet uigy
elhelyezni egy szabalyos sakktablan, hogy ne iissék egymast?

Erre a kérdésre elemi tton is konnyti jo valaszt adni. Latszik, hogy ha az egyik
nagyatlon helyezziik el a bastyakat, akkor az egy j6 megoldas, nem {itik egymast és az a
megérzésiink, hogy nem is fér el tobb (skatulyaelv). Ezt a grafelméleti meggondolas is
alatimasztja, hiszen a bastyak szamara egy sakktabla minden oszlopa egy teljes részgraf,

vagyis egy oszlopban 1-nél, sszesen 8-nal tobb bastya nem lehet a tablan.
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Szintén a grafelmélet segitségével elemez-
het6 a kovetkezo jaték, mely az Elemi matematika
feladatgyiijtemény [4] 2.7. fejezetében talalhato,

2.3. jaték modositasa. A 9. dbran lathato tabla meg-

jelolt mezdjen all egy farkas, a masik jelolt mezon

9. abra: A kezd6 allas

egy nyuszi. A két babuval felvaltva léphetiink egy
mezordl egy masik vele szomszédos mezdre. A Farkas kezd, és akkor nyer, ha a Nyuszi
mezdjére tud lépni. Van-e biztonsdgos stratégidja a Nyuszinak? Mi a helyzet akkor, ha
a Nyuszi kezd?

Ha grafot készitiink a mezokbdl, akkor lat- [~~~ """ "F=== " "F===3 """ """~ '
hatjuk, hogy egy paros grafrél van szd. A 10. abran

az egy pontosztalyhoz tartozé mezdk azonos szin- 1 i
nel vannak jel6lve. Lathatd, hogy a kezdé allasban |

a Farkas és a Nyuszi egy pontosztalyban vannak. w---------- =220 ____!
Ha a Farkas kezd, akkor atlép a méasik pontosz- 10. dbra: Pontosztalyok
talyba, hiszen a paros grafban egy pontosztalyon beliil nincsenek ¢élek. A kovetkezd
1épésben a Nyuszi is 4tlép a masik pontosztalyba, de mivel minden €l legalabb masod-
fok1, ezért mindig tud a Farkasétol kiilonb6zo pontba 1épni. A Nyuszinak tehat van
biztonsagos stratégiaja, mely minddssze abbdl all, hogy nem szabad a farkas mezdjére
1épnie.

Teljesen mas a helyzet, ha a Nyuszi kezd. Ekkor 6 1ép at el6szor a masik pont-
osztalyba, €s a Farkas erre a 1épésre tud reagalni. Lathat6, hogy a Nyuszinak a tabla
szélei felé kell mennie, ahol el6bb vagy utdbb ,,beszorul” az egyik masodfokt pontba,

ahonnan csak olyan pontba tud 1épni, mely szomszédos a Farkas altal ponttal. Tehat

ebben az esetben a Nyuszinak nincs biztonsagos stratégiaja.

Nézziik mi a helyzet, ha a tablat és ezzel
egyiitt a grafot egy kicsit megvaltoztatjuk (11. abra).
Ekkor az uj él elrontja a paros grdfot, létrejon egy

harmas klikk. Mi ennek a jelentésége?

Lattuk az eredeti helyzetben, hogy csak azon

11. abra: A mddositott tabla

mulik a biztonsagos stratégia 1éte, hogy ki kezd. Eb-

ben az esetben, ha a Farkas kezd, akkor sincs biztonsagban a nyuszi. Ennek az az oka,
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hogy a harmas klikk 6sszes pontjan athaladva a Farkas a graf paros részgrafjaban ugy
tud ugyanolyan pontosztalyba keriilni, mint a Nyuszi, hogy a Nyuszin lesz a 1épés sora.
Ekkor a helyzet mar végig ugyanaz lesz, mint ha az eredeti tablan a nyuszi kezdene,
mivel 6 nem tud 4&tmenni a harmas klikken, hiszen a Farkas annak egy pontjabdl tudja

ellendrizni az egész klikket. Tehat ekkor a Nyuszinak nem lesz biztonsagos stratégiaja.

A kovetkez6 jatékos triikkkel az elemi matematika kurzuson talalkoztam. f7; le
egy kétjegyii szamot! Végezd el vele a kovetkezo lépéseket:
(1) A leirt szam szamjegyeinek dsszegét vond ki a szambol!
(2) Az igy kapott szam szamjegyeit add dssze!

(3) Az igy kapott szamot sz0rozd meg az eredeti szammal!
(4) Vond ki ebbdl az eredeti szam négyszeresét!
(5) Az igy kapott szamot 0szd el 5-tel!

A triikk 1ényege, hogy a 1épések elvégzése utan visszakapjuk az eredetileg leirt
szamot. Hogy miért torténik ez, arra a szamelmélet ad valaszt, tehat le kell forditani a
torténéseket a szamelmélet nyelvére.

Az els 1épésben egy kétjegyii, tehat X = 10a + b alaku szambol vonjuk ki a
szamjegyeinek Osszegét, tehat a+b-t. Ekkor egy 9a alaku, vagyis kilenccel oszthatd
szamot kapunk. Fontos, hogy ez a szam legfeljebb 81 lehet, hiszen legfeljebb 99-bdl
vontuk ki a szamjegyeinek 0sszegét. A masodik 1épésben 6sszeadjuk a 9a alakll szdm
szamjegyeit. Ez 9 lesz, hiszen pont ez a 9-cel val6 oszthatosag feltétele. Ezzel a két
1épéssel barmelyik kétjegyli szambol eldallitottuk a 9-et.

A harmadik 1épésben megszorozzuk a 9-et az eredeti szammal, igy 9x-et ka-
punk. Ebbdl vonjuk az eredeti szam négyszeresét, 4x-et, igy kapunk 5x-et. Végiil ezt
osztjuk el 5-tel, igy visszakapjuk az eredeti szamot, x-et. A tovabbi 1épésekben tehat a
9-bdl eldallitottuk az eredetileg leirt szamot. A triikk Iényege, hogy a 9-es szamot sehol
sem emliti, mégis a 9-es oszthatosdgon mulik a megfejtése, melyhez a szamelmélet

segitségével tudunk eljutni.
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3.4. Szimmetria

Problémamegoldas soran a megadott adatok kozotti szimmetriaviszonyok fel-
ismerésével is kozelebb lehet keriilni a megoldashoz. A mddszer jellemzdje, hogy nem
csak diszkrét értékek, adatok, feltételek esetén, hanem akar altalanosan, folytonosan is
alkalmazhat6. A korongos jaték ezt az allitast tamasztja ala.

Matematikai jatékokban is sokszor fel lehet fedezni szimmetriat. Ebben a fe-
jezetben ilyen jatékokat fogok bemutatni Svetoslav Bilchev és Emiliya Velikova Ma-
tematikai jatékok cimii munkaja [9], az Elemi matematika példatar tanaroknak [3] 1.2.
fejezete, illetve sajat otletek alapjan. A jo stratégia alapja legtobbszor egy szimmetria

tengely vagy kozéppont kijelolése, majd az ellenfél 1épéseinek tiikkrozott ismétlése.

Az elso jatékban a két jatékos felvaltva kiszinez egy 10%10-es négyzetrdacs méeg
tires részén egy 1x1-es, 1x2-es vagy 2 *x2-es racstéglalapot. Az nyer, aki a 10x10-es
négyzetrdcs utolsé mezdjeét is kiszinezi. [9]

A nyer stratégia kulcsa, hogy az els6 1épésben el kell foglalni a ndgyzetracs
kozepét egy 2x2-es négyzettel. A tovabbiakban az ellenfél 1épését kell kozéppontosan
tiikrozni az elsé alakzatra. A jo stratégiaval jatszott jaték egy lehetséges allasa a 12.
abran lathato, a 1épések sorrendjét a szamok jelzik.

A masodik jatékot egy Nx2-es tablan (13. dabra) lehet jatszani, mely [ x[-es
négyzetekbol all. A két jatékos valtva lep. Egy lépés soran egy befestetlen 1% 1-esvagy
egy 1 x2-es teriiletet lehet befesteni. Az a jatékos veszit, aki nem tud tobbet lépni. [9]

I ) Ifﬁ ffl

N db, N paratlan szam

12. abra: Jaték a 10x10-es racson 13. abra: Jaték az Nx2-es tablan

Ha N egy paratlan szam, akkor a jaték az els6 jatékhoz hasonldo modon jatsz-
hat6, a szimmetriatengely kijelolése utan az elso jatékosnak van nyerod stratégiaja. Vi-
szont ha N paros, akkor a szimmetriatengely a tdbla kozepén huzodik, és igy a méasodik

jatékosnak van nyerd stratégiaja, 6 tudja masolni az els6 jatékos 1épéseit.
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Az eddigi jatékok soran mindig jol meghatarozott keretek kozott, tablan, négy-
zetracson jatszottunk. A szimmetria viszont ennél altaldnosabb esetekre is igaz. A ko-
vetkezd jaték pontos gyakorlati megvalositasa nehézségekbe iitkozik, de szerintem az
elvi jelentésége hatalmas. EQy kdzéppontosan szimmetrikus asztalra két jatékos fel-
valtva rak le ugyanakkora korlapokat ugy, hogy azok ne fedjék egymadast és ne logjanak
le az asztalrol. Az veszit, aki nem tud tobb korlapot lerakni.

A nyertes stratégia az el6z6ekhez hasonloan itt is a szimmetriak6zéppont el-
foglalasaval kezdddik. Ezutan pedig az ellenfél 1épéseit kell masolni kdzéppontra
szimmetrikusan. Természtesen mivel ez a jaték nem diszkrét, ezért nem elemezhetjiik
ki az Osszes esetet, hiszen abbol végtelen sok van. A nyer0 stratégia l1étezését csak és
kizarélag a szimmetria biztositja.

Erdemes meggondolni, hogy miikdik-e ugyanez a stratégia abban az esetben
is, ha tengelyesen szimmetrikus asztalon jatsszuk a jatékot, és a szimmetriakdzéppont
helyett a szimmetriatengely asztalra eso szakaszanak kdzéppontjat foglaljuk el eloszor.
A valasz az, hogy nem. Az ellenfél ugyanis el tud ugy helyezni korlapot, hogy azt
metssze a szimmetriatengelyt, de ne legyen arra szimmetrikus. Ekkor az els6 jatékos
nem tud szimmetrikus 1€pést tenni, hiszen akkor a két korlap metszené egymast. A

szimmetria tehat felborul és a jaték kiszadmithatatlanna valik.

A kovetkez6 jaték mas tipust, mint az eddigiek, de a szimmetria itt is kulcs-
fontossagu. Felirunk egy sorba 2n darab szamjegyet igy: 1, 2,1,2,1,2... 1, 2. A két
jatékos felvaltva + vagy - miiveleti jelet tehet egy 1-€s és egy 2-es kézé, ha még ott
nincs semmi. Miutan mind a 2n-1 darab jelet elhelyezték, a kezdo jatékos nyer, ha
kifejezés érteke paros, a masodik jatékos, ha paratlan. [9]

A jaték soran a kezdo6 jatékos arra torekszik, hogy az 6sszeg minden tagjaban
benne legyen a 2-es szorz6tényezként, hiszen ekkor minden tag, igy az Gsszeg is pa-
ros lesz. A masodik jatékos célja, hogy paratlan szamu paratlan tag legyen az dsszeg-
ben, ez pedig csak gy johet 1étre, ha paratlan szamu 1-es mindkét oldalan + jel van.
fgy tehat a kezdd szdmaéra kézenfekv®, hogy a bal szélsé 1-es és a szomszédos 2-es
kozé rakja az elso - jelet, megteremtve ezzel a szimmetrikus valasz lehetdségét a ma-
radék 2n-2 1épésre nézve. Ezek utdn minddssze annyi a teendd, hogy ha a masodik
jatékos valamelyik 1-es mellé + jelet rak, akkor az 1-es masik oldalara egy - jelet kell

rakni. {gy az 6sszeg minden tagja paros lesz, a kezdd jatékos nyer.
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Végiil a kétkupacos NIM jatékot és egy azzal analdg jatékot fogok bemutatni.
A szabalyok a kovetkezok: Két kupacban kavicsok vannak (k és n darab). Két jatékos
felvaltva vehet el tetszéleges darabszamu Kavicsot, de egyszerre csak az egyik kupac-

bdl. Az nyer, aki az utolso kavicsot elveszi. Kinek van nyerd stratégidaja? [3]

Miel6tt belemélyednénk a probléma tanulmanyozasaba, nézziink egy ezzel
analog problémat. Egy kxn-es négyzetracs bal also sarkaban dll egy figura. Keét jate-
kos felvaltva léphet vele, vagy jobbra akarmennyit, vagy felfelé akarmennyit. Az nyer,
aki eljut a jobb felsé sarokba. [3]

Vilagos, hogy a két probléma analdg, hiszen az egyik kupacbol x db kavics
elvétele megfeleltethetd annak, hogy x lépést tesziink a négyzetracsban jobbra, és a
masik kupacbdl valo elvétel megfeleltethetd a felfele tett 1épéseknek. Azt gondolom,
hogy a kxn-es tablan vald 1épegetés jobban attekinthetd, ezért azt fogom elemezni,
hiszen a nyer6 stratégia, a 3.2. fejezetben elmondottak alapjan analog. Ez a jaték ha-
sonlo a szamlétrahoz a nyerd stratégia megtalalasanak modjaban, hiszen ezekben visz-
szafelé kell gondolkodni. El8szor meg kell keresni egy nyer6 allast, majd az azt meg-
elézoket, és ezek alapjan lehet felfedezni valamilyen szabalyszeriiséget. A 14. abran
lathato6 a nyer0 stratégia szemléletes vazlata.

A szabdly szerint a jobb felsé mezd a cél. |

Vilagos, hogy a vele csticsban szomszédos sarga

mez0 is jo annak, aki odalép, hiszen az ellenfél

kétféle 1épést tehet, és mindkét 1€pés utan a jobb

fels6 mezdbe tudunk 1épni. Hasonléan az dsszes

e [ L] L]

sarga mez0 jo lesz, tehat azok a mezok, melyek
fliggblegesen és vizszintesen is egyenld tavol- 14. abra: A kxn-es valtozat
sagra vannak a jobb fels6 saroktol. A kezd6 jatékosnak nyerd stratégiaja van, mely
abbol all, hogy ,,sarga” mezdre 1€ép minden 1€pésben. Az elsd 1épés kivételével ez azt
jelenti, hogy az ellenfél 1épéseit szimmetrikusan masolja a kezd6 jatékos, tehat am-
ennyit a masik jatékos 1ép jobbra vagy fel, annyit 1ép a kezdo fel vagy jobbra.

A kavicsos verzioban ez annak felel meg, hogy a kezd6 jatékos minden Iépésben
egyenlOvé teszi a két kupacban 1év6 kavicsok szamat, ha azok nem egyenlék. Ha kezdd
allasban ezek egyenldk, akkor a masodik jatékos tud nyerni. Ebben a stratégiaban is a

szimmetria a kulcs ahhoz, hogy ne kelljen minden lehetdséget kiilon kielemezni.
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3.5. Invariancia

A modszer 1ényege, hogy az allandé mennyiségek, tulajdonsagok felismerése
alapjan jutunk el a probléma megoldasahoz. Szép példa erre a kdvetkezd probléma:
Tegyiik fel, hogy eqy 8 x8-as sakktabla mezdi egyenként megfordithatok, és egy-egy
mezo ellentétes oldala ellentétes szinii. Ha egyszerre egy egész sor vagy oszlop fordit-
haté meg, akkor tetszéleges kezdd helyzetbdl el tudunk-e jutni a szabdlyos sakktdibla
allapothoz?

A vélasz az, hogy nem. Példaul, ha a szabalyos helyzethez képest paratlan
szam mez6 van megforditva, akkor nincs megoldas. Ennek az az oka, hogy egy for-
ditas soran a fekete mez6k szdmanak paritasa nem valtozik. Az alabbiakban a mod-
szert, az el6z0 fejezethez hasonldéan a Matematikai jatékok cimi iras [9], tovabba az
Elemi matematika feladatgyiijtemény [4] invarianciarol szol6 fejezetének egyik felada-

taval fogom illusztralni.

Az els6 jaték eqy, a Matematikai jatékok cimii forrasban taladlhat6 jaték modo-
sitasa: Adottak a kovetkezé szamok: 1, 2, 3... 9, 10, 10, -11, -12, -13, -14, -15. A ket
jatékos felvaltva valaszt egy-egy szamot. Az nyer, akinél az osszegytijtott szamok Osz-
szegeének abszolut értéke nagyobb.

El6szor is azt kell észrevenni, hogy ezeknek a szamoknak az dsszege nulla:
1+2+3+4+5+6+7+8+9+10+10+ (-11) + (-12) + (-13) + (-14) + (-15) = 0.
A bal oldal barmelyik tagjat levonva mindkét oldalrdl az egyenlet igaz marad, vagyis
az egyenldségjel két oldalan az 6sszeg azonos lesz. Ha az egyenletrendezés szabalyait
melldzve atrakunk egyes tagokat a masik oldalra, akkor a két oldal abszolut értéke lesz
egyenld. Amikor a két jatékos valaszt, akkor 1ényegében az egyenlet két oldalara va-
laszt tagokat, tehat a két oldal abszolut értéke mindig egyenld lesz, a jatékosok valasz-

tasatol fliggetleniil. Ennek a jatéknak tehat nincs nyertese.

A masodik jaték szintén egy, az el6z6 forrasban taldlhato jaték modositasa:
Felirjuk egy tablara az 1, 2... 2014, 2015 szamokat. A két jatékos felvaltva letorol két
szamot és helyettiik az kiilonbségiik abszolut értékét irja fel. A kezdo jatékos nyer, ha
a tablan marado szam paros, és veszit, ha paratlan. Kinek van nyerd stratégidja? [9]

Az eldz0 jaték és az invariancia-elv alapjan mar lehet sejteni, hogy a jaték ki-

menetele fliggetlen a jatékosok 1épéseitdl. Fontos észrevenni, hogy a szamok 0sszege

19



eredetileg (1008-2015) paros szam. Az az allitas, hogy a jatékosok 1épéseitdl fligget-
leniil ez az 6sszeg paros marad ¢és a kezdo jatékos nyer.

(1) Ha két azonos paritasi szamot torol le egy jatékos, akkor a tablan maradt
szamok Osszege paros marad. Az azonos paritasu szamok kiilonbsége is paros, ezt hoz-
zdadva a tablan 1évokhoz, az 6sszeg paros marad.

(2) Ha két ellentétes paritasu szamot torol le egy jatékos, akkor a tablan az
Osszeg paratlanra valtozik. Viszont a két letorolt szam kiilonbsége paratlan, ezt hozza-
adva a tablan 1évékhoz, mégis paros marad az 9sszeg.

M¢ég egyszerlibb belatni, hogy az 6sszeg paros marad, ha rajoviink, hogy min-
den lépésben a kisebbik letorolt szam kétszeresével, tehat paros szammal csokken. Ez

konnyen belathato, hiszen x —a—b + |a— b| pontx — 2a, haa <b, ésx—2b, hab <a.

A kovetkezo6 jatékos feladattal elemi matematika oran talalkozhatnak a hallga-
tok, €s azt gondolom, hogy az invariancia egy szép példaja. Egy szigeten 13 sziirke, 15
barna, 17 zold kaméleon él. Ha két kiilonbozo szinii kaméleon taldlkozik, akkor any-
nyira megijednek egymastol, hogy mindketten a harmadik szinre valtoztatjak boriiket.
Két azonos szinii kaméleon nem ijed meg egymastol, igy talalkozaskor nem valtoztatjak
meg sziniiket. Lehetséges-e, hogy egy ido mulva minden kaméleon ugyanolyan szinii
legyen? [4] (8.6. fejezet, 8.5. feladat)

A cél tehat, hogy az egyes egyedek 1étszamanak eloszlasa a 45,0,0 legyen. Az
els6 gondolata az lenne taldn mindenkinek, hogy a harom létszam paritdsanak valto-
zasat vizsgalja. Az lenne a kérdés, hogy lehetséges-e olyan helyzet, hogy egy létszam
paratlan és kettd paros. A valasz az, hogy igen, hiszen az alaphelyzethez képest egy
talalkozas utan pont ilyen lesz az eloszlas. Ezzel tehat nem keriiltiink kozelebb a va-
laszhoz.

Vizsgaljuk ezért a 1étszamok harmas maradékait. Kezdetben ezek rendre: 1,0,2.
Tehat a harom létszam harom kiilonb6z6 maradékosztalyban van. Nézziik, mi torténik
egy talalkozas soran a maradékokkal. Kett6 koziiliik 1-gyel csokken, egy pedig 2-vel
nd, tehat a -1 = +2 (mod 3) kongruencia miatt tovabbra is minden létszam kiilonb6z6
maradékosztalyban lesz. A 45,0,0 1étszdmeloszlas tehat nem érhetd el, mert abban két
1étszam azonos maradékosztalyban lenne. Tehat soha sem lehet minden kaméleon azo-

nos szinil, a maradékok invariancidja miatt.
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3.6. Esetszétvalasztas

Sokszor eléfordul, hogy egy altaldnosan megfogalmazott probléma esetén egy
paraméter kiilonbozo értékeinél mas és mas megoldasa van a problémanak. Lehetsé-
ges, hogy csak eredmény mas, de olyan is eléfordul, hogy teljesen méas modszer a cél-
ravezetd a megoldas soran. Ekkor érdemes a problémat tobb részre bontani és az egyes
részeket kiilon vizsgalni. Ezt a modszert Matematikai jatékok 2. cimii forras [10], to-

vabba egy teljesen sajat jaték segitségével illusztralom.

Nézziik az elso jatékot: Egy korvonalon n pontot beszamozunk 1-t6l n-ig. A két
Jjatékos felvaltva osszekot két, azonos paritasu pontot egy egyenessel, oly modon, hogy
az egyenesek nem metszhetik egymdst, még a kérvonalon sem. Az veszit, aki nem tud
tobb ilyen egyenest behiizni. [10]

Itt négy esetet kiilonboztethetiink meg, az alapjan, hogy a kérvonalon 1évo pon-
tok szamanak mennyi a 4-es maradéka. (15-18. abra)

(1) n=4k alaku: A kezd6 jatékosnak van nyeré stratégiaja. A szimmetriat ki-
hasznalva, az els6 1épésében berajzolja a kor egyik atmérdjét, és aztan minden 1épésé-
ben a masodik jatékos 1épéseit arra szimmetrikusan megismétli.

(2) n=4k+2 alaku: A masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja, mivel az atmé-
rékon fekvo pontok ellentétes paritasuak, igy az els6 jatékos nem tud atmérét behuzni,
a masodik jatékos viszont minden 1épésben le tudja masolni az elsd jatékos 1épését,

ahogy az a 16. dbran is lathato.

15. abra: 1. eset 16. abra: 2. eset

(3) n=4k+1 alaku: A kezd6 jatékos az 1 és a 3 pontok Osszekotésével kiiktat
3 pontot, igy visszavezeti a problémat az n=4k+2 tipust esetre, ahol az (eredetileg

masodik) kezd6 jatékos veszit.
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(4) n=4k+3 alaku: Akezdd jatékosnak van nyer0 stratégiaja. Az elsé 1épésében
Osszekoti a 2k+1 és 3k+1 pontokat, igy n=4k pont marad jatékban, viszont ezeket egy
koriven egyenletesen elhelyezve, az &tmérdk ellentétes végén ellentétes paritasu pon-
tok lesznek. Igy lényegében a (2) esetben targyalt helyzet 4ll el8, ahol a masodikként

egyenest behuizo jatékos a nyerd, aki jelen esetben az elsd jatékos.

17. abra: 3. eset 18. abra: 4. eset

A kovetkez6 jaték is esetszétvalasztassal elemezhetd: Két jatékos egy 2K-jegyii
szam szamjegyeit felvaltva irja fel, a 6, 7, 8, 9 szamjegyek felhaszndlasaval. Ha az igy
kapott szam végiil oszthato 9-cel, akkor a masodik jatékos nyer. Ellenkezé esetben a
kezdd jatékos nyer. [10]

(1) k=3a: A masodik jatékos nyer. A kezdd jatékos minden 1épése utan egy
olyan szamjegyet ir, ami az el6z6 szammal Gsszeadva 6 maradékot ad 9-cel osztva.
Ekkor a 2k-jegyii szam biztosan oszthat6 lesz 9-cel.

(2) k=3a+1: A kezd¢ jatékos nyer. A kezdé jatékos elsé 1épése lehet 6,7 vagy
8. Ezutan a masodik jatékos minden 1épésére az (1) esetben leirt stratégiat alkalmazza,
igy a kozéps6 2-3a szamjegybol alldo szam oszthatd lesz 9-cel. Viszont az elsé és az
utolso szamjegyet is hozzavéve a szamhoz, mar semmiképp sem lesz oszthato 9 -cel.

(3) k=3a+2: A kezdé jatékosnak van nyeré stratégiaja. a kezdé jatékos elsé
1épése a 9-es szamjegy. Ezutan az utolsé 1épés kivételével minden 1épésére az (1) eset-
ben leirt stratégiat alkalmazza. Igy 6a+1 1épés utan a szam biztosan oszthat6 lesz 9-
cel. Ekkor harom 1épés van hatra, ebbdl kettét a masodik jatékos tesz meg. Ha a ma-
sodik jatékos kovetkezd 1épése 9, akkor az els6 jatékos 9-t61 kiilonbozd szamjegyet ir,
€s a szam, a masodik jatékos utolso 1épésétdl fliggetleniil, nem lesz oszthatd 9-cel. Ha
a masodik jatékos utolso eldtti 1épése nem 9, akkor az elso jatékos ir 9-et, és az egész

szam, a masodik jatékos utolso 1épésétdl fliggetleniil, nem lesz oszthato 9-cel.
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A sajat jatékom a kovetkezo: A jatékot ketten
jatsszak az 19. abran szereplé kezdohelyzetbol indulva.
Az elsd jatékos behuz egy, az dbran szereplo metszéspon-

tok egyikén atmend, eddigiektdl kiilonbozé egyenest. Ez-

utan a masodik jatékostol indulva felvaltva beszineznek

(egy-eqy sajat szinnel) egy olyan tartomdnyt a tablan,

mely nem szomszédos mar beszinezett sajat tartomany-

19. abra: A kezd¢ allas

nyal. Aki nem tud ujabb tartomanyt beszinezni, az veszit.

Kézenfekvd, hogy a kezd6 egyenes behuzasatol fliggden kiilonboztessiink meg
eseteket. Lathato, hogy a jaték szempontjabdl a tabla szimmetrikus, a harom metszés-
pont egyenrangli, amig az egyiken keresztiil be nem hiizzuk a plusz egyenest. A behu-

zott egyeneseket hdrom tipusba lehet sorolni, mint az a kovetkezd dbrakon lathato.

20. abra: 1. eset 21. abra: 2. eset 22. abra: 3. eset

Az elsd esethez tartoznak az olyan tipust kezd6 egyenesek, melyek a harmadik
egyenest a masik két metszéspont kozott metszik. A masodik esetben nem a két meg-
1évé metszéspont kozott metszi, harmadik esetben egyaltalan nem is metszi az uj egye-
nes a harmadik egyenest.

1. eset: A szimmetriardl szolo fejezetben targyaltak erre az esetre is alkalmaz-
hatéak. A behuzott egyenes két oldala szimmetrikus, igy a szinezést kezdd jatékos
minden 1épését le tudja masolni a masik jatékos. Tehat megéri igy behtzni a vonalat,
mert a vonalat behuzo jatékosnak van nyero stratégiaja.

2. eset: Az eset valojaban megegyezik az elsd esettel. Ugyanannyi tartomany
van, és az elrendezésiik is izomorf az els6 esetnél 16vékhoz. Igy a gydztes stratégia is
ugyanaz, csak a jobb alsé sarokbol induld egyenest tekintsiik ,,szimmetriatengelynek”.

3. eset: Itt a megoldas mar korant sem olyan egyszerli, mint az el6z6 két eset-
ben. Ebben az esetben 9 tartomany keletkezik, mégpedig ugy, hogy a k6zEépso tarto-

many 3 egymastol fliggetlen tartomannyal szomszédos. A maradék 5 tartomany koziil
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4 nem szomszédos egymassal. Tehat cél lehet, hogy

a kozEépso tartomanyt és az emlitett négy tartomanyt

szinezze be a masodik jatékos. Mésképp nem is lehet

009
5 tartomanyt beszinezni a szabalyoknak megfele- Eo Z oi
0 o

16en. (Az eset targyalasanak megkonnyitése érdekeé-

ben a 23. abran graf alakban abrazoltam a tartoma-

nyokat, és megszamoztam azokat.) 23, ibras A 3. csct grif alakban

Konnyen belathato, hogy fent emlitett 5 mez6 kiszinezése csak akkor lehetsé-
ges, ha az els6 jatékos a masik négy mezot szinezi be. Ha az elsé jatékos valamelyik
sarokban 1évé mez6t beszinezi, akkor maris megakadalyozta ezt az idealis forgato-
konyvet. Felmeriil tehat a kérdés, hogy ha 5-6t nem is, de 4 mez6t biztosan ki tud-e
szinezni a szinezést kezdd jatékos ugy, hogy kdzben ne veszitsen. A valasz az, hogy
nem, mert elég, ha a masik jatékos két sarkot elfoglal €s maris nincs a maradék 7 tar-
tomany koziil 4 fliggetlen. Kivéve természetesen a 2,4,6,8 csucsoknak megfelelo tar-
tomanyokat, de csak azok kiszinezése vesztes stratégia.

Eddig tehat belattuk, hogy az els6 (az egyenest behtizo) jatékos tud olyan stra-
tégiat valasztani, hogy a masodik (szinezést kezdd) jatékos legfeljebb 3 tartomanyt
tudjon beszinezni. Kérdés, hogy ekdzben az els6 jatékos is be tud-e szinezni 3 mezdt,
mert ha igen, akkor nyer, ugyanis 3-3 szinezés utan a masodik jatékosnak kellene szi-
neznie, de nem tud.

A valasz az, hogy igen a masodik jatékos minden esetben be tud szinezni 3
tartomanyt. Ugyanis, ha a grafban két egy oldalon levd sarkot (pl. 1 és 7) is be tud
szinezni, akkor a szemkdzti oldalon 1évé 3 pont (3,6,9) koziil legalabb az egyik bizto-
san szabad lesz. Ha pedig a masodik jatékos két szemkozti sarok beszinezésével meg-
akadalyozza az egy oldalon 1év0 sarkok beszinezését, akkor az elsd 1épésben beszine-
zett sarok (7 vagy 9) utan a kozépso pontot kell beszinezni. Ekkor a 2-es pont még
mindenképp szabad marad, igy elérhet6 a 3 db pont kiszinezése. Tehat a 3. esetben is
a masodik jatékosnak van nyerd stratégiaja, melynek elsé Iépése a 7-es vagy 9-es
csucsnak megfeleld tartomany beszinezése, a tovabbi lépéseket a fent leirtaknak meg-

felel6en kell megtenni.
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3.7. Grafikus modszer

A problémamegoldas soran sokszor eléfordul, hogy nehéz fejben végiggon-
dolni az Gsszes l1épést. Ilyenkor egy jo abra gyakran Kkitisztitja a képet, elore viszi a
problémamegoldas folyamatat. Ha valamilyen egyenletrendszerrel kell dolgoznunk,
akkor is nagy segitség lehet, ha az egyes egyenleteknek megfeleld alakzatokat, akar
csak vazlatosan, abrazoljuk egy k6zds koordinatarendszerben. Ebben a fejezetben egy

fejtord feladatokkal illusztralom ezt a modszert.

Ezzel a feladattal is elemi matematika kurzus kereteiben beliil taldlkoztam.
Minden nap pontosan délben egy hajo indul Lisszabonbol New Yorkba az Atlanti dce-
dnon, és ugyanabban a pillanatban egy masik az ellenkezé iranyba. Az ut mindkét
iranyban pontosan hét napig tart. Egy hajo hdany szembejovével talalkozik utja soran?

Ez egy kicsit becsapos feladat, ugyanis az emberek tobbsége gyorsan ravagja,
hogy 7. Amikor kideriil, hogy nem az a jo valasz, akkor rovid gondolkodas utan fel-
meriil, hogy 14, vagy 15, vagy 13. Ennek eldontéséhez legegyszeriibb, ha a grafikus
modszerhez folyamodunk, és (sebességliket egyenletesnek tekintve) egyenesként 4b-
razoljuk a hajok utjat egy tavolsag-ido grafikonon (24. abra).
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24. abra: A egyik iranyba mend és a szembejovo hajok talalkozasai

Az abran a parhuzamos egyenesek az azonos kik6tobol induld hajokat, az oket
metszd egyenes a masik kikotobol induld hajot jeloli. A talalkozdsokat piros pottyel
jeloltem. Az abra alapjan nyilvanvalo, hogy dsszesen 15 taldlkozés torténik, ha azokat

az eseteket is beleszamoljuk, amikor épp megérkezik, illetve indul egy-egy hajo.
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4. Bizonyitasi modszerek bemutatasa

Ebben a rovid fejezetben eldszor a bizonyitasokrol, azok jelentdségérol fogok
irni, foként az Indoklas és bizonyitds [5], valamint A gondolkodas iskoldja [7] cimi
munkak alapjan, majd bemutatok harom alapvet6 bizonyitasi modszert néhany jatékos
vagy szemléletes példa segitségével.

Polya Gyorgy a fent emlitett konyvében egész fejezetben (Minek bizonyitani?)
fejtegeti a bizonyitasok sziikségességének ¢€s sziikséges szigorasaganak témajat. El-
mondja, hogy az elsé logikai rendszer Eukleidész Elemek c. miive volt, melyben az
axiomak, a definiciok és a tételek meghatarozott sorrendben kovették egymast. Fel-
hivja a figyelmet arra, hogy minden ilyen logikai rendszert a bizonyitasok tartanak
0ssze.

Valoban nyilvanvald, hogy a matematika épiiletét a bizonyitasok tartak egyben.
Kérdés azonban, hogy mikor milyen szigorusag sziikséges az egyes bizonyitasokkal
kapcsolatban. Mindkét forras kiemeli, hogy uj tételek, Osszefiiggések kutatasakor a
matematikus sziikségszerlien elrugaszkodik az egzakt bizonyitasok talajarol, hama-
rabb biztos a dolgaban, mint hogy azt bizonyitani tudna. A hétkdznapi €letben, vagy a
fizikdban sem ragaszkodunk a tilsdgosan magas kovetelményeknek megfeleld bizo-
nyitasokhoz, sokszor inkdbb modelleziik a dolgokat, jelenségeket.

Manapsag mar az is vilagos, hogy kozoktatasban ,,nem lehet olyan szigoru,
egzakt, matematikai formalizmussal leirt bizonyitasokat megtanitani, mint amit a fel-
s6oktatasban elvarnak a hallgatoktol.” [S] Tobbek kozott ezért a szigoraan vett bizo-
nyitasi médszerek mellett egyre inkabb bizonyitasnak tekintjiik az indoklasokat, ko-
vetkeztetéseket, szemléltetéseket is. Ezek alapjan az el6zéekben bemutatott modsze-
rek 1s bizonyitasnak mindsiilhetnek adott kozegben.

Ebben a fejezetben a matematikai bizonyitasok egy magasabb szintjének meg-
felel6 bizonyitasokat fogok bemutatni. Ezekben néhany allitas lancolata lesz el6térbe
allitva. A Matematika BSc tantervében szerepld kurzusok tananyagéanak részét képezo,

ott szamonkért tételeket és definiciokat csak sziikség esetén idézem.
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4.1. Teljes indukcio

A teljes indukcios bizonyitas alapja a Peano-axiomarendszer 5. axiomaja. Az
5. axioma kimondja, hogy a természetes szamok (N) minden A részhalmazara igaz,
hogy ha tartalmazza a nullat és minden elemének rakovetkezdjét is, akkor A = N. A
teljes indukcios bizonyitas 1ényege, hogy egy allitas VneN, n >a (aeN) szamra igaz,
ha a kovetkezo két feltétel teljesil:

(1) Az allitas igaz aeN-re.

(2) Ha n-re igaz, akkor abbol kdvetkezik, hogy n+1-re is igaz.

Tehat a moédszer 1ényege, hogy egy adott szamra belatjuk, hogy igaz az allitas,
illetve bemutatjuk, hogy meg tudjuk tenni a (2) pontban leirt indukcios 1épést. Ezt a
fajta bizonyitasi modszert elsGsorban Gsszegformulak, egyenldségek, egyenlétlensé-
hasznaljuk.

A teljes indukcido modszerének alapvetd szemléltetésére alkalmas a domin6-
elv vagy a 1€pcsds példa. A domind-elv 1ényege, hogy a sorban felallitott dominok
mind eld6lnek, ha eldél az els6, és minden dominé biztosan elddnti a kovetkezot is. A
1épcsds példa azt mutatja meg, hogy akar egy végtelen 1épcsén is teljesen fel tudunk
menni, ha fel tudunk 1épni az elsé 1épcsdfokra, és minden egyes 1épcséfokrol fel tu-

dunk 1épni a kdvetkezére. [5]

Ebben a dolgozatban a teljes indukciés bizonyitds bemutatasara elsdsorban a
Hanoi tornyok nevii, egyszemélyes jatékot szemeltem ki, mellyel a Csakany-féle Ma-
tematikai jatékok konyvben talalkoztam [1]. A jaték harom oszlopbdl és n darab kiilon-
b6z6 méretii, kozépen lyukas korongbol all. Kezdetben az elsd oszlopra vannak ra-
csusztatva a korongok, alul a legnagyobb, majd fokozatosan felfelé csokkenve a tobbi,
végiil feliil a legkisebb. A jaték célja, hogy atrakjuk a korongokat ugyanilyen elrende-
zésben a harmadik oszlopra, oly modon, hogy 1épésenként csak egy korongot mozga-
tunk, €s soha nem rakunk nagyobb korongot kisebbre. Szamunkra az a kérdés adodik,
hogy vajon hany Iépésben lehet megnyerni a jatékot, ha n db koronggal jatszunk.

Trivialis, hogy n=1 esetén 1 1épésben, N=2 esetén 3 1épésben tudok végezni.
Ro6vid probalgatas utan az is lathatd, hogy n=3 esetén legalabb 7 1épés kell. Ha n=k>2,

akkor rovid gondolkodas utan felfedezhetd, hogy milyen modszerrel tudjuk megoldani

27



a feladatot. A 1ényeg, hogy k-1 darab korongot atpakolunk a 2. oszlopra X l1épésben,
majd a legalso (az abran pirossal jellt) korongot athelyezziik a 3. oszlopra 1 1épésben,
majd a 2. oszloprol az k-1 darabot ugyancsak x 1épésben visszapakoljuk a legalsora.
Tehat 6sszesen 2x+1 1épésben végziink, ahol X tulajdonképpen a k-1 darabot tartal-
maz0 jaték 1épésszama. Tehat ha tudjuk a k darab korongbdl all6 jaték megoldasanak
lépésszamat, akkor abbol meghatarozhato a k+1-es eset. EImondhatjuk, hogy a bizo-

nyitas indukcios 1épését (25. abra) megtalaltuk.

: X db 1db X db !
i lepes lepes lepes i

25. abra: Az indukcids 1épés

A teljes indukci6 tényleges végrehajtasahoz mar csak meg kell sejteniink, hogy
n=k darab korong esetén mennyi a minimalisan sziikséges 1épésszam. Az n=1,2,3 ese-
tek vizsgalata utan sejtjiik, hogy a sziikséges 1épésszam 2"-1. Ez alapjan, n=k esetén a
sziikséges 1épésszam 2X-1, erre az indukcids 1épés alkalmazva azt kapjuk, hogy n=k+1
esetén 2(2%-1)+1 Iépesre van sziikség. Mivel 2(2K-1)+1=2k*1-2+1=2k*1-1  azért lathat-

juk, hogy ez pontosan az a lépésszam, amit bizonyitani akartunk.

A teljes indukcié masik illusztracidja a 3.6. fejezetben talalhat6 sajat jatékom-
hoz kapcsolodik. Abban a jatékban a jatékosok felvaltva szinezhetnek ki a sikon egy
olyan tartomanyt, mely nem szomszédos sajat, mar beszinezett tartomannyal. Nézziik
ennek a jatéknak a kooperativ valtozatat! Két jatékos felvaltva szinez be (egy-egy sajat
szinnel) egy egyenesekkel tartomdanyokra bontott téglalapot. Akkor gyoznek, ha min-
den tartomanyt ki tudtak szinezni két szinnel ugy, hogy nincs két szomszédos tarto-
many, mely azonos szini. Meg tudjak ezt mindig tenni?

A valasz az, hogy igen. A bizonyitdshoz minddssze a teljes indukcio és egy
otlet sziikséges. Nyilvanvald, hogy ha 0sszesen 1 egyenes, azaz 2 tartomany van, akkor
kiszinezhet0 a téglalap. Tegylik fel, hogy n egyenes esetén is van jo szinezés. Ha be-
hazzuk az n+1. egyenest, akkor annak egyik oldalan maradjon ugyanaz a szinezés, a
masik oldalan pedig legyen minden tartomany ellenkezd szinii, mint addig. Igy belat-

tuk, hogy tetszélegesen sok egyenes és tartomany esetén van jo szinezés.
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4.2. Indirekt bizonyitas

Az indirekt bizonyitas 1ényege, hogy a bizonyitani kivant allitas tagadasarol
latjuk be, hogy ellentmondashoz vezet, ezzel bizonyitva az eredeti kijelentés helyes-
ségét. Ennek logikai alapjait az alabbiakban foglalom Gssze, az [5] forras alapjan:

(1) Ellentmondasmentesség: A A —A mindig hamis.

(2) A harmadik kizarasa: A V —A mindig igaz.

(3) Tagadas tagadasa: =(—A) = A

(4) Miveletek tagadasa: =(AVB) = A A =B, =(AAB) =—-AV —B

(5) Kvantorok tagadasa: =(3x,T(x)) = (VX, =T(X)), «(VX,T(X)) = (3%, = T(x))

Ez a modszer abban az esetben indokolt igazan, ha mas modon nem jarunk
sikerrel. A modszer hasznos lehet tobbek kozott tételek megforditasanal, negalt eg-
zisztenciatételeknél, illetve olyan allitdsoknal, ahol kevés megkiilonboztethetd eset
van. A bizonyitashoz sziikséges ellentmondasokbol 4 tipust kiilonboztetek meg:

(1) Az allitas, amire kovetkeztettiink a feltételbol, ellentmond az indirekt feltételnek.
(2) Az indirekt feltétel kovetkezménye ellentmond egy ismert tételnek, axiomanak.
(3) Az indirekt feltétel kovetkezménye ellentmond a bizonyitando tétel feltételének.

(4) Az indirekt feltételbol kovetkezik egy allitas és annak negaltja is.

Illusztracioként egy mar korabban targyalt témat folytatok. A transzformacio
elvrol szolo fejezetben szerepelt a kovetkezo feladat: Legfeljebb hany huszar lehet ugy
elhelyezni egy szabdlyos sakktablan, hogy ne iissék egymast? Ennek kapcsan allitot-
tam, hogy probalgatassal el lehet jutni a j6 eredményre (32), de akkor tovabbi meg-
gondolast igényel annak bizonyitasa, hogy nem lehet ennél tobb huszart elhelyezni a
tablan a feladatnak megfelelden. Ezt fogom most indirekt modon bizonyitani.

Tegytik fel indirekt modon, hogy el lehet helyezni 33 huszar a sakktablan ugy,
hogy ne tissék egymast. Ebbdl az kovetkezik, hogy a tabla egyik felén legalabb 17, az
egyik negyedén minimum 9, az egyik nyolcadan pedig nem kevesebb, mint 5 huszart
lehet elhelyezni a szabalyoknak megfelelden. A sakktabla nyolcada egy 2x4-es rész,

azaz 8 mez0. Minden egyes erre lerakott huszar 2 mez6t foglal el, egyet, amin all és

egyet, ahova 1épni tud (26. abra). Vagyis a skatulya-elv alap- ] _____ [l _____
jan az 5. huszart mar nem tudjuk elhelyezni ugy, hogy ne le- | J l |
gyen iitésben. Igy tehat ellentmondasra jutottunk az indirekt cooocb o J_____Lo__. :

feltétellel szemben, ez eredeti allitast fogadjuk el igaznak. 26. dbra: A 2x4-es rész
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4.3. Direkt bizonyitas

A direkt bizonyitas soran kozvetleniil az allitast bizonyitjuk logikailag egy-
masra €piil6 igaz allitasok véges sorozataval. A bizonyitas soran felhasznalt axiomak,
definiciok, tételek valamint a valasztott stratégia az adott problématdl, bizonyito el6-

zetes ismereteitdl és gondolkodasi szintjétdl fliggnek. [5]

A kovetkez6 problémaval a PAzmany Péter Katolikus Egyetem egyik kurzusan
talalkoztam, és ugy gondolom, hogy egy szép példéja a korlatos intervallumon folyto-
nos fliggvényekre vonatkozo Bolzano-tétel felhasznalasanak és szemléltetésének. EQy
tibeti szerzetes reggel 7-kor elhagyja a kolostort, hogy szokdsos utvonalan felmenjen
a hegytetére. Mdasnap reggel ujra 7-kor indul a hegycsucsrol, és az eléz6 napi utvona-
lon haladva visszatér a kolostorba. Igazolja, hogy az utvonalon van olyan pont, ahol
mindkét nap pontosan ugyanakkor megy dt a szerzetes!

Elemi meggondolasok alapjan tobbféleképpen is szemléltetni lehet, hogy miért
van ez igy. Példaul az els6 ilyen meggondolas soran képzeljiik el, hogy reggel hétkor
mindkét iranyba egyszerre indul el egy-egy szerzetes. Ekkor az ut egy pontjan min-
denképp talalkoznak egymassal, vagyis lesz olyan pont, melyen mind a két iranyba
halad¢ szerzetes ugyanabban a pillanatban halad at.

A masik elemi meggondolas 1ényege, hogy rajzoljuk fel egy grafikonon a két
ut tavolsag-ido6 fliggvényének modelljét (27. és 28. abra), és vegyiik észre, hogy a két
fliggvény metszi egymast. Szemléletesen ez az érvelés is rendben van, ugyanakkor
néhany alapvetd dolgot meg kell még fontolnunk, hogy ebbdl a szemléltetésbdl valod-

ban bizonyitas legyen.

7 7
6 6
5 5
oo oo
R 4 R 4
° S
\53 \53
2 2
1 1
0 ¥ 0
0 2 4 6 8 i 0 2 4 6 8

eltelt id6 eltelt id6

27-28. abra: A két fuggvény diszkrét pontokbdl és folytonosan (0 — kolostor, 7 — hegytetd)
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Mar a szemléltetéshez is sziikséges meggondolnunk, hogy a feladatot a 27.
vagy a 28. dbra modellezi helyesen, azaz diszkrét pontokrol vagy egy folytonos gor-
bérdl beszeliink, diszkrét pontok esetén ugyanis egyaltalan nem biztos, hogy a két
fliggvénynek van kozds pontja. Szerencsére a feladat leirasa alapjan tekinthetjiik foly-
tonosnak a szerzetes mozgasat leir6 gorbét, hiszen soha sem keriil egy pillanat alatt
egy ,,messze” 1évo pontba. Gyakorlatilag értelmezhetjiik tigy a feladatot, hogy a szer-
zetes mozgasat egy folytonos gorbe irja le a tavolsag id6-grafikonon.

Felmeriil a kérdés, hogy akkor kész vagyunk? Hiszen latszik, hogy a két gor-
bének metszenie kell egymast, tehat van olyan idépont, amikor mindkét nap ugyanott
jart a szerzetes. A szemléltetés szintjén ez mar rendben van, de a bizonyitashoz ennél
tobb kell. Mondhatjuk példaul, hogy az egyik gorbe két részre bontja a tavolsag-ido
sikot, a masik gorbe pedig a két tartomanyt koti dssze, tehat mindenképp metszenie
kell az els6t. Ennek bizonyitasa, mely a Jordan-tétel kovetkezménye, azonban tilmutat
ezen a szinten.

Szerencsére van egy sokkal egyszerlibb lehetdség is. Vegyiik a két gorbe kii-
lonbségét, ha ez nulla, akkor az pont azt jelenti, hogy a gorbék metszik egymast. Tehat
mar csak azt kell belatni, hogy a két gorbe kiilonbsége felveszi a nulla értéket. Ehhez
felhasznaljuk a Bolzano-tételt. A tétel kimondja, hogy: Korldtos, zart intervallumon
ertelmezett, negativ és pozitiv értékeket is felveva, folytonos fiiggvénynek van zérushe-
lye. Két folytonos fiiggvény kiilonbsége is folytonos, és jelen esetben egy korlatos és
zart intervallumon van értelmezve. Az is vilagos, hogy a kiilonbséggorbe felvesz po-
zitiv és negativ értékeket is. Tehat alkalmazhato a tétel, valoban felveszi a nulla értéket
IS (29. abra). A bizonyitas igy mar elég egzakt, megfelel az elvart szintnek, igazoltuk

az allitast.

tdvolsag
o O A N O N DM O ®

29. abra: A két gorbe kiilonbséggorbéje, és a zérushely
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